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Introduction

Soient ̂  l'anneau des germes en Oe C" de fonctions holomorphes, 6^ l'anneau des séries
formelles sur C à n indéterminées et soit

n

œ=^â^., a,e(9^

un germe en OeC" de 1-forme différentielle holomorphe, intégrable, i.e. œ A ^œ==0, qui
s'annule en 0. Un élément /e^ (resp. 6^ non constant tel que

œ A df=0,

est une intégrale première holomorphe (resp. formelle de œ). Si de plus, il existe ^e^(resp.
^) tel que

g(ù=df, ^(0)^0,

nous dirons que / est une intégrale première forte (1) déco. Ces deux notions ne sont pas
équivalentes; on peut s'en convaincre avec l'exemple suivant :

(ù=px^dx^-{-qx^dx^
/=xfxl; p , < ? e ^ , p.q>l.

On peut distinguer trois types de critères relatifs à l'existence d'intégrales premières :
1° critères calculatoires : ils portent essentiellement sur le lieu singulier S(œ) de œ, i. e. le

germe d'ensemble analytique d'équations

a^(x)=a^{x)=... =^(x)=0;

(1 ) Nous adoptons ici une terminologie plus précise et appelons intégrale première forte, ce que nous avons appelé
intégrale première dans [17].
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HOLONOMIE ET INTÉGRALES PREMIÈRES 471

2° critères formels : il s'agit de trouver des relations entre les anneaux des intégrales
premières formelles et holomorphes;

3° critère topologique : l'existence d'une intégrale première peut-elle être lue sur la
topologie du « feuilletage singulier » défini par œ?

1. CRITÈRES CALCULATOIRES. — Lorsque œ possède une intégrale première forte, la
différentielle d(ù de œ s'annule en 0 et le jet d'ordre 1 de œ en Oe C",j1 œ, est la différentielle
d'une forme quadratique Q. Réciproquement, G. Reeb démontre dans sa thèse [19] :

Critère de Reeb. — Sïj1 œ est la différentielle d'une forme quadratique Q de rang maximal,
œ possède une intégrale première forte.

Dans [18], il est montré que ce résultat est encore vrai avec les hypothèses plus faibles

S(œ)={0} , J^=dQ avec rang Q^ 2.

Enfin, dans [15], B. Malgrange donne le critère très général suivant :
Critère de Malgrange. — Si codim S (œ) ̂  3, alors œ possède une intégrale première forte.
Il est clair que la condition codim S (©) ̂  3 n'est pas nécessaire. D'autre part, le cas codim

S (©) ̂  2, peut-être considéré comme le cas général; en effet, on peut toujours factoriser le plus
grand commun diviseur g des composantes a^ de © si codim S (©)=!. On obtient ainsi :

(ù==g(û\ Q^-i. codim S(©')^2.

Le théorème suivant montre qu'alors l'existence d'intégrales premières se ramène à un
problème à deux variables.

THÉORÈME DE PROLONGEMENT. - Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable
tel que codim S(©)^2 et soit j un prolongement de (C2, 0) dans (C", 0) tel que

Sa^œ))^}.

Si 7*(©) possède une intégrale première (resp. forte) /o^^ ûtors © possède une unique
intégrale première (resp. forte) fe(^n telle que

/o=/o;.

L'existence de plongements j vérifiant la condition S (/ '*(©))=={ 0} a été montrée dans [17].
Cependant nous reprendrons cette démonstration dans le chapitre VI (th. 2). Le théorème de
prolongement proprement dit est démontré dans ce même chapitre dans le cas des intégrales
premières (th. 1). Le cas des intégrales premières fortes s'en déduit immédiatement en
utilisant le lemme de division de G. de Rham.

2. CRITÈRES FORMELS. — Supposons que © possède une intégrale première formelle /.
Deux questions bien distinctes se posent alors :
- © possède-t-il une intégrale première holomorphe? Dans [15], B. Malgrange donne

une réponse positive dans le cas des intégrales premières fortes [et codim S(©)^2]. Nous
verrons avec le théorème A ci-dessous que ce résultat reste vrai dans le cas général;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



472 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

- trouver des critères de convergence de /. Le résultat suivant qui sera démontré dans le
chapitre IV (th. 1) est de ce type.

THÉORÈME DE CONVERGENCE. - Soit f' ç(9„ une intégrale première de œ et soit
c : (C, 0) -> (C", 0) un germe de courbe holomorphe transverse à œ, i. e. tel que c* (œ) ^= 0. Alors
f converge, i.e. feO^, dès que foc converge, i.e. f oceQ^.

Notons f=f\1 ./^.. .f^ la décomposition de / en facteurs irréductibles et soit d le plus
grand commun diviseur de k^, k^, . . . , kp. Nous dirons que / n'est pas une puissance si d = 1.
Si / est une puissance, il est clair que « sa » racine d-ième :

d f~f _ 4-k\ rk'2 rk'p » / ^i
V^ ~ J l • J 2 • • • J p ^ l== ~7

est encore une intégrale première de œ si f en est une. La condition « n'est pas une
puissance » n'est donc pas restrictive et elle s'interprète géométriquement comme nous le
verrons dans le paragraphe suivant :

THÉORÈME A. - Soit œ un germe en 0 e C" de Y-forme intégrable, holomorphe qui possède une
intégrale première formelle feÔ^ qui n'est pas une puissance. Alors, il existe le6^ tel que

g=l^fç(T)^ et r(0)^0.

De plus. Vanneau des intégrales premières holomorphes (resp. formelles) de œ est l'ensemble des
composés ( c ) i o g = C [ g } (resp. d\ og==C [g]),

La deuxième partie du théorème A se déduit visiblement de la première et du résultat
suivant :

THÉORÈME DE FACTORISATION. - Soient f, g e<^ (resp. ̂ J tels que df A dg = 0. Alors, si f
n'est pas une puissance il existe le(9^ {resp. (9^) tel que g=l° f.

Il nous semble que les résultats de H. Dulac dans [10], chap. II, soient une autre forme de la
première partie du théorème A, dans le cas n = 2. Les techniques employées par H. Dulac sont
sensiblement différentes des nôtres; en effet, elles reposent essentiellement sur des
majorations fines alors que celles utilisées ici sont purement « géométriques ».

3. CRITÈRES TOPOLOGIQUES. - Soit toujours œ un germe en OeC" de 1-forme intégrable,
n

holomorphe. Nous notons encore œ = ^ a, dx, un représentant de œ qui est holomorphe sur
i= i

un voisinage U de 0 et S(œ) le sous-ensemble analytique de U d'équations

a i = û 2 = . . . = ^ = 0 .

Sur U-S(œ), œ définit un feuilletage holomorphe de codimension 1, ̂ /U. Le feuilletage
singulier défini par œ est le couple

^, /U={S(œ),^/U}.

Au germe de œ en 0 correspond, en un sens clair, le germe dej^/U en 0, notéj^ et appelé
germe de feuilletage singulier défini par œ.
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HOLONOMIE ET INTÉGRALES PREMIÈRES 473

Soit ©/ un second germe de 1-forme intégrable, holomorphe. Nous dirons que œ et co\ ou
encore ^\,, et ^\o sont topologiquement équivalents s'il existe des voisinages U et U / de 0 sur
lesquels œ et œ' possèdent respectivement des représentants holomorphes et s'il existe un
homéomorphisme h de U sur LT qui applique S (œ) sur S (œ') et les feuilles de ̂ /U sur les
feuilles de ^\o'/U'. Nous allons voir que si œ et œ' sont topologiquement équivalents, alors œ
possède une intégrale première holomorphe dès que œ' en possède une. C'est-à-dire que
l'existence d'une intégrale première est uniquement une propriété topologique.

Supposons qu'un germe f^^n solt une intégrale première de œ et que œ et / possèdent des
représentants holomorphes notés encore œ, /, sur U, un voisinage de 0. La condition
0) A df=Q signifie que / est constante sur les feuilles de ̂ /U, c'est-à-dire que les feuilles de
^,,/U sont les composantes connexes des hypersurfaces de niveau de /. Dans ce cas, on peut
donc affirmer que :

(a) les feuilles de ^\,,/U sont des fermés de U-S(œ);
(b) l'ensemble des feuilles de ^' J\^ adhérentes à 0 est fini.

Plus généralement, nous dirons que le germe de feuilletage singulier J^ est simple s'il existe
un voisinage ouvert U de 0 dans C" sur lequel ^' J\] vérifie (a) et :

( b ' ) l'ensemble des feuilles de ^,,,/U adhérentes à 0 est au plus dénombrable.
La condition (a) signifie en fait que les feuilles de ̂ /U sont des sous-variétés analytiques

de U—S(œ) . En effet, une feuille fermée ne peut être ni localement dense, ni exceptionnelle
(voir [19]); elle est donc propre et c'est une sous-variété de U.

THÉORÈME B. — Soit œ un germe en OeC" de 1-forme intégrable, holomorphe. Alors œ
possède une intégrale première holomorphe si et seulement si^y, est simple.

4, PROLONGEMENT D'INTÉGRALES PREMIÈRES. — Soit h un germe d'application holomorphe
de (C^, 0) dans (€", 0). Nous dirons que h est transverse à co si

S^œ))^-^^)),

codim S (/î*(©))=inf(p, codim S(œ)).

Si h est transverse à œ, il est clair que h est transverse à <^. Dans le chapitre VI nous
prouvons que, pour p < n, l'ensemble des plongements de (C^, 0) dans (C", 0) transverses à œ
est « générique ». Nous déduisons alors facilement des théorèmes A, B et du théorème de
prolongement énoncé dans le paragraphe 1 le corollaire suivant :

COROLLAIRE C. — Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable et h un germe
d'application de (C^, 0) dans (C", 0) transverse à TI. où CO=^T| avec codim S(r|)^2, ge^.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) œ possède une intégrale première holomorphe;
(ii) /i*(œ) possède une intégrale première formelle;
(iii) le germe de feuilletage singulier J /̂,* ((Q) est simple.
Nous reprendrons dans le chapitre VI la démonstration faite dans [17], de l'équivalence

entre (i) et (ii), pour des intégrales premières fortes.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



474 J. p. MATTEI ET R. MOUSSU

5. PLAN DE LA DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES A ET B. - Dans l'appendice 1 nous montrons
qu'un germe œ en Oe C2 de 1-fbrme holomorphe peut se ramener par des éclatements
successifs aux deux cas irréductibles. Nous dirons que œ est irréductible s'il existe un germe de
1-forme holomorphe tel que œ A T| =0 et tel que le jet d'ordre 1 de r| en 0 s'écrive :

^ ^ ^ ^ y d x - ^ x d y ,

où (À,i, À,^) vérifie l'une des deux conditions :

(*) ?4.^0 et ^/^, ?4Ai^,
(**) ^2=0 et À^O.

Ce résultat est bien connu, cependant nous avons pensé qu'il était utile d'en reprendre la
démonstration de A. Ven den Essen [23], et une partie de la démonstration de A. Seidenberg.
Nous désignons par N (œ) le nombre d'éclatements utilisés dans la réduction d'une 1-forme ©.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le plan de la démonstration des théorèmes
A et B. Elle repose sur deux réductions :

1° réduction à la dimension 2; c'est le théorème de prolongement déjà énoncé;
2° réduction aux cas irréductibles lorsque n=2; c'est l'objet du chapitre V. Sa

démonstration se fait par récurrence sur N(œ).

La démonstration du théorème A dans le cas irréductible repose sur la notion de groupe
d'invariance d'une série formelle à une indéterminée (chap. I) et sur la notion d'holonomie du
feuilletage éclaté (chap. III). Enfin, dans le chapitre IV nous terminons cette démonstration et
montrons le théorème de convergence énoncé dans le paragraphe 1.

La démonstration du théorème B dans le cas irréductible repose sur l'interprétation de
l'existence d'une intégrale première à l'aide du difféomorphisme d'holonomie d'une variété
invariante de œ (chap. II). L'existence d'une telle variété est bien connue (nous rappelons sa
démonstration dans l'appendice II). Dans le chapitre 1 nous démontrons un critère
topologique de périodicité d'un germe de difféomorphisme de (C, 0) qui sera la clef du passage
topologique-analytique.

6. AUTRES TYPES D'INTÉGRALES PREMIÈRES. - Des classes plus étendues d'intégrales
premières ont été étudiées notamment par H. Dulac dans sa thèse [10] et dans [11]. Soient œ
un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable./i J^ . . . , fp des éléments de ̂  (resp.
^n) ̂ i ,^2» • . • , ,̂, P nombres complexes. On dit que f[1 .f\2.. .f^ est une intégrale première
convergente (resp. formelle) de œ si

© A T| =0,

où T| est la forme intégrable définie par

f ÎI=^F^+...+^,F^,
l ¥j::=fl • • 'fj-1 'fj+1 • • 'fp, J= 1,2, . . . , p .
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HOLONOMIE ET INTÉGRALES PREMIÈRES 475

Lorsque les 'kj sont des entiers relatifs, / est méromorphe convergente (resp. formelle) et
lorsque les X^.e [R+ nous dirons que / est multiforme convergente (resp. formelle). On peut
chercher, comme dans le cadre holomorphe, des critères formels ou topologiques d'existence
d'intégrales premières convergentes méromorphes ou multiformes.

1. Cas méromorphe. '— II n'existe pas de critère topologique d'existence d'intégrale
première méromorphe : M. Suzuki construit dans [22] un germe œ de 1-forme en OeC2 ,
holomorphe dont toutes les feuilles sont des germes de courbes analytiques et qui n'a pas
d'intégrale première méromorphe. Dans [8], il est prouvé que le germe de feuilletage singulier
^P\ est topologiquement conjugué à un germe i^gdf-fdg °ù /» 9e ̂ 2-

Les problèmes de convergence en dimension 2 ont été étudiés par H. Dulac dans un cadre
un peu plus restrictif. Dans [8], il est montré que toute intégrale première méromorphe
formelle est convergente. Plus précisément si

©A(/^-^/)=O, f,ge6^

il existe ue ©„ tel que uf, uge(9^ si f / g et g//ne sont pas des éléments de (9^.
2. Cas multiforme [7]. — II existe alors de nouveau un critère topologique. Le passage

formel-convergent nécessite dans ce cadre des conditions de petits dénominateurs sur les
exposants ^.

Signalons enfin que tous les résultats obtenus dans ce travail, sauf évidemment le critère
topologique, restent vrais dans le cadre analytique réel.

Nous remercions vivement D. Cerveau, I. Kupka et J. Lewowicz pour les nombreuses
conversations que nous avons eues avec eux.

I. — Sous-groupes de difféomorphismes de (C, 0)

1. GROUPES D'INVARIANCE D'UNE SÉRIE D'UNE VARIABLE. — Soit Diff(C, 0) le groupe des
difféomorphismes formels de (C, 0) :

^(C^^he^^O^Oet^O)^},

et soit Diff(C, 0) le sous-groupe de Diff(C, 0) des germes de difféomorphisme analytiques de
(C, 0). Deux sous-groupes H et H' de Diff(C, 0) [resp. de Diff(C, 0)] sont dits formellement
(resp. analytiquement) conjugués s'ils se déduisent l'un de l'autre par un changement de
variables formel, (resp. analytique) de (C, 0), i.e. s'il existe un automorphisme intérieur

^g : h - > g o h o g ~ 1 de Diff(C, 0), [resp. de Diff(C, 0)] qui applique l'un sur l'autre. Énonçons
un résultat bien connu.

PROPOSITION 1.1. - Tout sous-groupe fini H de Diff(C, 0) [resp. de Diff (C, 0)] est
formellement (resp. analytiquement) conjugué au groupe R^, q = # H, engendré par la rotation
r ' Y —A.z^2'71/^
1 Q . ^V ^C
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Démonstration. — On vérifie immédiatement que

, , - h(x)
9W=I J^

heîi n { { J )

est un difféomorphisme et que

g o h o g ~ l ( x ) = h f ( 0 ) x , si heH;

c'est-à-dire que g conjugue H au groupe J1 H des jets d'ordre 1 de H en 0, qui est visiblement
le groupe R^.

Nous pouvons associer à toute série formelle /e^i son groupe d'invariance

H(/)={^eDii ï (C,0) / /o/ i=/} .

Remarquons que H(/) est fini. En effet, notons

/(x)= ̂  akXk=XV(a^u(x)), a^O,
kïv

et soit g(x)=x(a^-}-u(x))l/v une racine v-ième de /,

fog-l{x)=X\

L'automorphisme intérieur ig associé à g conjugue le groupe H(/) au groupe
H (/ ° g ~ 1 ) = RV; or g est analytique dès que / est analytique, et Tg induit un automorphisme
de Diff(C, 0). On a alors : H(/)c:Diff(C, 0). La réciproque est fausse puisque

H(/)=H(/o/) , pour /eDifÏ(C,0).

Cependant, supposons que H(/) soit contenu dans Diff(C, 0). D'après la proposition
précédente nous pouvons choisir un paramétrage analytique z de (C, 0) de sorte que H(J )
soit engendré par la rotation r^(z)=e2in/v z. De l'égalité

f(z)==f(e2in/vz\

il est facile de déduire que

f(z)= ̂  b^z^^lÇz^ /'(0)=^0.
kïï

Ainsi l~~1 o/(z)=zv est un germe analytique. On a prouvé la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. — SifeÊ^ est une série formelle d'une variable, d'ordre v, H ( / ) est
formellement conjugué à Ry; si, de plus, f est analytique, H ( / ) est contenu dans Diff(C, 0) et la
conjugaison à R^ est aussi analytique. Réciproquement, si H ( / ) c: Diff(C, 0) il existe une série

l6Diff(C,0) telle que lof soit analytique.
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2. UN CRITÈRE TOPOLOGIQUE DE FINITUDE. — Pour prouver la finitude d'un sous-groupe H
de Diff(C, 0), il suffit de montrer que tous ses éléments sont périodiques, i. e. pour tout h e H, il
existe pe N* tel que hp=îd. En effet H est alors commutatif car tout commutateur s'écrit :

c(x)=hogoh~log~l(x)=x-\-a^xv-^...,

et il est clair que c ne peut être périodique que si û^=0.
Ainsi pour obtenir un critère de finitude de H, on est ramené à déterminer un critère de

périodicité d'un germe de difféomorphisme h quelconque. Soit U un voisinage ouvert de 0
sur lequel h est défini, holomorphe et injectif. Si V est un sous-ensemble de U, nous appelons
V'-orbite d'un point x e V l'ensemble des itérés positifs et négatifs de x contenus dans V :

0 ^ { x ) = { h p ( x ) / h ( x ) , . . . , h p ( x ) e ^ } u { h ~ q { x ) / h ~ l ( x ) , . . . , h ~ q ( x ) e \ } u { x } .

Notons Uv(x)e N u { oo } le nombre d'itérations de x dans V :

^v(x)=sup{p>0 |h p (x )e0v(x)}+sup{p>0 |h- p (x )e0v(x)}+l .

Si Uy (x) = oo et # Oy (x) < oo le point x est périodique dans V. Si Uy (x) est fini, il est égal au
nombre d'éléments de Oy(x). Nous dirons que le germe h est à orbites finies s'il existe un
voisinage ouvert V de Ô sur lequel h est défini, holomorphe, injectif et tel que

#0y(x)<oo, pour tout xeV.

THÉORÈME 2. — Un élément heDïîî(C, 0) est périodique si et seulement s'il est à orbites
finies. De façon plus précise, si heDiff(C,0) n'est pas périodique, il existe un système
fondamental de voisinages ouverts U de 0 dans C sur lesquels h est holomorphe, injectif et tels
que : pour chaque U, l'ensemble des points xeU dont la \J-orbite est infinie est non
dénombrable et contient 0 dans son adhérence.

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant dont nous devons la
démonstration à J. Lewowicz.

LEMME 2.2. — Soit K un voisinage compact connexe de 0 e (R" et h un homéomorphisme de K
surf(K) c: R" vérifiant /(0)=0. I l existe alors un point x de la frontière ÔK de K dont le
nombre d'itérations dans K soit infini.

Démonstration du lemme. — Notons plus simplement U==|LIK. et U = U K le nombre
d'itérations dans l'intérieur K de K. Remarquons que [i(x)=p si et seulement si
p=^i+j?2+l , pi et ?2 étant des entiers ^0 vérifiant :

fx,/i(x), ...,hpl(x),h-l(x), ....^MeK,
1 h^^x) et h-^Çx)^.

Il est clair que u est inférieur ou égal à ji(x) au voisinage de tout point x de K. On voit de
même que u est supérieur ou égal à u (x) au voisinage de tout x e K. Supposons la conclusion
du lemme fausse : H serait à valeurs finies; SK étant compact, ji est borné sur ÔK. Supposons

U | 3 K < N < o o .
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Les ouverts de K suivants sont non vides

A = { x e K / n ( x ) < N } :DBK,
B = { x e K / n ( x ) ^ N } 9 0 . .

De plus ils sont disjoints car H^H. Il existe un point XQ de K n'appartenant pas à A u B
(^i(xo)^N>H(xo)) et donc O^(XQ)^O^(XQ). L'orbite de XQ coupe 8K. Soit
yeO^(xQ)r>8K, on a H(^)=u(xo)^N, ce qui contredit jï | K < N .

Démonstration du théorème 2.1. — II est clair qu'il suffit de montrer la deuxième assertion.
Supposons que h e Diff (C, 0) est non périodique, et soit U un voisinage de 0 sur lequel h est
holomorphe et injectif. Notons Dp^ un disque fermé de centre 0 et de rayon po, contenu
dans U. Décomposons-le en l'union disjointe

D p ^ = = P u F u I ,

où P est l'ensemble des points périodiques dans Dpç, F l'ouvert des points x non périodiques
dans Dpo mais dont l'orbite 0^(x) est finie et 1 l'ensemble des x tels que # 0^=00.
D'après le lemme précédent, pour tout p^po,

(PuI)nôDp^Ç).

Ainsi 1 est non dénombrable dès que P est dénombrable. Supposons désormais P non
dénombrable et considérons les ensembles compacts suivants :

A,=Dpo, .... A^Dpon/i-^A^i), ....

Notons €„ la composante connexe (compacte) de A^ qui contient 0, et soit

c= n c.
neN

C est visiblement un sous-ensemble de 1 u P. Examinons séparément les deux possibilités.
C est non dénombrable. — Si 1 était dénombrable, P n C serait non dénombrable. On le

décompose en

P n C = J P , ,
neN

où ?„ est l'ensemble des points de P n C de période n. Il existe n^ tel que P^ soit infini et P^
admet un point d'accumulation dans C^. Comme y° est holomorphe sur un voisinage ouvert
UQ de C^, hno(z)=z sur Uo, ce qui contredit l'hypothèse de non-périodicité du germe h.

C est dénombrable. — II existe alors p<po tel que Cn^Dp soit vide. Les compacts
C^n5Dp étant emboîtés, il existe HQ tel que C^n^Dp==Ç). Soit K un voisinage compact
connexe de C^ qui ne rencontre pas les autres composantes connexes (compactes) de A^ , en
particulier 3KnA^=Ç). Pour tout xe8K il existe P^HQ tel que ^(x) n'appartienne pas
à Dp. On en déduit que Pn3K=0. Montrons qu'alors 1 est non dénombrable.
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Notons P', F' et F respectivement l'ensemble des points de K périodiques dans K, des
points non périodiques dans K mais dont la K-orbite est finie et l'ensemble des points dont la
K-orbite est infinie. Notons aussi

P'= U p"'
neN

où ?„ est l'ensemble des points périodiques dans K de période n. Montrons d'abord que pour
tout n la frontière P^=P^-P^ de P;, est finie. Il suffit pour cela de prouver que tout point
d'accumulation de P;, est dans l'intérieur de ?„. Soit XQ e P;, un tel point, il existe un voisinage
ouvert connexe W de XQ où h" est définie et holomorphe. h" (x) = x sur P;, n W et donc h" est
l'identité sur W. D'autre part, comme la K-orbite de XQ ne coupe pas 8K on peut choisir W
assez petit de sorte que

/^(W),/ î2(W),. . . , / în(W)cK.

Ceci prouve que W c P;, et en particulier XQ e ?„.
De la finitude des P^ on déduit facilement que la frontière P" de P' est dénombrable.

Décomposons K de la manière suivante :

K^P'uF'ufl 'uP").

F' est un ouvert de K et P' est un ouvert de C puisque on a supposé que P, et a fortiori P', ne
coupe pas 8K. Si F' est vide, SK est contenu dans I' u P" et I' est non dénombrable
puisque <9K est non dénombrable. Si F' n'est pas vide et P' est vide, la conclusion résulte du
fait qu'alors, d'après le lemme 2, pour p assez petit, l'u P" coupe le bord de D
Supposons P' et F' tout deux non vides; P ' et F' sont deux ouverts disjoints non vides de K et
visiblement (FuP '^nK ne peut être dénombrable. P" étant dénombrable, I' est non
dénombrable.

II. — Critères topologiques d'existence en dimension 2,
dans le cas réduit

Soit Gî=adx-^-bdy un germe en OeC2 de 1-forme holomorphe et ge(9^ le plus grand
commun diviseur de a, be(9^

(ù=g(ù/=g(afdx+b'dy), a', V ç(9^

Nous dirons que œ est irréductible (par éclatements) lorsque les valeurs propres ^i, À-^ de la
matrice

~^ ̂
_-9^ ï^_
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vérifient l'une des deux conditions suivantes :

(*) ^.^0 et À 1 1 ^^ ,
À-2 ^1

(**) ^ i^O et À<2=0.

Le but essentiel de ce chapitre est de prouver le théorème B dans le cas irréductible.

THÉORÈME BO. — Soit © un germe en OeC2 de 1-forme holomorphe irréductible. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1° il existe des coordonnées (x, y ) dans C2 et deux entiers positifs p, q tels que :

© A (pydx-{-qxdy)=Q,

2° © possède une intégrale première holomorphe;
3° le germe de feuilletage ̂ ^ est simple.
L'équivalence entre 1° et 3° est une caractérisation topologique des germes de 1-forme

irréductibles qui possèdent une intégrale première holomorphe. La démonstration de ce
théorème repose sur la notion d'holonomie d'une variété invariante. Nous la définissons dans
le paragraphe 1 et calculons les premiers termes de son développement de Taylor. Dans le
paragraphe 2 nous montrons qu'un germe de 1-forme irréductible est linéarisable, modulo
un facteur multiplicatif, si et seulement si l'holonomie d'une de ses variétés invariantes est
linéarisable. Enfin, dans le paragraphe 3, nous en déduisons le théorème Bo en utilisant le
critère topologique de périodicité démontré au chapitre précédent.

1. HOLONOMIE D'UNE VARIÉTÉ INVARIANTE. — Soit © un germe en OeC2 de 1-forme
holomorphe irréductible dont le jet d'ordre 1 en 0 est non nul. D'après les théorèmes 1 et 2
de l'appendice II, il existe des coordonnées^, y ) dans C2 telles que, à un facteur multiplicatif
près inversible, © s'écrive respectivement dans les cas (*) et (**) :

(1.1) (ù=-^y(l-\-A(x,y))dx-^-xdy,
(1.2) w=ymdx-(x-}-yA(x, y ) ) d y , m>l ,

Nous pouvons toujours supposer que A est holomorphe sur un voisinage U du polydisque
fermé

y l , l = { ( ^y ) ^C 2 / \ x \ ^ le i \ y \ ^ l } .

et que 0 est le seul zéro de © dans U. Ainsi, © définit un feuilletage singulier ̂ ^ = ( { 0 } , ,^^)
dont

L o = ( U - { 0 } ) n { ^ = 0 }

est une feuille. Nous allons étudier l'holonomie de cette feuille; plus présicément nous
cherchons les premiers termes du développement de Taylor du difféomorphisme
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cTholonomie /ieDiff(C, 0) qui correspond au lacet

y : [0,1]-^Lo, y(9)=(e2 l î l 9 ,0).

Dès que y est suffisamment petit, y possède un relèvement Vy dans la
feuille de ^\ qui passe par le point (1, y), ce relèvement se faisant suivant la projection
(x, y ) -> x. Par définition de h on a

rji)=(i,M}0).

D'autre part, le feuilletage ^^ étant analytique on peut écrire F y de la façon suivante :

(Ï,(9)=(y(9),r(9,}Q),
\ r(9,^)= ^AWA

k^O

c'est-à-dire que F est une série convergente en y , à coefficients des fonctions analytiques en
9 e [0,1] qui sont déterminées par l'équation différentielle

»(l^(e))=o.

Étudions séparément cette équation dans les cas (*) et (**).
Cas (*). — En utilisant (1.1) nous obtenons :

^(9, y)=2 i ̂  F (9, y ) (1+F (9, y ) ) A (^2lî le, F (9, y)).
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En identifiant les coefficients de y dans les deux membres de cette équation, on obtient :

c,(9)=2f7i?ici(9).

On en déduit, puisque c^ (0)= 1,

h(y)=c,(l)y+y2{...)=e2i^y-^y2(...).

Cas (**). — En utilisant (1.2) nous obtenons :

2^2l^9^(9,}QW==(^lîI9+^(9, y) A^21119, r(9, yW^Q^y).
U\J

En identifiant les coefficients de y1' de chacun des membres de cette équation, on obtient :

c^9)=0 si fe<m, cm(6)=2iKc^(Q)m.

On en déduit par intégration

h(y)=y+ym{2in-}-yg(y)), ged)^.

Nous dirons que l'holonomie de la variété invariante y = 0 est périodique (resp. linéarisable) si
h est périodique (resp. linéarisable).

2. LINÉARISATION DES 1-FORMES IRRÉDUCTIBLES. — Soit œ un germe en OeC2 de 1-forme
irréductible, holomorphe, du type (*). Si œ est linéarisable, i. e. s'il existe des coordonnées (x,
y ) telles que

(ù=g(-^ydx+xdy), où ge0^ ^(0)^0,

l'holonomie de la variété invariante y==0 est l'application linéaire y-^e21^ y .
Réciproquement, on a le théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Soit œ un germe en OeC2 de 1-forme holomorphe irréductible du type (*)
avec À, e C — R + dont le jet d'ordre 1 en 0 est non nul. Alors œ est linéarisable si et seulement si
Uholonomie d'une variété invariante de © est linéarisable.

Lorsque À, e R+, ce résultat est encore vrai. Mais comme nous ne l'utiliserons pas dans la
suite, nous n'en ferons pas la démonstration. Signalons une conséquence de ce théorème :
une forme œ du type (*), avec ^R+, est linéarisable si et seulement si elle est
topologiquement linéarisable [i.e. il existe un germe d'homomorphisme de (C^O) envoyant
les feuilles de ̂  sur les feuilles de ̂ jj. En effet, lorsque ^R, (À,i, À^) appartient au
domaine de Poincaré et il est bien connu {cf. [2], par exemple) que œ est linéarisable. D'autre
part, si ^eR, un résultat classique, cf. [3], chap. I, nous dit qu'un difféomorphisme h de
(C, 0) tel que hf(Q)=e2in)' est linéarisable si et seulement si il existe un domaine invariant D,
i.e. fc(D)=D, ce qui est un critère purement topologique.

Démonstration. — II suffit de montrer le théorème pour

©=xrf^-^(l+A(x, y))dx,
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où 'k est un réel négatif et A est holomorphe sur un voisinage U du poly disque fermé Pi i. De
plus, nous pouvons supposer que

|A(x ,^) |<-^ si (x ,^)ePi , i ,

et que le difféomorphisme d'holonomie h correspondant au lacet

y : [0,1]-.Le, y(9)=(^ l î t e ,0)

est la rotation h : y -> e21"^. Soit

( ù ^ = x d y — ' k y d x .

Pour montrer le théorème il suffit de construire un difféomorphisme holomorphe

G : V^V, G ( x , y ) = ( x , g ( x , y ) )

qui possède les propriétés suivantes :
(i) il existe des voisinages ouverts U^, \J[ de OeC2 tels que

V = U i - { x = 0 } , V '=Ui -{x=0} ;

(ii) l'application g est bornée sur V;
(iii) G conjugue les feuilletages (non singuliers) SP\ \ U^ et y^ \ \J[.
En effet, d'après (i) et (ii), G s'étend en un difféomorphisme holomorphe de L^ sur U'i, noté

encore G, et (iii) implique

G*(œi) A œ=0.

Le lemme de division de De Rham permet d'écrire :

©=MG*(œi), ue(9^ et u(0)^0.

Ce qui prouve le théorème. La construction de G s'effectue par la méthode classique de
relèvement des chemins contenus dans la feuille Lç (L()=(U-{0})n { ^ = 0 } ) dans les
feuilles de ̂ (ou ̂  ), suivant la projection (x, y ) -> x. De façon plus précise, nous allons
tout d'abord définir la restriction Gi de G à S1 xD1; ensuite nous prolongerons G^ à un
certain V :

1. Construction de G^. — Le difféomorphisme d'holonomie h, de L(), en (0,1) étant une
rotation, il existe un réel positif p tel que : la feuille de ̂ \ | S1 x D1 qui passe par (1, y ) pour
\y\ <p est contenue dans S1 xD1. La réunion Vp de ces feuilles est un voisinage ouvert
de S1 x { 0 } dans S1 xD1. Ainsi, le chemin

a : IR-^LO, ^(e)^19,^,
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se relève dans la feuille de ^f^ passant par (1, y), pour \y\ <p en

a,: iR^Vp, ^(e)^9,^)),

avec la condition initiale oc (0) == y . Dans la feuille de ̂ \ passant par (1, y), ocç se relève de la
même façon en le chemin

e^^9,^^9)^^9,^^9,^).

Soit GI : Vp -^ S1 x Dp définie par

Gl(^9,a,(9))=(^9,^(^9^)).

II est clair que G^ conjugue les restrictions ̂ JVp et ̂ JDp et que Gi est la restriction d'un
difféomorphisme holomorphe (unique) d'un voisinage W de Vp sur un voisinage W\ de
S1 x Dp qui conjugue «^JW et ^JW^.

2. Construction de G. — Le prolongement de G^ en G est obtenu par relèvement des
chemins radiaux

r,: [0 , -Log|x | ]^Lo, r,(r)=(x^0),

pour 0< | x | ̂  1. Montrons tout d'abord que r^ se relève dans les feuilles de ^' ̂  en

r ^ y : t^(xe\y(t)), yW-y,

pour tout yeD1, c'est-à-dire que la solution y ( t ) de l'équation différentielle, à paramètre x,
0< |x |<l ,

^=^(l+A(x^)),

avec la condition initiale y(Q)=y est définie sur [0, —Log \x\]. Or nous avons

v ( t )
Log ̂  =^+|/c(0|,

foù k (t) est la partie réelle de ^ A (x^5, ^ (s)) ds. De l'hypothèse | A (x, ^) | < 1 /2 on déduit
J o

^(Ol^M^2^^!.

L'ensemble V des points (x, ̂ ) e U tels que l'extrémité de r^ y appartient à Vp est un ouvert et
visiblement Vu { x = 0 } est un voisinage de 0 dans C2.

D'autre part le chemin inverse de r^

r;1 : î-^^l^O),
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se relève dans la feuille de ̂  passant par le point (x/| x |, }̂  ) en un chemin d'origine ce même
point et d'extrémité notée g^ ( x / \ x |, y ^ ) . Soit alors G l'application de V dans C2 définie par

/ x \
G: (x,y)^(x,g(x,y)), avec g{x, y)=g^ ———,ô4(x, y) ;

\ 1 x 1 /

G étant construite à partir de relèvements de chemins, conjugue les feuilletages <^'JV et
^cJGCV); elle est holomorphe (dépendance des conditions initiales dans une équation
différentielle) et enfin elle est bornée.

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME BQ. - II est clair que (1)=>(2)=>(3). Démontrons tout
d'abord que (3)=>(1) dans les cas suivants :

casj1 œ^O. — Choisissons des coordonnées (x, y ) telles que œ s'écrive, à une unité près,
sous l'une des formes normales (1.1) ou (1.2). Si œ est du type (1.2) le difféomorphisme
d'holonomie h (voir § 1) s'écrit :

h(y)=y-{-2inym-}- ...

Il n'est pas périodique. D'après le théorème (1.2), il existe une infinité de points yeD1 dont
l'orbite par h est infinie. La feuille de ̂ ^ passant (1, y ) où y est un tel point n'est pas fermée et
^ ^ n'est pas simple.

Ainsi œ est du type (1.1) et le raisonnement que nous venons -de faire montre que h est
périodique; en particulier À- est un rationnel négatif - p / q et h est linéarisable. L'implication
(3)=>(1) résulte du théorème précédent.

Cas J1 (ù=Q. — Choisissons des coordonnées (x, y ) telles que

(û=gm\ ge^2.

où œ' est l'une des formes normales (1.1) ou (1.2); g , œ' sont holomorphes sur un voisinage U
du polydisque P^ i et j^JU est simple. Notons Z le sous-ensemble analytique de U
d'équation g=0. Distinguons deux cas :

1. { ^ = 0 } c : Z . — La feuille L Q = ( U — { 0 } ) n { } 7 = 0 } d e ^ ^ a une holonomie périodique
puisque ^_^ est simple (th. 1.2). Cette holonomie est la même que celle de L() considérée
comme feuille de ^\,.

2. {^=0}cZ. — Soit p>0 tel que l'intersection du disque fermé { 1} x D p avec Z ne
contienne que le point (1, 0). La feuille Ly de ^^ qui passe par le point (1, y), avec j^eDp,
coupe { 1 } x Dp suivant un sous-ensemble analytique noté ly (puisque Ly est un sous-
ensemble analytique de U—Z) . Si ly est infini, il est dénombrable et Oe Dp en est un point
d'accumulation. L'adhérence de Ly contient l'axe { ^ = 0 } et en particulier OeC2 . Le
feuilletage jç^ étant simple, il n'existe qu'un ensemble dénombrable de telles feuilles. Puisque
ly est aussi dénombrable, l'ensemble 1 des points ^eDp tels que ly est infini est de même
dénombrable.

Nous pouvons toujours supposer que le difféomorphisme d'holonomie h de la feuille L() en
(1, 0) est défini, injectif, holomorphe sur Dp. La Dp-orbite 0(y) d'un point ^eDp par h est
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contenue dans ly. L'ensemble des points y tels que 0 (y) soit infini est contenu dans I. D'après
le théorème de fïnitude (1.2), h est périodique.

Dans les deux cas, nous avons montré que h est linéarisable (périodique), ainsi œ' est
linéarisable, ce qui achève la démonstration du théorème.

III. — Notions d'éclatements

1. ÉCLATEMENT D'UN POINT. — Cette technique est bien connue; nous ne ferons ici qu'un
bref rappel pour fixer les notations. Éclater un point m d'une variété analytique complexe M,
de dimension n, consiste à remplacer m par l'espace projectif PC(n— 1), considéré comme
l'espace des directions limites en m. Plus précisément, soit se un atlas sur M, tel que toute
carte v|/ définie sur un voisinage ouvert U de m soit un isomorphisme sur C" et \|/(m)=0.
Notons P^M l'espace projectif associé au plan tangent T^M et u^[u] l'application de
passage au quotient T^ M — { 0 } -> P^ M. Le transformé de M par réclatement du point m est
l'ensemble

Mm=(M-{m})uP^M,

muni de la structure de variété analytique complexe obtenue en remplaçant toute carte en m :

^(^....x^U^C", v|/(m)=0,

par les n cartes \|/^, i == 1, ..., n définies de la façon suivante : soit P^ l'ensemble des droites de
T^M contenues dans Ker d^x^

\|/,: U^U-x^O^^P^M-P^C1,
/ x i x. _ i x ,' -i- i x., \ — _^= -^,. . . ,——^,x,,-^,. . . ,-^ sur U,
\x, x, x, X i ;

^iïz^^-l^f'1--^^.^,...,^.\L ^J/ v^ a. a. ^ )
Dans toute la suite nous noterons E l'application analytique

J E : M^M,
[E(z)=z si z^P^M, E(z)=m si zeP^M.

Sa restriction à 1̂  — P^ M est un difféomorphisme sur M — { m } ; dans la carte \|/^ E s'écrit :

E(Zi, ..., zJ=(z,Zi , . . . , Z^_i, Z,, Z^Z^ i , . . . , ZfZj .

Précisons ces notations lorsque M==C" et m=0. Nous écrirons simplement C" pour C" ,
(x, ^)=(x, ^i, ..., j^-i) les coordonnées de C" et

( : [(x,)0]^,
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la première carte canonique sur Wi=PC(n-l)-Pi , les n-1 autres s'en déduisant par
permutation des variables sur C". Soit K : C" •-> PC(n-1) la fibration de fibre C définie par

(1.1) ^{z)=[z} si z^PC(n-l) , 7i(z)=z si zePC(n-l).

La carte \|/i =(x, ^)i de C" précédemment définie s'écrit alors :

(xoE, ton) : V^TI-^W^-^C".

Nous la désignerons, abusivement, par

(1.2) (x,y),=(x,t) où t=^ ;

les n—1 autres cartes associées s'en déduisent par permutation des variables. Dans cette
même carte nous avons

E(x, r)=(x,xr).

2. ÉCLATÉ D'UNE SÉRIE FORMELLE. — Si/ (x, y ) un élément de 6^f (x, xt) est une série en x à
coefficients polynômes en t=(îi , ..., tn-i)- Cette remarque nous permet de définir le
composé/oE globalement sur PC(n-l), et de manière intrinsèque :

Notons ê la restriction à PC (n -1 ) du faisceau des fonctions holomorphes dans î^, et 3) la
restriction à PC {n— 1) de l'idéal des fonctions holomorphes nulles sur PC(n— 1). Soit ê le
faisceau associé au préfaisceau qui à tout ouvert U de PC (n -1 ) fait correspondre le complété
séparé de <?(U) pour la topologie de Krull définie par ^(U). Les éléments de <^(U) sont
appelés germes le long de U de fonctions holomorphes transversalement formelles. Il est clair
que la fibre ê^ en un point a e PC (n — 1 ) du faisceau ê est le complété séparé de ê\ pour la
topologie de Krull définie par ̂ . Soit W un ouvert contenu dans la carte (r; W^) et (x, t) la
carte correspondante sur C", cf. (1.2). L'isomorphisme

j t- i(W)^CxW={(x, QeVi / teW}

permet d'identifier la restriction ê^ de ê à W à l'anneau (9^ [x \ des séries formelles en x à
coefficients holomorphes dans W.

C'est-à-dire qu'un élément F de <?(W) s'écrit :

F (x , t )=^ A,(OX\

les coefficients A^ étant holomorphes sur W. Le germe de F en r^eW est la série formelle
¥^ eêt à coefficients les germes des A^ au point IQ. Nous noterons d'autre part

FJx)=^ A^o^eClxl,
kï0
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la série formelle en x dont les coefficients sont les valeurs de A^ en to. Visiblement/e^ définit
une section globale

(2.1) /oEe^PC^-l)),

dont le germe en un point t de PC (n -1 ) est le composé/o E,^ de la série/avec le germe E,^ de
l'application E en t.

De façon analogue nous pourrions définir le (^-module Û^ des germes le long de PC (n — 1 )
de ^-formes holomorphes transversalement formelles; par exemple si/e<?(U), alors
dfeÇl1 (U). Nous pouvons utiliser sur ^p les mêmes règles de calcul que sur Q^. Précisons
cependant la notion de composition.

Soit S une variété analytique complexe (resp. C°° ou C^), et soit A l'anneau des fonctions
holomorphes (resp. 0°° ou C^) de S dans C, A [x] l'anneau des séries formelles à coefficients
dans A. Nous écrirons :

F(x ,5)=^ y^s)^
k^O

un élément de cet anneau. Si y : S -^ \v\ et/^A^Qx^e^Wi) nous pouvons définir le
composé /oF de/et de F=(r, y) dès que Vo=0 :

/o r (x ,5 )==^ AJy^nx,^;
k^O

c'est encore un élément de A [x ] . D'autre part, remarquons que/o r ne dépend pas de 5, i. e.
/o F G C [x ] si et seulement si

^(/or)(x,.)=^Y^r(x,.),^- (/oF) (x, 5)=4/r^) ^ F(x, 5), - y(s) =0.

3. SATURATION D'UN FEUILLETAGE SINGULIER. — Soit M une variété holomorphe. Une 1-
forme œ holomorphe, intégrable (i.e. œA^œ=0) sur M définit m feuilletage singulier.

^,=(S(œ),^J,

où S (œ) est l'ensemble singulier de œ, c'est-à-dire l'ensemble des points de M où œ s'annule, et
^ ^ est le feuilletage régulier de M - S (œ) défini par œ. En tout point m de M le germe de œ
peut s'écrire gr\, où g est le plus grand commun diviseur des composantes de œ dans un
système de coordonnées en m. Alors S (r| ) est de codimension ^ 2. Au voisinage de m, T| définit
le feuilletage singulier

^=(S(^),J^),

qui coïncide avec^^ en dehors de S(œ). Puisque g - et donc T|, sont uniques à un facteur
inversible près,_^ ne dépend pas de la décomposition œ==^ri choisie. Par recollement on
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obtient ainsi un feuilletage singulier unique de M :

iL=(s(^j,^j,
où S(.|̂ ) est un sous-ensemble analytique de M de codimension ^2, ^^ un feuilletage du
complémentaire qui coïncide avec ^^ en restriction à M—S(œ) . Nous l'appelons saturé
de^^.

Soit œ' une seconde forme holomorphe sur M telle que œ A œ' = 0. Il résulte directement du
lemme de division de De Rham quej^ =^co •En particulier si/est une intégrale première de
œ, i. e. œ A df= 0, S (.̂ J est l'ensemble des points m où l'hypersurface/ ~1 (/(m)) est singulière
et les feuilles de ^^ sont les composantes connexes des parties lisses des hypersurfaces de
niveau de/.

4. ÉCLATEMENT D'UN GERME DE FEUILLETAGE. - Soit œ une 1 -forme holomorphe intégrable
sur un voisinage ouvert U de 0. Son image réciproque E*(œ) sur Û=E - 1(U) définit un
feuilletage saturé que nous notons

^-(S^J^JÛ)

et appelons éclaté dej^^ en 0. Si l'on considère le germe de œ,^^ sera considéré comme un
germe de feuilletage singulier le long de PC (n -1 ). Le cône tangent de œ est le sous-ensemble
analytique de PC(n-l) suivant :

^œ-S^JnPC^-l).

Il est clair que C^ = C^ dès que © A T| = 0. Supposons donc que S (œ) est de codimension ^ 2 et
déterminons une équation homogène de C^. Notons (x, y)={x, y ^ , ..., y^-1) les points de
C", œ = a dx + b^ dy^ + ... + b^_ i dy^_ i, et soit v l'ordre de œ en 0, i. e. le plus petit entier k tel
que le /c-jet Pco de œ en 0 soit non nul. Nous écrirons :

û\=Jvœ=a^x+bl ,v^i+ • • • +^n-i,v^n-i.

Pv+i^. y}=^v^ylbl,v+ ' " -^-yn-ibn-i,^
Un calcul élémentaire montre que, dans la carte (x, t) on a

E^^fœ^a, o+xQ(x, o) dx+xn^ (^,v(i. O+^QA o) ̂ ).
\ j = i /

II est alors nécessaire de distinguer deux cas :
Cas dicritique. — P^+1 (x, y} = 0. Il existe alors^ tel que bj ^ ne soit pas identiquement nul.

E*(œ) est divisible par x^^ Le coefficient de dtj dans E * ( ( ù ) / x v + l s'écrit :

^,(1, 0+xQ,(x, 0.

En tout point de l'ouvert analytique de W\ défini par bj ^(1, t)^Q les feuilles de S " ^ sont
transverses à PC (n -1 ). Une infinité non dénombrable de feuilles de.% adhèrent à 0 et ̂ ^
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n'est pas simple. D'autre part, œ ne peut avoir d'intégrale première formelle/, car le polynôme
homogène de plus bas degré/. de/, devrait vérifier o\ A rf/v ' =0. Ainsi œ ne vérifie aucune des
hypothèses considérées dans les théorèmes A et B et, dans toute la suite, nous écarterons
toujours ce cas.

Cas non dicritique. - P^i(x, y)^Q. E*(œ) est alors divisible par xv et

~ E*(©)
œ=—^—=Pv+i ( l , 0^c+xr|,

où T| est une 1-forme holomorphe sur W^ n Û. Le lieu singulier de œ est de codimension 2. En
effet

codim (S (œ) - PC (n -1 )) = codim (S (œ) - { 0 } ),

puisque E est un isomorphisme en dehors de PC (n — 1 ). P^+1 (x, y ) = 0 est donc l'équation
homogène de C^ et

C^C,.

PROPOSITION 4.1. — Si/est une intégrale première formelle de œ, le polynôme homogène de
plus bas degré /. de fest une équation homogène de C^ de plus C^==C^,.

C^ s'appelle alors cône tangent de fet se note C^.

Démonstration. — II résulte de l'égalité œ A df= 0 que o\ A df^ = 0 et d'après ce qui précède

C^=C^ŒC,,

D'autre part, il est clair que/,(x, y)=0 est l'équation homogène de C^,.
Réciproquement soit to e PC (n -1 ) - C^,. Choisissons des coordonnées dans C" telles que

to=[8/8x]. On a alors :

/oE^(x, t)=xv'g(x, r), avec ^(0)^0.

Soit X (x, t) = xg (x, t)1^' une racine v'-ième de/o E^. C'est une intégrale première formelle du
germe de E*(œ),^. Puisque sa différentielle dX n'est pas nulle en tç, on a

!ù^=hdX avec /î(0, îo)^0-

Ainsi œ(to) est non nul et to^C^.

5. HOLONOMIE DE co. — Le complémentaire L^de C^ dans PC (n — 1 ) est une feuille de ̂ \.
Nous allons étudier son holonomie en un point t^

.^(œ.to): 7Ti(L,ro)->Diff(C,0) ,

(C, 0) étant ici identifié à (TI~ 1 (to), to). L'homomorphisme ̂ f (©, to) peut se calculer, à l'aide
de la projection 71, en intégrant une équation différentielle d'une variable réelle à paramètre
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holomorphe : soit y :[0, 1] -> L^ un chemin différentiable d'origine to et supposons que y soit
contenu dans la carte ((x, t); VJ, cf. 1.2. Nous écrirons :

y(s)=(0,y(s)), t,=((Uo)=y(0).

Pour x assez petit y se relève dans la feuille de ÎF ^ passant par (x, to) suivant la projection n :
(x, t) —> t, en le chemin

r\=(r\,y):5-^(r,(s),y(5)).
de même classe que 7, où i\ est la solution de l'équation dillérentielle en la variable >s,
dépendant analytiquement de x :

œf'r^œf^^'^^O,
\8s j \ 8s )

avec la condition initiale I\(0)=x. On en déduit que F(x, s)=r\(s) est une série
convergente en x à coefficients des fonctions c^{s), se[0, l], de même classe que y :

F(X, S)= ̂  Cfe(5)x\
w

Ci(0)=l et cj0)=0, si k>l.

Supposons maintenant que y soit un lacet en to. Notons y sa classe d'homotopie dans L^.
Alors : ^

-^(œ, to)(y)=h, avec h(x)=V{\. 1).

Dans le paragraphe suivant nous allons calculer l'holonomie de L^ lorsque n=2. Cette
restriction est justifiée par la remarque suivante :

Remarque. — II existe un plongement j : (C2, 0)^(0", 0) tel que .^(œ, to) soit
complètement caractérisé par ^f(/'* (œ), to), c'est-à-dire : l'holonomie de œ peut être lue sur
la restriction de © à un deux plan bien choisi. En effet, il existe un plongement^ de (C2, 0) dans
(C", 0) qui vérifie :

(i) j est transverse à ©, c'est-à-dire :

S(/*(œ))={0};

(ii) le plongement T de PC(1) dans PC(n— 1) défini par l'application tangente de j en 0
coupe C^ transversalement et

~7<•(œ)== l \^fùh

(iii) le morphisme de groupe

T^ : 7Ti(L,^, to)-> K ,(L,,, ro)

est surjectif.
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Les propriétés (i) et (ii) sont des conséquences immédiates du théorème (VI. 2); la propriété
(iii) se déduit d'un théorème bien connu de Zariski ([9], [25]); puisque T est surjective,
.^f(œ, to) est déterminé par ^(/^(œ), t'o) où f 0=^(^0).

6. CALCUL DE L'HOLONOMIE LINÉAIRE LORSQUE H =2. — Soit

w=adx-{-bdy, (x, y)eC2,

une 1-forme holomorphe sur un voisinage ouvert U de OeC2 . Notons v son ordre et

(ù^=a^dx+b^dy,

son jet d'ordre v en 0. Supposons choisies les coordonnées (x, y ) telles que l'axe des y ne soit
pas dans le cône tangent C^ de œ (non dicritique); c'est-à-dire que

Pv+i(^)=^v+^v= Y [ ( y - t j x ) \
J'=l

Ainsi C ^ = { t i , . . . , t p ] est contenu dans le domaine de définition V\ de la carte (x, t), t = y / x .
Désignons par y ̂ ,7=1, ..., p un lacet différentiable dans L ^ — { ; x = 0 } = = W i —C^, d'origine
to dont l'indice par rapport aux points ^ est 1 si j=k et 0 si j^k. Les classes d'homotopie
Yi, ..., jp engendrent 7i i (L^, to) et les difféomorphismes

^,=^f(cù, ro)(L-). j=l,...,p,

constituent un système de générateurs du groupe d'holonomie

H(œ,ro)=Im(^(œ,ro)) .

PROPOSITION. — La partie linéaire de ̂  (û), to) est Vholonomie Jf (œ^, to) de œ^. De façon
plus précise soit jen^(L^, to) et h le difféomorphisme d'holonomie correspondant, alors :

-\ b,(l,t)dt/P^,{l,t)
hf(0)=e \

En particulier siy=yj,hfj(0)=e~2ln^j,où'kjest le résidu de b^(l, r ) /P^+ i ( l , t) au point tj.

Démonstration. — Dans la carte (x, t) on a

^E_(û))^p ̂ ^)dx+xB {x,t)dt,
xv

^^tx^tx^ .p^p^^

B(x,t)=b(x^x), B(0, r)=^(l, 0.

Soit r^=(r^, y) le relèvement de y suivant la projection K (x, t)==t, r^(s)= V ^(.s)^.
^i
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On a

P(F(x, s), y (s))^(x, 5)= -F(x, 5)B(F(x, 5), y(5)As).
os ds

En identifiant les coefficients de x des deux membres de cette équation, on obtient l'équation
différentielle

9

P(0, y (s)) c\ (5)= -Ci(5)B(0, y(s)À5).
05

Compte tenu de la condition initiale Ci(0)=l , on obtient :
f1

, , , - ( b , ( l , y ( s ) ) / P ^ t ( { , y ( s ) ) ( d y / d s ) d s
c^{l)=h'(0)=e \

Lorsque œ=o\ est homogène, on a

œv= E*^ =pv+l (lî t)dx+xb^l^ 0^

et il est clair que le difféomorphisme d'holonomie est alors linéaire.

IV. Convergence d'intégrales premières en dimension 2,
dans le cas réduit

1. UN CRITÈRE DE CONVERGENCE. — Nous verrons dans ce paragraphe que la convergence
d'une intégrale première formelle/peut se lire, en dimension 1, sur tout chemin complexe c
qui n'annule pas le germe de 1-forme œ. Ce résultat nous sera par la suite très utile. Au
chapitre VI notamment, il rend évidente la convergence d'une extension formelle d'une
intégrale première sur un 2-plan.

Dans ce chapitre, ainsi qu'au chapitre suivant, ce critère nous permet de ramener la
recherche d'une intégrale première holomorphe du type / o /à l'étude du groupe d'invariance
de la série d'une variable foc, cf. le chapitre 1.

Nous verrons au paragraphe 2 que 1' « holonomie » de œ, cf. le chapitre III, est un sous-
groupe de H (/ o c), et étudierons au paragraphe 3 un cas où l'on a l'égalité. On en déduira
(§ 4) la démonstration du théorème B, dans le cas réduit n=2, en s'aidant de la théorie des
formes normales formelles des champs de vecteurs, cf. Appendice I.

THÉORÈME 1. - Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable qui possède une
intégrale première formelle fe6^ et c : (C, 0) -> (C", 0) un germe de courbe analytique telle
que c*(œ) ne soit pas identiquement nul. Alors f converge, i. e.fe^^, si et seulement sifoc
converge, i. e.foceG^.
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Démonstration. — Remarquons d'abord qu'une série formelle/ eÔ^ converge dès que son
éclaté F=/oE converge en un point quelconque IQ de PC(n-l). En effet notons comme
précédemment (x, y)={x, y ^ , ..., y^_ i) les coordonnées de (C", 0) et supposons que t^ soit
la direction de l'axe des x. Dans la carte (x, t), t = y / x , au point to, F=/oE^ s'écrit :

et en notant
F=/(x, tx\

f(x,y)=^xiy\

nous avons

F^O^û,^'11^
', i

111 d'signant la longueur i\ + . . . + ( „ _ i du multiindice 1 = (i\, ..., ̂  _ i ). Si F est convergente il
existe un réel M ̂  1 tel que pour tout i, I, on ait | a, 11 ̂  M1^2111 et donc

\a^(M2)1^,

ce qui prouve la convergence de /.
Nous allons voir maintenant qu'il suffit de montrer le théorème lorsque c est un germe de

courbe lisse tel que [c' (0)] ̂ Q. Par des éclatements successifs ponctuels nous désingularisons
tout d'abord c; c'est-à-dire qu'il existe une application

7i : (C", 0)^(^,0), œo=^*(œ),

qui est une composée d'applications d'éclatements telle que

C=7loCo,

et CQ est un germe de courbe lisse. Nous pouvons, quitte à changer les coordonnées et la
paramétrisation, supposer que

Co(x)=(x ,0 ,0 , . . . ,0 ) .

Montrons maintenant que par la série d'éclatements

E^O^x,^),

nous pouvons obtenir la propriété supplémentaire

[^(O)NC^) où Co=E,oc,.

En effet, soit v' le plus petit entier r tel que x" divise E^(œo). Notons

0)o=û^+fcl^l+...+fcn-l^n-i,

~ E*(œo) /^(x.^r) ,\œo=-—°-= ^—^+rA ^+B,^+.. .+B^_,^_,.
X \ X ]
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Si o)o est encore singulière au point to = 0, il est clair que v' ̂  k. Ceci ne peut se produire pour k
arbitrairement grand que si a(x, 0) est identiquement nul. Mais alors :

4(œo)=a(x, 0)^=0,

ce qui contredirait les hypothèses du théorème. Enfin, d'après la remarque précédente/est
convergente dès que/oTioE^ est convergente.

Supposons donc : c(x)=(x, 0, ..., 0) et ^=[(1, 0, ..., 0)]^C^. Notons de nouveau

^Etw.xv

où v est l'ordre de œ en 0 et F == / o E,^ .11 est clair que F est une intégrale première de œ. Le
germe de © en IQ=Q étant non singulier, il existe un germe de fonction analytique en to,
X(x, t)eC[x, t ] vérifiant :

œ A r f X = 0 et X(x,0)=x.

Ainsi (X, t) constituent un système de coordonnées en to où la condition œ A d¥ s'écrit :

dX A dF==0,

F eC [X, t } étant la série formelle en les variables X et t définie par

F(X(x, 0, Q=F(x, 0.

On a donc
BF _ _ BF _
W,~'"~ ôt,_,~

II en résulte que F(X, t)=¥(X, o) et que

F(x, r)=F(X(x, r), 0)=/(X(x, r), 0).

Ainsi, si/ o c (x) = / (x, 0) converge, il en est de même de F et, d'après la première remarque de
cette démonstration,/est convergente. La réciproque est triviale.

En appliquant les résultats du premier chapitre sur les groupes d'invariance (prop. 1.2), on
obtient immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE. - Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable qui possède une
intégrale première formelle fe ̂  et c :(C, 0) -^ (C", 0) un germe de courbe analytique telle que
c*(œ)^0.5f

H(/oc)cDiff(C,0),

œ possède une intégrale première holomorphe; de façon plus précise, il existe le Diff(C, 0) tel
que lofeO^.
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2. INTÉGRALES PREMIÈRES ET HOLONOMIE. — Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme intégrable
possédant une intégrale première formelle/ e (9^ et to un point de PC (n -1 ) - C^ u { x = 0}.
Considérons un germe de plongement c : (C, 0)^(0", 0) vérifiant [c'(0)]=to. Notons c :
(C, 0)^(0", to) le relevé de c dans l'éclaté de C", i. e. c=Eoc , et F=/oE,, :

F(x ,Q= ^a,(t)x\
k^O

les âfe( î ) étant des polynômes en t, cf. § 2, chap. III. Posons

FJx)= ^(ro^eCM,
fe^O

et soit H (/, to) le groupe d'invariance de la série F^ (x). Remarquons que H (/ o c) se déduit
de H(/, îg) par un difféomorphisme holomorphe s -> x(s). En effet donnons nous, comme
dans la démonstration du théorème 1 la coordonnée X(x, t) vérifiant :

S A dX==0 et X(x, to)=x,

t = y / x désignant la variable sur PC (n-1). Alors F s'écrit comme la série de la seule
variable X :

F(X)=FJX)eC [X], F(X(x, 5))=F(x, s).

Le composé x(s)=Xoc(s) est un automorphisme holomorphe de (C, 0) ([c'(to)]=to et
(Xoc) ' (0)^0). On vérifie facilement que

FJx(5))=/oc(5).

Le sous-groupe H (/, to) de Diff(C, 0) est donc défini modulo un automorphisme intérieur
h -^ g ohg~1, ^eDiff(C), indépendamment du choix des coordonnées de (C", 0).

PROPOSITION. — Soit œ un germe en 0 e C" de 1-forme holomorphe intégrable qui possède une
intégrale première formelle feÔ^ et soit to e L^= PC (n- 1)-C^. Alors H(œ, to) est un sous-
groupe de H (/, to) analytiquement conjugué à un sous-groupe fini de rotation.

Démonstration. — Choisissons des coordonnées (x, y ) dans C" telles que to soit la direction
de l'axe des x et que y e 711 (L^, to) soit représenté par un lacet y contenu dans le domaine de
définition W^ de la carte t = y / x . Reprenons les notations utilisées au chapitre précédent : F^
est le relèvement de y dans la feuille de ^ ' ̂  d'origine (x, to) suivant n :

I\(5)=(F(x,s),y(5)), F(x,Q)=x,

Nous pouvons supposer y de classe C00 et

F(x,5)= ^(^eC-aO,!])^].
kïï
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Puisque F (0, s) est identiquement nul, le composé FoF ,oùF= /oEe (? (W^ ), est bien défini,
C/.III.2. On a

^For(x,.)^F(^r(x,s))=œ(^r(x,.))=o.

On en déduit que F o F ne dépend pas de s et le difféomorphisme d'holonomie h (x) == F (x, 1 )
laisse invariant F^ (x) :

FJx)=Fof(x, 0)=Fof(x, l)=FJ/îM).

De plus H (œ, to)c= H (/•> ^o) est un sous-groupe fini de Diff(C, 0) puisque H(/, to) est fini,
cf. chap.I.

Remarque. — En utilisant la même technique de relèvement de chemin on pourrait montrer
que, à un automorphisme intérieur près h - > g o h o g ~ 1 , gçDiiï (C, 0), le sous-groupe

H(/, to) de Diff(C, 0) ne dépend pas du point to^L^.
Soit c : (C, 0) -> (C", 0) un plongement tel que [c' (0)] e L^. Interprétons H (/, to) comme le

groupe d'invariance de/ o c. Si on a l'égalité H (/, to)= H (œ, to}, H (/ o c) est contenu dans

Diff (C, 0) et, d'après la proposition du chapitre I, il existe JeDiff (C, 0) tel que l o f o c
converge. Il résulte alors du critère de convergence que l o f e ( P ^ .

LEMME. — Soit œ un germe de Y-forme holomorphe en OeC2 qui possède une intégrale
première formelle d'ordre V ,f e(9^. Supposons que les multiplicités des différentes branches de
Cm soient premières dans leur ensemble i. e. >

\fv={y-t^Y' • • • (y-tpxr'^
[p. g.c. d.(vi, ...,Vp)=l.

Alors il existe JeDiff(C, 0) tel que lofe(9-^. Plus précisément, on a, pour tout to^L^ :

H(œ,ro)=H(/ , ro) .

Démonstration. — II suffit de construire un élément h de H (œ, to) qui engendre H(/, to),
c'est-à-dire tel que

h'W^e-21^'.

Soit v l'ordre de œ en 0 et

(û^=a^dx-^-b^dy.

Un calcul élémentaire montre que df^ A œ^=0 implique

by( l , t) _ 1 - V;.

^(U)+rà,(U) v' L, t - t /
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Soient n[, ..., n'y tels que

n[v[-{-...+npVp=l.

Notons y un lacet dans L^ d'indice rij au point îy , pourj=l, ..., p. D'après la proposition
du paragraphe 6, chap. III, caractérisant l'holonomie linéaire,

^(O)^.-17'^^--'-"^^2^'^"'^^2^.

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME A DANS LE CAS RÉDUIT, n =2 (2). — Soit (ù=adx + b dy, un
germe en 0 de 1-forme holomorphe réduite, c'est-à-dire de 1-jet en 0 :

( ô ^ = ' k ^ x d y — ' k ^ y d x ,

où À-i et ^2 vérifient l'une des deux conditions :

(*) À^.À^O et ^/À-2, ;t,Ai^»

(**) îi^O et ^=0.

Soit/e ̂ 2 une intégrale première formelle de œ qui n'est pas une puissance. Nous montrons
ici la première partie du théorème B, c'est-à-dire l'existence d'un difféomorphisme formel
/eDiff(C, 0) tel que lof converge. La deuxième partie résulte clairement du théorème de
factorisation que nous prouverons dans le paragraphe suivant dans le cas réduit n=2.

Soit v l'ordre de/et f^ son jet d'ordre v. Le cône tangent de/étant égal au cône tangent
de œ,

C^={xy=Q},

/^ s'écrit :

/v-^Y, P'.^O.

Il suffit, d'après le lemme précédent, de montrer que p ' et q' sont premiers entre eux. En
explicitant la relation cùi A rf/v==0 on obtient :

^2^+^lP^0-

Ainsi œ est du type (*) et

^ ^ p , p.g.c.d.(^)=l.
?4 q q

(2) Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la théorie de Brjuno [6] sur les formes normales de champs
vecteurs {cf. [17]).
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Supposons donc T-i = —p, X; =q. Donnons-nous un système de coordonnées formelles X, Y
où <B s'écrit sous forme normale {cf. appendice II. 1 ) :

(ù = YA (X" Y") dX + XB (X" Y") d\,

avec
X(x,y)=x(l+Ai(x,y)}, Ai(0)=0, Ai 6^2;

Y(x,y)=y(l+Bi(x,y)) , Bi(0)=0, Bië^;

A(0)=p, B(0)=ç, A,B6^i .

Soit FeC [X, Y] la série formelle en les variables X, Y définie par

¥(X[x,y),\[x,y))=f(x,y).

Mettons en évidence la partie « normale » de F :

F(X,Y)=^l(X''Y9)+ ^ fl^X'Y^ ;ie(Pi.
qi^PJ

Un calcul élémentaire explicitant la condition œ A d¥=0 montre que

<?A=pB,
F(X,Y)=Jl(XPY € ) .

Ainsi œ s'écrit dans les coordonnées X, Y :

^X^Y^^^ A(o)^o•

Ceci montre en particulier que si y(t)=(X(t), Y (r))e^^ est une solution formelle de œ, i. e.,
y*œ=0, on a nécessairement

X(Q==0 ou Y (î)=0.

Comme œ divise dF, on a d¥ (y' (0)^0. Toute composante irréductible admettant une
paramétrisation (théorème de Puiseux), F n'a que deux composantes X et Y, et de plus

F(X, Y)=XP 'Y9 'G(X, Y), G (0)^0,

ou encore, dans les coordonnées x, y :

f(x,y)=xp'yq'g(x,y\ g (0)^0.

Mais/n'étant pas une puissance, p ' et q' sont premiers entre eux. Remarquons aussi que/est
monomiale

f ( x , y f ) = x p y q avec y ' = y g ( x , y ) 1 ^ ' .
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4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE FACTORISATION DANS LE CAS RÉDUIT, H =2. — Soit/E^
une série formelle qui n'est pas une puissance et telle que la 1-forme formelle

(ù=df

soit réduite, à un facteur multiplicatif près. La même démonstration qu'au paragraphe
précédent prouve que / est monomial : il s'écrit, dans un système de coordonnées x, y
approprié

f^xPy^ p . g . c . d . ( p , ^ ) = l .

Soit geê^ vérifiant df A dg=Q. En explicitant la relation

dg A (pydx-}-qxdy)=0,

un bref calcul montre que g est du type l ( x p y q ) , où leÔ^.
Il est clair que lorsque/et g sont convergents, l l'est aussi. Cependant dans ce cas on

pourrait aussi déterminer la factorisation / de manière purement topologique. En effet, il est
facile de voir que, sur tout voisinage ouvert connexe U de 0 du type/^(/(V)), les
hypersurfaces de niveau de/(x, y)=xp y^ sont connexes.

V. — Démonstration des théorèmes en dimension 2

Nous allons prouver les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. — Soit œ un germe en Oe C2 de 1-forme holomorphe tel que^y, soit simple. Il
existe alors fe(P^, non constant, vérifiant (ù/\df=0.

THÉORÈME 2. — Soit œ un germe en Oe C2 de 1-forme holomorphe possédant une intégrale
première formelle fe6^ qui n'est pas une puissance. Il existe alors ^eDiff(C, 0) tel que
lofed)^

THÉORÈMES. — Soit fe(P^ {resp. 6^} qui n'est pas une puissance et g e (9 ̂  (resp. 6 ̂ vérifiant :
df/\dg=0. I l existe alors le(9^ (resp. d\) tel que g=lof.

La deuxième partie du théorème A en dimension 2 découle visiblement de ce dernier
théorème. Le lemme ci-dessous, que nous utiliserons dans la démonstration du théorème 1,
donne une interprétation topologique du théorème 3 lorsque / et g sont holomorphes. Il
permet de construire directement la factorisation le (9^.

LEMME 1. — Soit /e^2 holomorphe sur un voisinage ouvert U de Oe C2. qui n'est pas une
puissance. Alors il existe un voisinage ouvert U^ de 0 dans U tel que les hypersurfaces de niveau
de la restriction de f à U^ soient connexes (3).

(3) J. Briançon, A. Galligo et M. Granger montrent un résultat analogue dans [4], en utilisant des techniques
d'équisingularités.
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Les démonstrations de ces théorèmes et du lemme sont basées sur le même argument : elles
se font par récurrence sur le nombre d'éclatements nécessaires à la réduction de œ — ou de df.
Nous prouverons successivement le lemme 1, puis les théorèmes 1, 3 et 2. Auparavant nous
allons introduire les notations communes et montrer des lemmes de recollement.

1. RECOLLEMENT D'INTÉGRALES PREMIÈRES LOCALES. — Considérons une forme holomorphe
œ sur un voisinage ouvert U de Oe C2, non dicritique, C^= { ^, . . . , tp } son cône tangent.
Supposons choisies les coordonnées (x, y ) telles que les droites { x = 0 } et to= { ^ = = 0 } ne
soient pas dans C^. Notons encore t = y / x la carte de tPC(l) associée, et n : C2 -> PC (1) la
fïbration de fibre C introduite au chapitre 11.1,7i(x, t)=t. Pour reL^=PC (l)-C^, nous
désignons par (C, t) le germe en t de la fibre n~1 (t) ̂ C. Soient W un ouvert de L^, t e W, et
H^(co; t) le sous-groupe de Diff(C; t) engendré par les difféomorphismes d'holonomie
correspondant aux lacets contenus dans W. Énonçons un résultat bien connu :

LEMME 2. - Soient W un ouvert de L^, r 'eW, et g : (C, t ' ) -> (C, 0) un germe de fonction
holomorphe invariante par Faction de H^(cù; r'). Alors g se prolonge de manière unique au
voisinage de W en une intégrale première holomorphe G de £*(œ).

Démonstration. - Soit y : [0, 1] -> W un chemin différentiable d'origine t'. Son relèvement
F(x, s)=(F(x, s), y (s)) dans les feuilles de ^\ définit un difféomorphisme analytique

T, : (C , f ) ^ (C , r ) ,
ï , (x)=r(x,l) , r=y( l ) .

La fonction g o T^ est invariante par l'action du groupe H^, (œ; t) = T^ 1 o H^ (œ, t ' ) o T^; elle ne
dépend donc pas du chemin y reliant t à t ' dans W; nous la notons G(. Puisque le
prolongement G doit être constant sur les feuilles de i?^ sa restriction à (C, t) sera Gp cela
prouve l'unicité de G. Il est clair d'autre part qu'en tout point îeW, G( se prolonge de
manière unique en un germe d'intégrale première holomorphe G,( : (C2, t) -> (C, 0) et que
tout t" proche de t la restriction de G,( à (C, t " ) est égale à G^». Il en résulte que les germes G,(
se recollent en une application G holomorphe au voisinage de W, qui est une intégrale
première de E* (œ).

Supposons qu'en chaque point t^e C^, le germe de E* (œ) possède une intégrale première
holomorphe non nulle g^G^i ^ . Donnons nous pour 7'=!, . . . , p un voisinage ouvert
simplement connexe de tp W^.c L^ u { t , } , contenant to. Pour t'^ voisin de .̂ la restriction de
gj à la fibre (C, tj) est invariante par l'action du groupe Hw^(œ; r^) , où W}= Wj- [ tj}.
D'après le lemme précédent nous pouvons supposer gj holomorphe au voisinage de W^..
Désignons par g°j sa restriction à (C, t^} et par H(^) le groupe d'invariance de g°j.
Visiblement H^ (œ; to) est contenu dans H (^) et le groupe d'holonomie de œ, H (œ; to), est
engendré par l'union des H^(œ; to). Le groupe engendré par l'union des H(^), noté

H(^,.. . ,^o)CDiff(C,^o),

contient H(co; to). Ainsi il ne dépend pas des W .̂ utilisés pour le définir.
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LEMME 3. - Si H(^i, ..., Qy to} est fini, © possède une intégrale première fe(9^ unique à
composition à gauche près par un élément ?eDiff(C, 0), telle que

(1.1) H(/ ; ro)=H(^, . . . ,^ ;ro) .

Démonstration. - D'après la proposition 1.1 du chapitre I, on peut choisir la coordonnée
x telle que H(^i, ..., Qy to) soit engendré par la rotation r^(x)=e2in/vx, où v est l'ordre de
H (^i, ..., g p ; tç). Les sous-groupes H(^) sont engendrés par les rotations r^ et v est le
p. p. c. m. de Vi, ..., Vp. On déduit sans peine de l'égalité g°j o r^ = g°j que

g^l^) avec !,eDiff(C, 0).

L'application x" est invariante par l'action de H (^, ..., Qp\ to) et a fortiori de H (œ; to). Elle
se prolonge de manière unique au voisinage de L^ en une intégrale première holomorphe F de
E*(cù). D'autre part on a

xv=(lJlogoj)m^ avec mjVj==v.

Ainsi F coïncide au voisinage de tj avec (?J'1 ogj)mj. La fonction holomorphe F définie au
voisinage de PC (1) par recollement de F et de ces fonctions est une intégrale première de
E*(©). Alors /: (C2, 0)-^(C, 0) définie par/oE=F est une intégrale première de œ.

Soit g : (C2, 0)-> (C, 0) une seconde intégrale première de œ vérifiant (1.1). On a
g (x, 0) = l (xv) avec l e Diff(C, 0). Ainsi G = l~1 o g o E coïncide avec F sur (C, to) et donc aussi
au voisinage de L^. Il en résulte que F = G e t / = = J - l o ^ .

Supposons maintenant que œ possède une intégrale première /e^- Les germes F^ de
F=/oE aux points ^.eC^==Cy. peuvent être des puissances

F,=^,

g^eO^i t n'étant pas une puissance.

LEMME 4. — Si fe(?2 nïest P^ une puissance on a l'égalité

H(/; ro)=Htei , . . . ,^ ; ro) .

Démonstration. - Montrons d'abord que p.g.c.d. (m^, ..., mp)=l . Considérons la
décomposition de / en facteurs irréductibles fj ^ ''

f/=/î. • • • -f";, C^{t,},
l n-n\.... ./̂

fj n'est pas une puissance et

p.g.c.d.(n^i, . . . , H J ,^)=^,
p.g.c.d. (ni, . . . , n p ) = = l .
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Soit v l'ordre de /. On a

F-^./>r

avec
. _fk°^_ _r-r ^
^"^(XT5 u j ~ [ l J k '

•/v k^j

Soient ?ny= p.g.c.d. (n? v). Comme Uj(tj)^0, Uj possède une racine m^-ième, î^=i^ et
finalement

g-^f^vr

Puisque v=Uiv( / i )+ . . . -^-ripVÇfp), il est clair que le p.g.c.d. de m^, ..., nip est 1.
On a /(x,0)=FJx)=(^ et rinclusion H^i, ..., ̂ ; to)<=H(/; to) est triviale.

Montrons la réciproque. Soit heîî(f; to). Il découle de l'égalité

(^r-=(^y%
que g^ o h = a, ô^, où a e C est une racine Wj-ième de l'unité. Ainsi h^ est un élément de H (<^),
Soient q^ ...,^eZ tels que m^q^-\-... +m^^p=l , on obtient :

A=(^o...o(y^

ce qui achève la démonstration.

2. DÉMONSTRATION DU LEMME 1 — Soit / une fonction holomorphe sur un voisinage
ouvert U de OeC2 dont le germe en 0 n'est pas une puissance. Nous raisonnons par
récurrence sur le nombre d'éclatements nécessaires, N(co) à la réduction de œ==^/. Si dfest
irréductible, à un facteur multiplicatif près, il existe, d'après les résultats du chapitre IV. 3, un
système de coordonnées (x, y} tel que

f^l^y^ <eDiff(C,0), p.g.c.d. (p,q)=l.

Il est facile de voir que les surfaces de niveau de x^4 — et donc de /, sont connexes.
Supposons ce résultat vrai lorsque N(©)<N et considérons le cas N(o))=N. Nous

conservons les notations introduites au chapitre précédent : ¥j désigne le germe de F =/o E
au point ^.eC^==Cy et

F,=^,

où Qj n'est pas une puissance II est clair que dgj se réduit en moins de N éclatements. Ainsi il
existe pour^' = 1, ..., p des voisinages ouverts V^. des tj e C^ sur lesquels les surfaces de niveau
des gj sont connexes. Notons V l'union des surfaces de niveau de F : Û = E~1 (U) -> C qui
coupent K~ 1 (tç) n Û — { to ] ; V = V u L^ est un voisinage ouvert de L^ dans C. Posons

V;-^1^^0^
U'=VuViU...uVp,
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et considérons la relation d'équivalence ^ sur U' : « être dans la même composante connexe
d'une surface de niveau de la restriction de F à U' ». Par construction tout point de U' est
équivalent à un point de n~1 (îo) ̂  Û. Supposons la coordonnée x choisie de telle façon que
F^ (x)=/(x, 0)=;^ et telle que n~1 (îç) coupe Û suivant un disque. Il suffit de vérifier que
l'égalité xv=xfv implique (x, ^^(x', tç). La condition x^x^ est équivalente à l'existence
de heïî(f; tç^) tel que x ' =h(x). D'autre part, il est clair que tous les éléments d'une même
orbite de H (^) sont équivalents pour j = 1, ..., p. La conclusion résulte de l'égalité (lemme
4) :

H( / ; ro)=H(^, . . . ,^ ; ro) .

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. — Nous conservons les notations introduites au
premier paragraphe et raisonnons par récurrence sur le nombre d'éclatements N(©)
nécessaires à la réduction de œ. Nous avons vu au chapitre II que si N (œ) == 0 et^^ est simple,
il existe fe(9^ vérifiant ©A^/=O. Supposons ce résultat vrai lorsque N(œ)<N et
considérons le cas où N (œ) = N. Les germes Oj de E* (œ) aux points tj définissent des germes
de feuilletages simples. D'après l'hypothèse de récurrence, ils admettent des intégrales
premières g^O^i ̂  . Il suffit (lemme 3) de prouver que le groupe

H^i , . . . , ^ ; ro )^Di f f (C , îo ) ,

est fini. Les groupes H(g^) étant finis on est ramené à montrer que tout élément de H est
périodique : H est ainsi commutatif et donc fini (cf. chap. I).

Nous pouvons toujours supposer que les g ^ ne sont pas des puissances, qu'ils sont définis,
holomorphes sur des voisinages ouverts V .̂ des ty et que leurs surfaces de niveau sont
connexes. Pour7'== 1, . . . , p désignons par hj des générateurs des groupes H(^). Il existe des
voisinages ouverts ^-(^o) de IQ dans n~1 (to) n Û, invariants par hp tels que si x e VjÇto), alors
hj(x) et x appartiennent à la même feuille de ^^ \ U. Soit h un élément de H :

/î==^o...o^, l^Jr^P-

II est défini holomorphe sur le voisinage ouvert de tç :

k

^0)=-- 0 ̂ o).
r= 1

Si x appartient à v (to), x et h(x) appartiennent à une même feuille L^ de ̂ \ \ Û. Désignons
par 0(x) la i;(ro)-orbite de x par H. Visiblement

(3.1) 0(x)c:L,.

D'après le critère topologique de finitude d'un difféomorphisme, chap. 1.2, il suffit de montrer
que l'ensemble suivant est dénombrable :

A= {xei;(fo)/#0(x)=oo}.
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Pour cela écrivons œ=^œ' avec S ( œ ' ) = = { 0 } . Notons ZcU l'ensemble analytique
d'équation g ( x , y)==0 et Z=E -1(Z)-PC(1). Quitte à restreindre U et bien choisir la
coordonnée y , nous pouvons supposer que Z ne coupe pas n~1 (to) ̂  Û, où Û = E ~ 1 (U).
Pour x e Û - S (^^), désignons par L^ la feuille de ̂ \ passant par x; L^ = L^ - Z est la feuille
du feuilletage ^(œ) de U-Zu PC (1) défini par E*(œ) qui contient x. On a

L^E-^L^),

où LE(^) est la feuille de ^JU passant par E(x). Comme ̂  est simple, les feuilles L^
sont des fermés de Û -Z u PC (1) et seulement un nombre au plus dénombrable adhèrent
en un point de PC (1). Soit x un élément de vÇto). La feuille L^ est un ensemble analytique
de Û-ZuPC (1), cf. chap. 0.3; son intersection avec Tt"1^) est donc soit finie soit
dénombrable si L^. adhère à t^. On déduit de l'inclusion (3.1) que l'ensemble A défini
en (3.2) est au plus dénombrable, ce qui achève la démonstration.

4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3. - Remarquons tout d'abord que les résultats obtenus
dans le premier paragraphe restent vrais dans le cadre transversalement formel, cf. chap. III.
Plus précisément considérons une forme holomorphe transversalement formelle
coeÔ(PC (1)). En tout point t de PC (1) le germe (Q,( de œ peut s'écrire :

^
œ/t=^T1/p où ue^t, TL(£^,

la forme T| ne s'annulant pas sur un voisinage de t dans PC (1) sauf peut être au point t.
Notons S (©) l'ensemble (fini) des points t où T| „ s'annule et L^ = PC (1 ) - S (œ). Pour éviter le
cas dicritique, nous exigeons qu'en tout point te PC (1) la restriction de T|,( à PC (1) ne soit
pas identiquement nulle. Nous pouvons alors définir « le relevé dans les feuilles » d'un
chemin différentiable y : [0, 1] -^ L^, F =(F, y). Le lecteur peut vérifier sans peine que la
solution de l'équation différentielle

( .a-j-i \
^roc,^ .-(x. ̂ y^5))= 0 . n^ ̂ ^os )

est un élément de C00 ([0, 1]) [x]. De plus F(0, s) est nul. La notion d'holonomie de œ, de

groupe d'holonomie H(œ; îo)c:Diff(C; to), ainsi que toutes les constructions effectuées au
paragraphe 1 se transposent dans ce cadre plus général :

/\
LEMME T Soient(ù une section globale de Q, W un ouvert de L^ t un point de W et g e C [x}

une série invariante par Faction de H^ (œ; to). Alors il existe une section G e ê (W) unique telle
que G^=g et œAdG=0.

^ —
LEMME 3'. — Soit œ une section globale de Q qui possède en tout point t j de S (œ)J=l, . . . , p ,

une intégrale première c ) - ^ ^ , . Si H(</,. .... q ̂  t^} est fini, il existe une intégrale première
globale de ©, Ge^(PC(l)), unique à composition à gauche près par un élément de

Diff(C, 0), telle que
H(^)=H(ô4, ..., Qy to).
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LEMME4'. — Soient f un élément de 6 ̂  qui n'est pas une puissance, Cj-= [ t ^ , t^, ..., tp]son
cône tangent et soit, pour j==l, 2, ..., p , g.eê^ qui n'est pas une puissance et tel que

FoE^.=^, m,ef

On a alors l'égalité

H(f; îo)=H(^,^.--.^o)-

Le théorème 3 dans le cas holomorphe se déduit du cas formel; en effet / est convergente dès
que / et g le sont.

Soit / un élément de 6^ qui n'est pas une puissance et geÔ^ vérifiant dg/\df=0.
Raisonnons de nouveau par récurrence sur le nombre d'éclatements N(œ) nécessaires à la
réduction de ©=rf/. Au chapitre IV nous avons prouvé ce théorème lorsque N(œ)==0.
Supposons le vrai pour N(co)<N et considérons le cas N(œ)=N. Nous pouvons supposer
que g n'est pas une puissance; le cas général s'en déduit immédiatement. Comme df/\ dg =0,
les cônes tangents de / et g sont égaux (chap. III) :

Cf=C,={t,,...,t,}.

Les germes ¥j et Gj de F ==/ o E e t G = = ô f o E aux points tj peuvent être des puissances; notons
les

F-/^ G-^

où fp gj ne sont pas des puissances. Comme ^A^=O, il existe d'après l'hypothèse de
récurrence l ,eC i tel que^=^o/y. Il est clair que îî(go)=îi(l,^g(]}et aussi que les groupes
H(/i, ...,/p; to) et H(^iî - - ^ 9 p \ to) sont égaux. On déduit du lemme 4' que

H(/ ; to)=H(^ro) .

Il résulte facilement de cette égalité l'existence d'un / e 0^ tel que / o F^ = G^. Le prolongement
de cette série en un germe d'intégrale première de E* (df ) est unique d'après le lemme 2'. Ainsi
on a l'égalité

;oF,^=G^6^.

Les sections globales ?oF et G de ê coïncident en to, elles sont égales et ainsi g=lof.

5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2. — Raisonnons encore par récurrence sur N(^/). Le
cas N(^/)=0 a été traité au chapitre IV. Supposons le théorème vrai lorsque Ny/)<N et
supposons N (df) = N. Nous conservons les notations du paragraphe précédent : fj désignent
« la racine » du germe F, de F= / oE au point tj du cône tangent Cf=C^,j=l, .... p .
D'après l'hypothèse de récurrence il existe /yeDi f f (C , 0) tel que Ijofj converge. Comme
H^.o/^=H(/5), on a l'égalité

H(/i " /? , . . . ,W^o)=H(/,,...,/,;ro).
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D'après le lemme 4', H(/; îç) est contenu dans Diff(C, ^o) et d'après le corollaire 1.2 du
chapitre III, il existe le 6^ tel que lof converge.

VI. — Extension d'intégrales premières

La démonstration des théorèmes A et B sera une conséquence d'un théorème de
prolongement d'intégrales premières. Dans [17], nous avions démontré un résultat du même
type, en reprenant la méthode de majoration utilisée par B. Malgrange dans [15]. Ici la
convergence est une conséquence du critère de convergence, chap. IV. 1. Enfin, la
démonstration du théorème repose sur un argument de transversalité.

1. THÉORÈME DE PROLONGEMENT

THÉORÈME 1. — Soit œ un germe de 1-forme en OG C'" holomorphe, intégrable et soit i : (C^,
0) -> (C"1, 0), p^l un plongement qui possède les deux propriétés suivantes :

(i) codim S(cùo)^2, où œo=i*(œ);
(ii) œo possède une intégrale première faible, fo^^p {resp. 6p).
Alors © possède une intégrale première faible unique, fe^m (resp. ̂ ), telle que fo=iof'

Démonstration. — II suffit naturellement de montrer ce résultat lorsque p = m — l .
Choisissons des coordonnées

(x, 0=(xi, x^ .... x^_ i , QeC"1 1 xC,

telles que
f(x)=(x,0), i*(œ)=œo.

Puisque cùo A dfo = 0 et codim S (cùo) ̂  2, nous pouvons appliquer le théorème de De Rham : il
existe ^o^m-i^ unique tel que

(1.1) ho.(ûo=dfo.

Notons œ = ̂  t" ((»„ + a^ dt), le développement de Taylor de œ suivant les puissances de t et
n^O

posons
/i=aoM^m-r

On vérifie facilement que

(HJ
ho œ = à (/o + r/i ) modulo (0,
avec/i, ^o^m-i uniques.

Supposons vrai

Ç(^+^l+...+t"' l^-l)û)=rift tPfp) modulo (î"),
(HJ ^ \p=o )

l avec/i, ...,/„, hç, ..., ^-ie^^-i uniques.
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Pour simplifier les notations, posons

(L2) ^'-fz fh^df 1 t"f\+ ̂  t"(^+a',dt).
\P=0 / \P=0 / pïn

La 1-forme œ' est intégrable. En écrivant que le coefficient de r"-1 dt de œ' A riœ' est nul on
obtient :

^/OACO^=O.

D'après le théorème de De Rham et (1.1), il existe g^m-i unique tel que

<=^œo.

Pour montrer H^i, il suffit de vérifier qu'il existe /^, ̂ e^_i tels que

/n+l \

(ùf-^tnh,((ûo+aodt)=d( ^ ^p/Jmodulo(^"+l).
\p=o )

Compte tenu de (1.2) cette équation s'écrit :

<+^œo=0,
^+^^o=(^+l) /n+r

L'unique solution de ce système est

^n=-6^
1

~n^^+l==-TT(fl"-^ao)•

Nous avons ainsi construit feÔ^ unique tel que

O)A^=O et /(x,0)=/o(x).

D'autre part si f^(9^_^ le critère de convergence IV. 1 permet d'affirmer que /e^.

2. THÉORÈME DE TRANSVERSALITÉ. - Ce théorème est purement géométrique; il ne fait pas
intervenir la condition d'intégrabilité.

THÉORÈME 2. - Soit œ un germe en OeC" de 1-forme holomorphe. Quel que soit rentier
p<m, il existe un plongement i de (C77, 0), transverse à œ, i.e. tel que :

^ SO-^œ^r^œ));
(^ œdim S (i * (œ)) = inf(codim S (œ), p).

Nous reprenons la démonstration, déjà faite dans [17].
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Démonstration. — Choisissons dans C^1 des coordonnées adaptées à S(œ), i.e. si j est
l'inclusion canonique x -> (x, 0) de C^ dans C^ x C'""^ :

codimj ~1 (S (œ)) = inf(codim S (œ), p).

Nous allons obtenir le plongement i cherché en perturbant l'inclusion 7. Plus précisément,
soit I=(Ii, 12, ..., IJ l'application de C^ x^C^)2 dans d^ définie par

I ( x , A , B ) = f ( x ) + A x + B x 2 ,

où A, BeC^ sont des matrices m x p et x2={x2i, x|, ..., x2,). Pour A, B proche de 0,
l'application partielle I^e : x -)> I(^ A. B) vérifie (commet) la condition

codim IA ^ (S (œ)) = inf(codim S (œ), p).

Pour établir la proposition il suffit de montrer l'assertion suivante : il existe un sous-ensemble
analytique propre Z de (C^)2 tel que

(2.1) S(I^B(œ))=lA/B(S(co)) si A, B^Z.

Remarquons d'abord que l'application ôl/^x=(l, ôï/ôx^, . . . , 8ï/8Xp) de C^ x^^)2 dans
d^ x C'"^ est une submersion en dehors de 0 x (C^)2. En effet (x°, A°, B°) e C"" x (C^), avec
x°^0 étant fixé, la restriction de rl/^.v au sous-espace affine de dimension m(p-\~\)
paramétré par

(A, B^-^(x°; A; B?, ..., B?_i, B,; B,^, . . . , B,),

B^ désignant les colonnes de B°, et x^O, s'écrit :

(A, B)-^(Ax+B^2 ; A+2x^B)+(?i , u),

où (À-, î^ed^ xC'"^ est une constante. C'est donc un isomorphisme affine.
Soient U un voisinage ouvert de Oe^ sur lequel œ est holomorphe, TU=U xC W son

espace tangent, n la projection de U x C^ sur U et Q l'application de U x C^ dans C^
définie par

Q(x, X,, .... X,)=(œ,(X,), .... œ,(X^)).

Il est clair que TI'^S^)) est un sous-ensemble analytique de Q"1^) et que
Q"1^)-'^"^^)) est une variété lisse de codimension p . De l'égalité

^ ( Q - ^ O ^ U S(I Î .B(œ))x(A,B)
ox (A. B)

on déduit que

(2.2) H^'^Q-^-Tr^O))^ '(Q-^O))-!-^^)),
8x ox
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s'écrit sous la forme

H= U [S^B^-IA-^S^MA, B).

D'après ce qui précède H est une sous-variété analytique lisse de codimension p de
U x C^ x C^. On déduit de (2.2) que son adhérence est encore un ensemble analytique de
codimension p [24]. Elle ne contient pas 0 x C"1^ x C"1^ qui est aussi de codimension p . Ainsi
le sous-ensemble

Z^nOxC^xC^

vérifie (2.1).

Remarque 2.2. — Soit(X, 0) une hypersurface dans (C^ 0) d'équation/=0.11 résulte de la
démonstration que l'on peut toujours choisir A, B tel que i = ï^ g vérifie les conditions (a), (b)
et soit transverse à X, c'est-à-dire coupe la partie lisse de X transversalement. En particulier,
si / n'est pas une puissance, fo=foine sera P^ une puissance.

3. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES A ET B. — Soit co un germe en OeC" de 1-forme
holomorphe intégrable. Nous avons vu (chap. 0) que nous pouvions l'écrire :

©==MT|, ue(9^,

où ri est aussi un germe de 1-forme intégrable et codimS(ri)^2. Désignons par
i : (C2, 0) <->(€", 0) un plongement transverse à T|, c'est-à-dire que l'on a

S^o)-^}, où rio-^Ol)-

(3.1) Démonstration du théorème B. — Ce théorème étant démontré en dimension deux, il
suffit d'après le théorème de prolongement précédent de prouver que si^^ est simple, alors
3F ̂  est simple où CÙQ = i * (œ). Soit U un voisinage ouvert de 0 e C" sur lequel j^ vérifie les
deux conditions de simplicité et tel que i : Uç = U n C2 -^ C" soit transverse à T| en tout
point. Notons encore cùo le représentant du germe i*(©) ainsi défini sur LJ() et |ç̂  le
feuilletage singulier correspondant.

Une feuille l de ̂  est une composante connexe de l'intersection Lo d'une feuille L de ^^
avec Uo. Or L est une sous-variété analytique de U—S(œ), cf. chap. 0.3; il en est donc de
même de J. Ainsi J est un fermé de U-S(cùo).

Désignons par A(û)o), resp. A(œ), l'ensemble des feuilles de ̂  , resp. e^, dont
l'adhérence dans UQ, resp. U, contient 0. L'ensemble des composantes connexes des
Lo=LnUo , où L décrit A(œ), contient A(cûo). Il est dénombrable : en effet A(œ) est
dénombrable d'après l'hypothèse; de plus chaque Lo, Le^^, n'a qu'un nombre
dénombrable de composantes connexes, car L est analytique dans U — S (œ). Ainsi^^ vérifie
la deuxième condition de simplicité.

(3.2) Démonstration du théorème de factorisation. — Soit / un élément de 0^ qui n'est pas
une puissance et ge6n vérifiant la condition df A^=O. Nous avons montré au chapitre
précédent lorsque n=2, qu'il existe le0^ tel que g==lof. Raisonnons par récurrence :
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supposons ce résultat vrai lorsque n = N — l et considérons le cas n=N. Écrivons la
décomposition de / en facteurs irréductibles distincts fj :

/=/ï.../ p '

La condition : ne pas être une puissance, signifie que le p. g. c. d. de v^, ..., Vp est égal à 1.
D'autre part la restriction des f^j = 1, ..., p, à un (n -1 )-plan linéaire générique est réduite,
i. e. sans facteur multiple; ainsi la restriction de / à ce (n -1 )-plan n'est pas une puissance. Il
existe un système de coordonnées (x, y)={x^ ..., x ^ _ i , y)ie\quego(x)=g(x, 0)ne soit pas
identiquement nulle et que fo(x)=f(x, 0) ne soit pas une puissance.

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe leÉ^ vérifiant 10/0=^0- Montrons l'égalité
lof=g. Écrivons :

lof=g-\-y^h avec h(x,0)^0.

Un bref calcul montre que la condition d(lof)/\dg=0 implique

h(x, oAx, 0)=... =h(x, O)-5^-^, 0)=0.
ÔX^ ^n-l

Puisque go n'est pas identiquement nulle, h est nulle.
(3.3) Démonstration du théorème A. - Soit œ un germe en OeC" de 1-forme intégrable

holomorphe et soit / un élément de (9^ qui n'est pas une puissance tel que œ A df = 0. D'après
la remarque 2.2, il existe un plongement i : (C2, 0)-^(C", 0) transverse à œ et tel que
fo=foi ne soit pas une puissance. D'après le théorème V.2, il existe leé^ tel que lofo
converge et d'après le théorème IV. 1 (critère de convergence) lof converge.

APPENDICE I

RÉDUCTION D'UN GERME DE 1-FORME HOLOMORPHE EN 0 £ C2

(d'après A. Yen den Essen et A. Seidenberg)

La réduction des singularités d'un champ de vecteurs de C2 a été étudiée par
I. Bendixon [1] et H. Dulac [10]. Plus récemment ce problème a été résolu par
F. Dumortier [12] (cas C00) et par A. Seidenberg [21] dans le cas formel. Nous indiquons ici
la nouvelle démonstration de A. Yen den Essen [23] qui utilise la notion de multiplicité
d'intersection de deux courbes. Nous rappelons très brièvement cette notion, pour plus de
détail nous renvoyons le lecteur à [13].

1. PRÉLIMINAIRES SUR LA MULTIPLICITÉ D'INTERSECTION. — II est bien connu (théorème de
Puiseux) qu'un germe de courbe analytique irréductible Xc^C^O) d'équation réduite
f(x, y)=0, possède une paramétrisation analytique y : (C, 0) ->(C2, 0), i.e. /oy=0,
« universelle » dans le sens suivant :

si H est une seconde paramétrisation de X, il existe u : (C, 0) -> (C, 0) tel que n=y ou.
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On dit alors que y est une paramétrisation primitive de X ou de f. Si p, est aussi une
paramétrisation primitive de X, alors u est inversible. On peut parler de « la »
paramétrisation primitive de X ou de f.

Soit /, ge(9^ supposons g irréductible et désignons par y sa représentation primitive. La
multiplicité d'intersection de f et g en 0, !(/, g , 0) est l'ordre de / oy en 0, noté Vo( /oy) .

Si g n'est pas irréductible et si
a, y-kg=gi • • • 9 k

est sa décomposition en facteurs irréductibles, on définit la multiplicité d'intersection de f et g
en 0 par

k
V /I(/^;0)= ^aj( / ,^ ;0)

Énonçons ici les propriétés élémentaires de la multiplicité d'intersection :
1° I ( . / ,g ;0)=0si / (0)^0;
2° !(/', g\ G ) = = = X ) si /"^(O) et ^^(O) ont une branche commune en 0;
3° lOrA, Q\ 0)=1(^, g , 0)+ia,, g; 0);
4° si Me^ désigne une matrice inversible et si (/i, ^i)=M.(/, g), alors

I(/i,^;0)=I(/^;0);
5° I(/^;0)=I(^J;0);
6° considérons l'éclaté de 0, F : C2 -> C2 et notons pour tout point ce PC(1), f ̂  et g ^

F éclaté divisé de f et g au point c, i. e., si h est une équation locale de PC (1 ) en c et si E ̂  est le
germe de E en c,

~ _ /oE^ ^ ^ goE^
J^ ^v(f) el ^,c ^v(0) '

on a alors l'égalité suivante :

I(/^;0)=v(/)v(^)+ ^ î(f^g^c).
C 6 P C ( 1 )

2. RÉDUCTION DE œ = a ̂ x + b dy AU CAS v (©) = 1 [23]. — Soient T| une 1-forme holomorphe
sur une variété holomorphe M de dimension 2. Dans une carte (x, y ) en un point m e M, nous
écrivons :

r{=adx+bdy où a,be(9^^.

Nous notons r| ^ ou encore T|, le germe en m de la 1-forme holomorphe
T| ^ = T| /{a, b) = a ' dx + b' dy où (a, b) désigne le PGCD de a et b; r\ ^ est définie à un facteur
inversible près. Soient v^ (r| ) l'ordre en m et de T| , v^ (r| ) l'ordre en m de T| ^, et 1̂  (r| ) = 1̂  (ri')
la multiplicité d'intersection de a ' , b ' .
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THÉORÈME 2. — Soit œ == a dx + fo dy une forme de Pfajf holomorphe sur un ouvert U de C2, à
singularité isolée OeU. JJ ^xi'5^ alors une application analytique propre n : V ->• U, obtenue
par composition d'éclatements, d'une variété analytique complexe V rfe dimension 2 s^r U, t^Jk
que :

(i) Tir^O) soir une hypersurface à croisements normaux;
(ii) n | (V — 7i "1 (0)) soit un isomorphisme sur U — { 0 } ;

(iii) v^(7c*(œ))^l, pour tout meV.

Démonstration. — Soit v l'ordre de œ en 0 et soient

Jo œ = o\ =a^ dx + b^ dy,

PV+I=^+^\.

Notons, comme dans le chapitre III, E : C2 ->• C2, l'application d'éclatement de 0 e C2. Dans
la carte (x, r), t = y / x on a

E*(œ)=(û(x, rx)+rb(x, rx))rix+xb(x, tx)dt,
E*(œ)=xv(P^l( l , r)+x(. . . ))^+x(^(l , f ) + x ( . . . ) ) ^ r .

Posons, pour cePC(l),

œ,=E*(œ),, et v,(œ)=v(E*(œ)^).

D'après la propriété 4° de I, la multiplicité d'intersection de œ en 0 :

Io(œ)=I(â ,^ ;0)

est bien définie. De même en cePC(l) on définit Ic(œ). Distinguons deux cas :

(a) Cas dicritique (P^+i=0). — Nous allons prouver l'égalité suivante :

(2.1) Io(œ)=v 2 +v- l+ ^ Uœ).
C6P€(1)

Soient X = x + . . . , Y = ^ + . . . des éléments de (9^ tels que X a + Y b soit d'ordre v+2. Le
champ de vecteurs X ( S / S x ) - ^ - \ ( 8 / 8 y ) étant linéarisable on peut toujours supposer que

v(P)=v+2 avec P=xa+^fc.

En outre, on peut choisir les coordonnées (x, y ) de telle façon que P(0, y)=yv+2 et ainsi
^(O^^v-n. On a alors :

I (P ,^ )= I (x , ^ )+ I ( a , f c )

et d'après la propriété 6° de I, on obtient l'égalité cherchée puisque I^(P, £)=IJœ).
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(b) Cas non dicritique. — Nous allons démontrer l'égalité suivante :

(2.2) ^((o)=v 2-v+l+ ^ Uœ,c).
C(EÎPC(1 )

Rappelons {cf. III) que le cône tangent c^ c= PC (1 ) de œ a pour équation homogène P^ i = 0.
Si c ^ [ ô / ë y ] , on a

œ,=(P^(l, 0+x(.. .))^+x(b,(l , f )+x( . . . ) )^

et il est clair que

I,(œ,c)=v,(œ)=0 si c^C,.

Choisissons des coordonnées (x, ^) dans C2 telles que a^. fo^ 0 et [ 8 / 8 y] ̂  C^. Désignons par
a^ la multiplicité de ceC^ comme racine de l'équation homogène P^,^^=0, ou plus
simplement, comme racine de l'équation P^+ i ( l , 0=0. Par définition de 1 on a

a,==I(û+^, x; c),
avec

- a(x, tx) ^ b(x, tx)
a=——^— et b=——^—.

X" X^

D'après les propriétés 3°, 4°, 5° de 1 on obtient :

I,(©)=I(a+rë, xb; c)=n,+I(û, ?; c).

D'autre part d'après 6° on a

Io (œ)==I (x , f c ;0 )=v 2 + ^ I (a , fc ;c ) ,
C6PC(1)

Io(œ)=v2+ ^ I,(œ)- ^ a,
c e P C ( l ) c e P C ( l )

La formule (2.2) résulte de l'égalité ̂  u^=v+1.
Nous sommes maintenant en mesure de construire l'application n. Supposons que Oe C2

soit le seul point singulier de o dans U. Posons

Vo=U, V^E-^U),
Tt^TT^ElVi : V i - ^ U .

Éclatons simultanément tous les points c e P C (1 ) c V\ tels que v^. (œ) = v^ (7l1 * (œ)) > 1 • Nous
allons construire ainsi

7 t 2 : V.-.V,,

n2=K^ 071^ : V^n2=K. on. : V-, -̂  LJ.
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Par récurrence on construit des applications

^: V.-V,_, ,

en éclatant simultanément tous les points de V;_ i où v,(nl~l*{w))>l avec

n l ~ l = n ^ - ^ o ^ l ^ _ ^ o . . . °7ti.

Cette suite est nécessairement finie; Le. que pour un certain i, en tout point de \, on a

^(^(œ))^!.

En effet, d'après (2.1)-(2.2) la multiplicité d'intersection î, diminue lorsque v,> 1.

3. REDUCTION DE œ== a dx+bdy LORSQUE v(œ)=l [21]. - Le cas v(œ)==l n'est pas
« stable » par éclatement. Nous allons pousser plus loin la réduction jusqu'à obtenir une
classe de formes invariante par éclatement.

THEOREME 3. — Sous les hypothèses du théorème 2, il existe une application analytique
propre, n : V -> U, obtenue par composition d'éclatements, vérifiant : (i), (ii), (iii) et de plus, la
propriété : (iv) en tout point m e V où v^ (TI* (œ)) = 1, il existe une carte (u, v) centrée en m dans
lequel le 1-jet de 71 * (œ) en m s'écrit :

(*) çù^^du-^udv avec ^.À^O, ^/yt^, ^AI^.

ou bien

(**) w^vdu,

A o) = a dx + b dy nous associons la matrice

r^o 6b-8b, ,
^(0)

Sa ,
-^-0

ôx

ôb
^-0
ôy

ôa
-^(0)ôy

Mo(œ)=

Tout changement holomorphe de coordonnées en OeC2 transforme cette matrice en une
matrice semblable, ce qui permet de parler des valeurs propres de œ en 0.

LEMME. — Soit œ = a dx + b dy un germe de 1-forme holomorphe non dicritique. Si en un point
ce PC(1), H(,= 1, alors Pœ^O et œ^, possède une valeur propre non nulle.

Démonstration. — Supposons c=[ô/ôx] et notons v==Vo(cù) ,

k

xa^yb^y \\ (oc,x+P,}^=P^i (x, y}.
j = i
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k

Alors a= Y[ o /^O est une valeur propre de
j'=i

(Û^=(P^(I, r )+xA(x , 0)rfx+xB(x, t)dt.

Démonstration du théorème 3. — II reste à réduire œ dans les cas suivants :

Cas 1. - 0 est valeur propre double c'est-à-dire J^(ù==ydy. Notons

œ=(^+Ai(x , y))dy-}-B^(x, y ) d x ,

avec v (Ai ), v (BI ) ̂  2. Le cône tangent de œ est réduit au point c = [ S / 8 x ] et u^ = 2. Après un
éclatement on obtient en cePC(l ) :

(ù ,=x{t-\-xA^(x, O^r+^+xB^x, f))^x,

Ai (x, îx) Bi (x, tx) * / ,
A^-1—!—— B^= l v \ / +tA^x,t).x x

Remarquons que l'ordre de œ^ peut-être égal à 2. Nous allons prouver qu'alors dans la
réduction de œ ^ (en appliquant le théorème 2) on n'obtient pas de nouveau le cas 1. Plus
généralement considérons les 1-formes r| du type suivant :

r{=x(y-}-xA(x,y))dy+(ny2-{-xB{x,y))dx,

où neN. Envisageons les deux possibilités suivantes :
(1. a) B (0) = bQ + 0. Le cône tangent est c = [ ô / ô y ] avec u, = 2. Considérons E dans la carte

(t, y ) avec t = x / y . On obtient :

r\^=t((n+l)y+tbo+A^t,y))dy+(ny-^-tbo+B^{t,y))dt,

avec v(Â3), v(B3)^2. Le cône tangent de r\ ̂  est donc donné par l'équation homogène

^( (2n+l )^+2foo0=0,

et ne contient que des points simples. La conclusion résulte alors du lemme.
(l.b) B(0)=0. Le cône tangent est alors donné par une équation

xttn-H^+a^+px2)^,

que l'on écrira :

x{y-c^x)(y-c^x)=0.

D'après le lemme, il suffit d'étudier le cas : c^=c^=c. Si c^O, il est clair que

r\=x(t-}-x{...))dt-}-(...)dx,
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a une valeur propre non nulle. Si c=0, u(c)=2 et on a

TI^X^+A'OC, t))dt-{-((n-^l)t2-^-xB'(x, Q)^x;

T| est donc encore du même type que ri. Mais d'après le théorème 2, cette possibilité ne peut se
répéter indéfiniment.

Il reste donc à considérer les cas suivants :
Cas 2. — Mo(co) a deux valeurs propres égales à 'k . Nous pouvons poser ^=1. Deux

possibilités se présentent :
(2. a) J^ œ = y dx — x dy. C'est le cas dicritique, il est résolu par un seul éclatement : œ ̂  est

non singulier en tout point ce PC(1).
(2.b) J1 ( û = ( y - } - x ) d y — x d y , Le cône tangent de œ est le point double c=[ô/ôx\, et

œ ^ = x ( l + t + A i ( x , O^r+^+xBiOc, t))dx,
ou

A(x, tx) B(x, tx)
Ai=—-,—, Bi=îAi+—-,—.

X A-

Mc(œ) est équivalente à la matrice . On est dans le cas (**).

Cas 3. — Le rapport des valeurs propres est un entier. J^œ==^ x d y — k ^ y d x avec
^2/^1 £^ - On peut poser ^ i= l , 'k^^n. Notons

œ=(x+A(x, y))dy—(ny-{-B{x, y ) d x .

Le cône tangent est constitué des deux points simples

[ 8 1 p1-'H' C2=^}-1 L^J' iëy.
Considérons d'abord E*(œ) en c^ dans la carte (x, r), t = y / x :

o)^ ==x( l+xAi)^ - ( (n - l ) r+xBi ( ;c , t))dx,

et donc

"..-[̂  .°J~[; ,0,].• L ^i-^j L" "-•
Considérons E*((o) en c^, dans la carte (t, y), t = y / x ; on obtient :

".^-[Y2 W ^
Le rapport des valeurs propres est négatif puisque n ̂  1. Après n — 1 éclatements on est
ramené au cas n=2. Il se réduit au bout d'un éclatement au cas (2. a) ou {l.b).
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APPENDICE II

EXISTENCE DE VARIÉTÉS INTÉGRALES D'UNE 1-FORME

HOLOMORPHE RÉDUITE DE (C2, 0)

Le problème de l'existence de variétés invariantes pour un germe de champ de vecteurs
holomorphe en Oe C2, dont le jet d'ordre 1 est non nul a été partiellement résolu par Briot-
Bouquet [5] dans [10] H. Dulac donne les formes normales formelles et convergentes de ces
champs et résoud complètement ce problème. Nous reprenons les démonstrations de
l'existence de variété(s) invariante(s) dans les cas qui nous intéressent ici, — cas réduits, ainsi
que la démonstration de la forme normale de H. Dulac lorsque X n'a qu'une seule valeur
propre non nulle. Dans le premier paragraphe, nous utilisons la méthode utilisée par
Camacho-Kuiper-Palis dans [7], et dans le deuxième paragraphe la méthode de H. Dulac.

Considérons un germe de champ de vecteurs holomorphe X au voisinage de 0 e C2 dont le
1-jet d'écrit :

Jg X = ̂ i Xi .—— + ̂ 2 X2 ^—— •u ' ^x, z 'a^

Nous distinguons les cas À-i.À^O et ^i^O; ^=^-

1. PREMIER CAS :X POSSÈDE DEUX VALEURS PROPRES NON NULLES. — Pour faciliter les calculs,
considérons X comme une équation différentielle holomorphe

i dx! -. . , ,. ̂^ -=^Xi+(p i (x ) ,

dx^ . , ,
(1.1)

-^-=^X2+(p20c),

ou

^ Z ^Q^' J=1.2^
I Q I > 1

désignent des séries convergentes en la variable x==(xi, x^) et Q le multi-indice (q^, q^) :

xQ=xïlxq^ |Q|=^+^-

Effectuons le changement de variable formel x=y+^(y) :

(1.2) x,=^,+^), Ç,GQ= ^ Ç,QA 7=1,2
I Q I > 1

et notons

(1.3)
^=^1+^1 GO,

d^-=^y^^(y},
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le transformé de (1.1) par ce changement de variable. En reportant (1.2) dans (1.1) nous
obtenons les deux relations suivantes, 7=!, 2 :

(1-4), ^ (S^Q+W^-^+O- S |̂
|Q |>1 k ^ l ^ ^ Y k

où Sj Q = ̂ i <?i + ̂ 2 ^2 - ̂ j- En fait. trouver un changement de variable formel transformant
(1.1) en (1.3), équivaut à déterminer des séries (1.2.) vérifiant les deux relations (1.4)^. Le
coefficient du membre de droite de (1.4)^ est un polynôme en les variables ^ ç,, \|̂  ç- avec
| Q' | < | Q | etj = 1, 2. Il est donc toujours possible de réduire formellement le champ X en un
champ (1.3) tel que

(1.5) ^,Q=0 si Ô,Q^O, 7=1,2,

que l'on appelle forme normale de X. Par exemple si le rapport ̂  /À^ est un rationnel négatif
non nul

(1.6) ^~=~p~ avec P.g.c.d.(p, ^)=1,
^2 <?

le champ X s'écrit dans les coordonnées formelles ( y ^ , y ^ ) sous la forme

X=A(^^)x^+B(^^)^^-,

où A et B sont des séries d'une variable. Ces transformations ne sont pas convergentes en
général, cf [6]. Cependant, pour mettre en évidence des variétés invariantes, il suffit d'une
forme normale plus grossière, et cela est possible analytiquement :

PROPOSITION. — Supposons que X^, ^2 soient non nuls et que les rapports X^/À^ et À^Ai ne
soient pas des entiers > 1. I l existe alors des coordonnées analytiques (y^, y ^ ) dans lesquelles X
s'écrit :

X=^(l+. . . ) a+^2(l+•••)-^°y\ °y2

les courbes y^ =0 et y^=Q sont des variétés invariantes de X.

Démonstration. — II est facile de voir que ô^ ç n'est pas nul si ^Q n'appartient pas à l'idéal
(^i, y ^ ) engendré par y^ y ^ \ Q | > 1. Nous posons donc, si y^ t(y^ y^), | Q | > 1 :

^,Q=O-

L Q= —— [coefficient de y^ du membre de droite de (1.4)j],
ô;, Q

e ts i^e(^^)JQI>l ''

{ \|̂  Q= —[coefficient de y^ du membre de droite de (1.4)^],

^,Q=0-

Ceci résoud le problème formel.
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Pour prouver la convergence de Ç, on détermine une série majorante convergente, comme
dans la démonstration du théorème classique de linéarisation de Poincaré. Nous adoptons

les notations de C. L. Siegel. Si Ï,= ̂ ^^Q, nous notons ̂ = ̂  | ̂  | /) et ̂  la série d'une
Q Q

seule variable z :

I=^|^|Z'Q'€C[Z].
Q

si r! == Z ̂ Q /^ la notation T| ̂  signifie que, pour tout multiindice Q, | riç | = | Çç |.

Remarquons qu'il existe ô>0 tel que

|8;,Ql>ô,

si y^^yiYi}, |Q|>1,7=1,2. On obtient, d'après (1.4) :

(L7). ^ ^ IÇ,Ql^+^cp,(^+^,^+Ç,)+ ^ ^^.
I Q I > 1 k=l,2uyk

Comme ̂ . n'a pas de termes non nul dans l'idéal (y^ y^) et que ^ { ô ^ ^ / S y ^ / ^ a tous ses
k=l, 2

termes non nuls dans cet idéal, on a

(L8) ^<cp,(^+^,^+^), . ,=1,2.

On obtient ainsi

(^"O Çl+Ç2^g((Pl(^+Çl+Ç2^+Çl+Ç2)+(P2^+Çl+Ç2^+Çl+Î2)).

Les séries (p .̂ étant convergentes, il existe des constantes a^ a>Q vérifiant :

(L10) l(^+^)<-^.ô 1—az

Notons M= ^UiZ' la série l/z(Çi +^2). D'après (1.9) et (1.10), u vérifie

(1.11) aoz(l+^)2

l -az(l+y) '

Comparons M avec la série u = ̂  u, z1, solution de l'équation

__ f lQZ(l+t;) 2

l-az(l+y)
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v est convergente et V^=OQ. Pour tout i, v^ est un polynôme à coefficients positifs
Pi(fi, ..., 1^-1) en les variables 1:1, ..., U f _ i . Choisissons ao>Mi. D'après (1.11) on a

Ui^P^U^ ..., M , _ i ) .

Montrons que u^v. Raisonnons par récurrence et supposons que Uj^Vj pour j^i—1.
Comme P^ est à coefficients positifs :

M^P,(Mi, ..., î^_i )^P,(Ui , ..., Vi_^)=Vi.

u converge et il en est visiblement de même pour Ç^, Ç^? ^i» ^2-

THÉORÈME 1. — Sous les hypothèses de la proposition il existe des coordonnées analytiques
(Vi^ Y 2) ^ans lesquelles X s'écrit :

^ -3

=^l} ;l(l+} ;1^2(••.))^+^2} ;2(l+^l} ;2(•••))^——•

Démonstration. — Grâce à la proposition nous pouvons supposer que (pi et (p^
appartiennent à l'idéal (y^ y^). Les relations (1.4)^. permettent encore de résoudre le problème
formel en posant, si ^Q ̂  (y^ y^ yj\ | Q | > 1 :

^Q-O-

Ç, Q= ^— [coefficient de y^ du membre de droite de (1.4)^.],
^ Q

et ,s i^Qe(^^} ;AIQI>l :

f Y|^Q= -[coefficient de ^Q du membre de droite de (1.4)^],
l ' ^,Q=0-

Pour prouver la convergence de Ç nous faisons la même démonstration que dans la
proposition il suffit de vérifier de nouveau la relation (1.8). Or il est facile de voir, par
induction jsur | Ql^que ^e(^ y 2),]=1, 2.

^ ( 9 ^ j / S y k ) ̂ k appartient donc à l'idéal (y^ y^ y,). Tous les coefficients L ç de y^ sont
k = l , 2

nuls si ^£(^1^2^) et (^S) découle de (1.7).

2. DEUXIÈME CAS : X A UNE SEULE VALEUR PROPRE NON NULLE ̂ i ̂  0 ET À^ = 0. — Conservons

les notations précédentes. Pour Q=(^, q^) on a

(2.1) 8i,Q=^i(^i-l) , 82,0=^1^1-

Les relations (1.4)^. J = 1,2, nous permettent de construire un changement de variable formel
unique ^+Ç transformant (1.1) en (1.3) tel que, pourri, 2, |Q|>1 on ait

f ^,Q=O si 3^2),
\ Ç,,Q=O si ^e(^).
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Pour prouver la convergence de Ç, on remarque que .̂ ne dépend que de la variable y^

E ( S ^ j / S y ^ ^ k ^ i y i ) . et la relation (1.7) est encore vérifiée. On obtient de nouveau
f e = l . 2

8^-<^,(} /l+Çl,}72+£2). 7=1,2.

La courbe ^2 = 0 est visiblement une variété invariante de X. Nous allons pousser plus loin la
« normalisation » de X pour obtenir la forme normale de H. Dulac [10] en démontrant le
théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Soit X un germe en 0 e C2 de champ vecteurs holomorphe à singularité isolée
dont le 1-jet s'écrit K ^ x ^ ^ / o x ^ } . Alors il existe des coordonnées (y^, y^) de (C2, 0) dans
lesquelles

( ^ ^ \
x=f(yl.y2) (^l)+};2A(^l,^2))—+^—),8yi 8y2 )

avec /, Ae^, ge(9^ et /(0)^0, ^(0)==1, m> 1.

Démonstration (4). - D'après le lemme précédent, il existe un système de coordonnées
toi» 9 2).^ çi^ Yi^^ solt une variété invariante de X. On a donc

œ = l'x dy^ dy^ == A dy^ + B dy^,
avec

A=/(^l)+^^(};l, yi\ ^=Yih(y^ yi\
où /e^i et ^, heO^. Puisque 0 est un zéro isolé de œ, il existe m ̂ 2 tel que y^ appartient à
l'idéal I(œ)= (A, B) engendré par A, B pour n^ m. D'autre part, l'hypothèse sur le 1-jet de X
implique 3A/ô}^(0, 0)=^0. De ces deux remarques on déduit que la division de B par A
(suivant les puissances de y ^ ) s'écrit :

B=AQ+^.U(^) avec Ue^\ et U(0)^0.

Le champ de vecteurs
Y__Q^ \__S_

U 8y^ + U ~Sy[

ne s'annule pas en 0 et y^ =0 est la courbe intégrale de ce champ qui passe par 0. D'après le
théorème de « rectification » d'un champ de vecteurs, il existe un système de coordonnées
(zi, z^) tel que

Y=^ et z,=,,

Puisque œ(Y)=^, œ s'écrit dans ces nouvelles coordonnées

œ=A(zi , z ^ d z ^ + z ^ d z ^ .

Il est alors clair que X s'écrit de façon requise dans les coordonnées (z^, z^).

(4) Cette démonstration nous a été suggérée par J. Martinet.
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