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CHAMPS MARKOVIENS ET MESURES DE GJBBS SUR R

Par N. DANG-NGOC (*) ET M. YOR (**)

ABSTRACT. — We study the Gibbs probability measures attached to a Markov process, using methods of
statistical mechanics. Such a study has already been undertaken, by F. Spitzer and H. Kesten, for Markov
chains with discrete state space. Our purpose is to extend their results to general Markov processes.

Some theorems obtained by Ph. Courrége, P. Renouard and G. Royer, on quasi-invariant measures on
C (R, R) associated to one dimensional quantum fields are also generalized. In particular, we solve some
problems raised by Ph. Courrége and P. Renouard on the connection between Markov processes and
Markov fields in the sense of E. Nelson.

We show the uniqueness of Gibbs measures in the compact state space case (generalizing a result of
R. L. Dobrushin), the uniqueness of invariant Gibbs measures with Markov property for positive recurrent
semi-groups (generalizing results of F. Spitzer, H. Kesten and G. Royer) and the absence of Gibbs states
for convolution semi-groups (generalizing a result of F. Spitzer).

1. Introduction

Nous nous proposons d’étudier ’ensemble des mesures de Gibbs associées & un pro-
cessus de Markov (nous prenons pour ensemble des temps T = Z ou R), question que
nous formulons sommairement comme suit :

Soit (E, &) un espace polonais. Pour fixer les idées, on note (X,, ¢ € T) le processus des
coordonnées sur 1’espace mesurable Z; = (E, &)T, suppdsé d’autre part muni d’une pro-
babilité P. Si A = T, on note </, la sous-tribu de &/ engendrée par (X,, f € A).

Si a et b sont deux points de T, avec a < b, on appelle loi locale de X ‘sous P, entre
a et b, tout noyau II;, ; (o, do) de (1, H,, 5 dans (Z'r, Ly, 5y tel que

Vfeb(H,b), Ep [f | J?/c[a,b]] =g, 51(-5 1), P-p.s.

Le probléeme général des mesures de Gibbs consiste en 1’étude suivante : pour tout
intervalle fini [a, b] de T, on suppose donné un noyau markovien IIj, 5 (x, y; do) de
(%1, Ha, by dans (E, &)°. 11 s’agit d’étudier I’ensemble ¥ (éventuellement vide!) des pro-
babilités (dites : de Gibbs) P sur Z'; telles que le processus (X,, ¢ € T) admette pour lois
locales, sous P, les noyaux IIj, 4 (X, (@), X; (®); do’) pour tout a < b.

(*) Université de I’Etat 3 Mons (Belgique).
(**) Laboratoire de Probabilités associé au C.N.R.S., n° 224, Université Pierre-et-Marie-Curie,
75230 Paris Cedex 05. -
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30 N. DANG-NGOC ET M. YOR

Nous traitons dans cet article, le probléme particulier ou les noyaux II, ,; (x, y; do)
sont les lois locales obtenues a partir du semi-groupe d’un processus de Markov.

Voici deux cas particuliers importants de ce probléme :

Cas discret : T = Z, E est dénombrable. — C’est le probléme de la mécanique statis-
tique étudiant la distribution des particules sur un réseau a une dimension. Les probabi-
lités II;,, 5y (x, y; do) sont des états de Gibbs locaux (un potentiel de « plus proche voisi-
nage » étant donné) (lorsque E est fini, voir [5], [27] et les références qui s’y trouvent;
lorsque E est infini dénombrable, voir [14], [28]).

Cas continu : T = R, E = R. — Ph. Courrége et P. Renouard ont montré en [3] que
I’étude des champs quantiques en dimension 1 se raméne & I’étude de probabilités sur
R® [elles sont en fait pseudo-portées par C (R, R)], quasi-invariantes sous la translation
des fonctions de 2 (R) (fonctions de classe C®, a support compact) avec un module de
quasi-invariance donné. G. Royer [25] a démontré que I’étude de telles probabilités

‘revient a celle des mesures de Gibbs associées a une diffusion sur R.

Dans le paragraphe 2, nous précisons les connexions qui existent entre différentes
‘notions de champs markoviens. Nous montrons qu’une probabilité markovienne au sens
ordinaire définit un champ de Markov au sens de Nelson ce qui résoud un probléme
posé par Ph. Courrége et P. Renouard (¢f. [3], p. 66).

Nous donnons également un résultat de régularité des c-algébres associées aux champs
markoviens construits en [3]. Ce résultat est une réponse affirmative & une autre question
posée par ces auteurs (voir toujours [3], p. 66). Enfin, nous obtenons un résultat de décom-

position de certaines c-algébres associées 4 un champ markovien (voir [18] pour ces
questions de décomposition).

Dans les paragraphes 3 et 4, nous étudions I’ensemble ¢ des mesures de Gibbs associées
4 une famille de spécifications locales, au sens de H. Follmer (¢f. [8]). Nous montrons
que les mesures de Gibbs restrgintes aux tribus engendrées par les intervalles sont équi-
valentes, il résulte alors d’un théoréme de Dynkin-Follmer (c¢f. [7], [8]) et de [4] (voir
aussi [26]) que, si % n’est pas vide, il contient une mesure P possédant la propriété de
Markov et que toutes les autres mesures de & sont « localement équivalentes » & P. Nous
donnons une caractérisation des mesures de Gibbs qui possédent la propriété de Markov
et une description de la structure de ¥, généralisant des résultats analogues de F. Spitzer
dans le cas ol E est discret (cf. [28]).

Dans le paragraphe 5, nous étudions plus en détails les mesures de Gibbs associées a
un semi-groupe récurrent au sens de Harris et donnons différents exemples d’unicité ou
de transition de phases (voir [12] pour d’autres exemples de semi-groupes récurrents).

Dans le paragraphe 6, nous montrons qu’il n’existe pas de mesures de Gibbs associées
aux spécifications d’un semi-groupe de convolution généralisant ainsi un résultat de
F. Spitzer.

Nous exprimons nos remerciements a J. Neveu et A. Brunel pour leurs remarques qui
nous ont permis d’améliorer certains de nos résultats.
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Notations et préliminaires

Nous complétons maintenant la liste des notations déja introduites :

(n.1) Soit (Q, &) un espace mesurable. Si on se donne p, probabilité sur (Q, <), et
2% une sous-tribu de &, on ne travaille — sauf avis contraire — que sur la tribu complétée
de %, par les ensembles &/ négligeables de 4, tribu que 1’on note encore # (ou éventuel-
lement, %").

Si f est une variable o/ mesurable, positive, E, (f/%) désigne I’espérance conditionnelle
de f quand £, par rapport a p.

(n.2) Soit p probabilité donnée sur (Q, &/).Z et ¥, sous-tribus de <, sont dites (L—)
conditionnellement indépendantes par rapport & une troisiéme sous-tribu 2 de & si,
pour toutes f positives, # mesurables, et g positives, ¥ mesurables, on a

E,[fg|2]=E,.(f|2)E.(g|2), wp.s.
On écrit alors :

93]51% .

Nous donnons maintenant deux lemmes faciles, qui sont néanmoins les clés des résul-
tats que nous obtenons au paragraphe 2.

LeMME 1.1. — L’égalité de deux des trois opérateurs [sur L' (o, ] E} Ef, EY E?,
EJ~¢ équivaut a I’égalité de ces trois opérateurs m
Le second lemme est di & F. Knight ([15], lemma 1I).

LemMme 1.2. — Soient 8B, €, 9, F quatre sous-tribus de o, telles que

all¢ .
@ SiD<cF <cPVE, ona
211¢ W.
F
®) SiF <« DIVE,o0na
ﬂ]@[ﬂ"‘ ).

Remarquons que, de (@) et (b), on déduit immédiatement :
© Si92cF IV,
@I;[(%Vé”" ) ().

Nous utilisons également le lemime 1.2, sous la forme renforcée suivante :

LEMME 1.2'. — Soient B, €, D trois sous-tribus de f telles que

211¢ .
, 7]
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32 N. DANG-NGOC ET M. YOR
Si B, et €, désignent deux autres sous-tribus de o telles que

B, cBVD; €,<6VD; D<BNE,,

alors :

@ 2 11 ¢w.

BivE

Démonstration. — Appliquons tout d’abord (@) (lemme 1.2) avec & = PV ¥,. On en
déduit :

211 ¢ W
DvE; -

De (¢), utilisée avec # = PV ¥,, il découle

BN €4 I_I ¢ .

Qv@l

En appliquant de nouveau (a) (#V %, joue maintenant le role de € dans le lemme 1.2),
on a

ave, I ¢ .

9\/31 V(fl

Le lemme est démontré, car #, V€, = 2VH, V¥,- =

(n.3) L’ensemble des paramétres T pourra, mais peu fréquemment dans notre article,
désigner un espace topologique général. On indiquera toujours trés clairement lorsque
I’on se place dans une telle situation générale.

Soit T un espace topologique, et A une partie de T. Si (X,, ¢ € T) est un processus défini
sur (Q, &, p), et & valeurs dans un espace mesurable (E, &), o/, désigne la tribu engendrée
par les variables (X,, # € A), et («, p) complétée (sauf avis contraire). p, est la restriction
a &/, de la probabilité p (définie sur &). Soulignons que p, est une probabilité sur
(E, &)". r, est I’application de « restriction a (X,, # € A) » c’est-a-dire précisément :

i (@ ) (E, &),
® -X|s(0

r, () est donc une probabilité sur (E, &)*. Cependant, on note quelquefois, lorsqu’il
n’y a pas de danger de confusion, p, a la place de r, (p) (et inversement).

(n.4) Supposons T = R, et notons A = {(s, ) e R*/s <t }.

Si v est une mesure positive o-finie sur (E, &), nous appelons semi-groupe de densités
par rapport a v toute application p : AXEXE — R, qui soit # (A) ® & ® & mesurable,

(s, 1), X, y) = ps, ¢ (x, ¥)
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et telle que P, , (x, dy) = p, , (x, y) dv (¥) soit un semi-groupe markovien non -homogéne
sur (E, &), c’est-a-dire que p vérifie :

V(s, t)eA, VxeE, jps’,(x, ydv(y) =1,

Vs<t<u, (s,1,u)eR®  V(x,z)eE?

Ds,u(X, 2) = Jps,t(x, ) P, u(¥, 2)dv(p).

2. Propriété de Markov et champs markoviens

Contrairement au titre de notre article, nous nous intéressons dans ce paragraphe a
différentes notions de champs markoviens, lorsque l’ensemble des paramétres est un
espace topologique général T. Lorsque T = R, on compare ces notions avec celle de
processus de Markov. ‘

¥ désigne une sous-classe de £ (T) (ensemble des parties de T), héréditaire pour ’inclu-
sion, c’est-a-dire : si A = B, Be ¥, alors Ae¥". Si T = R, ¥ est la classe des sous-
ensembles bornés de R.

On suppose donné sur I’espace de probabilité (Q, <7, 1) un processus (X,, ¢ € T), a valeurs
dans un espace mesurable (E, &).

2.1. CHAMP (LOCALEMENT) MARKOVIEN STRICT.

DEFINITION 2.1. — On dit que p définit un champ markovien strict, respectivemeht :
un champ ¥ -localement markovien strict (sous-entendu : relativement a X), si tout ouvert U
(resp. : tout ouvert U e U n V") vérifie la propriété de Markov :

My) Ay H -wa (W.
sy

On peut clairement remplacer &/, par & dans I’écriture de (My); de plus, grice au
lemme 1.2, on a en fait la :

PROPOSITION 2.2. — W définit un champ (¥ -localement) markovien strict si, et seulement
si, pour tout A € P (T) (resp. : pour tout A€ ¥"), on a

(M,) N ]_[ Aea (W

A

Remarque. — Les inclusions ANA < 0A, et [:_A\l: A < OA entrainent I’équivalence
de (M,) et

(M,) )

A oA
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34 N. DANG-NGOC ET M. YOR

Démonstration. — Supposons que p définisse un champ (¥ -localement) markovien
strict, et que A soit un sous-ensemble de T (resp. : appartienne & #7). Remarquons que,
dans le second cas, ¥~ étant héréditaire, A € ¥". De plus, dans les deux cas, on a la pro-
priété de Markov :

My) Ay Hﬂﬁ (DX
“a(A)

Or, d(A) c 0A < [:A et on a les mémes inclusions pour les tribus engendrées par ces
ensembles. D’aprés le lemme 1.2, (a), on a donc :

iy [l .

4aA

Comme o5 = &,V oy, on en déduit (M,) et donc (M,).

Nous donnons maintenant une proposition qui nous aidera & résoudre la question
naturelle suivante : existe-t-il une sous-classe « minimale » @’ de ’ensemble des ouverts
de T telle que si tout ouvert U € 0’ vérifie, relativement a p, la propriété (My), p définisse
alors un champ markovien au sens strict?

PROPOSITION 2.3. — Soit U = Z u; l'union disjointe d’ouverts (u;);c; de T, tels que,
iel

pour tout i€, u; posséde la propriété de Markov (M,).

Alors, U posséde la propriété de Markov (My), et les tribus (4, , i € I) sont p-condition-
nellement indépendantes par rapport a oy, et A yy.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que, pour tout iel, et jel, j # i, on
au < fu;, dou u; < f[u;et ou; = fu;.
En faisant varier j dans I, on a donc :

6uicO|:uj=ﬁU.

Comme d’autre part, du; < U, ona Ou; < 0U.

Pour montrer que U posséde la propriété de Markov (My), il suffit que, pour tout sous-
ensemble fini (iy, ..., j) d’indices de I et toute fonction f,eb (&, ) (1 S m k),

on ait :
k k
() Ep[ I;[1fm dtU:|=Eu|: l_=[1fm daujl'
f"'EP(fkl'dt“ik)ldCU:I

Or, d’aprés la propriété de Markov (M,,‘k), on a

k
5| 11

1

dcu:l=Ep[:I-]

LN

k—
= Ep[ ];Il fm Ep (fk | dauik) i 'MEU]

ot

k—1
=E, [fklj'dﬁuf,,] Eul: 11 Im
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MESURES DE GIBBS SUR R 35

Par itération, on obtient :

k
® 5| 11

k
Mw] = I;Il Ep. (fm I dau‘m)-

Le membre de droite de (B) étant &7, mesurable, on en déduit (o), et donc (My). D’autre
part, d’aprés (B), appliquée lorsque f, = 1, pour n # m, on a

Ep [fm l MCU] = Ep [fm I "dau;m] = Ep [fm I 'MBU]'
En revenant a (B), on peut donc écrire :
k
(B Ep[ H1 I

et méme :

-’”w] = mljl E, [fm | JZﬁ’cU]

k
5| 114

“"w] = 1;[1 E, [fm | “’au]'

En prenant I’espérance conditionnelle par rapport & &,y des deux membres de cette
derniére égalité, il vient :

k
) E[ I1 /a

k
dau:l = 11 Ep [fm | dav]-

Les égalités (B") et (B”) expriment I’indépendance conditionnelle des tribus («, , i€)
par rapport & o/, d’une part, et &/,; d’autre part. m

Répondons maintenant a la question qui précéde la proposition 2.3.

COROLLAIRE 2.4. — Supposons T localement connexe. Alors, p définit un champ (¥ -loca-
lement) markovien strict si, et seulement si, tout ouvert connexe U (resp. : tout ouvert
connexe U € ¥") vérifie la propriété de Markov (My).

Démonstration. — Tout ouvert est réunion disjointe de ses composantes connexes,
qui sont ouvertes. m

Dans le cas particuliérement intéressant ou T = R (rappelons qu’alors, on prend pour ¥~
la classe des sous-ensembles bornés de R), on en déduit le :

THEOREME 2.5. — Si T = R, p définit un champ (¥ -localement) markovien strict si,
et seulement si :

W est une loi markovienne, i.e. : VteR, (M-, ) est vérifiée [resp. : Ya<b,
(a, b) € R?, (My,, ;) est vérifiée].

Démonstration. — Pour le cas « ¥ -localement markovien strict », le résultat découle
du corollaire 2.4, et de ce que les seuls ouverts connexes bornés de R sont les intervalles
la, b[, @ < b, (a, b) € R%.

De plus, les propriétés (M, ) et (M, ;) sont équivalentes.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



36 N. DANG-NGOC ET M. YOR

De méme, d’aprés le corollaire 2.4, p définit un champ markovien strict si, et seulement
si, pour tout (a, b) € R?, a < b, les propriétés M0, a1 My, 4 oop) €t (Mg, 5 sont véri-
fiées. Or, (M, ) équivaut & (Mj_,, »); (M, 5;) équivaut & (Mg, ), et comme
[ [a 6] = ]—c0, a[U]b, of, la propriété (M, ;) est vérifiée dés que Mj_,, ,; et
(Mpp, o0 et sont, d’aprés la proposition 2.3. Finalement, p définit un champ marko-
vien strict si, et seulement si, pour tout te R, (M;_,, ) est Vérifiée, c’est-a-dire que
le processus (X,, t € R) est markovien, pour la loi p.

2.2. CHAMP (LOCALEMENT) MARKOVIEN AU SENS LARGE. — Pour tout Ae 2 (T), on
note &} = ()| Ly

U ouvert
UoA

La proposition suivante est a la base des résultats de ce sous-paragraphe. Soulignons
que cette proposition est une variation (minime) sur le théoréme 1.2 de ’article [17] de
V. Mandrekar.

PROPOSITION 2.6. — Soit A e (T). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
() o, ]__I Lea (1)
2N

(ii) pour tout ouvert 0 > 0A, o/, [] #a (W);
Ao
i) M) : #F [ iz .
A
De plus, la propriété (M,) entraine (M}).

Démonstration. — L’implication (iii) = (i) est immédiate. (i) = (ii) est une application
du lemme 1.2" : en effet, si 0 est un ouvert contenant JA, on a :
— Ay < Ao;

— Ao =HonaVZonga
On applique alors le lemme 1.2', avec #; = Aonp © Ay, et €1 = Lonea © Fpa.
(ii) = (iii). Si O est un ouvert contenant 0A, on déduit de (ii) :

MA];[ LAV (W

Or, sV o = A gayuo et ([ A) U0 =[ AuO0est un ouvert contenant [ A. Donc :
.szc’:—A S sV Ay, et ona

‘MA]-_I df; ('J.).
o
Par symétrie, on a également :
o f I« .
Ao

En appliquant le théoréme de convergence des martingales filtrantes décroissantes a
E[fl«o], 0 o 0A, 0 ouvert, et f€b (), on en déduit finalement :

ox 1 iz (.
2N

c’est-a-dire (iii).
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Supposons maintenant la propriété (M,) vérifiée. Soit 0 un ouvert contenant 6A. On a :
— o = Ho;
— Zo=HonaVZonta-

En appliquant & nouveau le lemme 1.2', on déduit de (M) :

-ﬂA]&_’I CAN ),

c’est-a-dire (ii), qui, d’aprés la premiére partie de la proposition équivaut a (iii), c’est-a-
dire 3 (M}).

De la propriété (M), découle la décomposition suivante de la tribu (L3)* :

PrROPOSITION 2.7. — Si la propriété (M) est vérifiée, on a la décomposition
(D) (AR = ARV (A
Démonstration. — Puisque o/, V o,4 S o5, il suffit de montrer que

Vfeb(ay), EB[f|HrledsVApVHY,

ou A& désigne la classe des ensembles (o, ) négligeables. Par un argument de classe
monotone, on peut supposer

f=gh, geb(H,), heb(Ag).
Alors . :
E[gh| 5] =gE[h| 5], wpp.s.
d’aprés (My), d’ou le résultat. m
Remarque. — Soulignons que la décomposition (D) de la tribu (/)" est loin d’étre
vraie en général (c’est-a-dire : pour une probabilité p telle que (M) ne soit pas vérifiée).

Dans I’article [18] (§ 2), figure d’ailleurs un exemple ohf_cette décomposition n’est pas
vérifiée, avec T = R, et A = [0, 1].

On pourra consulter I’article [ 18] pour diverses questions liées a de telles décompositions
de tribus lorsque T = R,.

On peut maintenant poser la :

DEFINITION 2.8. — p définit un champ markovien au sens large (sous-entendu :
relativement a X) si tout ouvert U vérifie la propriété de Markov :

Ay I_[ oA tu (D)
3y
Remarquons immédiatement que :

— cette propriété de Markov équivaut, d’aprés la proposition 2.6, & (M{)); c’est ce
résultat qui fait I’objet du théoréme 1.2 de [17];

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 6



38 N. DANG-NGOC ET M. YOR

— la notion de champ ¥ -localement markovien au sens large peut évidemment étre
définie de fagon analogue; nous ne le faisons pas pour ne pas alourdir ’exposé, et nous
laissons au lecteur la vérification de la version « ¥ -locale » des résultats qui suivent;

— Si T est localement connexe, p définit un champ markovien au sens large si, et seule-
ment si, tout ouvert connexe U vérifie la propriété (M) : ceci découle de la proposi-
tion 2.3, qui reste vraie lorsque 1’on remplace la tribu &y (resp. : &5y) par &/ ;’U (resp. :
5.

En particulier, si T = R, p définit un champ markovien au sens large si, et seulement si
VieR, M_,, ;) est vérifiée.

Examinons maintenant la propriété (M), pour A € 2 (T), lorsque p définit un champ
markovien au sens large :

PROPOSITION 2.9. — Si u définit un champ markovien au sens large, pour tout
A e P (T), les propriétés (M}) et (D) : () = A4V (7,)* sont vérifiées.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.6, et la définition 2.8, on a, pour tout U
ouvert :

dy [ Sy W

25y
En particulier, pour U = A, on a

Ay 11 oz W.

3 (A)

Or, A < 0A < [:_A, et on a les mémes inclusions entre les tribus /¥ correspondant
a ces ensembles. D’aprés le lemme (1.2), (@), on a donc :

Ay 1] iz W.
o35
(on peut d’ailleurs remplacer ici &/ par &/3). On en déduit a fortiori :
‘MA ]_[ MCA (p’)a
d+
oA
ce qui, d’aprés la proposition 2.6, équivaut & (My). Enfin, d’aprés la proposition 2.7,
(D) est une conséquence de (MJ).

" 2.3. CHAMPS MARKOVIENS STRICT ET AU SENS LARGE. — Il est naturel de comparer les
deux notions de champ markovien que I’on vient de définir, ce qui découle immédiatement
de la seconde partie de la proposition 2.6.

PROPOSITION 2.10. — Tout champ markovien strict est un champ markovien au sens large.

Rappelons que, inversement, il est connu qu’un champ markovien au sens large sur R
(ou R.) ne provient pas nécessairement d’une probabilité markovienne. Un exemple de
cette situation est donné en [3], dans la remarque de la page 208. En [15] F. Knight
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donne également pour exemple général celui d’un processus (X (¢), ¢t € R,) non marko-
vien, mais dont le processus des dérivées d’ordre j < k (en moyenne quadratique), noté
vectoriellement (X (z), X (¢), ..., X® (¢)) est markovien au sens ordinaire.

Pour terminer ce sous-paragraphe, nous examinons dans quelle mesure nous pouvons
répondre & certaines questions posées par Ph. Courrége et P. Renouard en [3].

(@) En [3], les auteurs considérent certaines lois de diffusion [sur R®, ou plus exac-
tement sur C (R, R)] et posent la question (p. 68) de savoir si ces lois définissent un champ
markovien au sens large.

Le théoréme 2.5 et la proposition 2.10 nous permettent de répondre par I’affirmative.

(b) En [3], les auteurs ont établi que la loi de diffusion p qu’ils construisent vérifie la
propriété '

di‘-—oo,a] = 'ﬂ]—oo,a]a

pour tout a réel, et posent la question de savoir si &/f = o/ pour tout fermé F de R
(voir [3], p. 66).

Nous traitons tout d’abord ce probléme pour T espace topologique général, puis nous
donnerons une condition suffisante pour obtenir une réponse affirmative pour une large
classe de lois markoviennes sur R, classe qui englobe les lois considérées en [3].

Nous commengons par le :

LeMME 2.11. — Soit F un fermé de T, et B une sous-tribu de sZ, contenant o/ (resp. :
EVAS N
Si .
3B I_[ e (W) [resp. ) I_I Ay (H)],
A 5F 5
alors :
B=uoly [resp.: B=otf =s:VA%]
Démonstration. — Comme pour la proposition 2.7, il suffit de montrer que
E [f]#] € o (resp. : A¢) pour f = gh, geb (Ly), heb (A p).
Or,

E[gh/#] = gE[h/fs] dans le premier cas,
=gB[h/o/5] dans le second cas,

d’ou le résultat. m
On en déduit la :

PROPOSITION 2.12. — Soit T un espace localement connexe, et | une probabilité qui
définit un champ markovien strict.

Pour que tout fermé F de T vérifie : o = oy, il suffit (et il est évidemment nécessaire)
que A} = s ; pour tout fermé f = [Ju, ot u est un ouvert connexe de T.
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Démonstration. — Supposons la condition vérifiée. Soit U un ouvert de T, qui est la
réunion disjointe de ses composantes connexes (#;);.1-

Par hypothése, on a
viel, o, [] #¢, W.
+

A uy

Or, la proposition 2.3 reste valable si I’'on remplace les tribus &y et &/, par dfu
et o

Cui®

On a donc :

Ay H d;U .
“py

D’aprés le lemme 2.11, appliqué & &4 = d&"u, on a donc :
Ay =Ay. ®

Nous répondons maintenant précisément a la seconde question posée par Courrége et
Renouard : soit (X,, ¢ € R) un processus 4 valeurs dans (E, &), défini sur (Q, <, p), et qui
soit markovien pour la loi p.

Supposons qu’il existe une mesure o-finie positive v sur (E, &), et p un semi-groupe de
densités par rapport & v [¢f. 1 (n.4)] tels que P, , (x, dy) = p,, . (x, y) v (dy) soit un
semi-groupe de transition pour p, c’est-a-dire :

Vs<t, Vfeb(®), EJ[f(X)|-0,q] =Jps,;(Xs, »f)vy).
En particulier, on a, pour tous s < t, et feb, (&) :

By () = fum(dk)ps,:(x, » f()v(dy).

D’aprés les hypothéses de mesurabilité faites sur p [en (n.4)], I’application # — p ¢, (f)
est donc borélienne. Il existe alors — d’aprés un lemme classique de Doob — une appli-
cation Z (R) ® & mesurable p : (¢, y) — p, (») telle que, pour tout ¢, p, soit une densité
de p,y par rapport a v.

On suppose, pour le théoréme suivant, que E est un espace . c. d., muni de sa tribu
borélienne &, que Q = C (R, E) est I’espace des fonctions continues ® : R—E, X le
processus des projections défini par : X, (0) = o (¢), et & = .

THEOREME 2.13. — Soient :
— Vv une mesure de Radon positive sur E;
— W une probabilité markovienne sur Q = C (R, E), admettant un semi-groupe p de

densités par rapport a v.
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Sous les hypothéses suivantes :

() Papplication p : AXEXE — R* est continue
(s, 9), x, ¥) = ps, o (%, ¥);

(i) il existe une version de p : (t,y)— p, (¥) qui est continue et strictement positive,
on a, pour tout fermé F de R, I’égalité

() = k.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.12, il s’agit de montrer que &/} = o/,
pour les trois types suivants de fermés :

() F=]-0,a];

®) F =[b, oof;

%) F=]-o, a]u[b, o[
(o1 a < b).

D’aprés le lemme 2.11, il suffit donc de montrer que, pour un tel fermé F, on a

i [l e W

A oF

ou encore, que, pour une famille @, stable par produit, de fonctions ¢ bornées, ¢
mesurables, on a

E, _[(P | d;:] =>Eu [(P | "yaF]'

Traitons chacun des cas :
(@) F = ]—o0, a].

Soienta < t; <t, < ... <t, < o, (a,) une suite de réels, inférieurs a ¢,, et décrois-
sant vers a, et f;€b (&) (1 =i = p). 1l s’agit de montrer que

p
lim E,,[il:[1 fi(x,,)‘d]_w,a"]]‘ed{a}.

(n—o0)

Or,

E[ 1A%
i=1

"d]—co,a,.]:l =IdV(Y1)Pan,r; X, (@), y) f1() V(15 S2s - ‘9fp)’

ol Y est une fonbtion bornée, & mesurable en y;.
On déduit le résultat cherché de I’hypothése (j).
(B) F = [b, +oo[.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



42 N. DANG-NGOC ET M. YOR

Soient —o0 < t; <1, < ... <1, <b, (b,) une suite de réels, supérieurs a t,, croissant
vers b, et f;eb () (1 £i Z p). On suppose que chaque fonction f; est nulle hors d’un
compact. Il s’agit de montrer que

fim E[ 11 £ix.)
i=1

n-*ow

Lp,,, +oo[:|e-2¢{b}-

[ 1;[ (X)) A (b, }]

f ® v ] fir) PPt 32) o Prin 0. Xoo)
l Ps, (Xs,)

On déduit le résultat cherché des hypothéses (j) et (jj).

(y) F=]-00,a]u[b, +o[.

Soient a < t; <t, < ... <t, <b, (a,) une suite de réels, inférieurs a ¢,, et décrois-
sant vers 4, (b,) une suite de réels supérieurs a z,, et croissant vers b, et f;€ b (§) (1 £ i < p),
fonctions qui sont toutes nulles hors d’un compact.

Or, '

o
Ay, w[] —E [H £i(X,)

Il s’agit de montrer que

P ,
lim Ep[ 1__[1 fi(th)"'d]—w,an]u[bn, +oo[]‘="24{a,b}-

n— o

Or,
P
[ ],:I Xn) d] ©, an]ulbn, +oo[]

J ® dV(y,) ]._I f'(yl)pan,tl( a,.a.V1)Pt1,r2(.Y1’ J’z) ptp,bn(yp’ Xb,.).
pa,. bn (Xa,. Xb,.)

L’hypothése (j) entraine alors le résultat cherché. m

3. Spécifications locales et mesures de Gibbs associées

Dans ce paragraphe, et dans les suivants, on prend toujours T = R ou Z. Pour simplifier
’exposé, I’espace mesurable (Q, o) est ici Z1 = (E, &)T et on reprend les notations de
I’introduction.

Nous adoptons la définition — légérement modifiée — des spécifications locales due
a R. Dobrushin [5], et reprise également par H. Follmer [8]. v

Le résultat essentiel de ce paragraphe est que, sous notre hypothése (3) (voir ci-dessous),
deux mesures de Gibbs associées aux mémes spécifications sont « localement équiva-
lentes », ce qui permet d’utiliser les théorémes de représentation intégrale de Dynkin-
Follmer (cf. [7], [8]) dans notre cadre. '

Dans tout le paragraphe 3, I’espace mesurable £ n’est pas supposé — a priori — muni
d’une probabilité p, et les tribus &/, ne sont donc pas complétées.
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3.1. SPECIFICATIONS LOCALES.
DEFINITION 3.1. — On appelle spécifications locales (*) sur ' un ensemble
I = (H[a,b] (0)9 do*)’))a<b

de noyaux tels que :

(k) pour tous a < b, I, (o, do’) est un noyau markovien de (ZXry, S, ) dans
(Zr, M{a, b});

(kk) pour tout ® € Xy, la restriction & A,y de la mesure I, ;) (0, do) est la mesure
de Dirac €,;

(kkk) pour tous a’ < a < b < b', on a I’égalité

Do, 59 Mg, 5 = Hpar, 5y SUF g 1y,
c’est-a-dire
V(\)G%‘T, VAeﬂ[a’b],

I, pn (@, A) = J‘H[a’,b’] (@5 do’) Iy, 5y (@', A).

Le choix de I’espace (2, &) que nous avons fait ici (i. e. : 1) nous permet de présenter
les spécifications locales sous la forme équivalente suivante :

LemMMmE 3.2. — Si II est une spécification locale, il existe un unique ensemble
Il = (T4, 53 (%, ¥ d®))a<y, (x, yyep2 de noyaux tels que :

(9] 2pour tous a < b, I, 5y (x, y; d®) est un noyau markovien de (X1, S,y dans
(E, &)%;

(kk") pour tout (x,y)eE?, la restriction de la mesure T, 4 (x, y; do) a la tribu
(a4, by est portée par (X, = x, X, = y);

(1) pour tout ® € ¥4,

ta, 5] XKa (@), X, (0); d@") = I, 43 (@, do').
Démonstration. — A fout (x, y) € B2, on associe la fonction **"1 e & définie par

x si t<b
9 @ = . ’
y si t=b.
Posons

I, 5 (%, y; do) = I, 4 (7 71; do).

L’application (x, y) — ®1 étant £?/6®T mesurable, la propriété (k') est vérifiée.

(1) Dans la suite, on dit aussi que IT est une spécification locale.
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Toute variable réelle Z, o/, ,, mesurable, étant de la forme Z (0) = F (X, (0); X, (@)
(d’aprés un lemme de Doob), vérifie la propriété suivante :

si 0, ® € ¥, sont tels que : ® (a) = 0’ (a) et © (b) = ' (b), alors :

Z(0) = Z(o).
Comme
[ @:Xe@D7](c) =X, (@)  pour c=a ou b,
on a
I}, 11 (Xs (@), X, (0); do) = I}, 4 (0; do’),

d’ou (). Enfin (kk’) découle de (kk). m
Dorénavant, on considére uniquement II’, que I’on note encore II.

Nous nous intéressons beaucoup, par la suite, a ’exemple fondamental suivant de
spécification locale :

E est ici un espace 1. c. d., ou polonais, muni de sa tribu borélienne &. Soit v une mesure
o-finie sur (E, &), et p = (P, )¢, nea Un semi-groupe de densités par rapport a v.
[¢f. (n.4)]. On suppose de plus que, pour tout (x, y) € E?, et (s, £) € A, p, , (x, y) est stric-
tement positif. D’aprés un théoréme de Kolmogorov, pour tout a < b, et (x, y) € E,

il existe une unique mesure de probabilité l:I[,,, 51 (X, ¥; do) sur (E, £)®**] admettant
pour marginales de rang fini :

Tia,ty, ...,tk,b}(n[a,b](x’ YD (@xo, dxyq, ..., dxy, dXyyq)
1

k
= ———(Pa,e, (X, X)X ... X Py 5 (Xp, ¥) @ dAV(X) ® E(x, y) (dXo, dXy 4 1)
Pa,5(%, ¥) i=1

poura<t; < ... <t <b.

D’autre part, la tribu |, ,; [sur (E, &)™] est égale & "ta ,1,,] (&%), et il existe une unique
mesure de probabilité sur (X', &, ) notée I, 5 (x, y; do), dont I'image par ry, 5
soit 1~'I[,,, b1 (X, ¥; do).

On vérifie aisément que IT = (IT;, 5;) est une spécification locale : on dit que c’est la
spécification associée au semi-groupe de densités (p;, ,).

On considére, & nouveau, une spécification locale générale I1. Dans toute la suite, on
suppose que IT satisfait 1’hypothése :

(%) 1l existe une mesure positive, o-finie, v sur (E, &) telle que, pour tous a <t < b,
et (x, y) € E?, la probabilité r, (I, y; (x, ¥)) soit équivalente a v.
De I’hypothése (¥ ), découle une propriété d’absolue continuité plus générale :

LeMMe 3.3. — Pour tous a <b, (x, y)e E* et A sous-ensemble fini de a, b[, la
probabilité ry (i, (x, ) sur (B, &) est équivalente a v®*.

Démonstration. — Posons A= {t,,...,t,}, aec a<t, <...<t,<b On
démontre la propriété par récurrence sur n.

Si n = 1, c’est I’hypothése (¥).
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Supposons-la vraie pour n—1, et montrons-la pour n : d’aprés les propriétés (kk) et
(kkk) (définition 3.1), on a, en utilisant la notation (abusive) ITp, 4 (x, ¥; dx,) pour
ry (g py (%, %)) :

1—I[a,b](-xa y) (dxu’ BRRE dxt,.) = H[a,b] (x’ y) (dxtl) 1-‘[[tl,b] (xtl, y) (dxtz, LR dxt,.)

et d’aprés I’hypothése de récurrence

Iy, 6 (X V) (@xyy, .o, dX,) ~ v(dX,,) % .. xv(dXy),

H[a, b] (x’ y) (dxtx) ~V (dxtl)’
par suite

i, G, ¥)(Ax,,, .., dx,) ~ v(dX,) X ..o X V(dx,).

3.2. MESURES DE GIBBS ASSOCIEES A UNE SPECIFICATION LOCALE. — Soit IT une spéci-
fication locale sur Z.

DEFINITION 3.4. — On appelle mesure de Gibbs associée a I1 toute probabilité p sur
Z'r, telle que, pour tous a < b, et A € oy, 4, on ait

Ep [1A | 'dt[a,b]] = H[a,b](" A), u-p. s.

Remarquons que, d’aprés la propriété (k) (définition 3.1), toute mesure de Gibbs associée
a IT définit un champ localement markovien strict, que 1’on dit spécifié par II.

On note 4 (IT) — ou simplement ¥ — I’ensemble convexe (vide ou non) des mesures
de Gibbs associées a II.

L’hypothése (%) entraine les conséquences suivantes sur ¢ (II) :
PropoSITION 3.5. — Soient :

— Vv une mesure positive o-finie sur (E, &);

— ITI une spécification locale sur ¢, qui satisfait I’hypothése (¥);
— P, Q deux probabilités de 4 (I1).

(a) Si A est un sous-ensemble fini de T, on a
ra(P) ~ rA(Q) ~ v®4.

(b) Si I'on note Py, yy et Qq, p) les restrictions de P et Q a oy, y, et f, , la densité de
Radon-Nikodym :

Sap(x, ») = M(—Q)(x, »)

d"( a,b} (09)]
on a

Q[a,b] = fa,b(Xa9 Xb) P[a,b];
et donc :

Qia, 51~ Pra,m1-
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Démonstration. — (d) Supposons A = {¢;, ..., 1, } = Ja, b[. On a alors, pour tout
feb (&%) :

JdP (@) f Keps -5 Xs,) =JdP(®) Mg, 5 (X (@), X (@) [f Xy -5 X))

L’assertion (@) découle alors du lemme 3.3.

(b) Si P, Qe % (I), d’aprés (@), on a ry, 5 (P) ~ ry s (Q) ~ v®2 Montrons alors,
en utilisant les notations de I’énoncé, que : Q, 53 = f 4,6 (X4, Xp) Py, 7. Par un argument
de classe monotone, il suffit de montrer

Q[a,b] ()= J@ fa, »(Xa» Xp) dP[a,b] s

pour toute
0= f(Xs Xepp oo o5 Xio Xp),
ou
feb(&® @t mmbly ot g<t;<...<t,<b.
Or,

»

Q[a,b]((p) = dr{a;b)(Q)(x’ y)H[a,b](x’ y’ f(x’ Xtu DK} Xt,,a )’))

LY

r

=' dr{a,b}(P)(x: y)fa,b(x’ y)n[a,b](xa Y f(x’ ti RS ] Xt,.a y))

r

= | dP(®) fa, 5 (Xa(®), X5 (@) Mg, 51 (X, (@), X, (@); 9)

d’aprés (kk) (définition 3.1). De la méme propriété, on déduit finalement :

Q[a,b]((p) = j¢fa,b(xa’ Xb) dPta,b]’ n

4. Caractérisation des mesures de Gibbs possédant la propriété de Markov

Nous savons de fagon générale, d’aprés [4], que si ¢ (IT) contient une probabilité marko-
vienne P, les mesures de Gibbs extrémales [dans ¢ (IT)] possédent la propriété de Markov.
Ce résultat a également été obtenu dans les cas particuliers étudiés en [26] et [28]. Le
théoréme suivant caractérise les probabilités de Gibbs qui vérifient la propriété de Markov :

THEOREME 4.1. — Soient I1 une spécification locale satisfaisant I’hypothése (¥), et
P e 9 (1) une mesure de Gibbs qui soit markovienne.
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Si Q est une seconde mesure de Gibbs, et a < b, on note :

d”{a, b} Q

. 2
dr{a,b) (P) fa,b(x9 y) ( )

Pour que Q posséde la propriété de Markov, il faut et il suffit que pour tous a < b, il existe
deux fonctions positives mesurables ¢, et b, sur (E, &) telles que

6 Ja,5 (% ¥) = 0. (Vs (y),  dv(x)dv()-p. s.

Pour tout couple (a, b) fixé, avec a < b, la fonction @, (resp. : \1,) est définie de fagon essen-
tiellement unique, a@ un ensemble de mesure v nulle preés, et a une constante multiplicative
pres. De plus, on peut choisir les fonctions @ : RXE— R, ety : RxE — R, telles que
(1,) Ya' < a, EP [(pa’(Xa') I Xa] =@, (Xa)> P'p 5.

Vb'>b, Ep [‘l’b'(Xb')le] =Y (Xp), P-p.s.

Démonstration. — Pour simplifier I’écriture, on utilise la notation (abusive) P, (dx,)
pour r, (P) (dx,).
(a) Soient a < ¢ < b; on a, d’aprés la proposition 3.5,

2 Qqa,c,py(dx, dz, dy) = f, v (x, V)P4, ., 5y (dx, dz, dy) sur E,xE XxE,.
Désintégrons P, . 4, sur E, muni de la mesure P, :

3) P, c,5y(dx, dz, dy) = P*(dx, dy) P ., (dz).
Faisons de méme pour Q, . :

Q{a,c,b}(dx’ dya dZ) = Qz(dx, dy) Q{c}(dz)’

“)
Q{a,c,b}(dx, dz, dy) = Qz(dx’ dy)fc(z)P{c}(dZ)’

avec

dQ{ c}
fe(@ =—2(2) >0, av(z)-p. s.
dP{c}

D’autre part, en comparant (2) et (3), on obtient :
©) Qqa,c,01(dx, dz, dy) = fo,,(x, y) P*(dx, dy) P, (dz2).
Comme P posséde la propriété de Markov, on a &, [ [ &, (P) ce qui équivaut a ce que
dc
pour P, presque tout z € E, P* (dx, dy) se décompose sous la forme

P*(dx, dy) = P{,,(dx) ® P{;,(dy),

(®) D’aprés la proposition 3.5, 7, 5 (Q) ~ 74, 5 (P).
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donc (5) s’écrit aussi :
©)] Qqa,c,51(dx, dz, dy) = f, ,(x, Y) P{,,(dx) ® P{;,(dy) P, (d2).

Comparons (4) et (6). On en déduit que
(7) Nexiste NcE, v(N)=0etsize E\N, on a

fe(2)>0

et
fe(2) Q*(dx, dy) = f, »(x, y)P{ay(dx) @ Py, (dy).
(b) Supposons que Q posséde la propriété de Markov, on a o/, [| &, (P). Par suite,
e
pour v-presque tout z € E,

Q*(dx, dy) = Qi(dx) ® Q;(dy).

Comme Q. .5) ~ Pracpy ~ v®?, les relations (7) impliquent qu’il existe N’ < E,
v(N) = 0 tel que si ze EN\\N’, on a

f(2) Q; (dx) ® Q5 (dy) = 1o, (%, ¥) P (dx) @ P (dy),
(®) Pa(dx) ~ Qz(dx) ~ v(dx);  Py(dy) ~ Qi(dy) ~ v(dy),
' f.(2) > 0.
Si ’on pose

. dPi,
Pa (x) = —{_} (X),
dv

et de mé€me pour les autres densités, on a

farGi ) = £, 1O L BO) - ges b,
pa(x)  py(»)

En particulier, il existe z,e E tel que 1’égalité précédente soit vraie en z = z,,
dv®? (x, y)-p. s., et il existe donc deux fonctions positives ¢, et s, telles que

fap 6 1) = 0,V (), av®2(x, y)-p. s.

La relation (1) est donc démontrée.

(¢) Réciproquement, supposons (1) vérifiée; la relation (7) implique alors que
Q* (dx, dy) se décompose en Qf,, (dx) ® Qf,, (dy) pour Q. presque tout z€ E et ceci
équivaut a 7, ]_[ o, (Q). Autrement dit, si g = 0 est &/,-mesurable, on a

e

Eolg| o a,c1] = Eolg| #.]

Or, d’aprés la propriété de Markov locale de Q :

Eqlg| (4, cy] = Bolg| #1a, ]
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Donc
Eolg| 1, ] = Eolg| #.]-
Faisons tendre a vers —oo0; le théoréme des martingales entraine

EQ[g|~Q¢[—oo,c1] =EQ[g|Mc]-

Ceci est vrai pour tout c€ T et toute g = 0, «/,-mesurable avec ¢ < b. Donc Q posséde
la. propriété de Markov.

(d) L’unicité — telle qu’elle est énoncée dans le théoréme — de @, (resp. : ) vérifiant (1)
est immédiate.

() Montrons enfin que I’on peut choisir des fonctions ¢ et y comme indiqué en fin
d’énoncé.

On commence par définir ¢_,, et y, pour tout n e N* de la fagon suivante : soient
¢_; et Y, deux fonctions positives sur E, telles que f_; ; (x, ») = ¢_; (x) ¥y (),
V® VvV—Dp.s.

Soient, de méme, ¢’_, et J, deux fonctions positives telles que

fo2,206 ) =0,()V2(»),  v®v-p.s.
En définissant ¢”_; et {| (2 un ensemble de v mesure nulle prés) par

0. (X_)=E; [(P'—z (X-2) | X—l],
\l’/1 (X1) = EP [‘l’lz (Xz) | X1],

on a
f-1,1 ) =0": (V1 (y),  v®vp.s.

Donc, d’aprés (d), il existe L € R, tel que

-y =Ao_;, v-p.s; V=14V, v-p.s.

En prenant ¢_, = 1/, ¢”_,, et ¥, = Ay}, on en déduit :
Ep [‘P—z(X—z)lX—l] =¢_,(X_y) et Ep [‘l’z(Xz)lxd =V (Xy).

En itérant ce procédé, on construit deux suites de fonctions positives ¢_, et Y, (n € N¥)
telles que

VneN* f_,.=0_,0V,, V®v-p.s.
et V (n, p) € (N2,
Ep[@_n—p (Xopop) | Xou] = 90—, (X2,
Ep [V (Xnsp) | Xa] = ¥ (X0).
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Enfin, pour tout a € R, on peut définir ¢, par
(pa (Xa) = EP [(p—n(X—n) I Xa]’

dés que —n < a, n € N*. On procéde de méme pour V,, avec n€ N*, n > b, et on obtient
aisément (1"). m

Supposons que IT = (ITj, ;;) soit la spécification associée a un semi-groupe homogene
(P, (x, dy) = p,(x, y) v(dy), t > 0) sur (E, &), avec E espace I c. d., ou polonais, & sa
tribu borélienne, et v mesure positive o-finie sur (E, &), invariante par (P,) : pour reprendre
notre terminologie antérieure, IT est la spécification associée au semi-groupe p,_, (x, »)
(s < t; (s, t) € R?) de densités (strictement positives) par rapport a v. Nous utilisons par

la suite, en plus de (P,), les opérateurs duaux f’, : b, (&) — b, (€) définis par

V>0, P f(x)= jp,(y, x) f (y)v(dy).
(P,) vérifie ’égalité de dualité
Vf9 g€b+(g), <Ptf’ g>v = <f: Ptg>v'

En conséquence, (P,) laisse la mesure v invariante. De plus, (P,) est un « presque semi-
groupe markovien », en ce sens qu’il vérifie :

- Vt>0,P,1 =1, v—p.s.;

— Vfeb,(6),YVt,s>0,P, ., f=P,P,f,v—p.s.
On ne peut — sans autre hypothése — affirmer a priori que (P,) est un semi-groupe marko-
vien (%), mais cette propriété ne nous est pas nécessaire pour la suite.

On définit, dans le lemme suivant, une mesure positive o-finie p sur Z'r, qui servira de
mesure de référence :

LeMME 4.2. — Il existe une unique mesure positive p sur (E, &) telle que :

— Bo=V;

— VAeé, tel que v(A) < o, p { A x ENMY} < o0;

— W est markovienne, de semi-groupes de transition direct (P,) et rétrograde (13,), c’est-a-
dire :

VS < ta EE [f(xt)lxs] = Pt—sf(Xs) )

N p-p. s.
Vieb. (&), EJJfX)|X]=P_fX)) =
De plus, p est invariante par translation.
Démonstration. — Soit n une mesure positive qui vérifie les propriétés demandées, et

A€ é&, tel que v(A) < co. Notons p, la restriction de p & AxET7 (%}, p, est donc une
mesure positive finie, dont les marginales de rang fini sont déterminées de fagon unique.

(3) Toutefois, pour I’existence d’un semi-groupe dual de densités, voir [30].
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Explicitons par exemple A = r; s, 0.¢,,03 (Ha), aVvec 53 <5, <0 <ty <, :

) A(dx,,, dx,, dx,, dx,,, dx,,)
= 1A(x0) dV (xO) P—Sz (XO’ dxsz) Psz—sl (xsz’ dxsl) Pt1 (xO’ dxtl)Ptz—n (xtl’ dxtz)'
D’aprés le théoréme de classe monotone, L, si elle existe, est unique, et il en est de méme

pour p (car la mesure v est o-finie).

Pour montrer I’existence de p, on procéde comme suit : (o) par application du théoréme
de Kolmogorov, pour tout A € &, tel que v(A) < o0, il existe une unique mesure finie
ILa, dont les marginales de rang fini sont données par des formules du type de la formule (9).

(B) Soit (A,) une partition dénombrable de (E, &), telle que pour tout n, v (A,) < oo.
La mesure p = ) p, vérifie les propriétés demandées.

La proposition 4.3 précise, dans le cadre que 1’on vient de définir, les résultats du
théoréme 4.1.

PROPOSITION 4.3. — Avec les notations précédentes :

(a) 1l y a bijection entre I’ensemble des mesures de Gibbs Q € 4 (II) et I’ensemble F des
applications f : (s, t)e A—f, ,(.,.) telles que :

— pour tous s < t, f, soit une densité de probabilité par rapport a ri . (W
- Vs'<s<t< t” Elj [fS’,t”(Xs’; Xt’) I "d{s,t)] = fs,t(Xs’ Xz)’ E"p' S.

Cette bijection est donnée par la formule
(10) Vs <t, dri,(Q=f,(.,.)dri, (W3

(b) la donnée d’une probabilité Q € 9 (I1) qui posséde la propriété de Markov, équivaut
a celle d’un couple d’applications (@, ) définies sur R, a valeurs dans LS. (&, v) telles que

{

k Vt’ (Pt“l’t > 03 V'p- S. et J\(pt\l]tdv = 1,
(11) ? Vi<t {‘i’t =P,_, ., v-p. s,
o=P._,¢, Vv-p.s.

\
Plus précisément, Q et un tel couple (¢, V) qui lui est associé sont liés par

Vi, P{z} = (Pt‘]/sv
et

VS<t, fs,t=(ps®\l’t’ V®V'p~ S.

(¢) la donnée d’une probabilité Qe % (I1) qui posséde la propriété de Markov, et qui
est invariante par translation équivaut a celle d’un couple (¢, ) d’éléments de LS (&, v),
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et d’un réel \ tels que

(12) ‘ W}I\l >0,v-p.s. et J¢¢ dv=1,
Vit>0, Pt(p=e_”q> et P,lll=e“ , V-p. s.

De plus, Q et un couple (¢, ) qu lui est associé sont liés par

Qoy=0Vav.

Remarque. — 11 est naturel d’appeler la fonction Y (resp. : ¢) figurant en (11) fonction
(P,) harmonique (pour I’espace-temps) [resp. : fonction (ﬁ,) harmonique, ou (P,) coharmo-
nique]. Lorsque E est dénombrable, J. Cox [29] a établi, de fagon générale, une bijection
entre les lois d’entrée (m, (dx), s € R) associées & (P,),» et les fonctions (P,) coharmo-
niques, positives, normalisées.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que p est une mesure (o-finie) marko-
vienne qui vérifie la propriété de Gibbs (définition 3.4). En fait, tous les résultats de compa-
raison des mesures de Gibbs Q € ¢ (II) par rapport & P (¢f. th. 4.1) sont encore valables
si ’on remplace P par p. En particulier, 28 Q € 4 (II), on peut associer une « densité »
f € par rapport a p, définie par la formule (10). Inversement, si f € &, il existe, d’aprés
le théoréme de Kolmogorov, une unique probabilitt Q sur Z; telle que
Vs <t, Qe =fi (Xs, X)) s, - 11 est alors immédiat que Q € ¢ (II).

Si Q € g (I), et est markovienne, il existe, d’aprés le théoréme 4.1 (étendu, en rempla-
cant P par ), et les formules (1') un couple (¢, V) vérifiant (11). II suffit pour cela de
remarquer, par exemple, que si a’ < a :

Elx ((Pa’ (Xa’) I Xu) = Pa—a’ (Pa'(Xa) =0, (Xa)a I»_l'p' s.

Inversement, si (@, V) est un couple vérifiant les relations (11), pour tous s < ¢,
Q5 (X)) ¥, (X)) s,y €5t une probabilité Qf sur (Z'y, &, ). En employant & nouveau
le théoréme de Kolmogorov, il existe une unique probabilité Q sur & telle que

VS < t, Q[S,t] = Q;.

De plus, Q est une mesure de Gibbs [d’aprés la partie (a) de cette proposition], qui est
markovienne, car les fonctions f;,(x, y) = ¢, (x) Y, () (s <t) sont décomposées en
produit (th. 4.1).

Soit Q € ¢ (II), qui soit, de plus, markovienne et invariante par translation. On a donc,
en particulier :

Vs<t, Yh>0, Tisen,eeny(Q) = 715,14 (Q).

En notant f la « densité » de Q par rapport & p [¢f. formule (10)], et compte tenu de ce
que p est elle-méme invariante par translation, on a f.j (45 = f;,1» V ® V-p. s., C’est-a-
dire : Qg4 ® Vyip = ¢, ® Y, v ® v-p. s. [avec les notations de (b)]. D’aprés Iunicité
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de cette décomposition en produit tensoriel (th. 4.1), il existe une constante ¢ > 0,
telle que

1
Ps+p =CQs, V-p.S., et \l!t+h = ;‘l’t9 V-p. s.

En prenant s = ¢ = 0, il existe une constante ¢ (4) > 0 telle que

VheR,, P,(9o) = c(h)g,, V-p. S.

et
PWo) = Vo vp.s
h 0 c(h) 0 e O
Comme
j¢o‘]’odv:1,
on a

c(h)= <1;h(P0, Vo >y = { 9o, Py¥io Dy

Or, d’aprés notre définition d’un semi-groupe de densités [cf. \n.4)], le semi-groupe (P,)
est borélien, i. e. :

V feb, (&), application (¢, x) — P, f (x) est borélienne.

Donc, la fonction ¢ est # (R,)-mesurable, et vérifie, & cause de la propriété de
semi-groupe :

Vh, k=0, c(h+k)=c(h)c(k).
D’aprés I’appendice A.1, il existe donc A€ R, tel que c (k) = e ™. On pose alors
¢ = @0, ¥ = VY.

Inversement, s’il existe un couple (@, V) et un réel A vérifiant (12), on définit, a 1’aide
des formules

Q[—-n,n] = (p(X—n) \l’(Xn)E[—n, nl»

une probabilité Q sur &'r, qui appartient a ¢ (I), qui est markovienne, et invariante par
translation.

Remarque. — Si v (E) < oo, le réel A qui figure en (12) est nul. En effet, dans le cas
contraire, A serait, par exemple, strictement positif, et on aurait :

(13) Vt>0, I;,q) <o, v-p. 8.,
car, comme ¢\ > 0 v-p. s., etf(p Y dv < o0, on a

0<op<oo, V-p. S.
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Donc, pour tout ¢t>0, et neN, on a ﬁ, (pAn) < @An, v-p.s. Or, 1égalité
v [P, (0 An)] = v[eAn]. etlapropriété: v bornée, entrainent : Vn,P,(¢ An) = ¢ An. v-p.s.,
et donc, en faisant tenndre n vers + oo :

13" Vit>0, ﬁ,(p =0, V-p. S.,

ce qui contredit (13).
En faisant des hypothéses supplémentaires de conservativité et/ou d’ergodicité sur

(P,) et/ou (%,), nous pouvons expliciter ’ensemble %y, 1 (IT) constitué des probabilités
Pe & (II), qui sont, de plus, markoviennes et invariantes par translation.

Auparavant, nous faisons quelques rappels :
— un noyau positif P (x, dy) = p (x, ¥) v (dy) sur (E, &), tel que v P = v est dit
conservatif si

Vieé,, i P’ f(x) =00, v-p.s. sur (f >0);
n=0

— le semi-groupe P, (x, dy) = p,\x, y)dv(p) [resp. : le « presque semi-groupe »
(f),)], laissant la mesure v invariante, est dit v-ergodique si les seules fonctions
fe L (E, v)vérifiant : V¢ > 0, P, f = fv-p. s. (resp. : ﬁ, f = f, v-p. s.) sont les fonctions
constantes v-p. s.

Nous renvoyons le lecteur a ’appendice A.2 pour diverses conséquences de ces pro-
priétés. En particulier, dans la proposition 4.3 (c), si v(E) = oo, on a encore A = 0, a
condition de supposer que pour tout ¢t > 0, le noyau P, est conservatif (ce qui entraine

que I;, I’est aussi; cf. ’appendice A.2). On procéde encore en dégageant la contradiction
entre (13) et (13’), mais, ici, avec ’aide du lemme A.2.

Nous pouvons maintenant énoncer le :
THEOREME 4.4. — Soit v une mesure positive c-finie sur (E, &), et
P, (x, dy) = p,(x y)dv(y)
un semi-groupe markovien homogeéne de mesures équivalentes a v, tel que (P,) et (13,) soient

v-ergodiques :

(a) si v(E) < o0, on a

Gy 2(IT) = {;—(%)u}

(b) siv(E) = oo, et que, de plus, pour tout t > 0, le noyau P, soit conservatif, 9y, r (IT)
est vide.

Démonstration. — D’aprés la proposition 4.3, et les remarques qui la suivent, si
Q € Yy,r (1), il existe, dans chacun des cas (a) et (b), deux variables ¢, € LS (E, v)
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telles que

Vt>0, l;,(p =@, V-p.s., Py=V, vop.s.

D’aprés I’hypothése d’ergodicité, ¢ et ¥ sont v-p.s. constantes, et donc, en (a),
Gy,r (1) = {(1 /V(E)p }, et en (b), cet ensemble est vide.

Dans le cas particulier ou P, (x, dy) = p, (x, y) dv (») (¢ > 0) est un semi-groupe récur-
rent au sens de Harris, admettant v pour unique mesure o-finie invariante (a un facteur
multiplicatif prés), ce semi-groupe (P,) est v-ergodique, et pour tout ¢z > 0, le noyau

P, (x, dy) est conservatif. Ces propriétés sont également vérifiées par (ﬁ,) (pour tout cela,
voir ’appendice A.2). On peut donc énoncer le :

COROLLAIRE 4.5. — Soit P, (x, dy) = p,(x, y) dv (y) un semi-groupe markovien homo-
géne de mesures équivalentes a v, qui soit récurrent au sens de Harris, et admettant v pour
mesure o-finie invariante.

Alors,

(a) si (P,) est positivement récurrent [c’est-d-dire : v (E) < o] :

Gyp, 2 (D) = {V—(lg)u}

(b) si (P,) est nul récurrent [c’est-a-dire : v (E) = 0], Gy, (II) est vide.

Rappellons maintenant le cadre des études menées en [25] et [26], dont I’origine est
la théorie des champs pour la dimension d = 1 [3] : C (R) [resp. : 2 (R)] désigne ’espace
des fonctions continues (resp. : indéfiniment dérivables, a support compact) de R dans
lui-méme. Si P est un polynéme borné inférieurement sur R, on définit le cocycle
a:(f, ®)—a; (@) sur 2 (R)xC(R), qui est associé & P par la formule

ay(@) = exp[ j i {(m(m ;f(t)>f”(t)—P(co(t)+f(t))+P(m(t))}]-

En combinant le résultat précédent, et ’étude de G. Royer [25], on obtient le :

COROLLAIRE 4.6. — [l existe une seule probabilité p sur C(R), muni de la tribu €
engendrée par le processus des coordonnées (X,);cg, 0ot X,(®) = o (¢), et vérifiant :

(m) 1 est quasi invariante sous les translations de 9 (R), et admet a pour module de quasi-
invariance, c’est-d-dire :

V/eD®), u(f+do)=a,©)p(do).

(mm) Le processus (X,);.r est markovien pour la loi .

(m.3) u est invariante par les translations de R, c’est-d-dire :
VheR, V(t;,...,t)eR", VIleZ(R"),
XKeysns -0 X el =p[X,,, ..., X, )el].
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Démonstration. — En [25], G. Royer a montré que toute mesure de probabilité u
sur (C(R), ¥), vérifiant (m), appartient a & (IT), ou II est la spécification associée au
semi-groupe homogéne P, (x, dy) = p, (x, ¥) Ko (dy), construit en [23], et admettant p,
pour unique probabilité invariante.

p est I'unique mesure de probabilité markovienne sur (C(R), %), de loi d’entrée p,,
et de semi-groupe (P,).

Le semi-groupe (P,) est symétrique [car : p, (x, ¥) = p, (3, x), voir [23], th. 3], il admet
Mo pour probabilité invariante (méme référence), et il est py-ergodique (voir [37]).

Les hypothéses du théoréme 4.4 (a) sont donc vérifiées, et la seule mesure de probabilité p
sur (C (R), %) est p.

Ce corollaire améliore donc le résultat d’unicité obtenu par Courrége et Renouard d;une
part [3] et Royer d’autre part [25] car on a supprimé, dans I’énoncé du corollaire, la condi-
tion d’invariance par symétrie de p, exigée par ces auteurs.

5. Mesures de Gibbs associées a un semi-groupe récurrent
au sens de Harris

5.1. CAs oU E EST COMPACT : EXTENSION D’UN RESULTAT DE DOBRUSHIN. — Nous allons
montrer, sous certaines hypothéses supplémentaires, 1’unicité des mesures de Gibbs, dans
le cas ou I’espace d’états E est compact, ce qui est une extension d’un résultat analogue
de Dobrushin dans le cas oit T = Z, et E est fini (¢f. [5], et également [28]).

Dans tout le paragraphe 5.1, nous faisons les hypothéses suivantes : soit
P, (x, dy) = p,(x, y)dv(y) un semi-groupe markovien, avec des densités strictement
positives, et vérifiant de plus :

(qQ) v est I'unique probabilité invariante du semi-groupe (P,). Elle charge tout ouvert
de E.

(qq) L’application (¢, x, y) — p, (X, »), définie sur R* xExE, et a valeurs dans R¥,
est continue.

Ces propriétés, et la compacité de E, entrainent aisément que

P, (x, &) = p, (, %) dv (»)

est un semi-groupe markovien (qui admet également v pour mesure invariante). De plus,
pour les mémes raisons, les fonctions p et p : (¢, x, ¥) — p, (x, y) = p,(y, x) vérifient
identiquement les équations de Chapman-Kolmogorov, et sont donc, avec la terminologie
de (n.4), des semi-groupes de densité par rapport a v.

Pour parvenir au théoréme 5.2, nous utilisons le lemme suivant, qui est un résultat clas-

sique dans le cadre que nous venons de présenter. Nous I’avons dégagé de [12] (cor. 2,
p. 249).

LEMME 5.1. — Si, outre les hypothéses précédentes, le §emi-groupe
P, (x, dy) = p, (x, y) v (dy)
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est récurrent au sens de Harris, on a

VxeE, sup|p,(x, y)—1] ——0.

yeE (1> 0)

Démonstration. — D’aprés les préliminaires faits dans ce paragraphe, vn a l'identité

Pier1(x, y)—1= L(p,(x, z)=1)p;(z, y)dv(2).
D’ou

| Pevs (x, )=1] £ (Sugm (z, Y))J;:lpt(x, u)—1|dv(u)

et

sulEalpm(x, y—-1] = (( sup py(z, y)) Llp,(x, u)—1|dv(u).
ye 2

y,z)eE

E étant compact, et p;, : (z, y)— p; (2, ¥) une fonction continue sur E? on a

sup p; (z, ) < co. D’autre part, d’aprés ’article de Duflo-Revuz [6], on sait que
(z,) €E2

J | P (x, w)— 1| dv (u)——0.
E (t—> o)
On en déduit :

VxeE, sup |p,+1i(x, y)—1|——0.
(<E) =)

THEOREME 5.2. — On suppose, en plus des hypothéses (q) et (qq) faites dans ce paragraphe,
que le semi-groupe (P,) est récurrent au sens de Harris [ ce qui entraine que ( 13,) Pest aussi].
Soit p la probabilité markovienne sur %y = (E, &)}, admettant v pour loi d’entrée, et
(P,) pour semi-groupe de transition. Alors, 4 (II) est constitué de la seule probabilité p
Remarque. — L’implication : (P,) s. g. de Harris = (f’,) s. g. de Harris découle, par
exemple, de la proposition 1 de I’appendice 2, en y remplagant les noyaux (P) et (f’) par
les semi-groupes (P,) et (ﬁ,), et les sommes sur N par les intégrales correspondantes
sur R,.

Démonstration. — Soient pe % (I), (¢, ¢t ) e R?, avec ¢t < t’, K et K’ deux compacts
de E. On considére, en outre, trois nombres réels a, b, ¢t ", telsque :a <t <t’'<t” < b.

La premiére partie de la démonstration consiste a faire tendre b vers + oo, et a en étudier
les conséquences pour p, . (12 encore, on utilise de telles notations abusives).

Dans toute la démonstration, C désigne une constante qui varie de ligne en ligne (ainsi,
C = 2 C, etc., mais cela n’a aucune importance).

Posons A = (W, Pprop) et A = 1. A
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Soit € > 0. D’aprés le théoréme d’Egorov ([21], 11.4.4, p. 47) appliqué relativement
a la mesure bornée A'+p,;, et le lemme 5.1, il existe un compact K; = E tel que

(14) ma(ENKy) <&, et sup sup |p,o(x, y) =150,
xeKi (yeE)

14) MEKN\K,) <g et sup  sup | py—r (x, y)—1|——0.
xeKi (yeE) (b= o)

Montrons maintenant :

(14") il existe une constante C (ne dépendant que de la fonction de densités p) telle que

Ria ey (ExK\K?) < Ce.
En effet,
Kia,r 3 (E X KI\Kf) = Way (E\Ky+ ey (K"\K}).

Grace a (14), il suffit de considérer
Kier )(K,\Kl) = “(a,t',t“)(E X K'\Kl x E)

, 1
= juu,m(dx, dZ)————) JdV(y) Prr—a(X, ¥) L, (0) Per—er (3, 2)-

pt"-'a(x7 z

Or, la fonction p,._, (de deux variables) est uniformément minorée par o > 0, et p,._
uniformément majorée par N.

On en déduit donc :

: N, nl
By (K K,y = EK(K \K,),

d’ou on déduit finalement (14”), grace a (14').

D’autre part, on a
| Kie, ey (KX KI)—u{a,t,t’}(Kl xKx(K'nK,)) |
S B,y (ExK\K}) < Ce, d’aprés (14").
En explicitant p,, . .y (K; X Kx (K’ n K,)), on a donc obtenu :

(15) H{r,t')(K xK’)

1 .
=j‘J\ u{a,b)(d'x’ dy)—“‘_‘“[ pt—a(x’ xt) dv(x,)x -
KixE pb-a(x: y) K

- X,[K'OK Per—t(Xes X¢) Py (X7, p) AV (x,)+CHE, avec Iel =1
1
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Par ailleurs, on a également la majoration suivante :

Ju{a)(dx)j Di—a(%, X;) d"(-xt)Jv Der—e (X¢5 X,) AV (x,7)
_JVK ‘E Hia, b}(dx’ dy)J> Di—a(X, X;) dv(x,)J Drr—t (X5 X)) AV (1)
< oy (BENKy)+A(K"\K,) < 2g, d’aprés (14) et (14).

En rapprochant cette majoration de (15), on obtient :

Kie,ery (K x Kl) —,[E Kiay (dx)fl( Pr—a(X, x,)dv(x,) x J;c Prr— (Xe3 X)) AV (%)

= C8+f Hia, 5y (dx, dJ’)J Pi-a(X, X) dv (x,) x
K1 XE K

- XJ Prr—e (X5 X,1)
K’'nK;

Or, lorsque b — oo, on a

Po—v (X5 ¥)

1|dv(x,.).
pb—a(x> y) '

sup sup sup
(xeKy) (xeK’'nK1) (yeE)

pb—t'(xt' 5 .V) _ll_)o-
Po—a(%, ¥)

La derniére intégrale écrite converge 'donc vers zéro, lorsque (b — o0), et, par suite, on a
e ey (KX K) = f oy (@) Lpt_,,(x, x) dv(x,)L,p,,_,(xt, x) v (x,).

Par la méme méthode, en utilisant le semi-groupe (P,), et la fonction des densités p,
et en faisant tendre a vers — oo, on obtient :

B,y (KXK) = L dv (xz)Ll v (x,) Prr—t (Xe5 Xe1)-

On a donc :

VE<t, Wy =Wy
Or, p et p appartiennent a ¢ (II). II résulte alors de la proposition 4.3 (a), que p = p
et (D) ={p}

5.2. UNICITE DE MESURES DE GIBBS INVARIANTES PAR TRANSLATION : EXTENSION D’UN
RESULTAT DE KESTEN. — En s’inspirant de la méthode employée par H. Kesten en [14]
dans le cas ou : T = Z et E est dénombrable, et en faisant des hypothéses convenables
sur la fonction de densités p, nous obtenons le résultat d’unicité suivant :

THEOREME 5.3. — Soit E un espace l. c. d., muni de sa tribu borélienne &, et v une proba-
bilité sur (E, &).
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On suppose donnée une application p : (t, x, y) — p, (x, y) continue de R* x E2, a valeurs
dans R¥, qui définisse un semi-groupe homogéne de densités par rapport a v.

On suppose de plus que p vérifie la condition :
(H) pour tout compact K de E, sup 'p, (x, y)—1 ] — 0.

x,yekK (t= )
Si I’on désigne par 91 (I1) 'ensemble des mesures de Gibbs associées a I, et invariantes
par les translations de R, on a :

(a) si v n’est pas invariante par le semi-groupe P,(x,dy) = p,(x,y)v (dy), 4; (D)
est vide;

(b) siv est invariante par (P,), 91 (I1) est constitué de 'unique probabilité markovienne p
sur X'y, admettant v pour loi d’entrée, et (P,) pour semi-groupe de transition.

Remarques. — (a) Soulignons que, dans I’énoncé de ce théoréme, nous n’avons pas
supposé, a priori, v invariante par le semi-groupe (P,).

(b) La partie (b) de I’énoncé de ce théoréme est & comparer avec la partie (a) de celle
du théoréme 4.4, qui se trouve ici renforcée, grace a ’hypothése (H).

Démonstration. — Supposons que p appartienne a ¥ (II). Nous allons montrer alors
que, pour tous ¢t < t’, et K; et K, deux compacts de E, on a

(16) H(z,z')(K1 xK,) = J-K dv(xl)J; aAv(xz) pyr—¢ (X1, X5).

Admettons provisoirement ce résultat.

On en déduit en particulier que p;,, =v, et p,y = vP,._,. Or, par hypothése,
Heey = Ry

Pour que 9 (IT) ne soit pas vide, il est donc nécessaire que v soit invariante par (P,),
d’ou (a).

Supposons cette propriété vérifiée. D’aprés (16), on a alors :
Vt<tla u(t,t’)=E'{t,t’)
et, d’aprés la proposition 4.3 (@), p = p, d’our (b).
Montrons maintenant 1’égalité (16). Notons p, la loi p,,;, qui ne dépend pas de ¢, d’aprés
I’hypothése.
Soit € > 0. 11 existe un compact K tel que py (ENK) < €. SineN, on a

Be-n,my (BXNK?) < 211, (BENK) < 2¢,

d’aprés l'invariance de p par translation.
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On en déduit, pour neN, tel que n = max (|¢],|¢']) :
(16" IH(:,:’)(Kl XKz)“H{—n,t,r',n}(KXK1 XKZXK)l < 2e.

Notons y (dx;, dx,) la mesure de probabilité v (dx,) v (dx,) p, —, (x;, X,) sur (E2, £%2)
(on sait que ¥ = H,,ry). On a également :

(16") IX(K1 X Kz)“jﬂ( —n,n}(dx: dy) Igxx (x, )X (K xKy)| < 2e.

De (16') et (16"), on déduit, en utilisant I’expression de W _,, ., qui découle de
I’appartenance de p a g (II) :

il’l(t,t'}(Kl xKp)—x (K XKz)l

§48+j By —-n,n)(dxs dy)J v(dxl)x
K xK K1

X ‘Jl{ v(dxy) per—¢ (X1, X2) X

pt+n(x’ xl)Pn—t(st y) _1).
p2n(x, y)

D’aprés ’hypothése (H), on a

Pe+n (X, X1) Pr—i (X2, ¥) 1
p2n(x’ y)

>0.

n—+w

sup
x,yeK
x1€Ky,yeKz

La derniére intégrale écrite tend donc vers zéro, lorsque n — oo, ce qui entraine (16).

Exemple : Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. — 1l est défini sur E R, a l’aide
de B et D deux constantes > 0, avec

dv(x) = L e~ *12BD) gy,
278D

ol dx est la mesure de Lebesgue sur R, et

—[1_p—2Bt]-1/2 — (y—e—wx)z y2 i]
p(x, y)=[1-e*%] eXp[ 2BD(—¢2" 38D
(¢f. [20], p. 56). 7

L’hypothése (H) est clairement vérifiée, on a donc le :

COROLLAIRE 5.4. — Il n’existe qu’une seule mesure de Gibbs invariante par les trans-
lations pour le semi-groupe d’Ornstein- Uhlenbeck.

Remargues. — (a) La condition (H) peut-elle étre affaiblic par la condition : « (P,)
admet v pour probabilité invariante et est positivement récurrent »?

On sait, sous cette hypothése, d’aprés [6], que
VxeE, J | pe(x, )—1|dv(y)— o
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Dans le cas ou E est dénombrable (c’est le cadre dans lequel travaille Kesten), et muni
de la topologie discréte, cette condition entraine (H) (voir la démonstration du lemme 5.1).

(b) L’unique mesure invariante p associée au processus d’Ornstein-Uhlenbeck est
la mesure du champ libre de masse B, on retrouve ainsi le résultat de G. Royer (¢f. [25])
pour ce cas particulier.

Par ailleurs il est démontré dans [25] et [26] qu’il existe une infinité de mesures de
Gibbs (non invariantes par les translations) différentes de p associées a ce semi-groupe.

6. Spécifications associées aux semi-groupes de convolution :
absence (en général) de mesures de Gibbs
Soit G un groupe localement compact, séparable, abélien dont la tribu borélienne
est notée S, et admettant v pour mesure de Haar.
On considére le semi-groupe (P,) sur (G, ) défini par

Voeb(#), P.(0)(x) =J<P(x+y)ft(y)d\'(y)

Vi>0, =j<p(y)ft(y—x)dV(y),

ol (f):>o est une famille de densités strictement positives, vérifiant 1’équation de convo-
lution : V¢, ¢’ > 0, f, % fir = fi+,. La mesure de Haar v étant invariante par (P,), on
peut appliquer les différents résultats obtenus précédemment. Le résultat de ce paragraphe
est le : '

THEOREME 6.1. — Soit II la spécification associée au semi-groupe de convolution
P, (x, dy) = f; (v —x) dv (), de densité f, strictement positive v-p. s.

Alors, 9 (I1) est non vide si, et seulement si, G est compact.

Démonstration. — (a) On sait que la propriété : G compact équivaut a v finie. Si cette

propriété est réalisée, ¢ (IT) contient au moins (avec nos notations précédentes) la proba-
bilité (1/v (G)) p, qui appartient d’ailleurs & %y  (II).

(b) Supposons maintenant v (G) = oo. Toute probabilité de ¥ (IT) étant intégrale de
probabilités extrémales dans ¢ (II), il suffit, pour montrer que ¥ (II) est vide, de prouver
qu’il n’y a pas de probabilités extrémales dans % (II). Or, d’aprés [4], une telle probabilité
extrémale Q, si elle existe, est markovienne, et est liée & p par la formule (10) (prop. 4.3),
avec la fonction de densité B

Jot (% Y) =0,V (3),  vOV-p.s.; (s, t)€A.
De plus, les fonctions @ et { vérifient, d’aprés la méme proposition
Vt, o, y,>0, v-p.s. et j(p,\ll,dv =1,

Vi<t Y, =P,_. V., V-p. 8.,
QO =Fpt @y, vV-p. S.

(11
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Définissons les probabilités & (dn, dx) et é (dn, dx) sur Zx G, par § = §; ® f; (x) v (dx),
et § =3_; ® f; (—x) v (dx). Remarquons alors que si les fonctions ® et ¥ sur Zx G
sont respectivement les restrictions de ¢ et ¥ & Zx G, on a, d’aprés (11) :

OkE=D, e PhE=Y

presque siirement pour la mesure de Haar produit sur Z x G. D’aprés le théoréme 3 de
Choquet-Deny [1], il existe donc deux mesures positives bornées m et m’ sur I’ensemble Z
des caractéres multiplicatifs réels de Z x G, telles que

VneZ, ®(n,x) =J % (n, x) m(dy), v(dx)-p. s.,
x

\P(n’ x) =J X(n9 x) m'’ (dX)’ V(dX)-p. S.
x

Remarquons que si y€%, on a yx(mx)=x My (x), ou yx;,(n) =y O0),
%2 (x) = % (0, x) sont respectivement des caractéres multiplicatifs réels sur Z et G.

Calculons maintenant I = J(p,, (x) ¥, (x) dv (x), en se souvenant, par ailleurs, que,

d’aprés (11), I = 1.
On a, d’aprés le théoréme de Fubini :

= j dv(x) H dm (x) dm’ (") (X1 1) (n) (X2 X2) (%)
G IFIxx
= H dm (x)dm' (1) (%1 x’l)(n)f (X2 %2) (x) dv (x).
XX G

Or, siy, X' €%, A = ¥, X, est un caractére multiplicatif réel sur G, et un tel caractére
n’est intégrable par rapport & v que si v est finie. En effet, G étant abélien, on a 1’égalité

f A(x)dv(x) = J‘ AM—x)dv(x) = J mdv(x)
A(x)dv(x) < 0, on a donc : v(A = 1) < oo, et ‘v(X< D=v(d}>1) < oo,
d’ou v(G) < .
Les mesures m et m’ n’étant pas nulles, on a donc I = oo, ce qui contredit I = 1.

COROLLAIRE 6.2. — Si II est la spécification associée au semi-groupe du mouvement
brownien & valeurs dans R®, % (I1) est vide.
En effet, dans ce cas, v est la mesure de Lebesgue sur R‘, et

f(x)= Gt )d/2 e (11228 (t>0).
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Dans ce cas, on pourrait montrer directement que % (IT) est vide en utilisant que, pour
tous compacts K, K’, K" de R?, on a

Sup pt(xs J’)Pt(.Vs z) _1 O.
(x,9.2)eKxK’xK*|  Py,(x, 2) 1=
Lorsque T = Z, la version discréte du théoréme 6.1 est la :

~ PROPOSITION 6.3. — Soit p(dx) = f(x)dv (x) une probabilité sur G, équivalente a
la mesure de Haar v, et Il la spécification associée au semi-groupe (discret) p, (x, y) de
densités par rapport a v, défini par

Pa(x, M) =f*(-x) (neN\{0}).

Alors, % (I1) est non vide si, et seulement si, G est compact.
Lorsque G est dénombrable, on retrouve ainsi le résultat de F. Spitzer (¢f. [28]).

APPENDICE A.1

" On rappelle le résultat classique suivant : les seules solutions mesurables F : R — R
de I’équation fonctionnelle '

Vs, teR, F(t+s)=F@#)+F(s)
sont les fonctions F (t) = at(a€R).
On en déduit le :

LEMME. — Les solutions ~mesurables ). : R, — R .de [Iéquation fonctionnelle
Vs,teR,, A(@+s) = A(t) A(s) sont :

@ A@®=0, ViR,
®) AB=0, V¥i>0 et A(0)=1,
) T A =¢"  VieR, ol ceR.

- Démonstration.. — (&) Si-A (0) = 0, on a, pour tout ¢ 2 0,

A(2) = A (t+0) = A (1)1 (0).
T = 0.

(B) Si A.(0) # 0, comme (A (0))*> = A (0), on'a A (0) = 1.
S’il existe #, > 0 tel que A (¢) = 0, on a alors, pour tout ¢ > 0; A (t) = O En eﬁ'et,r
il existe n € N* tel que #o/n < 1, e qui entraine

Mo = %(t— .’—°>x('5 >= x(t— t—°>(7\..(to))1/n _o
n n : n
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(y) On peut donc supposer que pour tout ¢ = 0, A(¢) n’est pas nul. On a alors
L) = (M(t/)* > 0, et donc A(f) = exp {Log A (D). } D’aprés le rappel, il existe
ceR, tel que LogA (¢) = ct, d’ou (1) = €% - "7

APPENDICE A.2 e
COMPLEMENTS SUR LA CONSERVATIVITE, ET L’ERGODICITE

Pour étudier les propriétés de conservativité et d’ergodicité relatives a un semi-groupe
markovien (P, (x, dy));5,, il suffit en général de considérer individuellement les noyaux
markoviens P, (x, dy) (pour ¢t > 0, fixé).

Aussi, notre donnée de base est ici un noyau markovien P (x, dy) = p(x, y) v(dy)
sur ’espace 1. c. d. E, muni de sa tribu borélienne &. A priori, P (x, dy) est seulement
absolument continu par rapport & la mesure o-finie positive v. On suppose que v.est
invariante pour P. D’autre part, toutes les propriétés étudiées ci-dessous s’expriment
relativement a v.

On peut toujours choisir p bimesurable, et positive.. On note alors

P(x, dy) = p (0, ) v (dy),

qui est le noyau dual de P pour v.
Rappellons que P est dit conservatif si (*) :
0 .
Vied,, L P f(x)=o0, vp.s. sur (f>0).
n=0

condition qui équivaut clairement a
0
YAeé&, Y P'l,(x)=c0, v-p.s. sur A.
n=0

Les lemmes suivants font ’intérét de cette notion :

LeEMME 1. — Supposons P conservatif. Si fe &, est telle que Pf < f v~p S., elle vertﬁe
en fait : Pf = f, v-p S.

" Démonstration. — Soit g(X) = f(x)—Pf(x),si P f (x) Sfx
= 0, sinon.
On a alors : ' '

14

Y Pg=f-P* f<f,  vop.s.

.n=0

(*) Toutes les fonctions considérées sont supposées finies v — p.'s. S NPRS Sa0d A
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D’ou

P'g < o0, v-p. S.
Zo g p

ce qui entraine g = 0, v-p.s., et donc P f = f, v-p.s.

Remarque. — Si v est finie, il n’est pas nécessaire de faire ’hypothése de conservativité
sur P, pour obtenir le résultat du lemme 1. En effet,

- Pf2f = VneN, ' P(fAn)Z fAn, V-p. S.

Or, v étant P-invariante, v [P (fAn)] = v[fAn], d’ob
‘VYneN, P(fAn)= fAn, v-p. §.,

et finalement,
» Pf=f, <v-p. s.

LEMME 2. — P est conservatif si, et seulement si, P Iest.

Démonstration. — Montrons, par exemple, que si P est conservatif, P I’est. Il s’agit
donc de montrer que, pour tout A €&, tel que v(A) >0, on a

f’”(x, A) = 00, V-p. s. sur A,

inas

ce qui équivaut a

VBcA, tel que v(B) >0, <1B, ¥ f’”(.;A)> = 0.
n=0 v

0

Or, I’expression écrite précédemment est égale a < Y P(.,B)1 A> , quantité. qui est
n=0 v

infinie, d’aprés la conservativité de P. =

Enongons maintenant la propriété d’ergodicité : P est dit ergodique si les relations
Pf=fv-p.s, et feL®(v) impliquent que f est constante hors d’un ensemble de
v-mesure nulle.

LEMME 3. — Si P est conservatif et ergodique, les seules fonctions fe &, telles que
Pf = fv-p. s. sont les fonctions constantes v-p. s.

Démonstration. — Pour tout neN, on a P(fAn) < fAn, v-p.s. et donc, d’aprés
le lemme 1, P (fAn) = fAn, v-p. s. P étant ergodique, fAn est v-p. s. égale a4 une cons-
tante, et finalement, f est v-p. s. constante. m
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On suppose maintenant que P est un noyau de Harris (sous-entendu : pour v), ¢’est-a-
dire que la chaine (Q, # , Z,, Xnen> Poxcp) associée a P vérifie la condition de
Harris, a savoir :

pour tout A € &, tel que v (A) > 0, et pour tout xe E,
. =)
P;[ Y 1,(X,) = oo] = 1.
n=0

Enumérons quelques résultats classiques (cf. [11], [13] et [24]) : v est I’unique mesure
o-finie invariante par P (& un facteur multiplicatif prés).

Cette propriété entraine immédiatement que la seule fonction fe &, telle que P f = f,
v-p. 8. est v-p. s. constante (f.v est une mesure invariante pour P).

La chaine (X,),cn est apériodique [car P (x, dy) < < v] ce qui équivaut encore a :
pour toute loi p sur (E, &), la tribu de queue € = (), o { X,,, m 2 n} est P, triviale.

LEMME 4. — Si P est un noyau de Harris, il est conservatif et ergodique.

Démonstration. — (a) La conservativité de P découle de 1’égalité

[c) 0
YAeé&, Y P'(x,A)= E,( Y IA(X,,)).
n=0 n=0

(b) Soit feL® (v) telle que Pf = f v-p.s. M, = f(X,) est alors une (P,, #,) mar-
tingale bornée, qui converge P -p. s. vers une variable M, ¥ mesurable, donc constante
v-p. s. Ceci entraine que f(X,) = E, M/%,) est P,-p. s. constante, c’est-a-dire que f
est v-p. s. constante. m

Examinons maintenant la stabilité par dualité de la propriété de Harris. Rappellons

tout d’abord que si P est un noyau de Harris pour v, il existe une v-modification de P
qui est aussi un noyau de Harris ([24], th. 2.16, p. 80). Ceci entraine, comme corollaire,

que si P est de Harris, P est conservatif et ergodique.

Nous allons montrer directement que, sous des hypothéses assez fortes, P est lui-méme
de Harris.
PROPOSITION 1. — Si P est un noyau de Harris pour v, et que, de plus :

— v est une probabilité qui charge tout ouvert de E;

— Pest Sfortement fellerien [i. e. : P b (&) = C, (B)]; alors, P est un noyau de Harris
pour v.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que P1=1 v-p. s. entraine & cause des
hypothéses, P 1 = 1. P (x, dy) est donc un noyau markovien. ‘
De plus, pour tout A e &, tel que v(A) > 0, on a

1=P, T 1,(X,) = ) = P, (T 1,(X,) = ).
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Posons u (x) = ﬁx [2 IA (X,) = o0]. u est une fonction p harmonique [i.e. : Vx€E,

Pu (x) = u(x)], qui est égale a 1, v-p. s. Or, P u est une fonction continue, et finalement,
1=Pu=u
On a donc :
VxeE, P,[T1,(X,)=0]=1,
n

ce qui signifie que P est un noyau de Harris. =

Nous relions maintenant les notions de semi-groupe et de mnoyau de Harris : si
P, (x, dy) = p,(x, y) v (dy) est un semi-groupe de Hunt, de mesure invariante v, il est
dit de Harris (relativement a v), si

VAeé, tel que v(A)>0,

Vx, 13,:” 1,(X)ds = oo] =1
o

(avec des notations évidentes).

on a

En [6], il est démontré que si (P,),5, est de Harris, alors, pour tout ¢ > 0, le noyau
P, (x, dy) est de Harris pour v, et donc, d’aprés ce qui précéde, conservatif et ergodique,
ainsi que P,.
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