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RELATIONEN FÜR PRIMÄRE HOMOTOPIEOPERATIONEN
UND EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ

VON HANS JOACHIM BAUES (*)

Zwischen den primären Homotopieoperationen wie der Komposition o, dem Whitehead-
Produkt [ , ] und den Hopf-Invarianten y,. existieren Relationen. So ist die Formel von
Barcus und Barratt [2], welche eine Expansion des Whitehead-Produkts [a, ß o 8] mit
Hilfe von Hopf-Invarianten angibt, eine solche Relation. Durch die Untersuchung der
Homotopiegruppen eines Abbildungskegels Cy erhalten wir eine Vielzahl von diesen
Relationen : Zu Suspensionen SA und SB seien

Y, : [SA, SB] ̂  [SA, SB^],

die James-Hopf-Invarianten mit r ^ l. Dabei ist B zusammenhängend und
B^ = B A . . . A B das /--fache »smash«-Produkt. Weiter sei

[ , ] : [SX, Z] x [SY, Z] ̂  [SXAY, Z],

das Whitehead-Produkt. So sei für/e [SA, SB] und für die Identität 1̂  :

[/, 1 ]̂ =[...[/, ISB], ..., IseMSAAB^, SB]

das r-fach iterierte Whitehead-Produkt. Ferner sei die Abbildung

XA/AY : S X A A A Y - ^ S X A B A Y

bis auf Vertauschung der Suspensionskoordinate S gleich Ix A/A ly. Dann gilt :

SATZ A. — Seien A und B Suspensionen und sei fe [SA, SB]. Dann hat man zu jedem
Paar (m, n) mit m, n ^ 0 in [SA A B^ A A A B^, SB] die Gleichung

S^l^^^AAB^Ay.^AB^^ E ^%[[/,l^+sa)],[/-^)]].

(*) Der Autor wurde vom «Centre National de la Recherche Scientifique» Frankreich unterstützt.
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510 H. J. BAUES

Man beachte, dass YI (/) = /• In der Summe rechts wird über alle Partitonen (ß, b)
von n = { l , . . . , n} summiert. Es bezeichnet t a, 9b die Anzahl der Elemente von
a, b c= n. Die Teilmengen a und b dürfen leer sein. Für n = 0 ist die Summe rechts
gleich [[/, Is^],/], wir setzen [/, 1 ]̂ =/. Zu der Partition (a, b) hat man die
Abbildung v^ ^ : SA A ̂  A A A B^ -> SA A B0"-1- *fl) A A A B^b), welche die Koordinaten
von B00 permutiert (s. § 3). Für m = n = 0 ist die Formel in Satz A äquivalent zu der
Barcus-Barratt-Formel (s. § 4). Wir beweisen eine allgemeinere Form von Satz A, wo
nur A eine Suspension und B beliebig ist.

Wir erhalten Satz A, indem wir für die homotopietheoretische Faser F (ij) der Inklusion
if : SB <= Cf ein Modell N^. vom reduzierten Produkt Typ konstruieren. Dabei folgt,
dass in einem metastabilen Dimensionsbereich die Faser F (?y) sich durch den Abbildungs-
kegel zu einer Abbildung

Pf : SAAB*AAAB*->SAAB*,

approximieren lässt. Dabei sei B* = V B^ die Einpunktverbindung der B00, wo B^
r^O

die Nullsphäre bezeichnet. SA A B* und SA A B* A A A B* sind also auch Einpunkt-
verbindungen mit Inklusionen a,. : SAAB^ c: SA A B* und

a„,^ : SAAB^AAAB^ <= SAAB*AAAB*.

Falls A eine Suspension ist, berechnen wir Py; falls auch B eine Suspension ist, gilt :

P/o^n=-Ea^^o(AAB ( O T )Ay,(/)AB ( n ))+ ^ t^[o^,o^].
r^1 aufr=n

Sei die Abbildung W^. : SA A B*-^ SB definiert durch W^.oa, = [/, 1 ]̂. Dann ist
Satz A äquivalent mit der Gleichung W^ o p .̂ == 0, dies gibt der Barcus-Barratt-Formel
eine neue Interpretation. Mit Hilfe der Approximation der Faser F (fy) durch Cp
erhalten wir eine verallgemeinerte EHP-Sequenz :

SATZ B. — Sei SA a-fach zusammenhängend, dann gibt es für N ^ 3 a + 2 eine exakte
Sequenz

TiN-iCSAAB^^TrN^, SB) ̂  UN-2 (SA A B* A AA B*) ̂ N-2 (SA A B*)^.

Dabei hat man für Ey einen Isomorphismus 6, so dass das Diagramm

^-i(SAAB*) ——^.^(SB)

\

^(CSAVSB, SA V SB)-^^(Cp SB)
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EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 511

kommutativ ist. Dabei ist S der Randoperator und ist

Tif : CSAVSB-^CSAu^SB=C^

die Identifikationsabbildungfür den Abbildungskegel C^.

Falls B == { ̂  } nur aus einem Punkt besteht, so entspricht die exakte Sequenz in
Satz B der wohlbekannten EHP-Sequenz von G. W. Whitehead [28] und James [19] :

7lN_l(SA)^7^N(SSA)-H>7CN-2(SAAA)-p>7TN-2(SA)-B>,

dabei ist P durch das Whitehead-Produkt [ISA » ISA] : SA A A—> SA induziert. Die
Sequenz in Satz B lässt sich wie folgt verlängern. Sei

7i, (XVY)2 = Kern { ^ : TI„ (XVY) -^ TT, (Y) }

durch die Retraktion r : X V Y •—> Y gegeben. Dann gilt :

SATZ C. — Die Ey Hy P^-Sequenz in Satz B wird für N == 3 a + 2 durch den Homo-
morphismus

(P^,ao)2 : Trsa+iCSAAB^AAAB^SA^-^^^^SAAB*)

exakt verlängert und es ist

Bild(Py, 00)2 ^ Kernjc^.
e

Ferner existiert eine surjektive Operation

Hf : Kern (P .̂, 010)2 -> T^ 3 (C^, SB)/Bild 71 .̂

Ueber den metastabilen Bereich hinaus erhalten wir eine Filtrierung der Homotopie-
gruppen TI„ (Cy , SB), welche die James-Filtrierung ([18], [19]) der Homotopiegruppen
einer Suspension verallgemeinert.

Ganea [9] und Gray [10] haben ebenfalls die Homotopiegruppen eines Abbildung-
skegels Cy untersucht. Ganea bettet zu der Abbildung /: X —> Y den durch die Identi-
fikationsabbildung induzierten Homomorphismus 71̂  : TC„ (CX, X) —> TT„ (Cy , Y) in eine
exakte Sequenz ein. Dazu vergleiche man 5.3 in [9], wo der Homomorphismus TT^ zu
der verallgemeinerten Einhängung E äquivalent ist. Wir haben schon in [4] bemerkt,
dass für eine Suspension X der Homomorphismus Kj-i. : TI„ (CXVY, XVY)—>TI„ (Cy, Y)
in einem grösseren Dimensionsbereich als bei 71̂  ein Isomorphismus ist. Wir zeigen
durch Satz B, dass Tiy* sich auch in eine exakte Sequenz einbetten lässt, welche länger ist
als die Sequenz für n^ und welche wie bei Ganea die EHP-Sequenz verallgemeinert,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE 65



512 H. J. BAUES

0. Bezeichnungen

Wir betrachten Räume mit Grundpunkt ^, welche vom Homotopietyp eines GW-
Komplexes sind. Eine Abbildung und eine Homotopie, im Zeichen s^, seien Grundpunkt
erhaltend. Die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen / : X —> Y bezeichnen
wir mit [X, Y]. Darin sei 0 die triviale und l oder Ix die identische Abbildung. Wir
kennzeichnen eine Abbildung und ihre Homotopieklasse durch das gleiche Symbol. Für
GW-Komplexe A, B sei A x B das schwache Produkt, so dass A x B wieder ein GW-Kom-
plex ist. Der Grundpunkt in einem GW-Komplex sei immer eine Nullzelle. Sei
A V B = Ax { ^ } u { ^ } x B die Einpunktverbindung und sei A A B = AxB/AVB
das »smash«-Produkt. Wir klammern Produkte » A « vor Summen »V«, z.B.

AVBAC==AV(BAC).

Für das Einheitsintervall I == [0, l] mit Grundpunkt l ist dann CA = I A A der Kegel
über A und SA = CA/A die Einhängung oder Suspension von A. Dabei sei A c: CA
durch a i-> (0, ä). Zu einer Abbildung/: A -^ B ist der Adjunktionsraum CA u y B = Cy
der Abbildungskegel oder die Kofaser zu/. Entsprechend [21] ist Cy ein CW-Komplex,
falls/eine zellulare Abbildung ist.

(0.1) HOMOTOPIEGRUPPEN. — Für n ^ 0 sei TT^(X) == [S" Y, X] und sei TC^ (X, A)
die Menge der Homotopieklassen von Grundpunkt erhaltenden Paarabbildungen
(CS" Y, S" Y) -> (X, A). Für n ̂  l induziert die Komultiplikation SY -> SYVSY eine
Gruppenmultiplikation, welche wir mit + bezeichnen. Die Abbildung — l : SY -> SY,
(^ y) ̂  0 — ^ y) induziert das Inverse, wir schreiben — < ? = g ° ( - - l ) . Man hat die
exakte Sequenz :

^ i (A) - 7i„\, (X) ̂  n^, (X, A) ̂  ̂  (A) - .̂

Dabei wird i durch die Inklusion A c X und j durch die Identifikationsabbildung
Tio : (CS"Y, S" Y) -> (S"4'1 Y, -k) induziert, ö ist durch Einschränkung gegeben. Setzt
man für Y die Nullsphäre ein, so erhält man die üblichen Homotopiegruppen. Wir
setzen S" = S" S° und E"-^ = CS". Es ist S"ASm = S"- .̂ Wir sagen (X, A) ist
/z-fach zusammenhängend, wenn TT, (X, A) = 0 für ; ̂  n.

(0.2) WHITEHEAD-PRODUKTE. — In [l] und [24] wurde gezeigt, dass die Sequenz

0->[SAAB, Xj-^^AxB), Xj-^SA, X]x[SB, X]-^0

exakt ist, dabei wird o durch die Identifikationsabbildung A x B -»• A A B und p durch
die Inklusion A V B c= A x B induziert. Seien PA : [SA, X] -^ [S (A x B), X] und
PB : [SB, X] -> [S (A x B), X] durch die Projektionen von A x B auf A und B bestimmt.
Dann definieren wir das Whitehead-Produkt [ , ] : Tif (X) x TT® (X) -^ Tif^ (X) durch

[a, ß] = o-1 (- PA (a) - PB (ß) + PA (a) + PB (ß)).

Falls X = SA V SB, so erhält man für die Inklusionen ^» ^SB die Whitehead-Produkt-
Abbildung w = w^ == [^, ha] : SA A B -> SA V SB, für die gilt [a, ß] = w* (a, ß).

4® SfiRIE —— TOME 8 —— 1975 —— ?4



EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 513

Man kann die Abbildung w auch durch die Hintereinanderschaltung

w : SAAB-^CAxCB^SAVSB

erhalten, dazu siehe (3.14). Dabei ist HO^^O die Einschränkung von
T i o X T C o : CAxCB-^SAxSB auf CAxCB = (CAxB) u (AxCB)

und ist h die Join-Konstruktion (s. [3]). Für die Abbildung w hat man entsprechend [3]
eine Homotopieäquivalenz (?i , l ) : (C^, SA V SB) -> (SA x SB, SA V SB). Weiter erhält
man durch obige exakte Sequenz für ^ e [S (A A B), X] Operationen

^o^a-^p^oO+^-pACoO),
ß2o^=a- l(pB(ß)+CT(i;)-pB(ß)) .

Diese sind trivial, falls A bzw. B Suspensionen sind. Es ist
8 : ^^(CSAVSB.SAVSB) -^^(SAVSB)

injektiv und w^^eBMQ. Durch w^^ = 9~1 (u^e) erhalten wir deshalb zu dem
Raumpaar (X, Y) das relative Whitehead-Produkt :

[ , ] : 7T^(X, Y)x7lB(Y)^7^2AAB(X, Y) mit [a, ß] = u^e(S, ß).

Es gilt dann S [5, ß] = [^5, ß]. Falls A = S" und B = S"*, so erhalten wir die sphärischen
Produkte, welche sich durch Vorzeichen zu den verschiedenen in der Literatur gebräuch-
lichen Whitehead-Produkten unterscheiden (s. Anhang von [6]).
(0.3) MOORE-SCHLEIFENRAUM UND FASER EINER ABBILDUNG. — Sei PX der Raum der
Moore-Wege mit festem Endpunkt ^, das ist die Menge der Paare o = (er, ky) mit
o : R+ -> X und a ( 0 = o (ky) = ̂  für t ^ ky ^ 0, welche mit der kompakt offenen
Topologie versehen ist. Sei p : PX -^ X mit p (o) = o- (0) die Anfangspunktabbildung.
Dann ist QX = p ~ 1 (^) der Moore-Schleifenraum mit Grundpunkt (0, 0). Die Faser
F (/) der Abbildung/: A -> X erhalten wir als »pull back« :

FCO^PX
p/! r4f r v

A—^ X
Es ist F (/) = { (a, a) e A x PX \f(d) = a (0) }. Durch Addition von Wegen operiert
Q X als Monoid von Rechts auf der Faser F (/), d. h. + : F (/) x Q X -> F (/) ist defi-
niert durch (a, ol+o' = (ß, o+o').

l. CW-Modelle für Schleifenraum und Faser

Sei X ein zusammenhägender CW-Komplex. Das unendlich reduzierte Produkt X^
von James [16] ist das freie Monoid auf der Punktmenge X - { ̂  } mit -A' als leerem
Wort, welches als CW-Komplex topologisiert wird. Die Wörter mit m oder weniger
Buchstaben bestimmen einen Unterkomplex X^ c: Xoo. Für diesen hat man eine Identi-
fikationsabbildung s : Xw = X x . . . x X -> X^ mit s (x^, . . . , xj = Xi • . . . • x^. Es
ist X^/X^_i = XA . . . AX = X^ das w-fache »smash«-Produkt. Sei Y ein assoziativer

ANNALES SCIENTIFIQUES DE I/ECOLE NORMALE SUPERIEURE



514 H. J. BAUES

H-Raum, dann lässt sich jede Abbildung/: X -^ Y auf eindeutige Weise zu einer Abbil-
dung /„ : X„ -> Y fortsetzen mit /„ (^ . . . . . xj = /(;q).... -/(xj. Zum Beispiel
erhält man zu der Adjungierten (p^ : X -)• Q SX von Igx die Fortsetzung

(Ll) (P=(cpx)oo : X.^OSX,

welche entsprechend [16] eine Homotopieäquivalenz ist. Die Adjungierte (px ist zu einer
Abbildung w : X ~> R+ mit w~1 (0) = { ̂  } definiert durch (px (x) = (o, , w (x)), wo
^ (0 = (^ (^), ^) für x ^ ̂ . Wegen (l. l) hat man eine Isomorphismus von Gruppen
[SY, SX] ^ [Y, X^], welcher, so sagen wir, eine Abbildung / : SY -> SX in eine
Adjungierte /: Y -> X^ überführt.

Das unendlich reduzierte Produkt ist ein CW-Modell für den Schleifenraum einer
Suspension. Seien nun A und B CW-Komplexe und sei B zusammenhängend und sei
/: SA -^ SB gegeben. Wie folgt beschreiben wir ein CW-Modell My für den Schlei-
fenraum Q Cf des Abbildungskegels von/. Sei/: A -> B„ eine Adjungierte zu/, welche
zellular ist. Dann sei My als Menge gleich dem »push out« :

Aoo ^>(CA),
(1 -2) /J ^

i , .
B, --> M^

in der Kategorie der Monoide und es sei Mj- topologisiert als CW-Komplex. Auf Mr
hat man die Monoid-Multiplikation . : Mj-x My -> My , welche stetig. Elemente in M r
repräsentieren wir durch Wörter bo a^ b^ a^ b^.. .ß„ A„, n ^ 0, mit b^eB^ und a, e CA-A.
Ein solches Wort, so sagen wir, hat die Länge n in CA. Die Wörter mit Länge ^ n in CA
bilden einen Unterkomplex M„ c= My. Zu diesem hat man eine Identifikationsabbildung

(1-3) s : B^xCCAxBJ^M^

mit s (bo , ßi, &i, . . . , ̂  , A„) = f (61). z\ (ßi).; (61).... ^ (^). f (&„), welche durch die
Multiplikation in M^ gegeben wird. Es ist Mo = B^ c Mi c: M2 c . . . c: M^. eine
Filtrierung von M^ mit (J M» = M^.. Diese Filtrierung beschreibt also ebenfalls die

i^O
Topologie von Mj-.

Zu M^. erhalten wir den folgenden »push out« Ny von topologischen Räumen :

(1.4)

zusammen mit der durch dieses Diagramm wohlbestimmten Abbildung p. Dabei ist
m (b, x) = / (6). x. Für das CW-Monoid und den »push out« N^. gilt nun ein Satz, der
die Homotopieäquivalenz (1.1) verallgemeinert :

4® SI2RIE —— TOME 8 —— 1975 —— ?4



EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 515

(1.5) SATZ. — Für die Faser F ( i f ) der Inklusion if : SB c: Cy hat man Homotopie-
äquivalenzen (py, (py, für die das Diagramm

homotopiekommutativ ist.
Der Beweis von (l. 5) ist zu lang, um hier ausgeführt zu werden, er wurde in [8] dargestellt
und verläuft bei Sphären SA und SB wie in der Beweisskizze auf Seite 20 in [14]. In
gewisser Weise ist (1.5) auch in Theorem 3.9 in [15] enthalten. Die Homologie von
Q Cf wurde von Lemaire intersucht. Die homologische Entsprechung zu (1.5) ist 3.2.2
zusammen mit 2.3.2 in [20].

Das CW-Modell N^. für die Faser F (if) lässt sich wie folgt vereinfachen : Sei ^ die
Aequivalenzrelation in Mj-, die durch

(1.6) x ^ b . x für fceBoo und xeMp

erzeugt wird. Für den Quotienten N^ = My/^ gilt dann der Satz :

(1.7) SATZ. — Es gibt eine Homotopieäquivalenz ̂ für die das Diagramm

N^=M^./-
\/\
/

^i
M/K L

N,

kommutativ ist. Dabei ist j die Quotientenabbildung.
Nun erscheint Ny zunächst nicht einfacher als N^., aber für die Filtrierung

(1.8) N,=j(M,), f ^ O ,

gilt der folgende Satz. Sei X xi Y = X x Y/{ * } x Y und sei B^ == B^ x . . . x B^ das
Ä'-fache Produkt.

(l. 9) SATZ. — Die Faser F (if) der Inklusion if : SB c Cj- ist zu einem Raum Ny
mit Filtrierung

SAxiB^ = NI c: N^ c= . . . c N^ == U N^
k^l

homotopieäquivalent. Für k ^ 2 ist dabei N^ ^ C^ zu dem Abbildungskegel einer Abbil-
dung

w,: S^AA^B^N^i,

relativ N^-i homotopieäquivalent.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'EGOLE NORMALE SUPERIEUBE



516 H. J. BAUES

Bemerkung. - Falls SB = ̂  nur aus einem Punkt besteht, so ist die Aussage von
Satz (1.9) wohlbekannt. Es ist dann F(^) == Q SSA und N^. = (SA)^ mit Filtrierung
Nfc = (SA)k. Die Homotopieäquivalenz Q SSA =± (SA)^ ist dann entsprechend James
gegeben und die Abbildungen w^ : S^AA^ ̂  (SA)fe_i in (1.9) sind Whitehead-Pro-
dukt-Abbildungen höherer Ordnung (s. [23]).

Die Abbildung w^ in (1.9) ist explizit durch die folgende Hintereinanderschaltung
gegeben :

h x| l
(l. 10) SA A A xi (B„ x BJ ——>(CA x AuA x CA) x (B^ >\ BJ

W2 FiuF2

————————————^ SAxiB^

Dabei ist h die Join-Konstruktion aus (0.2) und ist für a^ a^ e CA, a^ a^ e A und b^,
^eB, :

( Fi(ßi, a^ &i, b^) = (^o^i)» b^.f(a^.b^\
\ Fl̂ l, ̂ 2, ^1, b^) = (7lo(ß2), ^2).

Dabei sind Fi und F^ auf dem Durchschnitt (A x A) x| (B^ x B^) der Definitionsbereiche
von FI und F^ identisch dem Grundpunkt in SA x| B^. Mit der Abbildung w^ definieren
wir wie folgt die Abbildung P .̂ in der Einleitung. Zunächst hat man durch die von SX
auf SX x| Y induzierte Ko-H-Gruppenstruktur die Homotopieäquivalenz :

(1.11) H„ : SXxiY-^SXVSXAY,

mit H xi == Psx^Pn- Dabei ist p^ die Projektion SX >\ Y -> SX und ist p^ die Identi-
fikation SXxlY -> SXAY jeweils gefolgt von der Inklusion in SXVSXAY. Wir defi-
nieren P .̂ durch das homotopiekommutative Diagramm

SAAAxi(B^xBJ——w—^ SAxiB^
==: H xi ^ - H xi

(1.12) S A A A V S A A A A ( B ^ x B J SAVSAAB
^ Hi ^ Hi

SAAB*AAAB* ——^—> SAAB*

Dabei sind die Homotopieäquivalenzen H^ und H^ wohlbekannt, sie sind wohlbestimmt,
falls A eine Suspension ist (s. § 3). Wir interessieren uns für die Hintereinanderschaltung
H ^ o (— l) o w2 = ( — H ^ ) o w 2 auf Grund der Anwendungen in Paragraph 4.

Beweis von (l. 7). -- Zu den Raumpaaren (X, A), (Y, B) definieren wir das Produkt
(X, A) x (Y, B) = (X x Y, X x B u A x Y). Sei ((CA)", (CA)-») = (CA, A) x . . . x (CA,A).
das w-fache Product von (CA,A). Sei

(l) T : (CA)" x B"^1 ̂  B, x (CA x BJ",

4° SßRIE —— TOME 8 —— 1975 —— ?4



EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 517

durch Permutation der Koordinaten gegeben. Die Abbildung s in (l .3) bestimmt dann
das folgende kommutative Diagramm

T ((CA)-" x B^1) c; B, x (CA x BJ"
(2) [.. [.

M^i ———————.M„

denn für x e (CA)*" x B^x ist ^r(x) ein Wort der Länge < n, also in M„«i. Nach
Definition von M„ ist das Diagramm (2) ein »push out« von topologischen Räumen.
Zum Beispiel ist M^ der »push out «:

B „ x A x B „ c , B „ x C A x B „
(3) .̂ l,

B«——————. M,

wo s'(bt,a^,b.i) =&i./(ai).Ä2- _ _
Wir definieren nun eine Filtrierung N^ von N^- durch N^ = CB x M^ u„ M^, dabei

ist m wie in (l. 4) definiert. Es ist dann

(4) No = CB x B« u„ B» = (CB, B)^,

ein relatives reduziertes Produkt von Gray (s. [10]), und es ist wohlbekannt, dass (CB, B)^
zusammenziebar ist, vergl. ([10], [7]). Durch Vertauschung der Identifikationsrei-
henfolge erhält man N^ auch wie folgt als »push out« von Räumen :

(CB, B^xf^CA)^ x B ,̂) C (̂CB, B^ x (CAxB^

l i ^<, ,
N .̂1 c_____^N^ (CAxB^

zusammen mit der Abbildung ̂ » welche durch die Projektion pr bestimmt ist. Dabei
sei T wieder entsprechend durch Permutation der Koordinaten gegeben. Es sei X' die
Abbildung, die das Tupel (ßi, AI, . . . , a^, &jk) in die Aequivalenzklasse

JOA^l).Kfcl)-...^A(^).»(^))

überführt. Es ist

(6) Xo : No=(CB,B),-^No=*,

die triviale Abbildung. Entsprechend (l. 6) und dem Diagramm (2) erhält man N^ wie
folgt als »push out« :

(7)
TaCA^xB^c^CAxB^i1- i-

N.„ •=—————>N,
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Dabei ist V Einschränkung von X'. Wir wenden nun den Satz in [12] über Quasifase-
rungen an. Es ist 'ko eine Quasifaserung mit Faser (CB, B)^. Aus der Induktion-
sannahme, dass Xj^-i eine Quasifaserung mit Faser (CB, B)^ ist, folgt dann wegen (5)
und (7) aus [12], dass auch \ eine Quasifaserung mit Faser (CB, B)^ ist. Da (CB, B)^
zusammenziehbar ist, ist also A, = (J ^ in (1.7) eine Homotopieäquivalenz. Nach

k^O
Definition von ̂  ist für A das Diagramm in (l. 7) kommutativ. Damit ist (l. 7) bewiesen.

Beweis von (1.9). — Wir behalten die Bezeichnungen vom Beweis für (1.7) bei.
Wegen (7) ist N\ gleich dem folgenden »push out« :

A x B„ c; CA x B„
(8) l l

No=*——^N1

also ist NI = (CAxBJ/(AxBJ == SAxB^/^xB^. Nach Definition von X' in (7)
ist V (^ x B^ = ^. Deshalb lässt sich N^ wegen (7) auch wie folgt als »push out«
beschreiben :

((CA)^ x B^)/(* x B^) ̂  (CA x B,y7(* x BJ^
(9) ^ L

N,^ ^——————————.N,

Da (CAxB^yVC^xB^ zusammenziehbar ist und da z'o eine Kofaserung ist, folgt, dass
Nfc unter N^-i zu dem Abbildungskegel C^ homotopieäquivalent ist. Entsprechend
([3], [23]) hat man zu der Klammerung e^ durch iterierte Join-Konstruktion eine Homo-
topieäquivalenz h : S^1 AA^ ->• (CA)^. Durch Hintereinanderschaltung erhält man
damit die Abbildung

(10) W f c = = W f c o ( f e x i l ) , f e ^ 2 ,

für die die Behauptung von (1.9) wegen (9) gilt.

2. Exakte Sequenzen und Filtrierungen für 7t„ (C ,̂ SB)

Zu unserem Modell Ny der Faser F (ij) und zu der Inklusion SA xiB^ c: Ny in (1.9)
erhalten wir eine Sequenz, welche die Einhängungssequenz von James verallgemeinert.
Dazu definieren wir eine Abbildung \i : N^ = My/~ -> (SA)oo wie folgt :

^U(boa^ fei. . .fln&n)) = Tto(ßl)- . . • •7to(ßn)»

wo 7to : CA -> SA die Quotientenabbildung. Die Abbildung n überführt die Filtrierungen
d. h. n (N.) c (SA),. Es gilt :
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(2.1) SATZ. — Für die durch die Identifikationsabbildung Hj- induzierte Abbildung Tiy.,
und für die Einhängung E hat man ein kommutatives Diagramm

TC„(CSAVSB, SAVSB)^7r„(C^ SB)—^7t„_i(Np N1)—>7C„-i(CSAVSB, SAVSB)^

r,ö0 n/* H, r,o^
4' v 4' ^

7c„-i(SA)——B——^„(SSA)—>^.i((SA)„SA)———1—>^-2(SA)——E——.

wf^ exakten Zeilen. Dabei ist \i^ : C^ -> SSA öfe »pinching«-Abbildung, die SB 2'M '̂̂ w
Punkt identifiziert und ist 8 der Randoperator und r : SA V SB -> SA die Retraktion.

Bemerkung. — Die untere Zeile im Diagramm (2.1) ist die Einhängungs-Sequenz von
James [19]. Falls SB = { ̂  } nur aus einem Punkt besteht, so ist p, die Identität und
die obere Zeile im Diagramm (2. l) ist dann isomorph zur unteren Zeile. Gray hat in [10]
die Faser von py beschrieben, dadurch lässt sich |A^* in (2. l) ebenfalls in eine exakte Sequenz
einbetten (s. [4]).

Falls SA a-fsicb zusammenhängend ist, so ist das Paar ((SA)oo, SA) (2ß+l)-fach
zusammenhängend, deshalb erhält man aus der exakten Einhängungs-Sequenz die Aussage
der Preudenthalschen Einhängungssätze. Da (i^,Ni) wegen (1.9) dann ebenfalls
(2 a+ l)-fach zusammenhängend ist, folgt entsprechend der exakten Sequenz in (2.1) :

(2.2) KOROLLAR. — Sei SA a-fach zusammenhängend und B zusammenhängend, dann
ist n^ : TC„ (CSA V SB, SA V SB) -^ TC„ (C^., SB) :

. ( Epimorphismus für n ̂  2ß+2,
( Isomorphismus für n ̂  2 a 4-1.

Eine allgemeinere Form dieses Korollars, welche einen Satz von James [17] und Toda
(s. 5.3 in [27]), über relative Homotopie-gruppen bei CW-Komplexen auf Abbildungs-
kegel erweitert, haben wir in [4] bewiesen.

Satz (2. l) erhalten wir aus dem folgenden Satz (2.4). Dazu betrachten wir das kom-
mutative Diagramm von homotopietheoretischen Fasern :

FO^-^SB——^C^
t«/ t (/.i) t</

F(fo)-^SAVSB^CSAVSB

dabei ist IQ die Inklusion. Entsprechend Gray (s. 6.3 auf Seite 514 in [10]), hat man
eine Homotopieäquivalenz

(2.3) < p o : SA>4B^F(io).

Diese erhält man wie folgt : Zunächst hat man über SA einen Schnitt s : SA -> F (z'o)
von PQ. Durch die Operation von ßSB auf F(fo)» vergl. (0.3), erhält man dann eine
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Abbildung s : SA x B^ -^ F (fo) mit ^ (a, b) = ^ (a)+(p (A) mit (p aus (l. l). Da die In-
klusion Q SB c: F (;o) nullhomotop ist, lässt sich s zu einer Abbildung

SAxB,UB,CB,-^F(fo)

fortsetzen. Diese ist eine Homotopieäquivalenz und liefert (po. Für die Homotopie-
äquivalenz (py. aus (l. 5) und für ein Homotopieinverses X zu X aus (l. 7) gilt nun :

(2.4) SATZ. — Das Diagramm

N.——^FO,)

t t"/
SAXIB«^^)

ist homotopiekommutativ.
Der Beweis von (2.4) verläuft im Zusammenhang mit der Konstruktion von (py in (l. 5),

vergl. [8]. Dabei ergibt sich auch die Kommutativität des Diagramms in (2.1). Wir
können nun den grössten Teil von Satz B und Satz C in der Einleitung beweisen. Mit
Hilfe einer Filtrierung der Homotopiegruppen TT„ (Cf , SB) erhalten wir dabei eine leichte
Verbesserung von Satz C :

Die endlichen reduzierten Produkte (SA)„ S (SA)^ bestimmen die James Filtrierung
([18], [19]) von 7c„-i((SA))„ ^ TC„(SSA), d.h. ein Element ae7r„(SSA) hat James
Filtrierung J (a) ^ n genau dann wenn die Adjungierte a im Bild von f„* liegt. Es ist
klar, dass die Menge { a e ̂  (SSA) [ J (a) ^ l } gleich dem Bild der Einhängung ist. In
Verallgemeinerung der James-Filtrierung erhalten wir eine Filtrierung von 7r„ (C^., SB)
wie folgt : Wegen (l. 5) und (l. 7) hat man einen Isomorphismus

7T„ (C ,̂ SB) ̂  7C„_ i (F (l^)) ̂  7T„_ i (N/»,

welcher, so sagen wir, ein Element a e 7r„ (C^ , SB) in die Adjungierte a e ir„_i (Ny) über-
führt. Dann habe das Element a die Filtrierung F (a) ^ w, genau dann wenn die Adjun-
gierte a im Bild von n^^ (N„) -> 7r„-i (Ny) liegt, vergl. (1.8). Aus (2.4) folgt :

(2.5) Die Menge { a e TC„ (C^ , SB) | F (a) ^ l } ist gleich dem Bild von n^

Die Filtrierungszahl F (a) ist gewissermassen ein Mass für die Komplexität des Ele-
ments a. Die Elemente mit Filtrierung l lassen sich entsprechend (2.5) sehr einfach
darstellen. Durch sie erhalten wir wie folgt die funktionale Operation 0 aus [5]. Mit
Hilfe dieser Operation können wir auch Elemente der Filtrierung 2 konstruieren. Die
Operation 0 ist zu einer Abbildung/: SA -> SB entsprechend dem folgenden Diagramm
gegeben :

TT„ (CSA V SB, SA V SB) ̂  7t„_ i (SA V SB)^
"/» </.1)2

7r„(SB)^(C^7C„(C^, SB) ——'——> n,., (SB)
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Wir definieren :
(2.6) 0 : Kern (/, 1)2 -> TT„ (C^/Bild (Q durch 0 = j ~1 o 7^, o 8~1.

Dabei ist (/, 1)2 durch die Abbildung (/, Igg) : SA V SB -> SB induziert, man vergl.
die Definition von TT„ (X, Y)^ in Satz C. Wir nennen ein Element a e TT„ (Cj) funktional, wenn
y (a) e Bild (TCy*), d. h. wenn j (a) Filtrierung l hat. Funktionale Elemente lassen sich
also durch die Operation 0 beschreiben. Falls SA a-fach zusammenhängend ist, folgt aus
(2.2), dass 0 ein Epimorphismus für n ^ 2 a +2 und ein Isomorphismus für n ^ 2 a+1 ist.

Beispiel. — Sei /e^ „-i (S"). Dann folgt zunächst, dass alle Elemente a eTij^C/.)
für Ä: ^ 4 ̂ 2-2 funktional sind. Mit Hilfe von Satz B untersuchen wir 714 „_ i (Cy). Wir
erhalten aus Satz B das folgende Diagramm mit exakter Zeile und Spalte :

^4n-2(S")

l-
^-iCE^VS^S^^VS^^^-iCC^S^^Z^^n-aCS^-'VS^-'VS4"-3)

^n-l(Cf)

Dabei steht Z für 7i;4„_3 (S4""3). Auf Grund der Berechnung von Pj. gilt die Gleichung

P^=ao°[i2n-i, ^-J-aloCS2""2/)-»^^/),

dabei ist ^n-i e^2n-i (S2""1) ein Erzeugendes und ist 72 : ̂ in-i (S„)-^ Z die klas-
sische Hopf-Invariante.

Falls Y2 (/) ^ °» ist also p/ injektiv und also n^ surjektiv. Also sind dann auch alle
Elemente in ^n-i(Cf) funktional. Dies gilt also insbesondere für die projektiven
Räume, wo/ein Hopf-Element mit Hopf-Invariante l.

Falls Y2 (/) = 0 ist, — dies ist z. B. immer bei ungeradem n der Fall — , ist also Py
ein Torsionselement. Also ist Bild (Hj.) ^ 0. Da7i4„-2 (S") Torsion ist, existiert also
ein nicht funktionales Element unendlicher Ordnung in n^n-i (C/). Für das White-
head-Produkt / = [f„, fj, n ungerade n ̂  l, 3, 7, erhält man ein solches Element wie
folgt : Sei w 4 : S4""1 -> S^ die anheftende Abbildung der 4 w-Zelle im reduzierten Produkt
S^ der ^-Sphäre. Entsprechend 7.23 in [5] faktorisiert 1̂ 4 über S^ = C^. Für diese
Faktorisierung a von 1̂ 4 gilt dann Hj. (a) = 2. Dabei ist Bild H^ = Kern Py = 2 Z.

Indem wir die Operation 0 in (2.6) auf Py an Stelle von/anwenden, erhalten wir den
folgenden Satz über Elemente der Filtrierung 2 in n^ (C/ , SB) :

(2.7) SATZ. — Zu f : SA -̂  SB sei die Abbildung Pj. wie in (l. 12) gegeben. Zu dem
Homomorphismus (Pj., 1)2 : 7C„-i (SAAB*AAAB*VSAAB*)2 -> 7i„-i (SAAB*) ^fo es
dann eine Operation

Hf : Kern (P^ 1)2 ̂  TC„+ i (C^, SB)/Bild (^),
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deren Bild nur Elemente der Filtrierung 2 enthält, Falls SA a-fach zusammenhängend
ist, dann ist

-jj . (Isomorphismus fürn^3a+l,
f [ Epimorphismus für n ̂  3 a+2.

Für n ^ 4 a+2 ist Bild (H^) gleich der Menge aller Elemente der Filtrierung 2.

Beweis, - Zu der Homotopieäquivalenz (N^ , N^) ^ (Cp^, SAAB*) aus (1.9) und
(l. 12) betrachten wir die folgende Hintereinanderschaltung :

Hf : Kern(P^ l)2^^(Cp,)/Bild(0^7c„(N2)/Bild(0

-> 7i„ (N^/Bild (Q -^ TT,^ (C^, SB)/Bild (^).

Aus (1.9) und (2.2) folgt die Behauptung von (2.5).

Die Operation H^ ist sozusagen das Inverse zu Hy in Satz B, denn für N ^ 3 a+2 ist
Hy durch das folgende Diagramm gegeben :

^(C^, SB)————————————'———————————^N(C^, SB)/Bild(7c^)
(2^) |H, ^H,

7tN-2(SAAB*AAAB*)-^7tN_2(SAAB*AAAB*VSAAB*)2 => Kern(Py, 1)̂

Dabei ist q die Quotientenabbildung und ist i (durch die Inklusion induziert) ein Isomor-
phismus für N ^ 3 ß+2. Für N = 3 a+3 ist

7^N_2(SAAB*AAAB'1 (VSA)2^7^N-2(SAAB*AAAB*VSAAB*)2

ein Isomorphismus und Hy in (2.8) wegen (2.7) surjektiv. Deshalb erhält man dann die
Behauptung über Hy in Satz C der Einleitung.

Beweis von Satz B und Satz C. — Wegen (l. 9) ist die Komposition

L : ^.^(SAAB^AAAB^SAAB^^Tr^Cp^SAAB^^Tr^N^N^^TrJN^^NO,

ein Epimorphismus für n ̂  3 a+2 und ein Isomorphismus für n ^ 3 a+1. Entsprechend
der exakten Sequenz in (2.1) erhält man die exakte Sequenz in Satz B und ihre Verlän-
gerung in Satz C, indem man TC„ (N^., N1) vemöge L ersetzt.

3. Hopf-Invarianten und die Abbildung P^

Sei gr : B„ -> (B^)^ die James-Abbildung, die bezgl. einer Anordnung der Teilmengen
a <= N mit ff a = r gegeben ist., z. B. durch die lexikographische Anordnung, vergl.
[16] und 3.8 und 3.12 in [6]. Weiter sei ̂  : SB„ -^ SB00 die Adjungierte zu g^ Es ist
also g^ = g^ : SB„ -> SB adjungiert zu der Homotopieäquivalenz in (l. l). Man erhält
die James-Hopf-Invarianten

(3.1) Y r : [SA, SB]-. [SA, SB^],
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durch ̂  (/) = ̂  o (S/). Dabei sei wieder/: A -^ B^ die Adjungierte zu/. Es ist Yi
natürlich die Identitäi ind für g : A -^ B gilt y, (S g) = 0 für r > l. Falls X eine Sus-
pension ist, so ist die Hintereinanderschaltung

(3.2) X A y, : [SA, SB] -> [SX A A, SX A B00],

unabhängig von der Wahl der Anordnung zur Definition von g^ XAy,. lässt sich dann
auch durch Hilton-Hopf-Invarianten beschreiben (s. 4.18 in [6]) und [13].

Wir wollen nun die Abbildung P r bestimmen. Entsprechend (l. 12) wird P r und seien^ •
auch P^ und Py durch das homotopiekommutative Diagramm

SAAAxi(B„xBJ———w2———^SAxiB^
^ H xi & -Hx|
l (p° ^) i

(3.3) SAAAVSAAAA(B„xBJ———>SAVSAAB„
Qi H2 ^ Hi==(ao,JA)

SAAB*AAABSIt———pf-———> SAAB*

definiert. Dabei sei die Homotopieäquivalenz Hi = (ao , JA) durch

(3.4) JA= £(X,.(AA^),
'•^i

gegeben, dabei ist die Summe als Limes zu interpretieren. Vermöge JA und der wohl-
bekannten Homotopieäquivalenz S (XxY) ^ SXVSYVSXAY [s. (3.8)], erhält man
auch H^ , dabei vertauschen wir nur die inneren Faktoren AABoo. Falls A eine Suspen-
sion ist, sind Hi und H^ unabhängig von der Wahl der Abbildungen gy und auch unab-
hängig von der Summationsreihenfolge. Also ist dann auch Pj. wohlbestimmt. Die
Inklusionen a,, und a„^„ seien wie in der Einleitung definiert.

(3.5) SATZ. — In [SA A A, SA V SA A BJ ist

P? = '̂SA ° (ISA ° (USA, ISA] - i ° (ISA A /))).

Dabei seien i^ und i die Inklusionen von SA bzw. SA A B„ in SA V SA A B ̂  und seien
die Operationen ? und ^ wie in (0.2) definiert. Da Hi o p^ = p .̂ o ao.o » erhält man
wegen (3.4) das Korollar :

(3.6) KOROLLAR. — In [SA A A, SA A B*] gilt :

P/ ° »o. o = »o 20 (ao ^ ([ao, ao] - ^ a, o (A A y, (/)))).
r^l

Femer zeigen wir :

(3.7) SATZ. — Falls A eine Suspension ist, gilt in [SA A B(m) A A A B(n), SA A B*] für alle
m, n ^ 0 die Gleichung :

P/o^„=-E(x^^o(AAB<w)AY,(/)AB<n))+ £<,[oc^,o^].
'"^1 fl<jb=n
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Dabei wird in der Summe mit Indizes a , b ^ n = { l , . . . , n } über alle Paare (a, b)
summiert, für die die Vereinigung au b gleich n ist, a und b dürfen leer sein. Die Abbil-
dung

v^ : SAAB^AAAB^SAAB^^AAAB^,

wird definiert durch v^j,(t, u, x, v, y) = (t, u, x / \ y ^ , v, y^). Dabei repräsentieren wir
ein Element in B^ durch ein Tupel y == (y^ ..., y^) mit ^eB. Für a <=. n
sei ya = (Ya^ ' . . , Y a y , ) die Einschränkung des Tupels y auf a. Die Abbildung ü„,fc ist
nullhomotop, falls B eine Suspension ist und a u b + 0. Deshalb erhält man aus (3.7)
die Darstellung von P^ in der Einleitung, wo au b die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
Für eine Suspension A sind die Operationen o und o trivial, deshalb ist (3.7) konsistent
mit (3.6).

Zum Beweis von (3.5) und (3.7) benötigen wir einige Vorbereitungen. Wir benutzen
folgende Bezeichnungen. Sei X = (Xi, . . . , X„) ein Tupel von Räumen und sei zu a c: n
wieder X„ das eingeschränkte Tupel. Sei PX = Xi x ... x X„ das Produkt und sei
A X = X i A . . . A X „ das »smash-Produkt«. Man hat die Projektion PX -> PX„ mit
x \-> Xa. Allgemeiner nennen wir auch Abbildungen wie zum Beispiel r a : SPX -> SAX^
eine Projektion der Koordinaten, denn es ist r'a (t, x) = (t, x^). Die Summe der Abbil-
dungen pa = r a o ^ , wo ia die inklusion in die Einpunktverbindung ist, bezgl. einer Anord-
nung der Teilmengen a a n bestimmt die Homotopieäquivalenz :

(3.8) P = E p a : SPX-^VSAX,.
a<=-n ac-n

Diese erhält man mit der exakten Sequenz in (0.2), vergl. [24]. Die Homotopieäquiva-
lenz P bestimmt eine Inklusion der Gruppen [SAX„, Z] c: [SPX, Z]. Es gilt die fol-
gende Vertauschungsregel für Elemente a„e[SAX„,Z] und a^,e[SAXü,Z] mit a,
b c: n und a < b in [SPX, Z] :

(3 •9) ^a + ̂ b = ^b + o^a + < b [a<p aj,

dabei ist [a„, a^] das Whitehead-Produkt und ist

^..: SAX^->S(AX,)A(AX,)

gegeben durch Va,b(t,x^ = (t, x^ Xj,) mit ^ePX. Da für eine Suspension B die
Diagonale AB ; B -» B A B nullhomotop ist, folgt a„+o^, = a^+a^, falls es ein iea n b
gibt, für das X, eine Suspension ist. Aus (3.9) folgt auch, dass für eine Suspension A die
Homotopieäquivalenz A A P unahbängig von der Wahl der Summationsreihenfolge in
(3.8) ist.

Wir benutzen den folgenden Hilfssatz : Für /e [SA, SB] sei

„^B-xAxB^B,/.

durch die Adjungierte/und durch Multiplikation in B^ gegeben, d. h. für

x^^a^b^e^xAxV
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sei /„, „ (x) = &i • ... • b^.f(a). b\ • ... • &„. Mit der Abbildung

^ : SB^AAAB^-^B^AxB"),

welche durch ein Homotopieinverses von (3.8) gegeben ist, erhalten wir zu den James-
Abbildungen gr die Elemente :

(3.10) ^ n (f) = g, o (S/,, „) .p e [SB^ A A A B^, SB^].

Für diese gilt :

(3.11) HILFSSATZ. — Falls X eine Suspension ist, so gilt

XAy^^XAB^Ay^.^AB^.

Sei s : B" -> B <„ die Multiplikation, siehe Paragraph l, dann erhalten wir :

(3.12) KOROLLAR. — Für eine Suspension X ist das Diagramm

SXAB"1

ISXAS \^ J^

- N
SXAB„—^VSXAB0^

»äi
homotopiekommutativ. Dabei ist

Jm= E a„°(XAr„).
a<=OT,a^0

Man erhält (3.12) aus (3.11), wenn man dort/gleich Igg setzt. Zum Beweis von
(3.11) benützen wir die Paarung

u : [SA, SB] x [SA, SC] -> [SA, SB A C],

welche für/e [SA, SB] und ge [SA, SC] durch die Hintereinanderschaltung

fug.: SA-^SAAA-^-^SBAA-^SBAC,

gegeben ist. Dabei ist A^ die Diagonalabbildung. Die Paarung u wird auch bis auf
Adjunktion durch die Abbildung ^ : B^xCop -> (BAC)oo von Steer induziert, dazu
siehe l. 5 in [6] und l. 39 in [26]. Falls X eine Suspension ist, hat man für a,ß e [SA, SB]
in [SXAA, SXAB^] die Cartan-Formel der Hopf-Invarianten :

(3.13) XAY.(a+ß)=XAfi Y,(a)uy,_,(ß)V
\i=0 l

Diese gilt entsprechend der Bemerkung auf Seite 184 und der Bemerkung 3.12 in [6]. In
der Formel setzen wir formal yo (°0 = l und l u x = x u l = x .
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ßeweis von (3.11). - Entsprechend den Definitionen gilt in [S (B^AxB"), SB^] die
Gleichung :

(l) ir°(S7..„)=Y.((S7,.„)o^)

= 7r(Pl + . . . +Pm+f°PA+Pl + . • . +Pn).

Dabei sind p,, /?}, (7?^) : S (B" x A x B") -> SB, (SA) die Projektionen. Für das Tupel
(^i, ..., x^) = (/?i, ...,/?„ ,/°/?A^P • • -^n) mit N = ^+w+l gilt dann wegen (l)
und (3.13) die Gleichung :

(2) X A (^ o (S/,, „)) = X A / S Y.x (^i)u... u Y„ (^)\.
l ii+...+»'N=r /
\H,....»N^O /

Da Yi die Identität ist und da y» fü1' ̂ 2 auf einer Suspension verschwindet, erhalten
wir aus (2) :

(3)
XA(g,o(S/^))=XA( E x^\

ac.m, 6<=n

WO

^a. b = Pai ̂  • • • ̂  Pa#a u Yr- «,- tfb(/° PA) ̂  Pb, ̂  • • • ̂  Pb„-

Nach Definition von^ und u ist ̂ ^ o^ = 0 für (ß, 6) + (m, n) und es gilt :

(4) x„ , == (B<OT) A Y.-.-n (/) A B00) o ̂ .

Da /-N o^ ^ l, folgt also aus (3) und (4) und der Definition von X/\ymfn(f) die Behaup-
tung von (3.11).

Weiter benötigen wir die folgende Eigenschaft der Join-Konstruktion. In der Hinter-
einanderschaltung

nohor^ : S(XiXX2)-^SXiAX2->CXiXCX2-i-V

V= (SXi xX^*xX2)V(Xi xSX^/Xi x*),

sei 7i die Abbildung, die Xi x X^ c: CX^ x CXa zu einem Punkt identifiziert, sei h die Join-
Konstruktion und r^ die Projektion der Koordinaten. Dann folgt aus der Definition
von h (s. [3]) :

(3.14) HILFSSATZ. — In [S (Xi X X^), V] gilt die Gleichung

7i ;o fcor i2=~J ior i -5C2+Xi+j2° r2 .
Dabei sind

S(Xi xX^SXi xX^xX^SXi, S(Xi xX^-^Xi xSX^/Xi x^<^-SX2,

Projektionen von Koordinaten bzw. Inklusionen.
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Beweis von (3.5) und(3.7). - Sei Xi = X^ = A und X3 = X4 == B^ und sei Y = Xa x X4
und sei X = Xi x X2 x Y = Xi x X^ x X3 x X4. Das folgende Diagramm ist nach
Definition von w^ in (1.10) kommutativ :

(l)

SX
%1

-SX^AX2xrY-

^x'1
-• (CX^CX2)Y

^x»1

SX^ xi(X2xY) v(XixSX2xY/Xix^xY)

|(-Hxi)v(-Hxi)oX^
Y

U = (SXivSXiA(X2xY))v (SX2VSX2AX4)

^SA^OsA^f^SA»1)
Y

SAvSAABb

^H>4)ov^=v^

Dabei sind ^ und ^24 : Xi x 8X3 x Y/Xi x ̂  x Y -^ SX^ x( X4 Projektionen der Koor-
dinaten und es ist n und h wie in (3.14) gegeben. Weiter ist

(2) mf : AxB^xBoo-^Boo mit mj.(a, b^ b^) = &i./(a).&2-

Entsprechend (3.14) und der Definition von H x, in (l. 11) erhält man für ̂  e [SX, U]
in (l) die Gleichung :

(3) ^X==Pl +PlY+P2+P24~Pl2Y~-Pl~-P24—P2•

Dabei sind die Summanden wieder die entsprechenden Projektionen der Koordinaten
von SX in die Teilräume von U, insbesondere ist

PIY ; SX-^SXiAY<=SXiA(X2xY)c:U.

Durch Einschränkung von u^ = (—fl^ow^ auf SXiAX^ erhält man P^. Also gilt
wegen (l) für die Projektion r : S (Xi x X^) -> SX^ AX^ und für die Inklusion

ja : S (Xi x Xa) <= SX in [S (Xi x X^), SA V SA A Bj

die Gleichung :

(4) P^r=mo(^)o^.

Wegen (3) gilt in [S (Xi xX^), U] :

(5) (^C)°./12==Pl+P2-Pl2-Pl~P2 mit Pl2==PlY°J12-
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Für die Inklusionen i^ ^ : SXi, 8X3 c: U und ^2 : SX^AX^ <= SXiA(X2xY) c= U
folgt aus (5) und wegen (3.9) :

2 l
(6) (^)°Ji2 = 0*2 ° Oi0 (Di, ^2] -in)))0 r.

Durch Anwendung von w auf (6) erhält man wegen (4) die Gleichung in (3.5). Damit
ist (3.5) bewiesen.

Wir beweisen nun (3.7) : Sei also A = Xi = X^ eine Suspension. Wir lösen schritt-
weise SX^AX^xiY in eine Einpunktverbindung auf. Zunächst ist für die Homotopie-
äquivalenz H^, aus (1.11) das Diagramm

SXiAXiXiY——^SXlAX^VSXlAX^AYr \ |
(7) -(XJi2ri2)+X V7

SX——————————. SXlAX^AY
'•12Y 1 -

homotopiekommutativ. JDabei seien r^y und 7-12 : SX -> S (Xi xX^) Projektionen
der Koordinaten. Um w^ oj zu berechnen, müssen wir auch U in (l) zu U' auflösen :
Durch eine Homotopieäquivalenz

S X i A ( X 2 x Y ) ^ S X i A X 2 V S X i A Y V S X i A X 2 A Y = = U o

erhalten wir P' und w' in dem homotopiekommutativen Diagramm

U—— p ——^U'=SXiVUoVSX2VSX2AX4
(8) \ /

m\^m'

SAVSAAB^

Wegen (7), (5) und (3) gelten dann in [SX, U'] die Gleichungen :

(9) ^=P'^12Y=-(P'^12^2)+P'^

=-(Pl+P2-Pl2-Pl-P2)+Pl+PlY+P2+P24.

~(Pl2+PlY+Pl2Y)-^l-P24-JP2-

Dabei seien die Summanden nun die entsprechenden Projektionen der Koordinaten von
SX in die Teilräume von U'. Nach den Rechenregeln in (3.8) folgt aus (9) :

(10) ^ = <PlV P2>+<PlY. P24>-Pl2Y+<Pi, ?24>.

Dabei bezeiche < a , ß > = -a-ß+a+ßden Kommutator zu a, ß in [SX, U']. Die
Summanden in (3.9) liegen entsprechend (3.9) in der Untergruppe r^ [SXi A X2 A Y, U'].
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Für X = Xi x X^ x B"1 x B" erhalten wir das homotopiekommutative Diagramm :

§x <--————p————— SXi A B(m) A X^ A B(n)

[s ' [amln

(11) SX-^ r>SXlAX2AY-H^ SXiAB*AX2ÄB*
[P/=W2J | I
^ HI=((XO.JA) v

p;' P/=W2J P/

U^SAVSAAB,"^^ SAAB*

Dabei ist s = S (Ix^x I x ^ x ^ x ^ ) durch die Multiplikation in B^ gegeben und ist p bis
auf Vertauschung von B^ und X^ wie in (3.10) definiert. Weiter ist H^ bis auf Vertau-
schung durch die Homotopieäquivalenz H^ in (l. 12) bestimmt. Wir berechnen nun mit
(10) das Element
(12) P^a^^^Hiom'o^o^).

Für pi,?2 ^PivPl^^Ptzv^ [SX, U'] erhalten wir zunächst die folgenden Formeln.
Für f e { l, 2 }, a c: w, & c: m sei

^,: SX-^SX^AB^^AB^^^^-^SAAB*,

durch Projektion der Koordinaten gegeben. Falls a oder b leer ist, schreiben wir nur
^bzw. ̂ ,. In [SX, SA A B*] gilt :

(Him')op,o5 =q„ i =1,2,
1 (Him^opiY0^ E ^lob»

/ '-<<5\ < ficzTtif bczn,
(iJ) f fa+ f fb^ l

(Him^o^^0^ E <lib'
\ bczn^b^l

Dabei erhält man die Gleichungen für^iy und ̂ 24 aus der Definition von m in (l) und aus
(3.12). Weiter sei q : SX-> SXi A X^ A B^ A B00 -> SA A B* A AA B* durch die Pro-
jektion und bis auf Vertauschen von X^ und B^ durch a^,„ gegeben. Dann gilt wegen
(3.4), (3.12) und der Definition von m in (l) mit Hilfe der Definition (3.10) die Gleichung :
(14) ^* ((HI m') o p^ o s) = ^ oc, o (A A y"'" (/)) o q.

r^m+n+l

Da s ein Homomorphismus ist, können wir zur Berechnung von p* ((Hi m') o ^/ o .s) die
Gleichungen (13) und (14) in (10) einsetzen. Aus der Bilinearität des Whitehead-Produkts
erhält man nach dem Einsetzen eine Summe, in der untere* alle Summanden ausser (14)
und den folgenden verschwinden :

< Pimn. P2 X faüs m + n ^ l, bei < piy, Pi >>
(15) Z < Pimb. P2b1 > bei < PlY» ?24 X
v / bub'=n,

f f b / ^ l . m + f t b ^ l

< Pi» P2n\ falls m = 0, bei < pi, ^24 >.

Wegen (3.9) folgt aus (14), (15) und (12) die Behauptung von (3.7), wenn man für y^n (/)
die Gleichung (3.11) benutzt. Damit ist auch (3.7) bewiesen.
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4. Relationen für primäre Homotopieoperationen

Den Relationen, die wir in Satz A der Einleitung beschrieben haben, liegt die folgende
Eigenschaft der Abbildung w^ zu Grunde ;

(4. l) SATZ. — Zu f : SB -> SA sei die Abbildung w^. wie in (l. 10) definiert. Dann ist
die Hintereinanderschaltung

SAAA^B^xBJ^SAxiB^/^'^SAVSB^SB

nullhomotop. Dabei ist p = po°^o : SA xj B„ -^ F Qo) -> SA V SB wie in (2.3) definiert.

Beweis. — Da wegen (2.4) das Diagramm

N, ^ ) S B

u i<^>
SAxiBop p( ^SAVSB

homotopiekommutativ ist, lässt sich also (/, l) p (—1) wegen Satz (1.9) über N^ ^ C^
fortsetzen. Also folgt (4.1).

Für die Abbildung;? in (4. l) gilt der folgende Hilfssatz. Sei wieder g^ = g^ : SB^ -> SB
die Adjungierte zu (p in (l. l) und seien i^, i^ die Inklusionen in SA V SB.

(4.2) HILFSSATZ. — Das Diagramm

SAxiB^———^SAVSAABo.

P\ 1^(»SA» [»SA, »SB 0 flfB])

SA V SB

fj'^ homotopiekommutativ.
Als Folgerung zu (4.2), (4. l) und (3.5) erhält man unmittelbar :

(4.3) SATZ. — Seif: A -> B^ eine Adjungierte zu f : SA ̂  SB. Dwm ̂  ̂  [SA A A, SB]
die Gleichung :

[//]=[/^B1°OSAA/).

Die Abbildung/? in (4.1) und (4.2) lässt sich mit dem folgenden Hilfssatz weiter auf-
spalten :

(4.4) HILFSSATZ. — Falls A eine Suspension ist, so ist für die Homotopieäquivalenz J^
in (3.4) das Diagramm

SAAB„ ——J——^ V SAAB^
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homotopiekommutativ. Dabei ist W durch iterierte Whitehead-Produkte gegeben, d. A.
Woa^KsA,^].

Bemerkung. — Hilfssatz (4.2) und (4.4) stellen den induktiven Schritt im Beweis des
Hilton-Milnor-Theorems dar. Denn man erhält durch diese Hilfssätze die Homotopie-
äquivalenz

(*) ß (SA V SB) ̂  ß SB x Q (SA V V SA A B^),
*^i

welche durch die Multiplikation im Schleifenraum und durch f^, i^ und W aus (4.4)
bestimmt ist. Gray macht in ([l O], [11]) auf diesen induktiven Schritt aufmerksam,
ohne zu zeigen, dass die Homotopieäquivalenz (^) durch die iterierten Whitehead-Produkte
W in (4.4) induziert ist. Erst durch diese zusätzliche Eigenschaft erhält man aus (^)
induktiv die volle Aussage des Hilton-Milnor-Theorems, vergl. ([13], [22], [6]).

Als Folgerung zu (4.4) und (4.3) erhalten wir mit der Definition von J^ in (3.4) den
Satz :

(4.5) SATZ. — Sei f: SA -^ SB und sei A eine Suspension. Dann gilt in [SA A A, SB]
die Gleichung :

[/,/] = [/, ISB] o(AA/)+ E [/, IST] °(AAy,(/)).
r^2

(4.6) KOROLLAR. — Falls feine Suspension ist oder falls

[LÜSB],ISB]=O
gilt:

[/,/]=[/, ISB] o (A A/).

Satz (4.5) ist äquivalent mir der folgenden Barcus-Barratt-Formel :

(4.7) KOROLLAR (Barcus-Barratt). — Zu f : SZ -> SY sei f: Z -^ Y^ eine Adjungierte,
dann gelten in [SXAZ, SXVSZ] die Formeln :

Usx, kv °f] == D'sx» hv 0 gy] 0 (Isx A /),

und für Suspensionen X, Z ;

Usx. isY°f] = Üsx, ^Y]°(XA/)+ S Dsx, ̂ ] °(XAy,(/)).
r^2

Beweis. - Sei SA = SXVSZ und SB = SXVSY, dann wende man (4.3) bzw. (4.5)
auf Igx V/: SA -» SB an.

Bemerkung. — Sei a : SX -> U und ß : SY -^ U, dann erhält man aus (4.7) die Ex-
pansion [a, ß ° / ], vergl. 7. l und 7.4 in [2]. Mit (4.7) lässt sich dann auch (4.5) beweisen
wenn man zu/: SA -> SB die Expansion von [/, Iga °/] berechnet. In 3.5.1 von [25]
hat Rutter ebenfalls (4.7) erhalten.
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Als weitere unmittelbare Folgerung zu (4.1), (4.4) und (3.7) erhalten wir in Verall-
gemeinerung von (4.5) :

(4.8) SATZ. — Seif : SA -> SB und sei A eine Suspension, dann gilt für jedes Paar (m, n)
mit m, n ̂  0 in [SA A B<m) A A A B00, SB] die Gleichung :

E <. [[/, IsS^], [/, W
aub=n

= [/, l^+n+l )^(AAB<w)A/AB (n ))+ E [/, l^+n+r)]o(AAB<w)AY,(/)AB<n)).
r^2

Falls B eine Suspension ist, erhält man aus (4.8) die Behauptung von Satz A in der
Einleitung. Entsprechend zu Korollar (4.7) kann man aus (4.8) Formeln für die Expan-
sion iterierter Whitehead-Produkte ableiten. In Verallgemeinerung von (4.6) gilt :

(4.9) KOROLLAR. — Falls ferne Suspension ist oder falls [/, l^"^] == 0, gilt die Glei-
chung :

E ^»[[/.^'''^[/.^^-[/^^'"^"(AABWA/ABW).
; aub=n

Für eine Suspension/ist die Gleichung in (4.9) für n > 0 nicht trivial. So erhält man
für/= l SB das Korollar :

(4.10) KOROLLAR. — Sei B eine Suspension, dann gilt für jedes Paar (w, n) mit m, n ^ 0
in [SB^»-^, SB] die Gleichung :

S <J[ISB, l^^O [ISB, CT = [ISB, l^"^].
av!/b==n

Für m = 0 und n = l ist die Gleichung in (4.10) äquivalent mit der Jacobi-Identität
bei Whitehead-Produkten.
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