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RELATIONEN FUR PRIMARE HOMOTOPIEOPERATIONEN
UND EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ

Von Hans JoacHiM BAUES (*)

Zwischen den primiren Homotopieoperationen wie der Komposition o, dem Whitehead-
Produkt [, ] und den Hopf-Invarianten vy, existieren Relationen. So ist die Formel von
Barcus und Barratt [2], welche eine Expansion des Whitehead-Produkts [a, B o 8] mit
Hilfe von Hopf-Invarianten angibt, eine solche Relation. Durch die Untersuchung der
Homotopiegruppen eines Abbildungskegels C, erhalten wir eine Vielzahl von diesen
Relationen : Zu Suspensionen SA und SB seien

Y, : [SA, SB]—[SA, SB”],

die James-Hopf-Invarianten mit r > 1. Dabei ist B zusammenhingend und
B™ = BA...AB das r-fache »smash«-Produkt. Weiter sei

[,1: [SX,Z]x[SY,Z]-[SXAY, Z],
das Whitehead-Produkt. So sei fiir fe [SA, SB] und fiir die Identitit 1g :
[£18]1=1[...[f L), -- -, 1ss]€[SAAB®, SB]
das r-fach iterierte Whitehead-Produkt. Ferner sei die Abbildung
XAfAY : SXAAAY - SXABAY

bis auf Vertauschung der Suspensionskoordinate S gleich 1,AfA1ly. Dann gilt :

SATZ A. — Seien A und B Suspensionen und sei f € [SA, SB]. Dann hat man zu jedem
Paar (m, n) mit m, n = 0 in [SAAB™ AAAB™, SB] die Gleichung

A 1GT T (AAB™AY(NAB™) = ¥ X, [[f, 167, [f, 18°]]-

rz1 aub=n

(*) Der Autor wurde vom «Centre National de la Recherche Scientifique» Frankreich unterstiitzt.
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510 H. J. BAUES

Man beachte, dass y; (f) =f. In der Summe rechts wird iiber alle Partitonen (a, b)
vonn = {1,...,n} summiert. Es bezeichnet # a, #5 die Anzahl der Elemente von
a,b = n. Die Teilmengen a und b diirfen leer sein. Fiir n = 0 ist die Summe rechts
gleich [[f, 1$07, 1], wir setzen [f, 1] =f Zu der Partition (a, b)) hat man die
Abbildung v, , : SAABM™MAAAB®™ — SAAB™* ¥ O AAAB® Y, welche die Koordinaten
von B™ permutiert (s. § 3). Fiir m = n =0 ist die Formel in Satz A #quivalent zu der
Barcus-Barratt-Formel (s. § 4). Wir beweisen eine allgemeinere Form von Satz A, wo
nur A eine Suspension und B beliebig ist.

Wir erhalten Satz A, indem wir fiir die homotopietheoretische Faser F (i) der Inklusion
i :SB = C; ein Modell N, vom reduzierten Produkt Typ konstruieren. Dabei folgt,
dass in einem metastabilen Dimensionsbereich die Faser F (i) sich durch den Abbildungs-
kegel zu einer Abbildung

P, : SAAB*AAAB* - SAAB*,

approximieren ldsst. Dabei sei B* = \/ B® die Einpunktverbindung der B, wo B©®
rz0

die Nullsphare bezeichnet. SA AB* und SAAB*AAAB* sind also auch Einpunkt-
verbindungen mit Inklusionen o, : SAAB® < SA AB* und

Omn: SAABM™MAAAB™ c SAAB*AAAB*.
Falls A eine Suspension ist, berechnen wir P; falls auch B eine Suspension ist, gilt :

Pf°am,n == Z clm+n+r°(A‘/\B(M)/\‘Yr(f)/\B(n)) + Z U:,b[am+#as u'MJ]'
rz1 b=n

aub=n

Sei die Abbildung W, : SAAB* — SB definiert durch W oo, = [ £, 1{3]. Dann ist
Satz A dquivalent mit der Gleichung W, o P, = 0, dies gibt der Barcus-Barratt-Formel
eine neue Interpretation. Mit Hilfe der Approximation der Faser F (i) durch C, ,
erhalten wir eine verallgemeinerte EHP-Sequenz :

SATZ B. — Sei SA a-fach zusammenhingend, dann gibt es fiir N < 3 a + 2 eine exakte
Sequenz

* Er Hy * * Pr *\ B2
Tin—1 (SAAB*) =y (Cy, SB)—>7in_ 2 (SAAB¥*AAAB®)—ny_, (SAAB)—.
Dabei hat man fiir E, einen Isomorphismus 0, so dass das Diagramm

Wpee
n-1 (SAABY) <"‘"_’WN— 1(SB)

0= E\ a

nin(CSA V SB, SA V SB)—— 1 (C,, SB)
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EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 511
kommutativ ist. Dabei ist 0 der Randoperator und ist
n,: CSAVSB- CSAU,SB=C;

die Identifikationsabbildung fiir den Abbildungskegel C,.

Falls B = { % } nur aus einem Punkt besteht, so entspricht die exakte Sequenz in
Satz B der wohlbekannten EHP-Sequenz von G. W. Whitehead [28] und James [19] :

Tin— 1 (SA) > Ty (SSA) > Ty 5 (SA A A) o> Ty, (SA) —,

dabei ist P durch das Whitehead-Produkt [lg,, 15,] : SAAA — SA induziert. Die
Sequenz in Satz B lasst sich wie folgt verlangern. Sei

T, (XVY), = Kern {r, : 1, XVY) > =, (Y) }
durch die Retraktion r : XVY — Y gegeben. Dann gilt :

Satz C. — Die E; H,; P;-Sequenz in Satz B wird fir N = 3 a + 2 durch den Homo-
morphismus

Py, 00)2 ¢ Tag 1 (SAAB*AAAB*VSA), - mt3,,, (SAAB¥)
exakt verldngert und es ist

Bild (P, &), = Kernm,..
0

Ferner existiert eine surjektive Operation

Hf : Kern (Pf’ ao)z b d 1t3a+3(Cf, SB)/BildﬂZ,..

Ueber den metastabilen Bereich hinaus erhalten wir eine Filtrierung der Homotopie-
gruppen 7, (C,, SB), welche die James-Filtrierung ([18], [19]) der Homotopiegruppen
einer Suspension verallgemeinert.

Ganea [9] und Gray [10] haben ebenfalls die Homotopiegruppen eines Abbildung-
skegels C, untersucht. Ganea bettet zu der Abbildung f: X — Y den durch die Identi-
fikationsabbildung induzierten Homomorphismus =% : , (CX, X) — =, (C,, Y) in eine
exakte Sequenz ein. Dazu vergleiche man 5.3 in [9], wo der Homomorphismus n? zu
der verallgemeinerten Einhdngung E dquivalent ist. Wir haben schon in [4] bemerkt,
dass fiir eine Suspension X der Homomorphismus n . : 1, (CXVY, XVY) - =, (C;, Y)
in einem grosseren Dimensionsbereich als bei n? ein Isomorphismus ist. Wir zeigen
durch Satz B, dass n,. sich auch in eine exakte Sequenz einbetten lasst, welche ldnger ist
als die Sequenz fiir 7§ und welche wie bei Ganea die EHP-Sequenz verallgemeinert,
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512 H. J. BAUES

0. Bezeichnungen

Wir betrachten Riume mit Grundpunkt vk, welche vom Homotopietyp eines CW-
Komplexes sind. Eine Abbildung und eine Homotopie, im Zeichen =, seien Grundpunkt
erhaltend. Die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen f : X — Y bezeichnen
wir mit [X, Y]. Darin sei O die triviale und 1 oder 1y die identische Abbildung. Wir
kennzeichnen eine Abbildung und ihre Homotopieklasse durch das gleiche Symbol. Fiir
CW-Komplexe A, B sei A x B das schwache Produkt, so dass A x B wieder ein CW-Kom-
plex ist. Der Grundpunkt in einem CW-Komplex sei immer eine Nullzelle. Sei
AVB =Ax{% }u{% }xB die Einpunktverbindung und sei AAB = AxB/AVB
das »smash«-Produkt. Wir klammern Produkte » A« vor Summen »V«, z.B.

AVBAC =AV(BACQ).

Fiir das Einheitsintervall I = [0, 1] mit Grundpunkt 1 ist dann CA = IAA der Kegel
iber A und SA = CA/A die Einhdngung oder Suspension von A. Dabei sei A = CA
durch @ (0, @). Zu einer Abbildung /' : A — Bist der Adjunktionsraum CA U ;B =C;,
der Abbildungskegel oder die Kofaser zu /. Entsprechend [21] ist C, ein CW-Komplex,
falls f eine zellulare Abbildung ist.

(0.1) HOMOTOPIEGRUPPEN. — Fiir n 2 0 sei n} (X) =[S"Y, X] und sei nY,, (X, A)
die Menge der Homotopieklassen von Grundpunkt erhaltenden Paarabbildungen
(CS"Y,S"Y) » (X, A). Fir n=1 induziert die Komultiplikation SY — SYVSY eine
Gruppenmultiplikation, welche wir mit+ bezeichnen. Die Abbildung —1 : SY — SY,
(¢, y)—= (1—1t, y) induziert das Inverse, wir schreiben —g = go(—1). Man hat die
exakte Sequenz :

T (A) DY, (0D, (X, A)Dr¥ (A)—.

Dabei wird i durch die Inklusion A < X und j durch die Identifikationsabbildung
my 1 (CS"Y, S"Y) - (S"*! Y, %) induziert,  ist durch Einschrinkung gegeben. Setzt
man fiir Y die Nullsphare ein, so erhdlt man die iiblichen Homotopiegruppen. Wir
setzen S" = S" S° und E"*! = CS". BEs ist S"AS™ = S"*™  Wir sagen (X, A) ist
n-fach zusammenhéngend, wenn =«; (X, A) = 0 fiir i < n.

(0.2) WHITEHEAD-PRODUKTE. — In [1] und [24] wurde gezeigt, dass die Sequenz

0 [SAAB, X]—[S(AxB), X]->[SA, X]x[SB, X] - 0

exakt ist, dabei wird o durch die Identifikationsabbildung AxB — AAB und p durch
die Inklusion AVB < AxB induziert. Seien p, :[SA, X] - [S (AxB), X] und
ps : [SB, X] = [S (A xB), X] durch die Projektionen von A x B auf A und B bestimmt.
Dann definieren wir das Whitehead-Produkt [, ] : nf (X) x 78 (X) — nf*® (X) durch

[o, B] =0~ Y (= pa(@)—pg(B)+pa (@) + ps (B)).

Falls X = SAVSB, so erhilt man fiir die Inklusionen i, , iz die Whitehead-Produkt-
Abbildung w = w, y = [ig,, isg] : SAAB > SAVSB, fir die gilt [a, p] = w* («, B).
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EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 513

Man kann die Abbildung w auch durch die Hintereinanderschaltung

.
o X %o

w: SAAB-SCAxCB™SSAVSB

erhalten, dazu siehe (3.14). Dabei ist m,xm, die Einschrinkung von
Mo X7y : CAXCB — SAxSB auf CA xCB = (CA xB) U (A xCB)

und ist 4 die Join-Konstruktion (s. [3]). Fiir die Abbildung w hat man entsprechend [3]
eine Homotopiedquivalenz (A, 1) : (C,, SAVSB) — (SA xSB, SAVSB). Weiter erhilt
man durch obige exakte Sequenz fiir £ € [S (A A B), X] Operationen

atof =0 (pa(®)+0(E)—pa(@),
B2o& =0""(pp(B)+0 (&)~ ps(B))
Diese sind trivial, falls A bzw. B Suspensionen sind. Es ist

d: mA*B(CSAVSB, SAVSB) - 1B (SAVSB)

injektiv und w, ,eBildd. Durch w, ;= 8! (w, ) erhalten wir deshalb zu dem
Raumpaar (X, Y) das relative Whitehead-Produkt :

[,]: X YVxai(V)-»n5"2X,Y) mit [a B]=w} s p).
Esgilt dann d [a, B] = [0a, B]. Falls A = S"und B = S™, so erhalten wir die sphirischen

Produkte, welche sich durch Vorzeichen zu den verschiedenen in der Literatur gebriuch-
lichen Whitehead-Produkten unterscheiden (s. Anhang von [6]).

(0.3) MOORE-SCHLEIFENRAUM UND FASER EINER ABBILDUNG. — Sei PX der Raum der
Moore-Wege mit festem Endpunkt 4, das ist die Menge der Paare ¢ = (o, k,;) mit
6:Ry »>Xund o(t) =o0(k,) = % fir t = k, = 0, welche mit der kompakt offenen
Topologie versehen ist. Sei p : PX — X mit p (c) = o (0) die Anfangspunktabbildung.
Dann ist Q X = p~! (%) der Moore-Schleifenraum mit Grundpunkt (0, 0). Die Faser
F (f) der Abbildung f: A — X erhalten wir als »pull back« :

F(f)->PX

Nt

A— X
Es ist F(f) = {(a, 6)e AxPX | f(a) = c(0)}. Durch Addition von Wegen operiert
Q X als Monoid von Rechts auf der Faser F (f), d. h.+ : F(f)xQ X — F (f) ist defi-
niert durch (@, 6)+0’ = (a, 6+0’).

1. CW-Modelle fiir Schleifenraum und Faser

Sei X ein zusammenhigender CW-Komplex. Das unendlich reduzierte Produkt X,
von James [16] ist das freie Monoid auf der Punktmenge X— { % } mit s als leerem
Wort, welches als CW-Komplex topologisiert wird. Die Worter mit m oder weniger
Buchstaben bestimmen einen Unterkomplex X,, = X. Fiir diesen hat man eine Identi-
fikationsabbildung s : X" = Xx ... xX =X, mit s(x;, ..., X,) = X;-...-X,,. Es
ist X,/ X,n—1 = XA ... AX = X das m-fache »smash«-Produkt. Sei Y ein assoziativer
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514 H. J. BAUES

H-Raum, dann lésst sich jede Abbildung f: X — Y auf eindeutige Weise zu einer Abbil-

dung f, : X, - Y fortsetzen mit f (x;-...-x,) =f(x;)- ... -f(x,). Zum Beispiel
erhilt man zu der Adjungierten @y : X — Q SX von 1y die Fortsetzung
(11) (P=((Px)oo : Xoo—)QSX’

welche entsprechend [16] eine Homotopiedquivalenz ist. Die Adjungierte ¢y ist zu einer
Abbildung w : X - R, mit w™!(0) = { % } definiert durch ¢y (x) = (o, , w (x)), wo
o, (t) = (t/w (x), x) fiir x # %. Wegen (1.1) hat man eine Isomorphismus von Gruppen
[SY, SX] = [Y, X, ], welcher, so sagen wir, eine Abbildung f :SY — SX in eine
Adjungierte f:Y - X, iiberfiihrt.

Das unendlich reduzierte Produkt ist ein CW-Modell fiir den Schleifenraum einer

Suspension. Seien nun A und B CW-Komplexe und sei B zusammenhingend und sei
S :SA — SB gegeben. Wie folgt beschreiben wir ein CW-Modell M, fiir den Schlei-

fenraum Q C, des Abbildungskegels von f. Sei f : A —» B,, eine Adjungierte zu f, welche
zellular ist. Dann sei M, als Menge gleich dem »push out« :
A, S5 (CA),

(1.2) fwl Lia
B, — M;

in der Kategorie der Monoide und es sei M, topologisiert als CW-Komplex. Auf M,
hat man die Monoid-Multiplikation . : M;x M, - M/, welche stetig. Elemente in M,
représentieren wir durch Wérter b, a, b, a, b,...a, b,, n = 0, mit b;e B, und ;€ CA—A.
Ein solches Wort, so sagen wir, hat die Liange nin CA. Die Wdorter mit Linge < nin CA
bilden einen Unterkomplex M, = M,. Zu diesem hat man eine Identifikationsabbildung

1.3) s: B,x(CAxB,)"—=M,,

mit s(by, ay, by, ..., a,,b,) =i(by).is(ay).i(by)-... is(a,).i(b,), welche durch die
Multiplikation in M, gegeben wird. Es ist Mg = B, « M; « M, = ... = M[ eine

Filtrierung von M, mit () M; = M. Diese Filtrierung beschreibt also ebenfalls die
i0
Topologie von M.

Zu M, erhalten wir den folgenden »push out« N s von topologischen Raumen :

BxMg __m_.__blzﬁp
N L
(1 . 4) CBXMF ————————— >ﬁf~ * '

N R\m
cB SB

zusammen mit der durch dieses Diagramm wohlbestimmten Abbildung p. Dabei ist

m (b, x) = i(b).x. Fiir das CW-Monoid und den »push out« I:If gilt nun ein Satz, der
die Homotopiedquivalenz (1.1) verallgemeinert :

4¢ SERIE — TOME 8 — 1975 — N° 4



EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 515

(1.5) SATz. — Fiir die Faser F (i;) der Inklusion i;: SB = C, hat man Homotopie-
dquivalenzen ©;, @, fir die das Diagramm

B, — M, — N,
l v NG
3 or °r Mg
o, l %
QSB—5 QC,<— F(i))/ ™

homotopiekommutativ ist.

Der Beweis von (1.5) ist zu lang, um hier ausgefiihrt zu werden, er wurde in [8] dargestellt
und verlauft bei Sphiaren SA und SB wie in der Beweisskizze auf Seite 20 in [14]. In
gewisser Weise ist (1.5) auch in Theorem 3.9 in [15] enthalten. Die Homologie von
Q C, wurde von Lemaire intersucht. Die homologische Entsprechung zu (1.5) ist 3.2.2
zusammen mit 2.3.2 in [20].

Das CW-Modell ﬁf fiir die Faser F (i;) lasst sich wie folgt vereinfachen : Sei ~ die
Aequivalenzrelation in M/ , die durch

(1.6) x~b.x fir beB, und xeM,,
erzeugt wird. Fiir den Quotienten N, = M/~ gilt dann der Satz :

(1.7) SAtz. — Es gibt eine Homotopiedquivalenz \, fiir die das Diagramm

kommutativ ist. Dabei ist j die Quotientenabbildung.

Nun erscheint N, zundchst nicht einfacher als N s » aber fiir die Filtrierung
(1.8) Ny=jMy), i20,

gilt der folgende Satz. Sei XxY = XxY/{% }xY und sei BY =B
k-fache Produkt.

wX ... xB, das

(1.9) Sarz. — Die Faser F (i) der Inklusion i, : SB = C, ist zu einem Raum N,
mit Filtrierung

SAxle=N1CN2C...CNI=UNk,

k=1

homotopiedquivalent. Fiir k = 2 ist dabei N, ~ C_ zu dem Abbildungskegel einer Abbil-
dung

wk : Sk_lAA(k) XI(BI;))—)N"_I,
relativ N, _; homotopiedquivalent.
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516 H. J. BAUES

Bemerkung. — Falls SB = % nur aus einem Punkt besteht, so ist die Aussage von
Satz (1.9) wohlbekannt. Es ist dann F (i;) = Q SSA und N, = (SA),, mit Filtrierung
N, = (SA),. Die Homotopiedquivalenz Q SSA ~ (SA), ist dann entsprechend James
gegeben und die Abbildungen w, : S*" ' AA® - (SA),_, in (1.9) sind Whitehead-Pro-
dukt-Abbildungen héherer Ordnung (s. [23]).

Die Abbildung w, in (1.9) ist explizit durch die folgende Hintereinanderschaltung
gegeben :

(1.10) SAAA X (B,, x B,) 5 (CA x AUA x CA) x (B, X B,)
w2 Fi1UF2
SAx B,

Dabei ist & die Join-Konstruktion aus (0.2) und ist fiir a,, a, € CA, a;,a, € A und b,
b,eB, :

{ F, (‘_11, a,, by, by) = (m, (‘:‘1), by.f(ay).by),
FZ (a19 ala bl’ b2) = (Tl:o (a2)’ bz)

Dabei sind F; und F, auf dem Durchschnitt (A x A) x| (B, x B,) der Definitionsbereiche
von F; und F, identisch dem Grundpunkt in SA xB_. Mit der Abbildung w, definieren
wir wie folgt die Abbildung P, in der Einleitung. Zunéchst hat man durch die von SX
auf SX x| Y induzierte Ko-H-Gruppenstruktur die Homotopieaquivalenz :

(1.11) H, : SXxY- SXVSXAY,

mit H,, = pgy+p;,. Dabei ist pgy die Projektion SX %Y — SX und ist p,, die Identi-
fikation SX XY — SXAY jeweils gefolgt von der Inklusion in SXVSXAY. Wir defi-
nieren P, durch das homotopiekommutative Diagramm

SAAA x(B, xB,)——— SAXB,

~ |Hx ~ | —Hx
(1.12) SAANAVSAAAAB,xB,) SAVSAAB
~ | Ha ~ | Hy

Py

SAAB*AAAB* ———— SAAB*

Dabei sind die Homotopiedquivalenzen H, und H, wohlbekannt, sie sind wohlbestimmt,
falls A eine Suspension ist (s. § 3). Wir interessieren uns fiir die Hintereinanderschaltung
H, (-1 ow, = (—H,)w, auf Grund der Anwendungen in Paragraph 4.

Beweis von (1.7). — Zu den Raumpaaren (X, A), (Y, B) definieren wir das Produkt
X, A)x(Y,B) = XxY,XxBuUAxY). Sei((CA)", (CA)™ =(CAA)x...x(CAA).
das n-fache Product von (CA,A). Sei

6)) 1: (CA)"xB.''-5B, x(CAxB,),

4¢ SERIE — TOME 8 — 1975 — ~N° 4



EINE VERALLGEMEINERTE EHP-SEQUENZ 517

durch Permutation der Koordinaten gegeben. Die Abbildung s in (1.3) bestimmt dann
das folgende kommutative Diagramm

1((CA)"xB" ) 5 B, x(CAxB,)"
(2) 13' ls
Mn—l _——’Mn
denn fiir x e (CA)"xB""! ist st (x) ein Wort der Lange < n, also in M,_,. Nach

Definition von M, ist das Diagramm (2) ein »push out« von topologischen Riumen.
Zum Beispiel ist M, der »push out «:

B,xAxB_, 5 B, xCAxB,

3) 1 1
By—— M,

wo 5" (by, ay, by) = by .f (a)).b,.

Wir definieren nun eine Filtrierung FI,‘ von FI,- durch FI,, = CBx M, u,, M, , dabei
ist m wie in (1.4) definiert. Es ist dann

@ N, = CBxB_ U, B,, = (CB, B),,

ein relatives reduziertes Produkt von Gray (s. [10]), und es ist wohlbekannt, dass (CB, B),,
zusammenziebar ist, vergl. ([10], [7]). Durch Vertauschung der Identifikationsrei-

henfolge erhédlt man N, auch wie folgt als »push out« von Raumen :

(B, B),_xT((CA’X x BX) G(CB, B, x (CAxBoo)*

i w(
NeqC ~ Nk CAxBoo)k
U

M3 Ak >
i > Ng

zusammen mit der Abbildung A, , welche durch die Projektion pr bestimmt ist. Dabei

sei © wieder entsprechend durch Permutation der Koordinaten gegeben. Es sei A’ die
Abbildung, die das Tupel (ay, b4, ..., g, by) in die Aequivalenzklasse

JGa(ay).i(by): ... is(ay).i(by)
iiberfiithrt. Es ist

(6) o : No=(CB, B), » N, =%,

die triviale Abbildung. Entsprechend (1.6) und dem Diagramm (2) erhilt man N, wie
folgt als »push out« :

1((CA)*xB*) 5 (CAxB,)"
@) l” l”
I\
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518 H. J. BAUES

Dabei ist A" Einschrinkung von A’. Wir wenden nun den Satz in [12] iiber Quasifase-
rungen an. Es ist A, eine Quasifaserung mit Faser (CB, B),. Aus der Induktion-
sannahme, dass A;_, eine Quasifaserung mit Faser (CB, B), ist, folgt dann wegen (5)
und (7) aus [12], dass auch A, eine Quasifaserung mit Faser (CB, B) , ist. Da (CB, B)_

zusammenziehbar ist, ist also A = () A, in (1.7) eine Homotopiedquivalenz. Nach
k20

Definition von A, ist fiir A das Diagrarﬁm in (1.7) kommutativ. Damit ist (1.7) bewiesen.

Beweis von (1.9). — Wir behalten die Bezeichnungen vom Beweis fiir (1.7) bei.
Wegen (7) ist N, gleich dem folgenden »push out« :

AxB, 5 CAxB,

®) ! !
No=%—N;

also ist N; = (CAxB_)/(AxB_,) = SAxB_/% xB_,. Nach Definition von A" in (7)
ist A’ (¢ xB_)* = %. Deshalb lasst sich N, wegen (7) auch wie folgt als »push out«
beschreiben :

((CAY* x BY)/(%k x BY,) 3 (CA x B)"/(3 x B.,)"
(9) lw,: l"'
Ni-y € > N,

Da (CA x B, )¥/(% x B, )* zusammenziehbar ist und da i, eine Kofaserung ist, folgt, dass
N, unter N,_; zu dem Abbildungskegel C,; homotopiedquivalent ist. Entsprechend
([3], [23]) hat man zu der Klammerung &, durch iterierte Join-Konstruktion eine Homo-
topieaquivalenz & : S ' AA® , (CA)*. Durch Hintereinanderschaltung erhilt man
damit die Abbildung

(10) we=wie(hx1), k22,

fir die die Behauptung von (1.9) wegen (9) gilt.

2. Exakte Sequenzen und Filtrierungen fiir =, (C,, SB)

Zu unserem Modell N, der Faser F (i;) und zu der Inklusion SA xB, < N, in (1.9)
erhalten wir eine Sequenz, welche die Einhidngungssequenz von James verallgemeinert.
Dazu definieren wir eine Abbildung p : N, = M/~ — (SA), wie folgt :

P(f(boal bl' .- ay bn)) = nO(al)' e ‘”o(an),

wo m, : CA — SA die Quotientenabbildung. Die Abbildung p iiberfiihrt die Filtrierungen
d.h. p (N, = (SA);. Es gilt :
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(2.1) Satrz. — Fiir die durch die Identifikationsabbildung m, induzierte Abbildung =,
und fiir die Einhingung E hat man ein kommutatives Diagramm

7,(CSAVSB, SAVSB) 51, (C,, SB)—> m,_, (N, N,;) —,_, (CSAVSB, SAVSB)

lr,oa ll.lﬂ lp, lr,oa

M- 1 (SA) — > 11, (SSA) —> 1, _; ((SA) ., SA)——— >, _, (SA)————

mit exakten Zeilen. Dabei ist p; : C, — SSA die »pinching«-Abbildung, die SB zu einem
Punkt identifiziert und ist 0 der Randoperator und r : SAV SB — SA die Retraktion.

Bemerkung. — Die untere Zeile im Diagramm (2.1) ist die Einhingungs-Sequenz von
James [19]. Falls SB = { % } nur aus einem Punkt besteht, so ist p die Identitit und
die obere Zeile im Diagramm (2.1) ist dann isomorph zur unteren Zeile. Gray hat in [10]
die Faser von p beschrieben, dadurch lasst sich p . in (2.1) ebenfalls in eine exakte Sequenz
einbetten (s. [4]).

Falls SA a-fach zusammenhingend ist, so ist das Paar ((SA), , SA) (2 a+1)-fach
zusammenhingend, deshalb erhilt man aus der exakten Einhdngungs-Sequenz die Aussage
der Freudenthalschen Einhdngungssitze. Da (:i,, N;) wegen (1.9) dann ebenfalls
(2 a+1)-fach zusammenhingend ist, folgt entsprechend der exakten Sequenz in (2.1) :

(2.2) KOROLLAR. — Sei SA a-fach zusammenhingend und B zusammenhingend, dann
ist T« : M, (CSAVSB, SAVSB) -, (C,, SB) :

Epimorphismus fiir n<2a+2,
Isomorphismus fiir n<2a+1.

Eine allgemeinere Form dieses Korollars, welche einen Satz von James [17] und Toda
(s. 5.3 in [27]), iiber relative Homotopie-gruppen bei CW-Komplexen auf Abbildungs-
kegel erweitert, haben wir in [4] bewiesen.

Satz (2.1) erhalten wir aus dem folgenden Satz (2.4). Dazu betrachten wir das kom-
mutative Diagramm von homotopietheoretischen Fasern :

F(i)— SB —2— C,
s 1) Y

F(ig) 23 SAVSB CSAVSB

dabei ist i, die Inklusion. Entsprechend Gray (s. 6.3 auf Seite 514 in [10]), hat man
eine Homotopiedquivalenz

2.3) Qo : SAXB, - F(ip).

Diese erhilt man wie folgt : Zunichst hat man iiber SA einen Schnitt s : SA — F (i)
von p,. Durch die Operation von Q SB auf F (i,), vergl. (0.3), erhdlt man dann eine
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Abbildung s : SAxB_ — F (i) mit 5 (a, b) = s (a)+¢ (b)) mit ¢ aus (1.1).. Da die In-
klusion Q SB < F (i,) nullhomotop ist, lasst sich s zu einer Abbildung

SA X Boo UBm CBw g F(io)

fortsetzen. Diese ist eine Homotopiedquivalenz und liefert ¢,. Fiir die Homotopie-
4dquivalenz ¢, aus (1.5) und fiir ein Homotopieinverses A zu A aus (1.7) gilt nun :

(2.4) Satz. — Das Diagramm

N, LF(I})

J K
900 (~1)

SA X1 B, ——F (iy)

ist homotopiekommutativ.

Der Beweis von (2.4) verlauft im Zusammenhang mit der Konstruktion von ¢, in (1.5),
vergl. [8]. Dabei ergibt sich auch die Kommutativitit des Diagramms in (2.1). Wir
kénnen nun den grdssten Teil von Satz B und Satz C in der Einleitung beweisen. Mit
Hilfe einer Filtrierung der Homotopiegruppen , (C, , SB) erhalten wir dabei eine leichte
Verbesserung von Satz C : '

Die endlichen reduzierten Produkte (SA), & (SA)_, bestimmen die James Filtrierung
([18], [19]) von =,_, ((SA)), = m,(SSA), d.h. ein Element o€, (SSA) hat James
Filtrierung J (¢) £ n genau dann wenn die Adjungierte o im Bild von i, liegt. Es ist
Klar, dass die Menge { @ e, (SSA) | J () < 1 } gleich dem Bild der Einhéingung ist. In
Verallgemeinerung der James-Filtrierung erhalten wir eine Filtrierung von =, (C,, SB)
wie folgt : Wegen (1.5) und (1.7) hat man einen Isomorphismus

T, (Cf’ SB) =T, (F (lf)) E My (Nf),

welcher, so sagen wir, ein Element o € m, (C,, SB) in die Adjungierte a € 7,_; (N) iiber-
fithrt.. Dann habe das Element a die Filtrierung F (o) < n, genau dann wenn die AdJun-
gierte o im Bild von m,_; (N,) - m,_; (N,) liegt, vergl. (1.8). Aus (2.4) folgt :

(2.5) Die Menge {a.em,(C,,SB) |F (a) < 1} ist gleich dem Bild von mts.

Die Filtrierungszahl F (o) ist gewissermassen ein Mass fiir die Komplexitit des Ele-
ments o Die Flemente mit Filtrierung 1 lassen sich entsprechend (2.5) sehr einfach
darstellen. Durch sie erhalten wir wie folgt die funktionale Operation ® aus [5]. Mit
Hilfe dieser Operation kénnen wir auch Elemente der Filtrierung 2 konstruieren. Die
Operation ® ist zu einer Abbildung f: SA — SB entsprechend dem folgenden Diagramm
gegeben :

n,(CSAV'SB, SAV SB)—>,_, (SAVSB),
: npe l(f, 1)2
i
1, (SB) > 1,(C,)5>1,(C;, SB) —— 1, (SB)
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Wir definieren :
(2.6) @ :Kern (f; 1), > m,(C,)/Bild (i) durch ® = 'om, 007"

Dabei ist (f, 1), durch die Abbildung (f; 155) : SAVSB — SB induziert, man vergl.
die Definition von =, (X, Y), in Satz C. Wir nennen ein Element a.e nt, (C;) funktional, wenn
J(@) e Bild (n,.), d. h. wenn j (o) Filtrierung 1 hat. Funktionale Elemente lassen sich
also durch die Operation ® beschreiben. Falls SA a-fach zusammenhéangend ist, folgt aus
(2.2), dass ®@ ein Epimorphismus fiir n < 2 a+ 2 und ein Isomorphismus fiir » < 2 a+ 1 ist.

Beispiel. — Sei fen,,_;(S"). Dann folgt zunichst, dass alle Elemente o e m, (C,)
fir £ < 4 n—2 funktional sind. Mit Hilfe von Satz B untersuchen wir n, ,_; (C,). Wir
erhalten aus Satz B das folgende Diagramm mit exakter Zeile und Spalte :

1'54,, -2 (Sn)

7]

Tgn_1 (EZnV S", SZn— 1 \Y; Sn)"_f:n“"_l (Cf9 Sn)liziﬂ4”_3 (S2n—1 vV SSn—Z vV S4n-3)

T4n-1(Cy)
Dabei steht Z fiir m4,-3 (S**7%). Auf Grund der Berechnung von P, gilt die Gleichung
Pr=o04e [i2n—19 i2n—l] —ayo(S 272 — a0, (f),

dabei ist iy,_; €7y,—; (S*""!) ein Erzeugendes und ist v, : m,,—, (S,) = Z die klas-
sische Hopf-Invariante.

Falls v, (f) # 0, ist also P, injektiv und also 7. surjektiv. Also sind dann auch alle
Elemente in m,,_; (C,) funktional. Dies gilt also insbesondere fiir die projektiven
Réume, wo f ein Hopf-Element mit Hopf-Invariante 1.

Falls v, (f) = 0 ist, — dies ist z. B. immer bei ungeradem » der Fall —, ist also P,
ein Torsionselement. Also ist Bild (H,) # 0. Da m,,_, (S") Torsion ist, existiert also
ein nicht funktionales Element unendlicher Ordnung in m4,_; (C,). Fiir das White-
head-Produkt f = [i,, i,], n ungerade n # 1, 3, 7, erhélt man ein solches Element wie
folgt : Sei w, : S**~1 — S} die anheftende Abbildung der 4 n-Zelle im reduzierten Produkt
S, der n-Sphire. Entsprechend 7.23 in [5] faktorisiert w, iiber S} = C,. Fiir diese
Faktorisierung o von w, gilt dann H, («) = 2. Dabei ist Bild H; = Kern P, = 2 Z.

Indem wir die Operation @ in (2.6) auf P, an Stelle von f anwenden, erhalten wir den
folgenden Satz iiber Elemente der Filtrierung 2 in &, (C,, SB) :

(2.7) SaTz. — Zu f:SA — SB sei die Abbildung P, wie in (1.12) gegeben. Zu dem
Homomorphismus (P;, 1), : m,_; (SAAB*AAAB*VSAAB*), - m,_; (SAAB¥) gibt es
dann eine Operation

Hf . Kern(Pf, 1)2 Y (Cf, SB)/Bild (ch* N
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deren Bild nur Elemente der Filtrierung 2 enthdlt. Falls SA a-fach zusammenhdngend
ist, dann ist
H. ein Isomorphismus fiir n <3a+1,
4 Epimorphismus fiir n £3a+2.

Fiir n £ 4a+2 ist Bild (I_-i 1) gleich der Menge aller Elemente der Filtrierung 2.

Beweis. — Zu der Homotopiedquivalenz (N, , Ny) = (Cp, , SAAB*) aus (1.9) und
(1.12) betrachten wir die folgende Hintereinanderschaltung :

H;: Kern(P,, 1), 5 7, (Cp,)/Bild (i) 5 n, (N,)/Bild (i)
—m, (N,)/Bild (i) 5 T,+1(Cy, SB)/Bild (n ).
Aus (1.9) und (2.2) folgt die Behauptung von (2.5).

Die Operation ﬁf ist sozusagen das Inverse zu H, in Satz B, denn fiir N < 3 a+2 ist
H, durch das folgende Diagramm gegeben :

nn(Cy, SB) >N (Cy, SB)/Bild (m )
(2.8) 1}[, IH

1tN_2(SA/\B"‘AA/\B"‘)—;-wtl\,_2 (SAAB*AAAB*VSAAB*), o Kern (P, 1),
Dabei ist g die Quotientenabbildung und ist ¢ (durch die Inklusion induziert) ein Isomor-
phismus fiir N < 3a4+2. FirN = 3a+3ist
fin-2(SAAB*AAAB*VSA), » ny_,(SAAB*AAAB*VSAAB¥),

ein Isomorphismus und H ;in (2.8) wegen (2.7) surjektiv. Deshalb erhilt man dann die
Behauptung iiber H, in Satz C der Einleitung.

Beweis von Satz B und Satz C. — Wegen (1.9) ist die Komposition
L: m,_; (SAAB*AAAB*VSAAB¥), =, (Cp,, SAAB*) xm, (N2, N) -, (N, Ny),

ein Epimorphismus fiir n £ 3 ¢+ 2 und ein Isomorphismus fiir» < 3a+1. Entsprechend
der exakten Sequenz in (2.1) erhilt man die exakte Sequenz in Satz B und ihre Verlan-
gerung in Satz C, indem man &, (N, N;) vemdge L ersetzt.

3. Hopf-Invarianten und die Abbildung P,

Sei g, : B, — (B™),, die James-Abbildung, die bezgl. einer Anordnung der Teilmengen
a c N mit #a = r gegeben ist., z. B. durch die lexikographische Anordnung, vergl.
[16] und 3.8 und 3.12in [6]. Weiter sei g, : SB,, - SB® die Adjungierte zu g,. Es ist
also g, = gp : SB,, —» SB adjungiert zu der Homotopieiquivalenz in (1.1). Man erhalt
die James-Hopf-Invarianten

(3.1 Y, : [SA, SB]—[SA, SB®],
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durch v, (f) = g, (Sf). Dabei sei wieder f: A - B_, die Adjungierte zu f. Es ist v,
natiirlich die Identitax ind fiir g : A - B gilt v, (S g) = O fiir r > 1. Falls X eine Sus-
pension ist, so ist die Hintereinanderschaltung
3.2 XAy, : [SA, SB]-[SXAA, SXAB®],
unabhangig von der Wahl der Anordnung zur Definition von g,. XAy, lasst sich dann
auch durch Hilton-Hopf-Invarianten beschreiben (s. 4.18 in [6]) und [13].

Wir wollen nun die Abbildung P, bestimmen. Entsprechend (1.12) wird P, und seien
auch P und P, durch das homotopieckommutative Diagramm

w2

SAAAXB,xB,)——— SAxB,

~ HX ~ | ~HX
o8
(3.3) SAAAVSAAAA(B, xB,) ", SAVSAAB,
~ | Hz = | Hy= (a0, JA)
SAAB*AAAB* o SAAB*

definiert. Dabei sei die Homotopiedquivalenz H; = (o , J,) durch

(3.4 Ja= 2} o.(AAg),

r21

gegeben, dabei ist die Summe als Limes zu interpretieren. Vermoge J, und der wohl-
bekannten Homotopiedquivalenz S (XxY) ~ SXVSYVSXAY [s. (3.8)], erhilt man
auch H, , dabei vertauschen wir nur die inneren Faktoren AAB_. Falls A eine Suspen-
sion ist, sind H; und H, unabhingig von der Wahl der Abbildungen g, und auch unab-
hangig von der Summationsreihenfolge. Also ist dann auch P, wohlbestimmt. Die
Inklusionen o, und a,, , seien wie in der Einleitung definiert.

(3.5) SATz. — In[SAAA, SAVSAAB_]ist

2,01 B .
P,‘; =igp°(iss ° ([lSAs lSA] —io(1sa A S))).
Dabei seien ig, und i die Inklusionen von SA bzw. SAA B, in SAVSA AB_ und seien

die Operationen % und 5 wie in (0.2) definiert. Da H; o P} = P oy o, erhilt man
wegen (3.4) das Korollar :

(3.6) KOROLLAR. — In [SAAA, SAAB*] gilt :
2, 1
Proag o =0ap0(g° ([ao, 0‘o] - ; oo (AAY, ().

Ferner zeigen wir :

(3.7) SATZ. — Falls A eine Suspension ist, gilt in [SAAB™AAAB®™, SA AB*] fiir alle
m,n 2 0 die Gleichung :

Pf°d'm,n =- Z (1,+m+,,O(AAB(M)/\'Y,.(f)/\B("))-I- Z _v:,b[am+ $ta a#b]'

rz1 avb=n
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Dabei wird in der Summe mit Indizes @, b = n = {1, ..., n} iiber alle Paare (g, b)
summiert, fiir die die Vereinigung a U b gleich n ist, a und b diirfen leer sein. Die Abbil-
dung

Uap : SAAB™AAAB® —» SAAB™#DAAAB®),

wird definiert durch v, , (¢, 4, x, v, y) = (t, u, x Ay, , v, y;). Dabei reprisentieren wir
ein Element in B™ durch ein Tupel y =(y;, ...,y mit y,eB. Fir acn
sei Yo = (Jays - - -5 Yay,) die Einschrinkung des Tupels y auf a. Die Abbildung v, , ist
nullhomotop, falls B eine Suspension ist und a U b # J. Deshalb erhilt man aus (3.7)
die Darstellung von P, in der Einleitung, wo a U b die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
Fiir eine Suspension A sind die Operationen > und & trivial, deshalb ist (3.7) konsistent
mit (3.6).

Zum Beweis von (3.5) und (3.7) bendtigen wir einige Vorbereitungen. Wir benutzen
folgende Bezeichnungen. Sei X = (X4, ..., X,) ein Tupel von Riumen und sei zu a c n
wieder X, das eingeschrinkte Tupel. Sei PX = X; x...xX, das Produkt und sei
AX =X;A...AX, das »smash-Produkt«. Man hat die Projektion PX — PX, mit
x> x,. Allgemeiner nennen wir auch Abbildungen wie zum Beispiel r, : SPX —» SAX,
eine Projektion der Koordinaten, denn es ist r, (¢, x) = (¢, x,). Die Summe der Abbil-
dungen p, = r, ¢ i, , wo i, die inklusion in die Einpunktverbindung ist, bezgl. einer Anord-
nung der Teilmengen a < n bestimmt die Homotopiedquivalenz :

(3.8) P=Yp,: SPX- VSAX,.

acn ac<n

Diese erhilt man mit der exakten Sequenz in (0.2), vergl. [24]. Die Homotopiedquiva-
lenz P bestimmt eine Inklusion der Gruppen [SAX,, Z] < [SPX, Z]. Es gilt die fol-
gende Vertauschungsregel fiir Elemente o,e[SAX,, Z] und o,e[SAX,, Z] mit a,
bcnund a<bin [SPX, Z] :

(3.9) O+ 0y = O+ 0L+ 050 5 [0, 0],
dabei ist [a,, o] das Whitehead-Produkt und ist
Va0 SAX,up = S(AX)A(AXG)

gegeben durch v, , (%, x,.5) = (¢, X,, x;) mit xe PX. Da fiir eine Suspension B die
Diagonale Ay : B —» BAB nullhomotop ist, folgt o, +a, = o +a,, falls es ein ieanbd
gibt, fiir das X; eine Suspension ist. Aus (3.9) folgt auch, dass fiir eine Suspension A die
Homotopieiquivalenz A AP unahbingig von der Wahl der Summationsreihenfolge in
(3.8) ist.

Wir benutzen den folgenden Hilfssatz : Fiir fe[SA, SB] sei

S :B"XAXB" > B
durch die Adjungierte fund durch Multiplikation in B, gegeben, d. h. fiir
x = (b, a, b)eB"x AxB"
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$€i fy y (X) = by~ ... by.f(a).b,- ... -b. Mit der Abbildung
p: SB™AAAB™ 5 S(B™"xAxB",

welche durch ein Homotopieinverses von (3.8) gegeben ist, erhalten wir zu den James-
Abbildungen g, die Elemente :

(3.10) Y (f) = 8,°(Sfm, ) oPE[SB™ AAAB™, SB®].
Fiir diese gilt :
(3.11) HILFsSSATZ. — Falls X eine Suspension ist, so gilt
XAV () =XAB™AY,__n (/) AB®.
Sei s : B” —» B die Multiplikation, siche Paragraph 1, dann erhalten wir :

(3.12) KOROLLAR. — Fiir eine Suspension X ist das Diagramm

SXAB™
1sx AS \Jm
P .
SXAB,—— V SXAB®
iz1

homotopiek ommutativ. Dabei ist

o= T ouo(XAr).

acm,a®Q

Man erhilt (3.12) aus (3.11), wenn man dort f gleich 1g; setzt. Zum Beweis von
(3.11) beniitzen wir die Paarung

U : [SA, SB]x[SA, SC] - [SA, SBAC],
welche fiir fe [SA, SB] und g € [SA, SC] durch die Hintereinanderschaltung
fug: SA—2%,sAnAlA4 sBAA-22Y,SBAC,

gegeben ist. Dabei ist A, die Diagonalabbildung. Die Paarung U wird auch bis auf
Adjunktion durch die Abbildung b :B_xC_, - (BAC), von Steer induziert, dazu
siehe 1.5in [6] und 1.39 in [26]. Falls X eine Suspension ist, hat man fiir a,p € [SA, SB]
in [SXA A, SXAB®] die Cartan-Formel der Hopf-Invarianten :

(3.13) XA, (0 4B) = XA(,;'ovi(a)uv,_i(ﬁ)).

Diese gilt entsprechend der Bemerkung auf Seite 184 und der Bemerkung 3.12 in [6]. In
der Formel setzen wir formal yy (@) = lund lux=xuUl =x.
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Beweis von (3.11). — Entsprechend den Definitionen gilt in [S (B™ x A x B"), SB®] die
Gleichung :

o)) (S fom m) = 1+ (S, ) ° 8B)
=Y, (p1+ ... +Pmt+fopa+pi+...+pp).

Dabei sind p;, p;, (pa) : S (B"x A xB") - SB, (SA) die Projektionen. Fiir das Tupel
X oo X)) = (P15 o os PmsSoPas Pys - --» py) mit N =n+m+1 gilt dann wegen (1)
und (3.13) die Gleichung :

@) XA(é,o(Sim,;»=XA<i ) vn(xl)u...um(xN)).
mso

Da v, die Identitéit ist und da v; fiir i = 2 auf einer Suspension verschwindet, erhalten
wir aus (2) :

XAG e (Sfm ) =XAC T o0
(3) acm, n

wo

Xa,b=Pay V- -YPay, I Yr—sa-35(f0PA) UPp, V...V Py,
Nach Definition von p und U ist x, , o p = 0 fiir (a, b) # (m, n) und es gilt :
(4) Xai, 7 = (B(m)AYr—m-—n(f)A B(")) °rIN-

Da rjop =~ 1, folgt also aus (3) und (4) und der Definition von X Ay™" (f) die Behaup-
tung von (3.11).

Weiter benétigen wir die folgende Eigenschaft der Join-Konstruktion. In der Hinter-
einanderschaltung

Tohory, : S(X;xX,)— SX;AX, » CXxCX, >V
V= (8X; x X,/% x X,) V (X, x SX,/X; x %),

sei m die Abbildung, die X; x X, = CX, x CX, zu einem Punkt identifiziert, sei 4 die Join-
Konstruktion und r;, die Projektion der Koordinaten. Dann folgt aus der Definition
von A (s. [3]) :

(3.14) Hirssatz. — In [S (X, X X}), V] gilt die Gleichung

Mohori; =—jiori—Ya+X1+j20rs.
Dabei sind

S(X; X X;) B SX, x X,k X Xz oSX;,  S(X; xX5) 53X, x SX,/X, x sk = 5X,,
Projektionen von Koordinaten bzw. Inklusionen.
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Beweis von (3.5)und (3.7). — SeiX; =X, = AundX; = X, = B_undsei Y = X, xX,
und sei X =X;xX,xY =X, xX,xX;xX,. Das folgende Diagramm ist nach
Definition von w, in (1.10) kommutativ :

SX
X,
—— Xy AXp %Y

hxi

AR

Tt>d1

M | SXy 3 (Xax Y) v (XxS¥ox Y/Xyx %xY)
(~Hxq ) V(-Hx)oX 5 -Hyows=7,
IJ' = (SX;V SXIA(X2xY))V (SXpvSXo AXy)

SAVSAAB.c—

Dabei sind y und %54 : X; XxSX, X Y/X; x % XY - SX, x X, Projektionen der Koor-
dinaten und es ist & und /4 wie in (3. 14) gegeben. Weiter ist

) m;: AxB,xB,-B, mit m,(a, by, by)=b,.f(a).b,.

Entsprechend (3.14) und der Definition von H,, in (1.11) erhilt man fiir &y e [SX, U]
in (1) die Gleichung :

€)) EX = p1 + Piy+ P2+ P2a—P12y— P1— P2a— D2

Dabei sind die Summanden wieder die entsprechenden Projektionen der Koordinaten
von SX in die Teilriume von U, insbesondere ist

Piy: SX—SX,AYcSX,A(X,xY)c U.

Durch Einschriankung von w, = (—=H,) o w, auf SX;AX, erhilt man P}. Also gilt
wegen (1) fiir die Projektion r : S (X, x X,) — SX,; A X, und fiir die Inklusion

Jizt S(X;xX;)eSX  in [S(X;xX,), SAVSAAB,]
die Gleichung :
@ Plor =mo(Ex)ojsa
Wegen (3) gilt in [S (X; xX;), U] :
©) (X oj12=P1+P2=P12—P1—p, mit pyy=piyojy,.
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Fiir die Inklusionen iy, i, : SX,, SX, = U und 112 SX AX; € SX{AX3;xY) = U
folgt aus (5) und wegen (3.9) :

(6) EX)ejiz = (iz%(il ‘l’([iu iz] —igz))er.

Durch Anwendung von m auf (6) erhilt man wegen (4) die Gleichung in (3 5). Damit
ist (3.5) bewiesen.

Wir beweisen nun (3.7) : Sei also A = X; = X, eine Suspension. Wir 16sen schritt-
weise SX; AX, xY in eine Einpunktverbindung auf. Zunéichst ist fiir die Homotopie-
aquivalenz H_, aus (1.11) das Diagramm

HN
SXI /\Xl XIY—_—’SXI AX2VSX1 /\XzAY

7 =(xj12ri2)+y \ i
Y \\
N
SX . SX; AX,AY

ri2y

homotopiekommutativ. Dabei seien r;,y und ry, :SX - S (X; xX,) Projektionen
der Koordinaten. Um w, oj zu berechnen, miissen wir auch U in (1) zu U’ aufldsen :
Durch eine Homotopiedquivalenz

SX;A (X, xY) = SX, AX,VSX,AYVSX, AX,AY = U,
erhalten wir P’ und m’ in dern homotopiekommutativen Diagramm

U—— U’ =X, VU, VSX, VSX,AX,

® .
m\ /m’

SAVSAAB,,
Wegen (7), (5) und (3) gelten dann in [SX, U’] die Gleichungen :

)] § =P Ejrioy=—P Exji2r12) +P &)
=—(p1+P2—P12—P1—P2)+P1+Piy+P2+DPaa
—(P12+Piy+Pi2v)—P1—DP24a— D2

Dabei seien die Summanden nun die entsprechenden Projektionen der Koordinaten von
SX in die Teilriume von U’. Nach den Rechenregeln in (3.8) folgt aus (9) :

(10) & = {Pp1v> P2D+<{ P1ys P24 ) — P12y +<{ P1> P2a)-

Dabei bezeiche < o, B > = —a—B+a+p den Kommutator zu a, p in [SX, U’]. Die
Summanden in (3.9) liegen entsprechend (3.9) in der Untergruppe r{,y [SX; AX,AY, U’].
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Fiir X = Xy x X, x B™x B" erhalten wir das homotopiekommutative Diagramm :

v p

SX « SX, AB™AX, AB™
(11) SX 2% X, AX,AY 5 §X, AB*AX,AB*

g l i;f= w2 j le

U L SAVSAAB, 2= SAAB*

Dabei ist s = S (1, x Ix, x sx s) durch die Multiplikation in B,, gegeben und ist p bis
auf Vertauschung von B™ und X, wie in (3.10) definiert. Weiter ist H, bis auf Vertau-
schung durch die Homotopiedquivalenz H, in (1.12) bestimmt. Wir berechnen nun mit
(10) das Element

(12) Proay, ,=p*(Hiom o§'os).

Fir py, P, ,P1y s P24 s P12y €[SX, U’] erhalten wir zunichst die folgenden Formeln.
Firie{1,2},acn,b < msei
Qs © SX - SX,ABE® AB#D 22T gA AB¥,

durch Projektion der Koordinaten gegeben. Falls a oder b leer ist, schreiben wir nur
qi bzw. q;;. In [SX, SAAB*] gilt :

(Hym)opies =g, i=1,2,

(Hym')opyyos = _Z _ Q1abs
(13) P

(Hym')opyyos = _Z 925

bei, $b21
Dabei erhilt man die Gleichungen fiir p;y und p,, aus der Definition von m in (1) und aus
(3.12). Weiter sei g : SX —» SX; AX, AB™AB®™ , SAAB*AAAB* durch die Pro-
jektion und bis auf Vertauschen von X, und B™ durch o, , gegeben. Dann gilt wegen
(3.4), (3.12) und der Definition von m in (1) mit Hilfe der Definition (3. 10) die Gleichung :
a4 PHH m)opaye)= Y 4o (AAY"(f))eq.
rzm+n+1

Da s ein Homomorphismus ist, kénnen wir zur Berechnung von p* (H, m’) £’ o 5) die
Gleichungen (13) und (14) in (10) einsetzen. Aus der Bilinearitit des Whitehead-Produkts
erhilt man nach dem Einsetzen eine Summe, in der unter p* alle Summanden ausser (14)
und den folgenden verschwinden :

{ Pimn> P20» falls m+n =1, bei { pyys P2 )»

15) . Z__ { P1imps P2v ) bei{ prys P24 s
2o ¥zl
{P1s P2n)s falls m =0, beid pys P2a?-

Wegen (3.9) folgt aus (14), (15) und (12) die Behauptung von (3.7), wenn man fiir y7*" (f)
die Gleichung (3.11) benutzt. Damit ist auch (3.7) bewiesen.
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4. Relationen fiir primire Homotopieoperationen

Den Relationen, die wir in Satz A der Einleitung beschrieben haben, liegt die folgende
Eigenschaft der Abbildung w, zu Grunde :
(4.1) SATZ. — Zu f:SB — SA sei die Abbildung w, wie in (1.10) definiert. Dann ist
die Hintereinanderschaltung
SAAAx (B, xB,)3SAx B, 22" savsBLIsB

nullhomotop. Dabei ist p = pyo @y : SAX B SF (7o) = SAVSB wie in (2.3) definiert.

Beweis. — Da wegen (2.4) das Diagramm

N, —2*% _,SB

I(f 1)

SAxB, SAVSB

homotopiekommutativ ist, lasst sich also (f; 1) p (—1) wegen Satz (1.9) iiber N, ~ C,_,
fortsetzen. Also folgt (4.1).

Fiir die Abbildung p in (4.1) gilt der folgende Hilfssatz. Sei wieder g5 = g, : SB,, — SB
die Adjungierte zu ¢ in (1.1) und seien ig, , igg die Inklusionen in SA V SB.

(4.2) HiLFsSATZ. — Das Diagramm

H,
SAx B, ——> SAVSAAB,
AN

P\,  lis, lisa, iss 0 g8])
SAVSB

ist homotopiekommutativ.
Als Folgerung zu (4.2), (4.1) und (3.5) erhilt man unmittelbar :

(4.3) SATz.— Sei f : A - B_ eine Adjungierte zu f: SA —SB. Dann gilt in[SAAA, SB]
die Gleichung :

Lf, /1=Lf 8o (s A f).

Die Abbildung p in (4.1) und (4.2) lasst sich mit dem folgenden Hilfssatz weiter auf-
spalten :

(4.4) HiLrssaTZ. — Falls A eine Suspension ist, so ist fiir die Homotopiedquivalenz J,
in (3.4) das Diagramm

SAAB, — 2, VSAAB®

rz1
[isa, iss 0 8] \ /

SAVSB
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homotopiekommutativ. Dabei ist W durch iterierte Whitehead-Produkte gegeben, d. h.
Woa, = [iga, ig]-

Bemerkung. — Hilfssatz (4.2) und (4.4) stellen den induktiven Schritt im Beweis des
Hilton-Milnor-Theorems dar. Denn man erhilt durch diese Hilfssitze die Homotopie-
aquivalenz

(%) Q(SAVSB) ~ QSBxQ(SAV V SAAB®),

iz1

welche durch die Multiplikation im Schleifenraum und durch i, , iz und W aus (4.4)
bestimmt ist. Gray macht in ([10], [11]) auf diesen induktiven Schritt aufmerksam,
ohne zu zeigen, dass die Homotopiedaquivalenz () durch die iterierten Whitehead-Produkte
W in (4.4) induziert ist. Erst durch diese zusitzliche Eigenschaft erhilt man aus (¥)
induktiv die volle Aussage des Hilton-Milnor-Theorems, vergl. ([13], [22], [6]).

Als Folgerung zu (4.4) und (4.3) erhalten wir mit der Definition von J, in (3.4) den
Satz :

(4.5) SaTz. — Sei f:SA — SB und sei A eine Suspension. Dann gilt in [SAAA, SB]
die Gleichung :

L1 /1= 1ss]-AAD+ T [, 155] (AAY. ().
(4.6) KOROLLAR. — Falls f eine Suspension ist oder falls
[[/. 1] 1sn] =0
[£. 1=/, 1] (AA ).

Satz (4.5) ist d4quivalent mir der folgenden Barcus-Barratt-Formel :

gilt:

(4.7) KoroLLAR (Barcus-Barratt). — Zu f:SZ — SY sei f :Z Y, eine Adjungierte,
dann gelten in [SXAZ, SXV SZ] die Formeln :

[isx’ isy of ] = [iSXa isy °§Y] ° (1sx A f )
und fiir Suspensionen X, Z :
[isx, isyof] = [isx» isy] o (XA )+ ;2 [isx» iR] - XAY, ().
Beweis. — Sei SA = SXVSZ und SB = SXVSY, dann wende man (4.3) bzw. (4.5)
auf 1z VS :SA - SB an.

Bemerkung. — Sei o : SX —» U und B : SY —» U, dann erhilt man aus (4.7) die Ex-
pansion [a, Bof],vergl. 7.1und 7.4in [2]. Mit (4.7) lasst sich dann auch (4. 5) beweisen
wenn man zu f : SA — SB die Expansion von [f, 1sp o f ] berechnet. In 3.5.1 von[25]
hat Rutter ebenfalls (4.7) erhalten.
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Als weitere unmittelbare Folgerung zu (4.1), (4.4) und (3.7) erhalten wir in Verall-
gemeinerung von (4.5) :

(4.8) SATzZ. — Sei f: SA — SB und sei A eine Suspension, dann gilt fiir jedes Paar (m, n)
mit m,n 2 0 in [SAAB™ A A AB®, SB] die Gleichung :

2 ons [ 157°7] [£ 157]]

avb=n

=[£, 1G"" V] (AAB™AFAB™)+ Y [f, 157" 7] (AAB™ Ay, (f) AB®™).

rz2

Falls B eine Suspension ist, erhidlt man aus (4.8) die Behauptung von Satz A in der
Einleitung. Entsprechend zu Korollar (4.7) kann man aus (4.8) Formeln fiir die Expan-
sion iterierter Whitehead-Produkte ableiten. In Verallgemeinerung von (4.6) gilt :

(4.9) KOROLLAR. — Falls f eine Suspension ist oder falls [ f, 1{a*"* ] = 0, gilt die Glei-
chung :

Z va,b[[fa (m+ #a)] [f, l(s#b)]] [f 1(m+n+1)] (A/\B(m)/\f/\B(")).

aub=n

Fiir eine Suspension f ist die Gleichung in (4.9) fiir » > 0 nicht trivial. So erhilt man
fir f = 155 das Korollar :

(4.10)0 KOROLLAR. — Sei B eine Suspension, dann gilt fiir jedes Paar (m, n) mit m, n = 0
in [SB™*+"*2) SB] die Gleichung :

Y ok [[se 1679, [Lsp 1671 = [1se, 167701

asb=n

Fiir m = 0 und n = 1 ist die Gleichung in (4.10) dquivalent mit der Jacobi-Identitét
bei Whitehead-Produkten.
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