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SUR LE SCHEMA
DE HILBERT DES VARIETES DE CODIMENSION 2
DANS P¢ A CONE DE COHEN-MACAULAY

Par GER ELLINGSRUD (*)

Les sous-schémas fermés de codimension 2 de P; ayant un céne projetant de Cohen-
Macaulay correspondent a des points lisses du schéma de Hilbert. Ce résultat est démontré
par Fogarty [F] pour e = 2. On démontre ici ce résultat pour e = 3 et on calcule la dimen-
sion des anneaux locaux de ces points.

La méthode utilisée ici est différente de celle de Fogarty et ne s’applique pas dans le
cas e = 2. Elle repose essentiellement sur les deux faits suivants :

1. Soit X une famille de sous-schémas fermés, plate sur un anneau local, noethérien A,
a corps résiduel k et soit X, sa fibre spéciale. Si le céne projetant C, de X, est de pro-
fondeur supérieure ou égale a2 alors le cone projetant C de X est plat sur Aet C® k = C,,.
A
2. Si Y g Pj est de codimension 2 & cone projetant de Cohen-Macaulay alors ce cone
admet une résolution déterminentielle de longueur 2.

Cette derniére remarque permet de calculer la dimension de la composante irréductible
du schéma de Hilbert contenant Y comme fonction de certains entiers associés a la réso-
lution.

On donne enfin quelques exemples qui permettent de mieux comprendre la situation.
Certains de ces exemples sont déja étudiés par M. Noether dans son article fondamental
sur les courbes de I’espace [N].

Soit A un anneau noethérien et e un entier positif. On notera R, ’anneau A [X,, ..., X.]
et Ry I'idéal (X, ..., X,). Si X P4 est un sous-schéma fermé et 2 un idéal homogeéne,
maximal parmi ceux qui définissent X, on appellera R,/ le cone minimal de X et on le

notera C, (X). Il est caractérisé par le fait que R} n’est contenu dans aucun de ses idéaux
premiers associés.

(*) Université d’Oslo, I.LR.M.A., Strasbourg, 1973-1974.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 54



424 G. ELLINSGRUD

Soient maintenant k un corps et X < Pj un sous-schéma fermé. Il existe une résolution
libre, graduée de C, (X) en tant que R,-module :

(1) 0—) @ Rk[_ns'j]"‘;') @ Rk["‘ns_l’j];“‘)...—) @ Rk[_nl,j]—_)Rk'—’Ck(X)—)O,
j=1 s j=1 s—1 j=1 ?1

ou les n;; sont des entiers positifs et chaque @, est homogéne de degré 0. Notons par (n;;)
la suite d’ensembles ({7, 1, ..., By, m, }» - o> {75, 1, - - > N5, m, }); NOUS dirons que X est
de type (n;;). On appellera s la longueur de la suite (n;;). Si (1) est une résolution minimale
par rapport a Iidéal maximal R}, (n;;) est uniquement déterminée par X, et on dira que X
est de type minimal (r;;). Sinon il existe pour certains i une sous-matrice carrée, inver-
sible, maximale ¥; de @; qui définit un isomorphisme

® Ry[-m,;]> @ R[-m-y, )]

jel Jjeli-1
pour certains sous-ensembles I; = {1,...,m;} et J;_; = {1,...,m_; }. 1l existe
alors une bijection o; : I; —» J;_, telle que n;; = n;_y, ,(;- Soit (n;;) la suite obtenue a
partir de (n;;) en supprimant {n; };.,, et {n;,_y, ; };u,_, pour les i en question. Nous
dirons que (n;;) prolonge (n;)).

Le polynéme de Hilbert P de X est bien déterminé par (n;;). Soit X le sous-schéma fermé,

universel de Pj x Hilb®. Définissons le sous-ensemble U, , de Hilb® par

U,y = {x€Hilb® | X @ k(x) est de type (n;;)}.

THEOREME 1. — Si la longueur de (n;;) est inférieure ou égale & e—1, alors U, ) est
un ouvert dans HilbF.

Remarque 1. — Si X est de type (n;;) alors s < e—1 implique que le c6ne minimal de X
est de profondeur supérieure ou égale a 2.

De plus, si pour tout point de U, , le schéma correspondant a un céne minimal de pro-
fondeur supérieure ou égale a 2, alors il existe (n;;) de longueur inférieure ou égale & e— 1
telle que U, , = Ug,).

Remarque 2. — L’hypothése s < e—1 est nécessaire comme le montre ’exemple sui-
vant. Dans le schéma de Hilbert des sous-schémas finis de P2 de degré 3, les sous-schémas
qui sont contenus dans une droite, forment un fermé de codimension 1. Ils forment aussi
P’ensemble U, 3y, a3y

La proposition-clé de la démonstration du théoréme est la suivante :

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau local, noethérien, de corps résiduel k. Soit X = P%
un sous-schéma fermé, plat sur A, et soit X, = X ® k. Soit

Mms—1

ms
Li: 0o ®R[—n, ;] @ R[-n,_y J—...
j=1 Ps j=1 Ps—1

my
- _@le[—nl,j] P Ry - G (X,) -0,
j=
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SCHEMA DE HILBERT DES VARIETES DE CODIMENSION 2 425

une résolution libre, graduée de C, (X,) @ homomorphismes de degré 0. Supposons que
prof C, (X,) = 2. Alors :

(1) CA(X) est A-plat et C,(X) ® k = C, (Xp)
(ll) CA (X) =~ @ Ho (X, 0x (V)) s

(iii) il existe une résolution libre, graduée a homomorphismes de degré O :
ms ms—-1
Ly: 0 ® RA[“"s,j]'—,’ ® RA[—ns—l,f] AR
i=1 % j=1 Pt

- @ RA[—nl’j];-)RA—»CA(X)AO,
ji=1 1

telle que
L.®k=~L,.

Démonstration. — Comme R} n’est contenu dans aucun des idéaux associés a C, (X),
on a une suite exacte

0 Co(X)5> @ H(X, Oy (v)) > H - 0.

En tensorisant par k on obtient un diagramme
a®k 0
CAX)®@k—dH (X, 0x(vV)®k—>H®k—-0

Y 1®Bv

Ci(Xo) ® H° (Xo» Ox, ()

dans lequel tous les homomorphismes sont canoniques et le carré est commutatif.

Comme v est surjectif et comme p est un isomorphisme car prof C, (X,) = 2 alors @ B,

est surjectif. D’aprés le théoréme de changement de base ((EGA], Chap. 3,§ 7.7 et 7.8),

chaque B, est un isomorphisme et chaque H° (X, 0y (v)) est A-plat. Donc @ B, est un
v

isomorphisme et @ HC (X, 0y (v)) est A-plat. Alors d ® k est surjectif et H® k = 0.

Comme H est une somme directe de A-modules de type fini, H = 0 d’aprés le lemme de
Nakayama. Donc d est un isomorphisme, ce qui démontre (i) et (ii).

En relevant les ¢; successivement on voit qu’il existe un complexe gradué & homomor-
phismes de degré O :

ms—1

Ly: 0> @ Ry[—n,;]= @ Ry[—n_y ;]—...
C =1 ®5 =1 Ps=t
- @ RA[—nl,j]?RAa C,(X)—>0.
j=1 t

Comme C, (X) est plat sur A, I’exactitude de L, se déduit du lemme de Nakayama.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



426 G. BLLINSGRUD

Démontrons maintenant le théoréme 1. Soit x € Uy, et soit A 1’anneau local de Hilb®
au point x. Soient k = k(x), X =X ® A et X, = X ® k. Soit Spec B’ un voisinage
affine de x. Comme A est B’-plat, on a C, (X) = Cp. (X ® B') ® A.

Regardons le complexe L, de la proposition. Chaque ¢; est donné par un systéme de
générateurs homogenes de ker ¢;_;. Un tel systéme ne contenant qu’un nombre fini d’élé-
ments on trouve en effectuant une récurrence sur i, un voisinage affine Spec B de x sur
lequel il existe un complexe

Lg: 0—’169 Rn[—"s.j]—’j@l Re[—n,-y1,;]-- ..
=1 =
- @ RB['—nl'j]—)I{B_’(:B(i ®B)-—’0’
j=1

prolongeant L,, et dont les homomorphismes sont de degré 0. D’aprés le lemme 6.3

de [PS 1] I’ensemble des points y € Spec B tels que Ly ® & () est exact, forme un ouvert
qui est bien contenu dans Ug,, ).

THEOREME 2. — Supposons que les points de Hilb® correspondent @ des sous-schémas
fermés de codimension 2 de Pj.

(i) Les sous-schémas fermés ayant un cdne minimal de Cohen-Macaulay forment un
ouvert lisse U de Hilb®.

Pour e 23 ona:

(i) Si la longueur de (ny;) est 2, alors I'ouvert U, , de Hilb® est lisse et connexe de

dimension
Z <n21—nlj+e)+ Z (nlj—n2‘+e)
8242015 e n1j2Zn2q €

_ Z (n”—nzj'l'e)_ Z (nlj“':n'i'e)-i_l.

n242n2; e nij2ng

(iii) Les U, forment un recouvrement de U. De plus Uy, , " Uy ) #* & si et seu-
lement si il existe (n)) telle que (ny;) et (n;;) prolongent (n}), et telle qu’il existe un sous-
schéma de type (nj)).

Remarque. — Pour e = 2, il s’agit d’un théoréme de Fogarty ([F], Th. 2.4). Nous
n’étudierons donc que le cas e = 3. Dans ce cas (i) se déduit immédiatement de (ii) et (iii).
En effet dire que le cone minimal de X est de Cohen-Macaulay, lorsque X est de codi-
mension 2 dans Py, est équivalent & dire que X est de type (n;;) avec longueur (n;;) = 2.

Démonstration. — Soit x € Uy, , et soit A ’anneau local de Hilbg, au point x.

4e SERIE — TOME 8 — 1975 — N© 4



SCHEMA DE HILBERT DES VARIETES DE CODIMENSION 2 427

Il suffit pour démontrer la lissitude de prouver qu’on peut compléter chaque
diagramme
CI
",

N

¥ S

C+——A

ou C'—» C est une surjection d’algébres artiniennes, locales. D’aprés la définition du
schéma de Hilbert il est équivalent de trouver un sous-schéma fermé X' = P¢., plat sur C/,

vérifiant X' ® C = X ® C.

Soit I = ker (C'—» C). On peut supposer que I> = 0.

Comme prof C, (X,) = 2, on déduit de la proposition 1 et de [PS 2] (Chap. 1, Th. 3.3),
la suite exacte

m—1 m ~
LC : 0—’ @ Rc[—'nz‘l]ﬁ;> @ Rc[—nlj]FRc—)Cc(X®c)—)o,
ji=1 i=1
A o

ou ® est une matrice mx(m—1) a coefficients homogénes de degré n,;—n,; dans Rg.
En relevant ® & une matrice ®, & coefficients homogénes de degré n,;—n,; dans R, on
obtient un complexe

m—1 m
LC' : 0> @ RC'[—nzj]? @ Rcf[—'nlj]:_‘l_)Rcr.
I=t =t A o

Comme I =0, on a que IL.. = I ® L. qui est exacte parce que Cc ()~( ® C) est plat.
La suite d’homologie associée a la suite exacte

0-I®Lc—>Lo—»Lc—0,
c

montre que L. est exact. Donc Tor$ (H, (L¢), C) = 0 et comme
Ho (Le) ® C = Cc(X ® C)
est plat, Hy (L) est plat d’aprés le critére local de platitude.
ProjH,(Lc) = ProjRe = P¢.

est le sous-schéma cherché.

Montrons maintenant Uirréductibilité de U, ,. Dans [PS 1] (Th. 6.2) il est démontré
qu’il existe un ouvert Z(,,”) cP¥ ! on

N = Z <n2j—nli+e>’

n2y2n1y e

et une matrice ®,, , & coefficients homogenes de degré n,;—n,; dansI'(0, ) [Xo, - - -» X]
ayant la propriété suivante. (On y suppose n,; > ny; pour tous / et j, mais la démons-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



428 G. ELLINGSRUD

tration de ce point ne nécessite pas cette hypothése.) Soient B une k-algébre et ® une
matrice a coefficients homogénes de degré n,;—n;; dans Ry. Soit L (®) le complexe

m—1 m
0- @ RB[_nzj]") @ RB[—-nlj]—_l——*RB.
j=1 ® j=1 m v
A @
Alors si L (®) ® k (¥) est exact pour tout y € Spec B il existe un morphisme unique f :
Spec B - Z,,, avec f* ®, , = « ® pour un élément aek* = k—{0}.

L (@,,) est exacte et Hy (L (D)) est plat sur 0, e Le faisceau d’algébres gra-
duées Hy (L (@, ) définit donc un sous-schéma fermé X, , s P°XZ, ), plat sur Z, ,
dont les fibres ont P comme polyndme de Hilbert. Il existe alors un morphisme
unique £ : Z, , - Hilbge avec A* X= Xm,- On voit facilement que I'image de A
est Ug,,- Comme Z, , est un ouvert dans P"~7, il est irréductible. Alors Uy, , est irré-
ductible.

Pour calculer la dimension de U, , nous aurons besoin du lemme qui suit sur les relé-
vements d’un module gradué (nous n’en donnerons pas la démonstration).

Soit C un anneau. Si M et N sont des R.-modules gradués de type fini, alors les
modules Extflc (M, N) ont une graduation induite par celles de M et N. Nous désigne-
rons par M, la composante de degré v d’un module gradué M.

LeMME. — Soit C'—»C une surjection d’anneaux de noyau 1. Supposons que 1> = 0.
Soit M un R -module gradué de type fini, plat sur C. Alors I’ensemble

{M’|M’'R¢c-module gradué plat sur C'}

, isomorphismes relevant 1'identité
avec M®C~M / P

est un espace homogéne principal sous Ext}lc M, M ® I),.
Soient maintenant x € U, , et #, ’espace tangent de Hilb® au point x. Soit

X, = X @ k(x).

Notons k [€] ’algébre k [T]/T2. D’aprés la proposition 1 et le lemme, il y a des isomor-
phismes canoniques

tx g {X < melx plat, X ®k(x) = Xo}
~ {M|M Ry ,; module gradué, avec M ® k ~ C,(X,) } = Exty, (C; (Xo), Ci(Xo))o-

Soient R = R, et C, (X,) =~ R/U. Il existe une résolution graduée & homomorphismes
de degré O :
m-—1 m
1 0-> @ R[—ny;]-> & R[—n{;]>R->R/A-0.
j=1 i=1
En appliquant le foncteur Homg (—, R/) on obtient la suite exacte 8 homomorphismes
de degré O :

(2) 0 Extg (R/A, R/A) - é R/A[n,;]- m@l R/A[n,,] - Exti (R/A, R/A) - 0.
j=1 i . o
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D’ou
dim Extg (R/, R/A), = ji dim (R/),, j—’:i dim (R/2),,,
+dim Ext2 (R/2, R/A),.

Comme d.p. R/ =2 il y a un isomorphisme ExtZ (R/%, R/) =~ Ext? (R/A, R).
Comme Ext! (R/9, R) = 0 pour i < 2, on obtient & partir de (1) une suite exacte

m m—1
3) 0-R- @ R[ny;;]» @& R[n,;]>Extz(R/A, R) 0.
j=1 j=1

Alors, d’aprés (1) :

idim(R/QI) = i[(nlf"'e)_ Z <nli—"2i+e>+ 2 (nlj“"1i+e)]
) nij e s

J j=1 niy=n2y e nijZngy e
m—1 m—1
. n2j+e nzj—n”"f'e nzj—n2i+e
dim (R/),,, = Y, [( )— Y ( + ) ,
Jj=1 j=1L. e n2j2niy e nzj2n2i e

et d’aprés (3) :

dim Bt (R, R/20), — "'i‘ <nzj+e> _ i ("1i+e> +1.
j

On en déduit la formule annoncée.

Remarque. — On peut aussi déterminer la dimension de U, , en calculant les fibres
du morphisme & : Z, ) Hilb®. Soit G le groupe algébrique des couples des
matrices (A, B) ou A (resp. B) induit un R;-automorphisme gradué de degré 0 de

m m—1
.®1 Rk [—nlj] (I‘esp. . Rk [""2]]) .
j=

ji=

G est de dimension

Z <n1j—n1i+e>+ Z (nzj"nZi'l'e)'
nyj2nyg e n2j2n2i e

G opére sur Z, , par @ > A B~ 1l est clair que G opére transitivement sur la fibre
d’un k-point de U, , Le stabilisateur de @ est constitué par les isomorphismes
entre L (®) et L (o ®) pour o € k* ; un tel isomorphisme se compose d’une homotopie
de L (®), d’une homothétie de L (®) et d’un isomorphisme de type
m—1
[ ] A ov
0-’ @R[—-nzl]—)@R[—n“]——)R
am-1)2_1 a(m-1)2 ”
0 @R[—"zj];;’@R[—"u]m__l—’R
A @) .
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430 G. ELLINGSRUD

Le stabilisateur est donc isomorphe a

m m-—1
Homl< @ R [—nlj], @ R [—nzj]) X k*z,
ji=1 i=1 Y

Z (nl_,--—nz,-+e>
nij=nag e

On en déduit la dimension de U, o

et sa dimension est

Exemples. — Comme M. Noether [N], nous noterons R4 I’ouvert du schéma de Hilbert
formé des courbes équidimensionnelles, sans composantes immergées, dans P; = P,
de genre g et de degré d. Etudions quelques cas particuliers.

1. g = 0,d = 3. Dans ce cas, toutes courbes de R est projectivement Cohen-Macaulay
de type t = ({2,2,2}, {3, 3}), donc R} est lisse, connexe de dimension 12, d’aprés le
théoréme 2. En effet, soit X une telle courbe et soit # le faisceau d’idéaux la définissant
dans P. On montre, que dim H° (P, # (2)) = 3. 1l existe alors S;, S, deux surfaces de
degré 2, s’intersectant proprement et contenant X. Sinon il existe des formes linéaires /,
I, 1,, I telles que I, I,, I; soient linéairement indépendantes et que Iy/,, Iy,
Iyl; € H° (P, # (2)) ce qui est impossible parce que X est équidimensionnelle et sans com-
posantes immergées. Alors S; N S, est la réunion de X et d’une droite. On en déduit le
résultat annoncé d’aprés [PS 1] (prop. 1.2 et § 3).

2. g =3, d = 6. Dans I’ouvert des courbes réduites et irréductibles de R2 les courbes
projectivement Cohen-Macaulay sont toutes de type ¢ = ({3, 3, 3, 3}, {4, 4, 4})
et forment un ouvert lisse connexe de dimension 24, alors que les courbes dont le cone
minimal n’est pas Cohen-Macaulay forment un fermé de dimension 23. De plus, on peut
montrer que I’ouvert et le fermé contiennent des courbes lisses connexes.

En effet, soit X une courbe réduite et irréductible de R} et soit S le faisceau d’idéaux
la définissant. Comme le degré de Oy (3) est supérieur 4 2g—2 on a

dimH°(X, 0x(3)) = 16 ([M], §11).

On en déduit dim H° (P, # (3)) = 4. Deux cas se présentent :

(i) H° (P, # (2)) = 0. 11 existe alors S;, S, deux surfaces de degré 3 contenant X et
s’intersectant proprement. L’intersection des surfaces S; et S, est la réunion de X et d’une
courbe de genre 0 et de degré 3. On en déduit que X est projectivement Cohen-Macaulay
et de type ¢, en utilisant I’exemple précédent et [PS 1] (§ 3).

(ii) H® (P, £ (2)) # 0. On vérifie que dim H° (P, £ (4)) = 13. Donc il existe des sur-
faces S; de degré 2 et S, de degré 4 contenant X et s’intersectant proprement. La
courbe S; N S, est la réunion de X et d’une courbe C de degré 2, et de genre —1. Alors C
est nécessairement la réunion disjointe de deux droites, donc son c6ne minimal n’est pas
Cohen-Macaulay et celui de X non plus d’aprés [PS 1] (prop. 1.2). On peut démontrer
que la condition H® (P, # (2)) # 0 définit un fermé de dimension 23.
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SCHEMA DE HILBERT DES VARIETES DE CODIMENSION 2 431

3. g = 12, d = 9. Dans ce cas, les courbes & cone minimal de Cohen-Macaulay dans R4?
forment un ouvert, lisse non-équidimensionnel, donc non-connexe. En effet, soit L une
droite dans P et soient S, et S, deux surfaces de degrés respectifs 2 et 5 contenant L s’in-
tersectant proprement. Alors S; N S, est la réunion de L et d’une courbe X de genre 12
et de degré 9. D’aprés ([PS 1], §3) cette courbe est & cone minimal de Cohen-Macaulay
detypet; = ({2, 55}, {6 6}). Soient S et S, deux surfaces de degrés respectifs 3 et 6
contenant X et s’intersectant proprement. Alors S; N S) est la réunion de X et d’une
courbe X' de degré 9 et de genre 12 et de type t, = ({3,3,3,6}, {4,4,7 }).

On vérifie facilement que U, nU,, = . D’aprés le théoréme 2, dim U, = 38 et
dim U,, = 39 ce qui démontre le résultat. On peut démontrer que toute courbe réduite
et irréductible de R}? est contenue dans U,,. De plus U,, contient des courbes lisses
connexes ([PS 1], §6.2).
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