
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

LAWRENCE BREEN
Un théorème d’annulation pour certains Exti de faisceaux abéliens

Annales scientifiques de l’É.N.S. 4e série, tome 8, no 3 (1975), p. 339-352
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1975_4_8_3_339_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1975_4_8_3_339_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. sclent. EC. Norm. Sup.,
46 s6rie, t. 5, 1975, p. 339 h 352.

UN THEOREME D'ANNULATION
POUR CERTAINS Ext^ DE FAISCEAUX ABELIENS

PAR LAWRENCE BREEN

Soient G un schema en groupes commutatiffini et plat, H un schema en groupes commu-
tatif lisse, quasi-projectif, definis sur un schema de base quelconque S. Choisissons un
nombre premier p tel que toute caract6ristique residuelle non nulle p ' de S satisfasse a
p ' ^ p. On identifie les groupes G et H aux objets qu'ils representent dans la categoric y (S)
des faisceaux abeliens sur S pour la topologie fidelement plate de presentation finie
(f. p. p. f.). Ceci permet de definir des groupes Ext^g) (G, H) pour i ̂  0 [qu'on notera
Ext1 (G, H) lorsque aucune confusion n'est possible] comme foncteurs derivees de
Horn (G,—) dans la categoric abelienne ^(S).

Contrairement a la convention habituelle, on appelle ^xt1 (G, H) Ie faisceau associe
pour la topologie etale au prefaisceau F : (Sch/S) —> (Ab) defini, pour tout schema T
au-dessus de S, par

F(T)=Ex4(T)(GxT,HxT).
S S

On se propose de demontrer Ie :

THEOREME. — Supposons que G et H satisfont aux hypotheses enoncees ci-dessus et
qu^en outre, pour tout nombre premier q < p, la multiplication par q induise un automor-
phisme q.\Q : G ^ G. Alors, Sxt1 (G, H) = 0 pour 1 < i < 2p-2.

Remarques. — 1° Le theoreme implique evidemment Ie meme enonce avec ̂ xt1 Ie faisceau
associe a Ext1 pour la topologie f. p. p. f. Dans ce dernier cas, le theoreme est bien connu
pour i = 1, H le groupe multiplicatif ([14] exp. VIII, prop. 3.3.1); il est par contre faux
pour H unipotent ou H une variete abelienne non ordinaire ([18], II, 10.5, 14.4).

2° On laisse au lecteur le soin d'expliciter les applications du theoreme au calcul des
groupes Ext^G,!!), via la suite spectrale de passage du local au global ([1] exp. V,
prop. 6.9) :

E^H^S.^c^G.H)) => Ext^G.H).
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340 L. BREEN

3° L'hypothese sur les caracteristiques residuelles de S est indispensable : si S est un
schema de caracteristique p > 0 on sait que

^^-'(ap.H^O

lorsque H = G^ ou G^ [3]. Par contre, Fhypothese que q.\Q est un isomorphisme pour
q < p est sans doute inutile. Lorsque Ron dispose d'une resolution partielle de G par
un complexe L.(G) de longueur f+1 dont les composantes sont isomorphes, foncto-
riellement en G, a des sommes de Z-modules libres engendres par des puissances carte-
siennes de G, on peut demontrer par les methodes employees ici que ^xt1 (G, H) = 0
sans cette hypothese sur G. C'est Ie cas, pour 1'instant pour 1 < i < 5. Une resolution
partielle de longueur 3 est decrite dans [14] (VII. 3.5).

4° De toute fa^on cette seconde hypothese est evidemment satisfaite pour les groupes G
d'ordre n avec (n, q) = 1 pour tout q premier < p. Quant aux groupes d'ordre m, avec m
inversible sur la base S, ils sont etales sur S ([8], IV4 17.8.2 et [7], XV, lemme 1.3) et
done localement constants pour la topologie etale. La nullite des groupes €xt1 (G, H)
est alors elementaire puisqu'elle resulte de la nullite des groupes Ext1 pour i ̂  2 dans
la categoric des groupes abeliens abstraits.

5° Lorsque la base est un anneau artinien, on peut devisser G en une suite exacte :

l-^Go-^G-^G^l

avec G01 etale et Go connexe. En vertu de la remarque 4, on peut supposer G = Go connexe
et p > 0. Le rang de G est alors une puissance de p, comme on Ie voit sur la fibre
fermee ([7], VIIg, cor. 5.4). On sait alors que 1'ordre de G est une puissance de p
(yoir [19]) et G satisfait automatiquement aux hypotheses du theoreme.

6° On a vu dans [2] (§ 7) que, pour tout schema abelien A sur une base reguliere S,
les groupes Ext1 (A, G^) sont de torsion pour i > 1; il en est done de meme des faisceaux
associes Sxt1 (A, G^). On voit maintenant que ces faisceaux sont nuls pour 2 < i < 2p— 1:
en effet, a 1'aide de la suite exacte de faisceaux f. p. p. f.,

0-^A->A-^A->0

on se ramene a montrer que les faisceaux Sxf ^A, G^) sont nuls pour 1 < i < 2/?—2,
et Ron peut meme supposer n premier. L'assertion resulte de la remarque 4 lorsque n
est inversible dans S, et du theoreme lorsque n est Fune des caracteristiques residuelles.

7° Signalons enfin 1'elegante observation suivante due a P. Deligne [6] : Sur une base
quelconque, €xt1 Oip, Go) = 0 pour tout f. On considere en effet une suite exacte :

(0.1) 0-^-^A-^B-^O,

avec A et B des schemas abeliens sur S. II suffit de verifier que les suites spectrales d'hyper-
cohomologie etudiees en (1.7) pour G = A (resp. B) et H = G^ sont isomorphes. Ceci
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ANNULATION DE CERTAINS Ext1 341

resulte du fait que la cohomologie d'un schema abelien est Falgebre exterieure sur la
partie de degre 1 ([20], chap. VIII, th. 10) et de ce que Fapplication :

m^H^B.OB^H^A.OA)

induite par m est un isomorphisme. Ce dernier point provient de ce que

H1 (A, 0^) = Lie (A*) [resp. H1 (B, 0^) = Lie (B*)],

ou A* (resp. B*) designe Ie schema abelien dual de A (resp. B). Or la suite exacte duale
de (0.1) est :

0-,z/p->A*-^B*^0

(yoir [18], III, th. 19.1) ce qui entraine 1'isomorphisme souhaite :

m*=Lie(B*)^Lie(A*).

On remarquera que, par devissage et en employant les techniques exposees ici, ceci
admet diverses generalisations standard qu'on pourra comparer aux enonces de [7]
(XVII, § 5 et 6).

Le theoreme enonce plus haut est elementaire dans la mesure ou il n'etudie les Ext1

qu'en basses dimensions (au sens de Fenonce du theoreme). C'est pourquoi les techniques
developpees dans [2] se revelent suffisantes pour le demontrer. L'etude des Ext1 pour
i ^ lp—1 semble beaucoup plus ardue, et n'a ete entreprise a ce jour, a 1'exception du
cas cite au 7°, que pour les groupes Ext1 (G^, G^), dans la categoric des faisceaux de
Fp-modules (yoir [4] et [2]).

Ce texte a ete redige dans le cadre de FEquipe de Recherche associee au C.N.R.S.
n° 451 a 1'Universite de Rennes. Les commentaires qu'A. Grothendieck a bien voulu
formuler a propos d'une version preliminaire de cet article m'ont ete tres profitables.
Us m'ont notamment permis de simplifier la demonstration du theoreme et de Fenoncer
sous une forme plus generale. Je tiens a Fen remercier ici.

1. Generalites et reduction du corps de base

Soit G un groupe abelien. On designe pour n ^ 0 par K (G, n) le groupe abelien sim-
plicial obtenu a partir du complexe G \n\ reduit a G concentre en degre n par la construc-
tion de Dold-Puppe ([9], [15], I, chap. I, § 1.3). On rappelle que Fensemble simplicial
K (G, n) a pour groupes d'homotopie :

(1.1) ^(K(G,n))=0, i^n,
7^(K(G,n))=G.

Par construction K (G, w), est reduit a Felement neutre pour ; < n, et pour tout i ^ n,
K (G, n)i est une puissance cartesienne de G. Soit Z4' le foncteur de la categoric des
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342 L. BREEN

ensembles pointes dans la categoric des groupes abeliens definie par

Z-^X.j^ZX/Zx

pour tout ensemble pointe (X, x) (ou Z X designe Ie groupe abelien libre engendre par X).
En appliquant Z4' composante par composante a Fensemble simplicial K(G,w), pointe
par Felement neutre, on obtient un groupe abelien simplicial Z4' K (G, n). Considerons
Ie complexe associe [Z4' K(G,n)Y dont les composantes sont celles de Z4' K(G,n),
et dont la differentielle est la somme alternee des operateurs face de Z4' K (G, n).
[Z4' K (G, n)Y n'est rien d'autre, par definition, que Ie complexe de chaines reduites
sur Pensemble simplicial K (G, n). En particulier, son homologie est done 1'homologie
reduite de Fespace d'Eilenberg - Mac Lane etudiee par ces auteurs en bas degres, et dans
les travaux classiques de J. P. Serre [20] et de H. Cartan [5] dans Ie cas general.

II resulte des definitions que Ie complexe [Z4" K (G, n)Y est reduit a Pelement neutre
en degres < n. On appelle A (G, n) Ie complexe obtenu par une translation de degre —n
a partir de celui-ci. En fait, il existe un homomorphisme de complexes

CT :A(G,yz)->A(G,w+l)

induit par 1'application de suspension S1 A K(G, n)—^ K(G, ^+1), et (T est un n—1
quasi-isomorphisme [c'est-a-dire que H, (a) est un isomorphisme pour 0 ^ i < n\
(voir [5]). Dorenavant, on appellera A (G) un quelconque complexe A (G, n), n etant
choisi plus grand que Ie degre du groupe Ext1 ( , ) qu'on cherche a etudier.

Remarque 1.1. - Cette notation differe de celle d'Eilenberg - Mac Lane reprise
dans [2], ou Fon note A (G) la limite des A (G, n) suivant les homomorphismes de suspen-
sion. Par la remarque precedente. Ie complexe limite est n— 1 quasi-isomorphe a A (G, n)
pour tout n. Pour d'autres versions du complexe limite (qui n'est autre que Ie complexe
de chaines reduites sur Ie spectre d'Eilenberg - Mac Lane) ayant un bon comportement
par rapport aux morphismes induits par les accouplements de cup-produit des espaces
d'Eilenberg-Mac Lane voir [17] et [15], II, chap. VI, 9.5.

Nous n'aurons besoin ici d'aucun de ces raffinements. Si Pon a adopte la meme notation
qu'en [2] pour designer un autre complexe, c'est pour souligner que la theorie qui y est
developpee s'applique sans changement au complexe A (G, n) tant qu'on se place en
degre ^ w—1.

Nous ne retiendrons du complexe A(G) que les proprietes elementaires suivantes :

A. 1° En tout degre f, on a
ACG^Z^X.],

ou X, = G^0 est une certaine puissance cartesienne de G.
A. 2° La differentielle d, : A(G),->A(G),_i est la somme alternee d'operateurs

face Z4' (8{) (1 ^j) ou chaque 9{ : G^0-^ G50'"^ est de la forme suivante :

^=(ai, ...,a,^i)),
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ANNULATION DE CERTAINS Ext1 343

chaque composante : a, : G^0 —> G de 8{ etant de la forme

a^(xi,.. . ,Xs(f)) = ^ Xfc
f e e K

ou K est un certain sous-ensemble de 1'ensemble (1, ..., ̂ (0).
A. 3° Soit p un nombre premier, G un groupe abelien sur lequel la multiplication par q

est un isomorphisme, pour tout q premier satisfaisant q < p. Alors

(1.2) H. (A(G)) =0, 0 < i < 2p-2.
Ho(A(G))=G.

Seui Ie 3° ne resulte pas immediatement des definitions. On renvoie, pour sa demons-
tration a [5]. En particulier A (G) fburnit une resolution canonique libre partielle de G
de longueur 2 p— 2.

Remarque 1.2. — Par Ie theoreme du coefficient universel, (1.4) implique que pour G
un tel groupe abelien, H un groupe abelien quelconque, on a

(1.3) H^(A(G), H) == 0, 1 < q < 2p-2.

Puisque la construction precedente est fonctorielle en G, elle se faisceautise sans
difficulty. En particulier, soit G un S-schema en groupes commutatifs qu'on identifie
avec son image dans ^ (S). On sait done lui associer un complexe de faisceaux abe-
liens A (G) sur S pour la topologie f. p. p. f. possedant les proprietes A. 1°—A.3°, decrites
plus haut, a ceci pres que les enonces sont maintenant dans la categoric ^F (S). En parti-
culier, on remarquera que les faisceaux X,, puissances cartesiennes de G sur S sontrepre-
sentes par les schemas en groupes X, == ]~] G^0, puissances cartesiennes correspondantes
dans la categoric des S-schemas. On designe par /, : X, —> S Ie morphisme structural
du S-schema X,. On prendra garde que, sur un objet de ̂  (S) represente par un S-schema X
(pointe par la section unite x : S —> X) Ie foncteur Z4' est defini de la maniere suivante :
7^ (X, x) est Ie quotient dans ̂  (S) de Z [X] par 1'image de Z [S] via Ie morphisme Z (x)
induit par x :

Z^^Z^^S].

Soit X^ un complexe dans une categoric abelienne ^ possedant suffisamment d'injectifs
et H un objet quelconque de ^f. Rappellons qu'il existe deux suites spectrales aboutissant
a rhypercohomologie de X^ a valeurs dans H (pour plus de details, on renvoie
a [2] (§ 4 et 5).

(1.4) 'E^Ext^Xf.H) => Ext^^X^H)

"E^Ext^H^X^H) => Ext^^X^H).

La difierentielle d ' : 'E^"l1j -> 'E1 '̂ est la fleche induite par la differentielle d : X, -> X^ i
du complexe X^. Lorsque ^ = ̂  (S), et qu'on prend pour X^ Ie complexe A (G) decrit
plus haut [avec G un objet de ^ (S) represente par un schema en groupes commutatifs],
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344 L. BREEN

Ie terme 'E^'7 s'6crit sous la forme

(1.5) 'E^' = Ext^ACG),, H) ̂  H^X., H).

Le terme W (X,, H) designe Ie groupe de cohomologie reduite de X, a valeurs dans H,
noyau de Fapplication

W\x): W(X,,H)-^W\S,R)

induite sur les groupes de cohomologie ordinaire par la section unite x : S —> X. de X;.
L'isomorphisme (1.5) resulte de A. 1° et de Pisomorphisme

Ext7^ [X], H) ̂  H^X, H)

valable pour un faisceau d'ensembles pointes represente par un schema X pointe par
une section x : S -» X (pour le cas non pointe, c'est la definition de la cohomologie de X,
voir [1] II, expose V, 2.1.2; le cas pointe en est un corollaire immediat). Autrement dit,
le terme 'E '̂ est le ieme groupe de cohomologie du complexe

(1.6) CE?'j, d,) : H^^. (Xo, H) -. H^.p.f. (Xi, H) -> . . .

Supposons maintenant que G satisfasse aux hypotheses du theoreme. Alors, par (1.2),
on a "Ey = 0 pour 0 <j < 2p-2. Ainsi la suite spectrale "E degenere en degres infe-
rieurs a 2/?—2. Autrement dit, Faboutissement commun des deux suites spectrales s'iden-
tifie aux termes "E^'0 de la seconde :

Ext^G, H) ̂  ExtJ(A(G)^, H)

pour 0 ̂ j < 2p—2; ceci resulte d'ailleurs immediatement de ce que A(G)^ est une
resolution partielle de G.

Par faisceautisation etale, on obtient a partir des suites spectrales 'E et "E des suites
spectrales analogues dans la categoric des faisceaux abeliens pour la topologie etale

'€\j = ̂  (A (G),, H) = RV^ H

(ou R7/,^ H designe le faisceau associe, dans la topologie etale, au prefaisceau

^H^^X.xT.H)).
s

Le terme 'S\3 est le ieme faisceau de cohomologie du complexe de faisceaux abeliens
pour la topologie etale

C1^) W^i): RVo^H-.R^H-...

Comme precedemment, 1'aboutissement s'identifie a un groupe €xt ordinaire en bas
degres :

^xf(A(G)^, H) ̂  ^xf(G, H))
pour 0 ^ r < 2p-2.
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ANNULATION DE CERTAINS Ext1 345

Supposons dorenavant que G et H satisfont aux hypotheses du theoreme. Alors, Ie
faisceau associe a chaque terme 'E1^ de (1.6) pour la topologie etale est nul j > 0 : en
effet, il resulte de [12] (appendice) que les groupes de cohomologie plate H-^X,, H)
peuvent se calculer dans la topologie etale, puisque H est lisse. D'autre part, Fhypothese
sur G entraine que les morphismes /; sont finis pour tout i. Or, il est bien connu qu'en
topologie etale, R-7/^ H = 0 pour j > 0 lorsque / est fini.

Ainsi, la suite spectrale / ^ i f J ' degenere et son aboutissement ^xt1 (G, H) (i < 2p—2)
se calcule comme ieme faisceau de complexe de cohomologie du complexe

'ip*, 0 . f TJ . f TJ .
® 1 • ./O*1'1-^!*11^ • • •

Bien sur, ce complexe se recrit

^foms(Xo, H) -^ ^foms(Xi, H) -^ ...,

avec ^om^ (Y, Z) Ie faisceau des S-morphismes pointes (non des homomorphismes) d'un
schema Y dans un schema Z. Pour eviter toute confusion, on designera par ^* (G, H)
ce complexe, et par C* (G, H) Ie complexe de groupes analogues obtenu en rempla^ant
^om par Horn*. On sait que, pour tout ;, Ie faisceau ^foWs(X,, H) est representable
par un schema ([13], 4 c, [7] exp. XI, prop. 3.12) et la lissite de H entraine la lissite de
celui-ci ([8], IV4, 17.1.1, IV3, 8.14.2, IV3, 8.8.2). Pour i quelconque. Ie faisceau
^ (G, H) = ^om's (X,, H) est un facteur direct de ^om^ (X,, H). II est done egalement
represente par un schema en groupes lisse sur S.

Dans Ie reste de ce paragraphe, on va montrer que 1'exactitude du complexe ^* (G, H)
en degre 1 < i < 2^—2, et done la nullite des ^xt1 correspondants, resulte de Inexac-
titude du complexe C* (G, H) pour tout G et H satisfaisant aux hypotheses du theoreme,
dans Ie cas special ou la base est un corps k algebriquement clos. Cet argument est proche
de celui de [12] (appendice).

Soit ^ = jT(G,H) Ie schema fibre de 81 : ̂  (G.H)-^^^1 (G, H) au-dessus de
la section nulle de ^l+l (G, H).

II suffit evidemment de verifier que 1'application induite

a'"1: ^(G.KO^^G.H)

est un epimorphisme de faisceaux pour la topologie etale. En fait, on cherchera a demontrer
que <91""1 est lisse et surjectif pour tout i satisfaisant 1 < i < 2p—2. Verifions tout d'abord
que Ie theoreme en resulte : 31"1 est alors en particulier un morphisme f. p. p. f. et la suite
de faisceaux f. p. p. f.

(1.8) O^^'^^^^G.H)^1 y-^O

est done exacte, ^'i~l etant de plus represente par un schema lisse sur la base S. Pour tout
S-schema T, 1'obstruction au relevement d'une T-section de ^i est un element de
MiLp.f.C1^1''1) = H,\(T,^1-1) ([12], appendice). Elle peut done etre annulee
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346 L. BREEN

apres une extension etale de T, ce qui montre que 1'application 31"1 est un epimorphisme
de faisceaux pour la topologie etale.

Le reste de ce travail sera consacre a verifier que 51"1 est lisse et surjectif pour
1 < i < 2p—2. Puisque c€i~l (G, H) est plat de presentation finie (resp. ^l est de pre-
sentation finie), il suffit de le verifier sur les fibres geometriques ([8], IV4,17.8.2, IV^ 2.7.1).
On pourra done dorenavant supposer que S = Spec (k), ou k est un corps algebriquement
clos. La surjectivite de 91"1 equivaut alors a celle de 1'homomorphisme induit sur les
points a valeurs dans k :

y^k) :^i~l(G, H)(fe)->^T(G, H)(fe)

ce qui revient a affirmer que le complexe C* (G, H) est exact en dimension f. On a done
reduit 1'assertion que Q1'1 est surjective a un enonce ensembliste sur Spec (k). Notons
a ce propos que C* (G, H) n'est rien d'autre que le complexe ('E^'0, d^) de (1.6) et, par
un raisonnement similaire a celui donne plus haut, la suite spectrale degenere et 1'exac-
titude de C* (G, H) en degre i equivaut a Ext^G, H) == 0 tant que i < 2p-2.

On va maintenant montrer que la lissite de 31"1 est elle aussi une consequence de 1'exac-
titude de C* (G, H). Par [8], IV4, 17.14.2, pour que y~1 soit lisse, il suffit de verifier
que pour tout diagramme commutatif de A:-schemas,

SpecCA/I)——^1"^,!!)

(1.9)

Spec (A) ——> jT(G, H)

il existe un morphisme h : Spec (A)—^1"1 (G, H) qui rende les deux triangles corres-
pondants commutatifs (ici A est un anneau artinien d'ideal maximal m et de corps residuel k
algebriquement clos et I est un ideal de A de carre nul satisfaisant I. m = 0).

Les immersions fermees i = Spec (A/I) —> Spec (A) et i = Spec A/m —> Spec (A)
induisent une suite exacte de faisceaux zariskiens sur le site plat sur Spec (A) ([7], exp. Ill) :

(1.10) O-^W-^HA-^H^O,

ou W == W (J^om (COH/K? I)) ^t un module libre sur Spec (k) et X^ (resp. X,) designe le
A-schema (resp. le A/I schema) obtenu a partir d'un A:-schema X par changement de
base. La suite (1.10) induit une suite exacte de complexes

(1.11) O^C*(G,W)^C*(GA,HA)^C*(GI,H^O,

ou seule la surjectivite de P n'est pas formelle. Le conoyau de

P.: C^G^HJ-^Gi.Hi)
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ANNULATION DE CERTAINS Ext1 347

est en effet un element du groupe H^ (X;, W), et celui-ci est nul puisque G, et done X,
est un schema affine.

La suite exacte (1.11) induit une longue suite exacte en cohomologie

(1.12) ... ^H^C^G, W^^H^C^GA, H^-^H^C^Gi, Hi))^ ...

A un carre commutatif du type (1.9) correspond un representant d'une classe de coho-
mologie x e ker H1 (P). Affirmer qu'il existe un morphisme h revient a dire que cette classe
est nulle. Puisque (1.12) est exacte, il suffit de prouver que H1 (C* (G, W)) = 0.

Or, W est une somme de G^, done un schema en groupes lisse sur la base; ainsi, la lissite
de y~1 resulte done egalement de 1'exactitude du complexe C* (G, H) en degre i
(1 < i < I p — 2 ) pour H lisse quelconque.

2. Cas d'un corps de base algebriquement clos

Soient G et H des schemas en groupes sur une base S = Spec (k) (k un corps alge-
briquement clos) satisfaisant aux hypotheses du theoreme. On a vu qu'il suffisait de verifier
1'exactitude du complexe C* (G, H) en degre f, ou [ce qui revenait au meme par la dege-
nerescence de la suite spectrale (1.4)], la nullite des groupes Ext1 (G, H) correspondants.
II est plus agreable d'enoncer ceci sous la forme un peu plus generale suivante, qui est
1'analogue global du theoreme, dans Ie cas ou la base est un corps algebriquement clos
(on remarquera que 1'hypothese ^.IQ : G ^ G n'intervient plus).

PROPOSITION 1. — Soit G (resp. H) un schema en groupe fini (resp. lisse) sur un corps
algebriquement clos k de caracteristique p. Alors, Ext1 (G, H) == 0 pour \<i<lp—2
si p > 0 et pour tout i > 1 si p = 0.

On peut en effet devisser G en

(2.1) O-^G^G-^G^O,

avec G° connexe et G01 etale. G01 est un faisceau constant sur k et possede done une
resolution projective constante, induite par une resolution libre a deux crans quelconque
du groupe abstrait correspondant. Ainsi, Ext1 (G^, H) = 0 pour tout i ^ 2.

En particulier, lorsque k est un corps de caracteristique zero, on a G = G01 et la demons-
tration est terminee dans ce cas.

II reste Ie cas G = G° et k un corps de caracteristique p > 0. G est alors un groupe
d'ordre une puissance de p comme on 1'a fait observer dans la remarque 5 de 1'intro-
duction, et il satisfait done a 1'hypothese q. \Q : G ^ G pour q premier, q < p. L'enonce
est done equivalent a 1'exactitude du complexe C* (G, H) dans les dimensions donnees.
De plus, par devissage, on peut supposer G = (Xp ou Up, H = G^ ou G^; Ie cas ou H
est une variete abelienne A est elimine par devissage de H, Ext1 (G, H) etant necessaire-
ment de p torsion, puisque G 1'est [un argument particulier est d'ailleurs necessaire pour
Ext2 (a,, A)].
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On va maintenant montrer que Fexactitude du complexe C* (G, H) en degre i est conse-
quence de celle de C* (Gg, Go) en meme degre, suivant une methode deja utilisee dans [11]
pour Ie calcul de groupes de cohomologie de Hoschild. Explicitons Ie cas G == pp (resp. »p),
H = G^, les autres cas etant analogues (et en fait plus simples). On se rappellera que
la bigebre correspondant a pp est k [X]/X^ munie de la comultiplication

U * ( X ) = X ® 1 + 1 ® X + X ® X .

Quant a la bigebre correspondant a a?, c'est egalement k [Xj/X^ muni cette fois de la
comultiplication p.* (X) = X ® 1 + 1 ® X . Dans la suite du paragraphe 2, G designe
indifferemment, sauf mention speciale, les groupes »p ou p-p.

Un element de C1 (G, G^) est done un polyn6me tronque en s (i) variables Xi, ..., X^
a coefficients constants non nul [la fonction s (i) etant celle introduite au paragraphe 1
dans la description de A (G) donnee en A. 1°]. Vu la description des differentielles dans
Ie complexe A(G) donnee en A. 2°, Fapplication 514-1 : C1 (G.GJ-^C^1 (G, G^)
induite par la differentielle rf,+i : A (G),+i —> A (G), envoie un element /e C1 (G, G^)
sur un polyn6me S1^1 f de la forme suivante :

(2.2) a^AXi,..., x^i)) = n^(Xi,..., x,^!))6^,
j

oil £(j) = ±1 et chaque/, s'obtient a partir de/par des changements de variables de
la forme :

(2.3) X, -^ X,. + X,. + X,. X,. lorsque G = pp

(resp. :

(2.4) X,-^X,.+X,. lorsque G = o^),

par la permutation de certaines variables, ou en rajoutant des variables independantes.
On filtre C^G, GJ = (k [X,, ..., X^]/(X?, ..., X^))* en notant C^G.GJ,

1'ensemble des elements de C1 (G, G^) qui ont pour representant un polyn6me
H e k [Xi, ..., X,(,)] de la forme :

H(Xi, ..., X,^) = a+P(Xi, ..., X,^)+Q(Xi, ..., X,^),

ou a est une constante non nulle, et P la partie homogene de H de plus petit degre positif
r > 0. On va demontrer que tout cycle de C1 (G, G^y est un cobord par recurrence decrois-
sante sur r.

Lorsque r ^ ps (/), tout element /e C1 (G, G^)y est constant et 1'assertion est triviale.
Supposons-la demontree pour tout /e C1 (G, G^), lorsque s > r et choisissons
/e C1 (G, G^\. Le polyn6me ^^/est d'ordre ^ r. Dire que/est un cycle revient en par-
ticulier a annuler la composante homogene de degre r de 314'1/. Or, celle-ci s'ecrit :

(2.5) O^^A^COP/Xi, ...,X,(,^)),
j
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ou les Pj s'obtiennent a partir de la partie homogene P de / par Ie meme precede que
celui qui permettait d'obtenir les/} de (2.2) a partir de/, a ceci pres que, dans Ie cas
G = y i p , on a remplace Ie changement de variables (2.3) par la regle (2.4).

Si Ron identifie Ie polynome tronque P au polynome correspondant non tronque de
degre < p en chaque variable, on peut considerer P comme un element de C1 (G^, G^,
ou Ron a gradue C^G^, G^) par Ie degre homogene r. On observe que la differentielle
dans C*(Go,Ga) est compatible avec cette graduation et induit done un complexe
C*(G,,G,), :

(2.6) ^C-^G,, G^C^G,, G^-IC^G,, G,),-. ...

facteur direct de C*(G^,G^).

La condition (2.5) se recrit 8P = 0. Or la suite (2.6) est exacte en f, comme on Ie
verra au paragraphe 3. Ainsi

(2.7) P=3P'

et, si Ron identifie P' avec Ie polynome tronque correspondant, on definit un element

l+P'eC-^G.GJ,
et (2.7) entraine que

/.aO+Pr'eC^G.GJ^.

I/element /.^(l+P')"1 est done un cobord, d'apres 1'hypothese de recurrence, ce
qui permet de conclure que / en est egalement un.

3. Ext^G^G,)

II reste a demontrer 1'exactitude de (2.6) en degre i. En utilisant la suite spectrale (1.6),
on remarque d'ailleurs que sur toute base affine :

(3.1) Ext^G,, G,) = H^C^G,, G,)) = ©H^C^G,, G,),)
s

pour 0 ^ i < 2/?—2. On trouvera dans [4] une etude detainee des groupes Ext1 (G^, Go)
pour tout L Pour la commodite du lecteur, donnons ici un calcul rapide, inspire par [16],
de la nullite de ces groupes pour 1 < i < 2p-2 [et done de 1'exactitude de (2.6) dans
ces degres] lorsque la base est un anneau quelconque de caracteristique p > 0, ce qu'on
enonce comme suit :

PROPOSITION 2. -- Soit S un schema affine de caracteristique p > 0, Ga Ie groupe
additif sur S. Alors, Ext1 (G^, G^) = 0 pour 1 < i < 2/?—2. En particulier
^xt1 (Ga, Go) = 0, oil ^xt1 est Ie faisceau associe a Ext1 pour n'importe quelle topologie.

Tout d'abord, on note que Ie complexe C* (G^, Go) commute au changement de base
et done que sa cohomologie commute au changement de base plat. On peut done supposer
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que la base est Ie corps Fp. Soit/un cycle de C1 (G^, GJ. Choisissons A > 0 tel que Ie
polynome / soit de degre < ph en chacune de ses variables. II correspond un morphisme
/ : G^0 —> Ga qui induit une application ensembliste sur les points a valeurs dans Fph .'

/(F^F^F,.,

c'est-a-dire un element de H1 (A (Fph), Fph). On a vu en (1.3) que ce groupe est nul pour
1 < i < 2p-2. Ainsi, /(F^) = 8g avec g e C 1 ' 1 (A(F^), F^). On prendra bien soin

_ Q

o^ a priori g est une application ensembliste quelconque : A (F^,),-! —^Fph. En fait,
toute application de ce type est polynomiale, puisqu'elle a pour but (resp. pour source)
un corps fini (resp. un produit de corps finis).

Plus precisement, g se releve en un polynome g de degre < p^ en chaque variable,
a coefficients dans Fph. On a ainsi construit un element g dans C1"1 (A (Go), Gg) 0 Fph

^
et les polynomes 8g et/ ® 1 e C1 (A (G^), G^) 0 Fph prennent les memes valeurs en tout

Vp
element de Fph. Us coincident done, ce qui montre que Fimage de / dans

H^C^G,. G,) ®F^) = Hi(A(G,), G,) ®F,.
Fp Fp

est nulle, et termine la demonstration.

Remarque. — En fait, on a egalement Ext2^"2 (Ga, GJ = 0, mais comme
Ext^"2 (G^, G^) n'est pas isomorphe a H2^2 (C* (G^, G^)), ceci n'est d'aucune utilite
ici. On peut d'ailleurs verifier explicitement que ce dernier groupe est non nul [4].

4. Variantes

Si Ron remplace la categoric ^ (S) par la categoric € (S) des faisceaux abeliens sur S
pour la topologie etale sur Ie grand site de tous les schemas sur S, on obtient pratiquement
Ie meme resultat :

THEOREME 2. — Soient G un schema en groupes commutatif fini et plat (resp. H un
schema en groupes commutatif, lisse et affine) sur un schema de base quelconque S, que Yon
identifie avec leurs images dans € (S). Supposons que la multiplication par q induise un
automorphisme q.\Q : G — > G dans la categoric S (S) (pour tout q premier satisfaisant
q < p). Alors, ^xt1 (G, H) = 0 pour 1 < i < lp-2.

Ici, p est Ie meme nombre premier que dans Penonce du theoreme 1 et ^xt1 designe
Ie faisceau associe pour la topologie etale au prefaisceau T-^Ext^T) (GxT, HxT).

s s
On remarquera que la condition sur q est plus forte que dans Ie theoreme 1, puisqu'on

requiert que q. \Q : G -^ G soit un epimorphisme dans € (S) plutot que dans ^ (S); elle
est neanmoins encore satisfaite lorsque G est d'ordre n avec (n, q) = 1 pour tout q pre-
mier, q < p.
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La demonstration est la meme que pour Ie theoreme 1, A (G) etant Ie complexe dans
S (S) obtenu a partir du complexe de groupes abeliens, en faisceautisant pour la topo-
logie etale. Notons que, dans la reduction au cas du groupe additif, on ne peut plus devisser
Ie terme H aussi facilement, ce qui oblige a prendre pour hypothese que H est affine pour
eliminer Ie cas d'une variete abelienne. Remarquons d'autre part qu'il n'est plus possible
de devisser G dans € (S) pour se ramener au cas ou G est Fun des schemas en groupes
finis elementaires, comme on 1'a fait par commodite au paragraphe 2. En fait, on peut
raisonner directement sur G et se reduire, par Ie meme raisonnement qu'au paragraphe 2,
a montrer 1'exactitude du complexe C* (G^, G^) pour n fixe, dans les memes degres i
(1 < i < 2^-2). Or il est bien connu (yoir [17] et [15]) que A(G) est additif en G,
a quasi isomorphisme pres, ce qui nous ramene au cas de C*(G,,,GJ deja etudie.

Enfin, il existe un enonce similaire dans la categorie ^ (S) des prefaisceaux sur S.

THEOREME 3. — Soient G un schema en groupes commutatif fini et plat (resp. H == Gy
ou Gm), que Fon identifie avec leurs images dans ^ (S). Supposons que la multiplication
par q induise un automorphisme q. IQ : G -^ G dans 9 (S) (pour tout q premier satisfaisant
q < p). Alors, Ext1 (G, H) = 0 pour 1 < i < 2/7-2.

Les remarques faites ci-dessus pour la categorie S (S) s'appliquent egalement ici. Notons
que dans ^(S) la suite spectrale 'E '̂ degenere pour des raisons triviales puisque,
pour j > 0 :

Ext^Z-" [X], H) = H^X, H) = 0

lorsque X est un schema quelconque. Ie foncteur sections globales H° (X, H) etant exact
en H dans ^ (S).

On s'est d'autre part restreint dans Fenonce au cas ou H = G^ ou G^ pour ne pas
avoir a devisser, ce qui est tres desagreable a faire dans ^ (S). En pratique, pour un
schema en groupes affine donne quelconque, il sera sans doute possible de se ramener
par les memes techniques qu'au paragraphe 2 au cas ou G = H = G^, ce qui permettra
d'utiliser les resultats du paragraphe 3 pour conclure.
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