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UNICITE DE CERTAINES MESURES QUASI-INVARIANTES
SUR ¢ ®)

Par G. ROYER ()

RESUME. — On étudie la détermination d’une probabilité quasi-invariante p sur € (R) au moyen de
la donnée explicite des densités relatives des translatées de p (ce probléme a été proposé par Ph. Courrége
et P. Renouard dans [2]).

Présentons tout d’abord le vocabulaire employé. Soient W un groupe topologique
commutatif (qui sera toujours par la suite sous-jacent & un espace vectoriel topologique
réel), V un sous-groupe de W, p une mesure sur W (c’est-a-dire une mesure positive sur
la tribu borélienne de W; dans les cas concrets examinés plus loin p sera bornée et W sous-
linien et donc p sera une mesure de Radon, ¢f. [1], n° 3.3); on dira que p (dw) est V-quasi-
invariante si les mesures p ( f+dw) sont équivalentes lorsque f parcourt V (?). D’autre part
on appellera cocycle toute fonction réelle sur Vx W telle que pour tout feV la fonc-
tion A (f, .) est borélienne et qui vérifie :

©) Vf,geV, YVoeW, A(f+g, 0o)=A(f, 0)+A(g, o+f),

et on dira que p est V— A-quasi-invariante et que A est un cocycle de quasi-invariance
pour  si la relation suivante a lieu :

Q VfeV, u(f+do)=exp A(f, ®)u(do).

Il est utile d’affaiblir la notion de cocycle de la maniére suivante : v étant une mesure
donnée sur W, on obtiendra la notion de v-pseudo-cocycle en demandant que la
relation (C) ait lieu seulement pour v-presque tout o, f et g étant fixés; il est alors clair
qu’a toute mesure p o-finie quasi-invariante est associée un p-pseudo-cocycle A (essentiel-
lement unique) qui vérifie avec p la relation Q, et on dira que A est un pseudo-cocycle de
quasi-invariance pour p. Enfin on rappelle (¢f. [4], p. 352) que si W = V = R", toute
mesure p o-finie V-quasi invariante est équivalente a la mesure de Lebesgue, admet un
cocycle de quasi-invariance A et que les seules mesures o-finies admettant A pour cocycle
de quasi-invariance sont les multiples de p.

(1) Equipe de recherche associée au C. N.R.S. n° 294.
(®) u(f+ dw) désigne I'image de la mesure p (dw) par la translation — f.
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320 G. ROYER

Introduction

Passons au cas particulier qui est I’objet principal de ce travail. € (R) [resp. : 2 (R)]
désignant ’espace des fonctions continues réelles sur R (resp. : indéfiniment dérivables
a support compact réelles), P un polyndme réel non constant borné inférieurement sur R
(c’est-a-dire de degré pair non nul et a coefficient dominant positif), on considére le
cocycle A sur 2 (R) x % (R) donné par

() AU, @) = j [(m(t)+ %f(t)>f”(t)+P(w(t))—P(co(t)+f(t))] d.

Soient d’autre part 0, et o les opérateurs de translation et de symétrie de ¥ (R)
définis par

[0, (@] () =o(t+a), [oc(@)]()=0(-t)

et posons X, (0) = o (¢); on dira qu’une mesure de probabilité p sur € (R) est invariante
par les translations de R si 6, (1) = p pour tout a et qu’elle est euclidienne si de plus
o (1) = p; on dira qu’elle est markovienne si le processus (i, X,) est Markov. L’étude qui
suit provient de [2] ou Ph. Courrége et P. Renouard ont construit (pour chaque P) une
probabilité p sur € (R) qui est 2 (R)— A-quasi-invariante, euclidienne et markovienne
et ont montré 1'unicité d’une probabilité sur ¥ (R) vérifiant ces propriétés ainsi que
quelques hypothéses de régularité. Ici on se propose (¢f. th. 15) d’établir ce résultat d’uni-
cité sans utiliser ces hypothéses de régularité. Les hypothéses employées restent proba-
blement redondantes conformément a la remarque 4 du n° 6,1 de [2] ol sont posées les
conjectures suivantes (légérement modifiées) :

(A) 1l existe une seule probabilité 2 (R)— A-quasi-invariante portée par &’ (R) U € (R);
[on démontre que p est portée par &’ (R), espace des distributions tempérées sur R].

(B) 1l existe une seule probabilité sur € (R) qui soit 2 (R)— A-quasi-invariante et inva-
riante par les translations de R; (on donnera a la fin une forme équivalente de cette
conjecture).

Voici maintenant quelques mots pour situer le probléme étudié ici. La considération
de probabilités euclidiennes, markoviennes et 2 (R)-quasi-invariante avec le cocyle A
donné par la formule (F) peut constituer une premiére approche pour 1’étude d’objets
analogues en théoréme quantique des champs (voir & ce sujet I’exposé de P. Cartier [9]
et I’introduction de [2]). D’autre part il faut souligner que le caractére polynomial de P
n’est pas fondamental pour obtenir les résultats énoncés ci-dessus; d’ailleurs pour une
classe de fonctions P beaucoup plus large que celle des polyndmes bornés inférieurement
non constants, P. Priouret et M. Yor ont montré dans [8] I’existence d’une probabi-
lit¢ 2 (R)— A-quasi-invariante, euclidienne et markovienne, A étant toujours donné par
la formule (F). Nous nous limiterons cependant pour 1’unicité au cas ou P est un polynome
borné inférieurement non constant car nous utilisons des résultats (rappelés dans le
théoréme 14) qui ne sont démontrés que dans ce cadre dans [2] et aussi parce qu’il n’est
pas sfir qu’on puisse obtenir des hypothéses simples et générales portant sur P qui assurent
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la validité du théoréme d’existence et d’unicité en vue. Quant a la formule (F) il semble
qu’elle puisse étre justifiée indépendamment de son origine par un théoréme du type
suivant : si (u, A) est un couple suffisamment régulier ol p est une probabilité markovienne
euclidienne et 2 (R)— A-quasi-invariante sur € (R), alors A ou un de ses multiples est
donné par (F), ou P est une fonction convenable (des résultats en ce sens ont été établis
par M. Yor dans un cadre un peu différent [communication personnelle].

Je remercie C. Sunyach qui a découvert une importante erreur dans la premiére version
de cette article et m’a communiqué un résultat permettant d’y remédier (voir la démons-
tration de la proposition 5).

I. Dans ce paragraphe on établit dans un cadre général quelques résultats utiles pour
la suite. On désignera dans toute la suite par E, ({ | &) une version quelconque mais
fixée une fois pour toute de ’espérance conditionnelle de la fonction { par rapport a la
tribu & et a la mesure p. La proposition suivante est immédiate.

1. PROPOSITION. — 1° Soient p une mesure V — A-quasi-invariante sur W, F une fonction
borélienne sur W, o, W, alors les mesures exp (—F (0)) p (do) et p (0q+do) sont
V-quasi-invariantes et admettent respectivement les cocycles

A(f, )+ F(0)—F(0+f) et A(f, o+ o).

2° Supposons que W soit une probabilité; et soient u un homomorphisme continu de W
dans un groupe topologique W', V' = u (V) et W' = u (p); alors ' est V'-quasi-invariante.
Soient s’ une application quelconque : V' — V qui reléve u, & I’image réciproque par u de
la tribu borélienne de W' et désignons pour tout ge V' par A’ (g, .) la fonction sur W’
définie par

exp A'(g, u(.)) = B, (exp A(S' (), )| #);

alors A’ est un pseudo-cocycle de quasi-invariance pour \'. Supposons maintenant que sur
un sous-groupe D" de D’ il existe un relévement additif s” de u tel que, pour tout
ge D", A(s" (g), .) se factorise sous la forme

A(s"(g), @) = A" (g, u(w));
alors A" est un cocycle admissible pour la D"-quasi-invariance de |\'.

2. PROPOSITION. — Supposons donnés un cocycle , Vx W — R et un sous-groupe Vo de V
vérifiant la condition suivante , tout élément f de V est limite dans W d’une suite f, d’éléments
de V, telle que la suite des fonctions A (f,, .) est uniformément bornée sur tout compact
de W et tend simplement vers A (f, .). Alors toute probabilité de Radon n qui est Vo— Ay, -
quasi-invariante est aussi V — A-quasi-invariante.

Démonstration. — On doit démontrer que
fW(w—f)u(dw) = flll (@) exp A(f, ®) p(dw)
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322 G. ROYER

pour toute fonction borélienne positive  sur W; u étant de Radon, on peut se ramener
au cas ou Y est continue bornée (car la mesure d’un ouvert O est la borne supérieure des
intégrales des fonctions continues positives qui sont nulles en dehors de O et majorées
par 1 sur O); dans ce cas, d’aprés les théorémes de Lebesgue et de Fatou, on a :

j‘l’ (0= fHu(do) = Jlim V(o—f)u(do) =lim j¢ (0—f) n(do)
= lim j¢ (@) exp A(f,, ®)p(do) 2 J‘lim inf(Y (@) exp A (f,, ®)) p(do)
= I\IJ (@) exp A(f, ®) p(do).

11 reste & démontrer I’inégalité inverse; soit K un compact qui porte p a € prés; si on
pose : A = U (K —£.), A est relativement compact dans W et porte & € prés toutes les
n

mesures p (f,+dw); il en résulte que

VnL\l’(G) exp A (fp, ) p(do) = L\I/(w)u(fﬁdw) 2 Jw\ll(ﬂ)—fn)u(dm)—SH\Illlw;

I’hypothése concernant les fonctions A (f,, .) permet de passer a la limite dans le membre
de gauche, et on obtient

LMQ) exp A(f, o)pu(do) 2 fw\l!(m—f)u(dm)%ll\llll s

d’olt on déduit le résultat puisque ¢ est arbitraire.

Le résultat qui suit permet de désintégrer une mesure quasi-invariante en mesures quasi-
invariantes.

3. PROPOSITION. — On suppose que V est muni d’une topologie métrisable et séparable
plus fine que celle de W et soient A un cocycle continu sur VxW, p une probabilité de
Radon V — A-quasi-invariante, h une application p-mesurable de W dans un espace topo-
logique séparé X, v = h () et W, x € X, une désintégration de | par rapport a h en proba-
bilités de Radon. Si h est invariante par le sous-groupe V alors, pour v-presque tout x, |, est
V — A-quasi-invariante.

Démonstration. — Soit V, un sous-groupe dénombrable dense de V; il est immédiat
que pour presque tout x, p, est Vo—A y,-quasi-invariante et il suffit d’appliquer la
proposition 2.

Dans la proposition qui suit on caractérise les mesures gaussiennes par leur propriété
de quasi-invariance (ce résultat est repris de [2]).

4. PROPOSITION. — Soit & un espace de Fréchet nucléaire réel muni d’un produit sca-
laire (., .) continu et défini positif; soient u I’injection de F dans F' canoniquement définie
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par ce produit scalaire et ¥~ = u (F), on considére sur ¥ X F' le cocycle
- 1
AG 0= = (s 0,0+ f ).

Alors il existe une unique probabilité sur F' qui soit ¥ — A-quasi-invariante a savoir la
mesure gaussienne (centrée) de covariance (., .).

Démonstration. — On va montrer que cette mesure gaussienne est 1’unique mesure
positive p sur &', vérifiant

(Qo) vie?, J;,CXP A(f, o)p(do) = 1;

la proposition en résultera; d’abord 1’unicité découlera de ce que (Q) implique (Qg);
ensuite si p vérifie (Qo) il en est de méme d’aprés (C) pour tout ge ¥ de la mesure
Y, (do) = exp—A (g, ®) p (g+do); on aura donc p, = p pour tout g ce qui équivaut
a (Q). Mais (Qq) équivaut a dire que pour tout ¢ € # la transformée de Laplace de la
mesure ¢ () (image de p par I’application : ® — { @, ® ») est la fonction

A exp %73 (9, 9)
ou encore que sa transformée de Fourier est exp—(1/2) A? (9, ¢), ou enfin que

, 1
Voe#, JCXP i, ®)p(dw) =exp— i(cp, 9).

La proposition qui suit donne un autre cas simple d’unicité.
C. Q. F. D.

Y

PROPOSITION. — Soit R™ e sous-espace de RN formé des suites a support fini.
On suppose donné un cocycle A sur R™ x RN local, c’est-a-dire vérifiant

VeeR™, Vy, y'eR" (v, =1y, pour nesuppc) = A(c, V)=A(cY).

Alors il existe au plus une probabilité p sur RN qui soit R — A-quasi-invariante.

Démonstration. — Pour toute partie finie I de N notons p; la projection canonique
de R sur R'et i, = p, (0); 1a localité de A implique que p, est R-quasi-invariante avec
un cocycle A; déduit de A (¢f. prop. 1); on en déduit I'unicité de p; pour tout I
(car d’aprés [4] (p. 352) w, est équivalente & la mesure de Lebesgue de R") donc aussi
celle de p.

II. Avant d’arriver au probléme évoqué dans l’introduction on étudie au préalable
dans ce paragraphe deux problémes analogues concernant des probabilités sur ¥ ([a, b]).
Tous les espaces de fonctions introduits seront réels; on notera €, ([a, b]) (resp. 3 ([, b])
le sous-espace de € ([a, b]) (resp. €* ([a, b]) formé des fonctions s’annulant en a et b;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



324 G. ROYER

on emploiera aussi les notations abrégées %, €3, L?, ¥, etc. D’autre part pour tout
polynéme réel P borné inférieurement on désignera par W, I’espace L?~* ([a, b]) lorsque
le degré 0 de P est = 2 et ’espace (¥ ([a, b]) lorsque P est constant.

5. PROPOSITION. — Soit P un polynéme borné inférieurement et y une fonction continue
sur Dintervalle [a, b]. Il existe une probabilité unique sur W, qui soit €3-quasi-invariante
avec le cocycle:

b
Ay, (f, ©) =J [(m(t)+ %f(t))f”(t)+P(OJ(t)+y(t))—P(w(t)+y(t)+f(t)):|dt-

De plus les probabilités ainsi obtenues lorsque P et y varient sont équivalentes et portées
par €, ([a, b]).

Avant de commencer la démonstration nous avons besoin de préliminaires et de
trois lemmes.

PRELIMINAIRES. — Pour tout feL? ([a, b]) désignons par G, , (f) la fonction de
%o ([a, b)) vérifiant (G,,; (f))" = —f; G,,; est un opérateur autoadjoint positif compact
de L?; posant pour k e N*, t€[a, b],

6 (1) = 212 (b—a)~ Y2 sin k L%,
b—a

o, est un vecteur propre de G, , correspondant a la valeur propre 1/k? et la suite o est

une base orthonormée de L2. Pour toute fonction @ € L!, notons & la suite définie par
b

o, = J- o (¢) o, (t) dt; ® — o est une injection (en effet prenons @ = 0, b = = et soit ®

a

le prolongement impair de ® sur [—mx, +7]; ® = O revient & dire que @ a tous ses
coefficients de Fourier nuls). Enfin on posera

W ={oel'|Vp>1lael’(N¥}.

6. LEMME. — Pour tout 1 < p < 2, ® € I? implique que ® € L* avec (1/p)+(1/p") = 1
et il existe une constante X, telle que || ||, < K, | ®||,- en particulier W est contenu
dans tous les W,.

Démonstration. — L’application inverse de @ — @& induit une isométrie de /2 sur L2
et, les fonctions o, étant uniformément bornées sur [a@, b], une application continue :
I' > L*®; d’aprés le théoréme de convexité de Riesz. Thorin (cf. [7], chap. XIL § 1) elle
induit donc aussi une application continue de /? dans L? pour 1 < p < 2.

7. LEMME. — Soit v, la mesure gaussienne sur (¢* ([a, b]))’ de covariance

(f, 8 = {f|Ga,5(2)>
(f,g€%®,<.|.) est le produit scalaire dans L?); v, est portée par €, ([a, b]).
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Démonstration. — On va d’abord démontrer que y est portée par ¥ (on supprime les
mentions a et b pour alléger); remarquons que y considérée comme mesure cylindrique
sur (™) est I'image de la mesure cylindrique gaussienne canonique I de L? par 1’appli-
cation i o G2, ol i est I’injection canonique : L2 — (¢®)’; T étant de type ¢ pour tout q
il nous suffit donc de démontrer que G'/2 provient d’une application V : L? —» & qui
est g-radonifiante pour un g > 1 (pour tout cela, ¢f. [6]). Pour cela on va montrer qu’il
existe ¢ > 1, o; > 0, o, > 0 avec o;+a, = 1 tels que G*/? provienne d’une appli-
cation continue : L2 — L® et G*2/2 induise une application continue : L?— #; on aura
alors factorisé V en passant par l’injection canonique : L® — L?; donc V sera g-sommante
et g-radonifiante. Or (on fait ici @ = 0, b = m) en diagonalisant G on obtient

Vfel? VxelO,n],
1/2 o 1

[G*(NH](x) = (%) ;1 = uf(t) sin nt dt. sin nx

0o

1)
= (2n)'1/22%Jn(cos n(x+t)—cos n(x—1))f(t)dt.
n*Jo

Pour que G*? induise une application de L? dans ¥ il suffit d’aprés cette formule que
la série : S (x) = ) (cos nx/n") converge dans LY, ¢’ = q/(q—1) [car la convolution
d’une fonction de L% (R) par une fonction de L?(R) est une fonction continue]; de
méme G*2? applique L? dans % lorsque S (x) converge dans L2 Or on sait (¢f. [7],
chap. V, § 2 ou [6]) que S (x) converge dans L? lorsque 1 < p < (1—«)~!; on obtiendra
donc des nombres o, a,, g satisfaisant aux exigences énoncées plus haut en prenant

1 1
—<oy <l o, =1—ay, q>—.
2 oy

Il reste & montrer que y est portée par ¥,; désignons par J la transformée de Fourier
de vy : €' — R; il faut établir que pour tout Ae R, J (A e,) =1 (resp. €,); or un calcul
facile montre que

,e= JK(x, 1)f(t)g(x)dxdt

ou K est la fonction symétrique sur [a, b]x[a, b] qui vaut [(¢—a) (b—x)]/b—a pour
a £t £ x £ b;lacontinuité de K permet d’étendre (., .) 8 €' x €’ et ’on a pour € € €',
J () = exp—(1/2) (&, &); le résultat en découle immédiatement.

8. LEMME. — Toute probabilité p qui est €5 — A, ,-quasi-invariante sur W, est portée
par W',

Démonstration. — Dans le cas ou ¢ = 0 on établit grace a la proposition 4 que p = v, ,
et donc que p est portée par €, ([a, b]); la démonstration se poursuit alors comme dans
le cas d = 2 que voici :

Pour toute suite F = ( f,) d’éléments de ¢g, on a
1 1
) — €xp A, (fo, @) p(do) = Z_z < ©
Wy n R n

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



326 G. ROYER
et donc p est portée par I’ensemble

A(F) = %co ew, Z’%eprp,y(f,,. ®) < o

Prenons f, = —(1/n) o,; alors on a
b
Ay, y(for ®) = (b—a)'z(n&,.— %) + J [P(a(t)+y(@)=P(@()+y(t)+f,t)]dt;

d’autre part on peut trouver C > 0 tel que
Vx, aeR |a|<1 = |P(x)-P(x+a)|=C(|x|*"1+1),

ce qui implique :
b
j [P@@®)+y@)—-P@®)+y®)+f(1)|dt £ C[(b—a)+(||o+y]lo-1)°""]

donc pour tout ® e W, = L7, on peut trouver une constante K () telle que

Apy(fo ) 2 b"& +K ().

2

Il en résulte que pour tout w € A (F) la série n~2 exp [n @,/(b—a)*] converge ce qui
entraine que (®;) € /7 pour tout p > 1 [il existe en effet une constante K’ (w) telle que

o, < [(b—a)*/n] log K’ (@) n*]. Enfin en prenant f, = (1/n) o, on établit de méme
que (®)e”,Vp > 1.

Démonstration de la proposition 5. — D’abord on peut faire rentrer le cas P constant
dans le cadre de la proposition 3; il suffit pour cela de prendre & = €* muni du produit
scalaire (., .) défini dans le lemme 7; on en déduit que la mesure cherchée est la gaus-
sienne v,,, qui est d’aprés ce lemme portée par %,. Ceci permet de considérer la mesure

up,y(dw)=eXp—'[ P(o(®)+y(#))dt.v,,;(dw);

M,y st une mesure bornée €5 — A, ,-quasi-invariante ce qui démontre la partie existence
de la proposition. Il ne nous reste donc plus qu’a établir 1’unicité pour é = 2, car la der-
niére assertion de la proposition découlera de ’expression de p, ,.

Unicité. — Soit p = 0 bornée €35 — A, ,-quasi-invariante; d’aprés le lemme 8, p est
portée par #. D’autre part P vérifie une inégalité du type :

Vx, aeR, |a|Z||¥]lo = |PG+a)|SC(x|°+D)

et d’aprés le lemme 6, il existe k > 0 tel que pour tout ® e ¥ :
® 0
||l k||o]ly  avec a'=aT1;
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donc si on pose

F@=[ Peo+ro
on aura pour tout ® €e#” :
) F(@ = kC[(|o]l)+1];

considérons alors la mesure o-finie I (dw) = exp (F (o)) n (dw); elle est €g-quasi-inva-
riante avec le méme cocycle que la gaussienne v, ,; considérons aussi la mesure p* image
de [ par I’injection canonique : % — [? (N*) @ > ®. D’aprés (1) p* est de masse finie
sur toute boule de /% (N*) (et est donc une mesure de Radon) et d’autre part p* est R N"-
quasi-invariante avec le cocycle local donné par (on suppose b—a égal 3 © pour
simplifier) :

< 1
* 2 .
A*(c, w)y= Y n*(w,+ =c,)|cu;
n=1 2
on termine au moyen du lemme suivant :

LEMME (cas particulier d’un résultat de Sunyach, cf. [10]). — Si deux mesures sur 1 (N*)
sont bornées sur toute boule de 17 (N*) et R™" — A*-quasi-invariantes elles sont nécessai-
rement proportionnelles.

Démonstration. — On note qu’on connait déja une mesure de probabilité qui a la
propriété précédente : I’image, notée y* de la gaussienne v, , par l’injection 0 0.
On posera Q = [? (N*); en regroupant les n premiers éléments de toute suite de Q, on
établit un isomorphisme u, :

Q->Q,xQ, ot Q,=R" et Q=0C({n+1l,n+2,...};

2

on note p, et p, les projections canoniques de Q sur Q, et Q,. Soit v une mesure satisfaisant
aux conditions de 1’énoncé; si F; et F, sont des fonctions positives & supports bornés

sur Q, et 5_2,, respectivement, 1’intégrale :
A(Fy, Fy) = L Fy (9, () F2 (p, () v (dw)

est finie; I’application F; + A (F;, F,) définit donc une mesure o-finie sur Q,; il est clair
que cette mesure est Q,-quasi-invariante avec le méme cocycle que la gaussienne y; = p, (v*)
et donc il existe une constante K (F,) telle que

@ A(Fy, F)) = K(Fy) v, (Fy);

Y étant de masse 1 on peut faire F; = 1 dans cette formule au moyen du théoréme de
Fatou, et on trouve

2 K(F) = L F, (p, () v(dw);
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considérons alors la fonction  sur Q définie par

3) ¥ (w) = Fy (p, W) F> (p, (w));

les formules (1)-(2) s’écrivent aussi :
@ J‘n\ll (w) v (dw) = L ‘o (4 (s ('), P (") Y™ (dw') v (dw")).

Mais comme les fonctions du type donné par (3) engendrent la tribu borélienne de Q,
la formule (4) reste valable lorsque \ est une fonction borélienne quelconque sur Q, les
deux membres pouvant alors étre infinis (¢f. [ 5], th. 1.20). Prenons en particulier  continue
positive sur Q; on a alors :

V', " lim  (u, (2, (@), P, (")) = ¥ (w)
et donc d’aprés le théoréme de Fatou :
5 j Y (w) v (dw) = I V() y*(dw)v(dw");
Q QxQ

or v étant localement bornée on peut trouver | continue et positive telle que v ({) < o
et v* (Y) > 0; la formule (5) montre donc que v est bornée. On termine en appliquant
la proposition directement en remarquant qu’on peut alors obtenir 1’égalité dans (5)
au moyen du théoréme de Lebesgue.

Remarque. — Dans le cas 0 = 2 la proposition reste vraie si on prend W, = (¢*)’;
ce résultat découle de la proposition 3 car la mesure en cause est une gaussienne
(non centrée si y # 0).

Notations. — On désignera par r, , ’application :
%¢([a, D >R%, o (0(a), o(b)

et pour x = (x;, x3) € R? par t+ y, , (x, t) la solution de y” = 0 telle que r, , (¥) = x;
on posera aussi pour x€ R :

b

I(a’ b’ X) = %o ([, b exp—-J‘ P(m(t)+Ya,b(x’ t))dt"Yab(d(’))’

a

9. PROPOSITION. — Un polynéme borné inférieurement P étant fixé,

1° pour toute probabilité B sur R? il existe une probabilité unique n sur € ([a, b]) qui
vérifie les conditions suivantes ,

() rap (W) = B;

(ii) p est €§-quasi-invariante et admet le cocycle

AU, ) = 0@f @—o®B)f (b)
b
+f [(m(r)+ %f(t))f”(t)+P(m(t))—P(m(t)+f(t))]dt-

a
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2° Si B, et B, sont deux probabilités équivalentes sur R, les probabilités correspon-
dantes py et W, sur € ([a, b]) sont équivalentes et leur densité relative est d o r, ,, ou d est
une densité de B, par rapport a B,.

3° Si B est équivalente a la mesure de Lebesgue, |\ est € -quasi-invariante avec le
cocycle :

A(f, ©) = 1((f(a), (b)), (0(a), ®(b)))+]log I(a, b, (@ (a), @ (b))
—log I(a, b, ®(a)+ f(a), ®(b)+ f (b))+<c0(a)+ Ly (a))f (@

f(b)— f(a)<

(m(b)+ f(b))f (b)+ o(b)-o(@)+ - (f(b) f(a))>

b
+f [(m(m Ef(t))f”(t)+P(m(t))—P(m(t)+f(t))]dt,

a

oir | désigne un cocycle admissible pour P.

Démonstration. — Dans cette démonstration on abrégera respectivement les notations
Ta,bs ya,b (x9 t)’ I (aa b’ x) enr, yy (t )s Ix'

1° Soit p une probabilité vérifiant (i) et (ii); d’aprés [1] (n°® 2.7), p admet une désinté-
gration par rapport & r que 1’on notera

) p= J Vs B (dx),
R2

ol v, est une probabilité portée par : { | » (®) = x }; de plus on peut d’aprés la propo-
sition 2 supposer que v, est €5-quasi-invariante avec le cocycle

A, ) = x,f (@21 '(B)
b \
+f [(m(t>+ %f(t))f”(t)+P(co(t))—P(w(t)+f(t))]dt
[x = (xy, x2)]; Si on pose

2 m, (do) = v, (y;+do),

m,, est donc €3 —A"-quasi-invariante, ol
b
A", ) =j [(m(t)+ %f(t))f"(t)+P(m(t)+yx(t))—P(m(t)+yx(t)+f(t))] d.

Cette propriété caractérise m, d’aprés la proposition 5 d’ou le résultat d’unicité; pour
la suite on remarquera que plus précisément d’aprés la démonstration de la proposition 5,
on a

3) m,(do) =1I;1 eXP—rP(m ®+y: (1) dt.y(dw);

il est enfin clair que réciproquement les formules (1), (2) et (3) définissent une mesure
satisfaisant & (i) et (ii).
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2° Ce résultat découle immédiatement de (1), (2) et (3).

3° 1l s’agit d’établir la formule de quasi-invariance (Q) dans le cas particulier en cause;
d’aprés (ii) cette formule est vérifiée pour fe ¢35 et, comme toute fonction de €= est
somme d’une fonction de ¥§ et d’une fonction affine, il suffit de 1’établir lorsque f est
affine [grace a la propriété de cocycle (C) vérifiée par A], c’est-a-dire de la forme Y, avec
& e R2. Ceci va résulter du calcul suivant; considérons :

A =J;\l'(m—yg)u(dw),
ol Y est une fonction borélienne bornée sur ¢; d’aprés (1),
A=J B(dx)J V(00— yg) v, (do);
R2 €

d’autre part d’aprés (2) et (3) pour tous x, x’ € R?, v, (do) et v,. (y5_x+dw) sont équi-
valentes et plus précisément pour toute fonction borélienne positive F :

LF (@) Vi (do) = ]I, LF (@+y;-y) exp—A(X, X, ®) vy (do),

ou I’on a posé
A, x, ©) = f: [P(@(t)+ye-r () —P(o(t)]dt.
On a donc aussi
A= L B0 'L, Lwco) exp—A(x—E, X, ©) v, (do),

et d’aprés la quasi-invariance de B :

A= Lz B(dx) 175 1, exp I(§, x) L\I! (@) exp—A(x, x+§, ®) v, (do),
ce qui s’écrit aussi comme r (0) = x, v, (do)-presque partout :

A= L\l! (@) Lyt L @) €xp [ A (@), (@) +&, @)+1(E, r ()] 1(do).
Comme |
A(r (), r(@)+&, o) =J:[P(co(t))—P(oa(t)+yg(t))] dt,

cette derniére égalité équivaut a la formule (Q) lorsque f = y, (on remarquera les simpli-

fications apportées dans ce cas par f" =0 et f' (@) =f'(b) =[f(B)—f(@)]/(b—a)
dans I’expression de A (f, @)).
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III. On va démontrer maintenant le résultat annoncé dans l’introduction, dont on

reprend les notations, par une méthode qui suit des suggestions de Ph. Courrége et
P. Renouard.

Dans ce paragraphe, P désignera un polyndme borné inférieurement non constant
fixé; on posera

K(0,0=(00)+ %f(t))f”(t)+P(<o(t))—P(co(t)+f(t))
et le cocycle sur 2 (R) x € (R) en cause est donné par
A(f, ®) =j K(f, o, t)d:t.
R

Pour tout sous-ensemble J de R, soient %, l’application de restriction canonique
% (R) =% (J), #, la tribu image réciproque par #; de la tribu borélienne de % (J) et
posons pour toute mesure p sur € (R) : p; = &£, (W); &, coincide avec la tribu engendrée
par les fonctions X,, ¢ € J; on emploiera en fait seulement les notations plus spécialisées
données par le tableau suivant (ou : a2 < b) :

J=]-w,a], [b +x[, [ab], {a b}, {a},

'%J = * * '%a, b ra,b’ Xas
9.1:'?:’ Fs s 'g'—a,ba *, *,
W= I"':.a pb_’ Ha, b *9 Hq-

Il est entendu dans ce tableau que % ({ a, b }) et % ({ a }) sont respectivement identifiés
a R? et R; alors 7, , (1) est une mesure sur R?, qui est R*-quasi-invariante lorsque p
est 2 (R)-quasi-invariante. Dans ce cas on notera /, , un cocycle de quasi-invariance
pour l, , et on définira un cocycle

Ay €°([a, b])x¥%([a, b])—R

en remplagant / par I;,,,, dans la formule finale de la proposition 9. Enfin on emploiera
(lorsqu’il n’y a pas ambiguité) le signe =~ pour signifier ’égalité presque partout de
deux fonctions. On peut maintenant énoncer le lemme et la proposition suivante :

10. LEMME. — Soit p une probabilité 9 (R)— A-quasi-invariante sur € (R). Alors p est
aussi N"-quasi-invariante, ou /" est I'espace des fonctions continues @ support compact
dont la dérivée seconde (au sens des distributions) est une mesure et admet pour cocycle
Pextension naturelle de A a /" x € (R).

Démonstration. — On applique la proposition 2; en effet si @, désigne une fonction de 2
d’intégrale 1 et a support dans ]—1/n,+ 1/n[ et si on pose pour tout fe N : f, = f % @,
on vérifie facilement que f; satisfait aux conditions décrites dans la proposition 2.
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11. PROPOSITION. — Soit p une probabilit¢é 2 (R)— A-quasi-invariante sur % (R).
Alors y, , est €%-quasi-invariante avec le cocycle A,,. Si | est une autre probabi-
lité¢ 2 (R)— A-quasi-invariante, |, , est équivalente a |, , et si d, , est une densité de r, ; (1)
par rapport a r, , (W) la fonction ® — d, , (o (a), ® (b)) est une densité de y, , par rapport
@ Y. Enfin les fonctions d, , satisfont a I’équation de compatibilité : si [a, b] < [a', b],

Ep’ (da, b (Xaa Xb) l ‘ga, b) = da, b(Xa’ Xb)

Démonstration. — Remarquons d’abord que cette équation de compatibilité est une
conséquence facile du reste et exprime simplement le fait que le systéme des mesures p, ,
est projectif. Les autres assertions vont découler de la proposition 9 lorsqu’on aura
démontré que p, , et p, , satisfont & I’hypothése (ii) de cette proposition; pour cela on

remarquera que pour toute fonction f'de €3 ([a, b]), la fonction f obtenue en prolongeant f
par 0 hors de [a, b] est dans A", et que

~ b
Af, ®) = w(a)f'(a)—w(b)f’(b)+‘[ K(f, o, t)ds;
il suffit alors d’appliquer la derniére partie de la proposition 1.
La propriété de Markov va donner des renseignements sur la structure du cocycle A, , :

12. PROPOSITION. — On suppose que la probabilité n est 2 (R)— A-quasi-invariante et
markovienne. Alors il existe deux familles de dx-pseudo-cocycles (dx étant la mesure de
Lebesgue), 17, Iy sur Rx R telles que, pour tout g € €* ([a, b]), on a, pour y, ,-presque
tout ® :

Aoslf, 0 = 6@, 0@+ 60, 06)+ (@4 15(@) )¢ @
b
(o 1605 0+ [ Ko 0 0a

de plus I +1} est un pseudo-cocycle de quasi-invariance pour ,.

Démonstration. — Nous démontrerons d’abord le résultat intermédiaire suivant :
il existe deux familles de fonctions F, et F;' : € (R)x R — R, boréliennes par rapport
a leur deuxiéme variable et avec les propriétés suivantes :

(o) Pour tous a < b, fe 9 (R), on a pour y, ,-presque tout o :
Mg,y Ra, 5 (f), ©) = F; (f, 0 (a))+Fy (f, w(b))+(w(a)+ %f(@)f’(a)
_((o(b)+ %f(b))f’(b)+JbK(ﬁ o, t)dt.
b

(B) Pour tous f19 fze@(R)s F; (f1+f2, ) = Fa_ (f15 ')+Fa- (fz, '+fl (a))
(resp. b, Fy).
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(y) Sifest nulle au voisinage de a, F, (f, .) =~ 0 (resp. b, F;").
Pour cela on part de 1’égalité suivante, qui résulte de la proposition 1 :

+

(1) exp Aa,b(Ra,b(f)’ Ra,b(*)) = Eu (exp f

wK(f, o t)dt|9"a’,,)

et on pose pour fe 2 (R), e ¥ (R) :

@ AT .>=f K(f, @, 1)dr (resp. A7, jm; B, D
) b a

les fonctions A; (f, .), Ay (f, .), B (f, .) sont respectivement &, #, et &, ,-mesu-
rables et d’autre part, d’aprés la propriété de Markov, les deux premiéres de ces tribus
sont conditionnellement indépendantes par rapport a la troisiéme (¢f. [5]); il en résulte que

3 E, (exp (A" +B+A")|#, ) ~exp B.E, (A~ | #op) Bu(AY | F, 05

la propriété de Markov implique en outre qu’il existe des fonctions @, et ®; sur 2 (R) xR
telle que pour tout f:

@ exp @; (£, X) = B, (A7 (f, )| #.),
exp @ (f, Xp) = E,(A] (£, )| #7);

donc si on pose

F; (%) = 07 ( x)—(co @+ %f(a))f’(a),
©)
F} (, %) = 9 x)+<m(b)+ %f(b))f’ ®)

la suite des égalités (1)-(5) va entrainer (o). On va maintenant vérifier (B) et (y)
pour F,; pour cela on remarque que d’aprés la proposition 1, la fonction &, sur
2 (]— o0, 0]) x € (]— 0, 0]) définie par

b

Zy (g 0)=F; (&, w(b))—<0>(b)+ %g(b)>g’(b)+J K(g, o, t)dt,

— oo

ou g est une fonction quelconque de 2 (R) qui prolonge g, est un pseudo-cocycle
de quasi-invariance pour p; ; par l'unicité essentielle de ce pseudo-cocycle on aura
F; (f, )~ F} (f', .) & chaque fois que f et f’ coincident sur ]— o, b]; en particulier
si f est nulle au voisinage de b, f' peut étre choisi nulle sur [b, + oo[ et alors F; (f, .)
est essentiellement nulle par sa définition méme ce qui démontre (y); enfin (B) s’obtient
en écrivant que %, est un pseudo-cocycle.

La proposition va maintenant découler de la confrontation de (o) avec la formule de
définition de A, ,; si on pose

L, s(x, 2) =1, 5(x, z)+1log I(a, b, z)—log I(a, b, x+z2)

xZ_xl 1
+ Z,—z3+ - (x,—x
i b—a ( 2 1 2( 2 1))
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L, , est un cocycle sur R? x R? et on aura pour tout f€ 2 (R) :

(6) Pour presque tout (z, z,) :
L,,s((f(a), f(B)), (21, 22)) = F; (f, 20)+F,* (f, z2).

De cette égalité on va déduire qu’il existe des dz-pseudo-cocycles I et /7 sur R? x R?
tels que

Q) F; (f, )= (f(a), )  (tesp. b, F;, 1),

ce qui démontrera la formule annoncée dans la proposition; il nous suffit, a et b étant
fixés avec @ < b, de trouver des exemplaires de I et /; satisfaisant a (7). Pour cela consi-
dérons une application linéaire u™~ (resp. : u*) : R — 2 (R) telle qu’on ait

[u"X)]@=x et [u (x)]E)=0
pour ¢ voisin de b (resp. u*, b, a) et posons
® I (x,2)=F; (u” (x),2)  (tesp. b, I, Fy , u");

appliquant 1’égalité (6) pour f = u~ (x) (resp. u™) et tenant compte de (y) on aura pour
tout x; eR :

pOUI' presque tout z : La,b((xl’ 0), Z) = la_ (xla 21) [resp. (09 xl), l;’ X2, 22];

comme d’aprés (B) et (9) /; et I sont des pseudo-cocycles et que L, , est un cocycle en
exploitant 1’égalité (x,, x,) = (x;, 0)+(0, x,), on obtient pour tout xe R :

pour presque tout z : L, ,(x, 2) = I; (x4, z,)+1; (x2, 2,);

on déduit (7) en comparant cette égalité avec (6) (compte tenu des propriétés de pseudo-
cocycle possédées par les termes en cause).

Enfin on démontre la derniére assertion de la proposition en faisant a = b dans la
démonstration de (o) (avec les identifications nécessaires).

La proposition 12 permet de préciser la proposition 11 de la maniére suivante :

13. PROPOSITION. — Soient p et p' deux probabilités 9 (R)— A-quasi-invariantes sur € (R)
et d, , comme dans la proposition 11. Alors si p et ' sont markoviennes il existe deux familles
de fonctions boréliennes partout positives sur R, @7 et @, telles que

(@) d,,p ~ 0, ® @

pour @' <a, Bu(pzoXu|#J)=0;°X,

® pour b <b, E@fcXy|F5)= 050X,

(Y) W, admet la fonction @] .9} comme densité par rapport a ..
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Si de plus n et W' sont invariantes par les translations de R, il existe deux fonctions \y~
et " et A e R telles que

- ,—\a

o, =e My et ¢Ff =e’V* pour tous a, beR.

Démonstration. — On remarquera tout d’abord que (y) est une conséquence de (&)
et (B) et de la fin de la proposition 12. On va simplement démontrer qu’il existe des fonc-
tions ®; et §; > 0 vérifiant :

(1) da,b &> Ca,b(p; ®(P:a

ou C, , est une constante; on vérifie alors facilement en utilisant la relation de compati-

bilité satisfaite par les fonctions d, , qu’on peut trouver des constantes > 0 C; et C;

telles que les fonctions ¢, = C; ¢, ¢ = C; ¢; satisfont les égalités (a) et (B).
Fixant maintenant a < b on va trouver des exemplaires de ¢, et ¢, de la maniére

suivante; utilisant I’expression de A; ,—A, , donnée par la proposition 12, on obtient
pour tout x € R? :

(2) Pour presque tout z :

log g, (x+2)—log d,,;(2) = A; (x1, z)+A7 (%2, 2),

A==, M=k =1
ceci va impliquer qu’il existe des fonctions boréliennes positives @, et ¢, telles que
®) Vi eR, A (x5, ) log §; (x,+.)—log &, ()

(resp. b, Ay, x5, @), ce qui démontrera (1) par comparaison avec (2); pour montrer (3)
notons Q un sous-groupe dénombrable de R et remarquons que pour presque tout z € R?,
on aura pour tout x; dans Q :

) da,p(Z1+ X1, 22)—dg 5 (21, 22) = Ay (X4, 24);

on en déduit qu’il existe un ensemble négligeable N tel que, pour tout z, ¢ N et z, ¢ N,
la fonction sur Rd, , (., z,)—d, , (., z,) est essentiellement invariante par I’action de Q
donc essentiellement constante; il suffit donc de fixer § ¢ N et de poser ¢, (z,) = d,_, (z1, §)
pour obtenir (3) et la premicre partie de la proposition. Lorsque p et p’ sont invariantes
par les translations de R, on a la relation d,., ,+; ~ d,,, qui entraine que les fonc-
tions @, (resp. @, ) sont mutuellement essentiellement proportionnelles. Considérant alors
les termes introduits par les relations

V=095 (resp.y" =0¢g5) et ¢ =K ¥ (tesp. b, +),

on a d’apreés les relations (B) : K ,,, = K;, K, (resp. b, +).

a1 +az

D’autre part la fonction : a— K est borélienne, [pour voir cela, utilisons la relation
Va< 0’ Ka_ E"'(\l/_ °Xa|g-(;) = ll’— °X0;
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il nous suffit de démontrer que si A est un ensemble & ,-mesurable sur lequel ¥~ o X,
est intégrable et | est une fonction borélienne > 0 la fonction a »—»j YoX, (0) 1 (do)
A

est borélienne; et ceci s’établit en remarquant que cette fonction est continue lorsque
est continue bornée grice au théoréme de Lebesgue et 4 la continuité des trajectoires du
processus (p', X,)] et doncon a :

K =e% (resp. K} =¢™).
Par I’invariance par les translations de R, on aura A~ = A%,
C. Q. F. D.

Rappelons maintenant le résultat d’existence suivant (c¢f. [2]) :

14. THEOREME. — 1° Il existe un seul couple (A, p), oit A € R et p est une fonction €%
sur R tel que I’on ait

Vx p(x)>0, fp(x)dx=1 et —%(pl/z)"+(P+x)p1/2=0,

Posant & (dx) = p (x) dx, Popérateur non borné H de L* () défini par
1 " ! !
Hy = - —(\p + Py )
2 P
sur le domaine

D= {weHﬁ,c(R)I\u"+%¢'eL2<a)}

est autoadjoint, positif et admet comme seuls vecteurs propres partout strictement positifs
les constantes.

2° Il existe une mesure unique \ sur € (R) qui est markovienne, euclidienne et qui vérifie
Bo = & et pour tout e £* (E)ett <t ,
E,(WoX, | #) = e B (})o X,
(le . signifiant qu’il s’agit de classes de fonctions mesurables).
3° p est 2 (R)— A-quasi-invariante et portée par &' (R) n € (R).
On peut alors établir le résultat d’unicité annoncé :

15. THEOREME. — [l existe une seule probabilité sur € (R) qui soit euclidienne, marko-
vienne et 9 (R)— A-quasi-invariante.

Démonstration. — Soit p une probabilité satisfaisant aux hypothéses; on va montrer
que p = p (u étant comme dans le théoréme 14) ce qui démontrera le théoréme. Pour cela

on appliq_ue_la proposition 13 en prenant p’ = p. Comme de plus p et p sont euclidiennes
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on peut toujours supposer dans cette proposition que Yyt = Y~ et puisque Y.y~ est
la densité de p, par rapport & p, on a : Yt € £? (,); la condition de compatibilité (B)

signifie alors que la classe \l.l+ est vecteur propre partout positif de H (correspondant a la
valeur propre A); et donc |t est essentiellement constante (et A = 0), d’ou le résultat.

Le théoréme 15 n’est pas optimal; en particulier dans le cas ou P est du second degré,
on peut décrire la structure de toutes les probabilités & (R)— A-quasi-invariantes sur € (R);
d’abord, en supposant pour simplifier que P (x) = m? (x%/2), la mesure p est portée
par W = &' (R) n % (R) et peut étre identifiée [par ’injection canonique : W— & ®]
avec la mesure gaussienne sur &’ (R) dont la covariance est (f, g) = {(f,Z ' g), ou
f, ge ¥ (R), <., . est le produit scalaire dans L? (R) et T est I’automorphisme de
& (R) : g — m?* g—g” [on note que les structures boréliennes induites par celles de &’ (R)
et € (R) coincident sur W]; ensuite on a le résultat suivant [dont la démonstration se fait

comme pour la proposition 3 en exploitant 1’égalité fexp A(f,o)p@dw)=1]:
16. PROPOSITION. — Supposons que P (x) = m? (x?/2); pour & = (&,, &,) € R? désignons

par S, la solution t — &, e™™ +&, e*™ de I'équation —S"+m?> S = 0 et par v, la mesure :
do - p (S, +do).

Alors pour que la probabilité w sur € (R) soit 2 (R)— A-quasi-invariante, il faut et il
suffit qu’il existe une probabilité o sur R? telle que p = f Ve o (dE); o est déterminée
de maniére unique par cette égalité. "

Ce résultat permet de vérifier facilement dans le cas P (x) = m? (x?/2) les conjectures (A)
et (B) de I’introduction. Et d’autre part la solution de la conjecture (B) semble abordable
dans le cas général par 1’équivalence suivante :

17. PROPOSITION. — La conjecture (B) est équivalente a la suivante : si d, ,, a < b, est une
famille de fonctions boréliennes partout positives sur R* vérifiant les hypothéses :

() d,, est d’intégrale 1 pour la mesure r, , (B);
(ii) pour tout he R, dyyp pip = d, b
(iii) lorsque [a, b] < [a/, b],
E',_l (da',b’ (Xa” Xb') l 'g'a,b) = da,b(xa’ Xb)’
alorson ad, , ~ 1, pour tout a < b.

Démonstration. — 11 est clair d’aprés la proposition 11 qu’a toute probabilité invariante
par les translations de R et 2 (R)— A-quasi-invariante on peut faire correspondre une
telle famille et réciproquement, d, , étant donnée vérifiant (i), (ii) et (iii), les mesures

Ba, b = da, 5 Xy, Xb)-Ea,b

constituent un systéme projectif de mesures qui provient d’aprés [1] (n° 4.3) d’une mesure
sur € (R) qui a toutes les propriétés demandées.
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