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DIMENSION COHOMOLOGIQUE
DES GROUPES ALGÉBRIQUES COMMUTATIFS

PAR Hmosm UMEMURA

Le but de cet article est de calculer les invariants homologiques
algcd, p et q des groupes algébriques commutatifs (corollaire 1 du
théorème 1).

Au paragraphe 3, on montre, pour les groupes algébriques commu-
tatifs, qu'une conjecture de Hartshorne est affirmative et que la dimen-
sion cohomologique algébrique est égale ou plus grande que la dimension
cohomologique analytique.

On donne, quel que soit l'entier positif M, une variété algébrique G
définie sur G telle que algcd (G) == n et G6^ soit une variété de Stein.

Toutes les variétés algébriques considérées aux paragraphes 1 et 2,
sauf (2.3), sont définies sur un corps k algébriquement clos, de carac-
téristique quelconque.

Je remercie M. P. Cartier d'avoir lu la première version de cet article
et simplifié les démonstrations.

1. PRÉLIMINAIRES.

(1.1) Sauf en (2.3), tous les groupes algébriques considérés sont connexes,
réduits et commutatifs.

Tout groupe algébrique G est une extension d'une variété abélienne A
par un groupe algébrique affine B :

0- .B-^G—A->0.

Tout groupe algébrique affine est isomorphe au produit direct d'un certain
nombre de groupes multiplicatifs Grn et d'un groupe unipotent U.
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Tout groupe unipotent U est obtenu par extensions successives de groupes
Go et isomorphe (en tant que variété algébrique) à un espace affine. En
caractéristique 0, tout groupe unipotent est isomorphe à un produit de
groupes G^.

Si A est une variété abélienne, l'homomorphisme canonique

Ext (A, G,) -> H1 (A, OA)

est un isomorphisme et l'homomorphisme canonique

Ext (A, G^) -> H1 (A, OS)

est injectif et a pour image l'ensemble des diviseurs algébriquement
équivalent à 0 (voir Serre [9]).

(1.2) Soient X et Y deux variétés algébriques (schémas réduits de
type fini sur k) et f : X -> Y un morphisme affine. Soit F un Oy-module
cohérent. Alors on a

HP (X, /•* F) - HP (Y, F (g) ̂  Ox).

En effet, soit { Va } un recouvrement affine de Y. Posant f~1 (Va) = Ua,
{ Ua } est un recouvrement affine de X, puisque f est affine, et

r (Ua,n ... nUa., /•* F) == r (VaoU ... nVa,, F ® ̂  Ox).

On peut calculer les groupes de cohomologie

H^(X,f*F) et H^(Y,F(g)/^Ox)

par les cochaînes des recouvrements { Ua } et } Va}. On en conclut
l'assertion.

(1.3) DÉFINITION 1. — Soit X (resp. Y) une variété algébrique (resp.
un espace analytique) ; on désigne par algcd (X) [resp. ancd (Y)] la
dimension cohomologique algébrique de X (resp. analytique de Y). C'est
le plus petit entier n tel que H' (X, F) [resp. H1 (Y, F)] soit nul pour
i > n et pour tout faisceau algébrique (resp. analytique) cohérent F
sur X (resp. sur Y). On note que q (X) le plus petit entier n ̂  — 1 tel
que H1 (X, F) soit un espace vectoriel de dimension finie pour i > n
et pour tout faisceau algébrique cohérent F. p (X) est le plus grand
entier n(ouoo) tel que H1 (X, F) soit un espace vectoriel de dimension
finie pour i < n pour tout faisceau localement libre F.

(1.4) LEMME 1. — Soient Y une variété algébrique projectile, non singu-
lière, de dimension n, et L un faisceau inversible ample. Alors il existe
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un entier N tel que, si m ̂  N, on ait

H^S^L^i"0"^ sl: P-°'
( 0 si p^0;

H^Y.Stg)^)^ 0 sl P7zn)

( non nul si p == n

pour tout faisceau inversible S algébriquement équivalent à 0.

On peut appliquer Kleiman ([5], p. 312) et le théorème de dualité.

(1.5.1) DÉFINITION 2. -— Soit X un espace analytique complexe. On
dit que X est y-complet s'il existe une fonction y fortement ç-pseudo-
convexe telle que les ensembles Bc = {o^çX | <p (x) <; c }, c€R, soient
relativement compacts.

(1.5.2) THÉORÈME (Andreotti et Grauert). — Si X est q-complet, alors
ancd(X)^-- 1.

Voir Andreotti et Grauert ([l], corollaire, p. 250.)

2. DIMENSION COHOMOLOGIQUE ALGÉBRIQUE.

(2.1) LEMME 2 (Hartshorne). — Soient Y une variété algébrique et
^ : X —^ Y un espace fibre localement trivial de fibre Z; alors on a

algcd (X) ̂  algcd (Y) + algcd (Z).

Supposons d'abord que Y est affine et Ti : X -> Y est trivial i. e. X •== YX Z
et T. est la projection pi : Y x Z — ^ Y . Soit F un Ox-module cohérent.
Comme la projection pa : X = Y x Z -> Z est affine, il en résulte
H7' (X, F) = H7' (Z, p2* F). Puisque p^* F est quasi cohérent, on a

algcd (X) ̂  algcd (Z) = algcd (Z) + algcd (Y).

Supposons maintenant que r. : X -> Y est un espace fibre localement
trivial et F un Ox-module cohérent. On considère la suite spectrale de
Leray de ^ :

EF == HP (Y, Ry T^ F) => E71 = H71 (X, F).

On peut calculer R/7 T^ F localement sur Y. Si U est un ouvert affine
tel que Ti : ri"1 (U) -> U soit trivial, on a algcd (7i~1 (U)) ̂  algcd (Z)
d'après ce que l'on a montré. On en conclut R^ TI^ F == 0 pour q > algcd (Z).
D'ailleurs Ef = W (Y, R9 n* F) = 0 pour p > algcd (Y), puisque
R'7 T^ F est quasi cohérent. On obtient

E'1 = FP (X, F) = 0, n > algcd (Y) + algcd (Z).
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(2.2) Remarques. — 1° On n'a pas nécessairement égalité dans le lemme
précédent [cf. (2.6),. p 272]. Par exemple, soit C une courbe elliptique.
Considérons la surface réglée ®_i au-dessus de C (^oir Atiyah [2], p. 427).
Alors il existe une section C telle que le diviseur C soit ample. Donc
®_i — C est affine. î_i — C -> C est un espace fibre de fibre A1. On
a donc

algcd (^, - C) == 0 < 1 = algcd (A1) + algcd (C).

2° L'analogue analytique de lemme 2 est un problème ouvert, même si
ancd (Y) = ancd (Z) = 0 {wir Matsushima et Morimoto [7] et Fischer [3]).

(2.3) Soit G un schéma en groupe de type fini sur /c. Dans ce numéro,
on ne suppose pas que G soit commutatif et réduit et que k soit algé-
briquement clos. Les résultats suivants sont bien connus.

(2.3.1) II existe une filtration croissante de l'espace vectoriel F (G, Oc) :

0 = AocA,cA.:>c . . . cA,.c . . . cr(G, Or.)

satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) La dimension de l'espace vectoriel A, est finie pour tout r^O;
(2) On a F(G, 0^) == lim A,.;—-^f
(3) L'espace A,.(r^0), considéré comme ensemble de sections de Oç,

est stable par les translations à gauche.

(2.3.2) Supposons en particulier que G soit unipotent. Soit p : G -> GL (V)
une représentation linéaire de G. Alors il existe une filtration de V :

0 = V o C V , c . . . c V . = = V

telle que la dimension de l'espace vectoriel V,/V/_i soit 1, que V, soit
stable par G et p (g), y == v mod V,_i pour tout ^€V^

Donc il existe une filtration de F (G, Oo) :

0 == AoCAicA^c ... cA/ .c . . . cr(G, Oe)

satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) La dimension de l'espace vectoriel A,/A/__i, est 1 pour tout i^l;
(2) L'espace A, est stable par les translations;
(3) L'opération de G sur A,/A,_i est triviale;
(4) On a lim A, = F (G, 0^.
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(2.3.3) Si G est un tore, on a A = Q) ky où Y est un caractère de G i. e.
%

un homomorphisme de G dans G^, ky est isomorphe à /c; G opère
sur ky par g.x = % (g) .rr, g€G, a;e/^ et la somme est prise pour tous
les caractères.

(2.3.4) Supposons que G soit le produit d'un groupe unipotent U et
d'un tore T. D'après (2.3.2) et (2.3.3), on a une filtration de
r ( G , o , ) = r ( u , O u ) ( g ) / . r ( T , O T ) :

Ao (g), (® k-A c Ai (g^ /© k-A c . . . c r (U, Ou) (g^ r (T, Or),

où A l C A ^ C . . . est la filtration de F (U, Ou) dans (2.3.2).

(2.3.5) Soit TI : X -> Y un espace fibre principal de groupe G. Soit
p : G — GL (V) une représentation linéaire de G. Alors on note Ep le
fibre vectoriel de base Y associé à p.

(2.4) Soit X -> Y un espace fibre principal d'un groupe algébrique G
(commutatif, connexe, réduit et défini sur un corps k algébriquement clos).

(2.4.1) LEMME 3. — II existe une filtration croissante de TT^ Ox :

0 =FoCFicF2C. . .cF^c . . .C7r^Ox

satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) Le faisceau F, est localement libre (de rang fini) pour tout i ̂  0;
(2) TI« Ox == lim F,.

—>
i

On utilise les notations (2.3). D'après (2.3.1), A, est stable par les
translations. Donc, d'après (2.3.5), on peut associer à cette représen-
tation un fibre vectoriel F;. Il est évident que l'on a

0 = F o C F i C . . . C 7 ^ 0 x ,
lim F; = TT^ Ox.
;

(2.4.2) D'après (2.3.2) et (2.3.5), on a :

COROLLAIRE 1. — Si G est unipotent, il existe une filtration de TT^ Ox :

0 =FoCFiCF2C. . .cF^c. . .C7^0x

vérifiant les conditions suivantes :

(1) La suite 0 -> F^-i -^ F, -> Oy -> 0 est exacte;
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(2) F, est localement libre;
(3) r^ Ox = lim F,.

—>i

(2.4.3) COROLLAIRE 2. — Si G e^ UTZ tore G^, on a

^Ox= © S?^(g)...0S®^,
(^...^ez^'

où S; désigne le faisceau inversible associé à la i16^ composante de
^ : X -> Y. De manière précise, on a X == Xi X . . . X X,. où Xi, . . . . X,.

Y Y

50^ les fibres principaux de base Y et groupe Grjn associés respectivement
aux faisceaux inversibles Si, . . ., Sr.

En effet on peut appliquer (2.3.3) et (2.3.5).

(2.4.4) COROLLAIRE 3. — 5i G est un groupe algébrique affine (commu-
tatif, connexe et réduit}^ donc G est le produit Sun groupe unipotent U et
de G ,̂, alors on a

7r^ Ox = lim F, (g) / © S?^ (g). . . (g) S®^,
—> \(^i, .... ̂ ) € Z'" /

où F; désigne la filtration définie dans (2 .4.2) de l9 espace fibre principal
associé à la composante unipotente.

(2.5) Nous utilisons les notations de (2.4).

(2.5.1) LEMME 4. — Soit L un faisceau inversible ample sur Y. Si Y
est projective^ non singulière^ de dimension n et G 7^ 0 est unipotent^ on
a, pour m assez grande

i i un espace vectoriel
W (X, TT* L®7^) ~ H^ (Y, L®m (g) T:̂  Ox) == \ de dimension infime si p == 0,

( 0 si p ^ O ;
(*) 0 si p^n,

H^ (X, TT* L0") - H^ (Y, L^" (g) 7:4, Ox) == un espace y^oneZ
de dimension infinie si p == n.

On a, pour n assez grand,

(**)

H. (Y, L^) == ; nonnul si p=o î

ï 0 si p^O;

/H.(Y,Î>-)=-; 0 si ^^' ( non nul si p == n.
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II suffit alors de montrer (*) sous l'hypothèse (**). En tensoriant la
suite exacte de (2 .4 .2) par L07^ on a

0 -> L®"1 (g) F,-i -> L^ 0 F, -> L^ -> 0.

La suite exacte de cohomologie s'écrit :

H?-1 (Y, L )̂ -> HP (Y, L®111 (g) F,-i) -> HP (Y, L^ (g) F,) — H^ (Y, L®7").

Donc rhomomorphisme H" (Y, L07" (g) F,_ i) — I-P (Y, L^1 (g) F,) est
injectif et le conoyau est non trivial pour tout i > 0, puisque la dimen-
sion de Y est n. On en conclut que lim H71 (Y, L07" (g) F,) est un espace

;
vectoriel de dimension infinie. On a

lim H^ (Y, L®111 (g) F,) — H'1 /Y, lim (L^ (g) F,)\
"̂  V ^ /

r^ H" (Y, L®m 0 lim FA

~ H^ (Y, L®^ (g) TT^ Ox)
~ H" (X, TT* L®^),

puisque Tt est affine (1.2).

Si p ^ n, on a HP (Y, L0" (g) F,_0 ~ HP (Y, L0" (g) F,), ensuite,

0 ==HP (Y, L^1) = HP (Y, L^ (g) Fi) — HP (Y, L®^ (g) F,)

et par conséquent :

0 = lim HP (Y, L^ (g) F,) — H^ (Y, L®7" 0 TT^ Ox) — HP (X, TT* L®771).
—->•i

Les groupes de cohomologie à coefficients dans n* L07" se calculent
de la même manière.

(2.5.2) LEMME 5. — Soit L un faisceau inversible ample sur Y. Si
Y est projectile, non singulière, de dimension n et G est le produit G^ de
groupes multiplicatifs. Supposons que Si soit algébriquement équivalent
à 0 pour tout i et que r soit strictement positif. Alors, pour m assez grand :

( un espace vectoriel
HP (X, TT* L®"1) = HP (Y, L®7'1 (g) TT^ Ox) = < de dimension infime si p == 0,

( 0 si p^O;
0 si p ^ n,

HP (X, TT* L^) = HP (Y, L®- 0 TL, Ox) = un espace vectoriel
de dimension infinie si p == n.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 36
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Par hypothèse, les faisceaux S0711 (g). . .(g) S0"' sont algébriquement
équivalents à 0. D'après (1.4), on a, pour m assez grand,

HP (Y, L® - (g) S?- 0 S?- 0... 0 SM == j non nul si p = oî

( 0 si p^O;

H/. (Y, î>" (g) S?^ (g) S?^ (g).. . (g) S '̂-) = j ° si p ̂  n,
( non nul si p == n;

d'où le lemme résulte, puisque

HP (X, TT* L^) ̂  HP (Y, L®7" (g) TT^ Ox) - ® I-P (Y, L^ (g) S?^ 0... 0 S^-)
(^i.....,^.)€Z''

avec r > 0 et similairement pour les groupes de cohomologie à coeffi-
cients dans L.

(2.6) THÉORÈME 1. — Soient A une variété abélienne de dimension n,
B 7^ 0 un groupe algébrique affine, et G une extension de A par B :

0 ^B-^G^A-^0.

Soit L un faisceau inversible ample sur A; alors, pour m assez grand,

H° (G, TT* L®-) = H° (A, L^ 0 TT^ Oc) ^ H- (G, TT* L®-) = H" (A, L®- (g) T:^ 0^

sont des espaces vectoriels de dimension infinie. En particulier,

algcd (G) = q (X) = dim A et p (X) == 0.

B est isomorphe au produit de G^ et d'un groupe algébrique unipo-
tent U. Si U est nul, le théorème résulte de (1.1), (2.1) et (2.5.2).
Supposons donc que U a une dimension strictement positive. D'après
(2.4.4) on a

TT^ Or. = lim F, 0 / ® \ S?̂  (g)... 0 S^")
—^ v^.-.^ezv

= lim F, 0 /lim F, 0 / © S?^ 0.. .0 S^\ = F ® S,
-y> ^—> W(^i,....^.)€Z'' / J

OÙ

F = lim F, et S = lim F, 0 / © S?^ 0... 0 S '̂-V
—^ —> \o7'(^i,....^.)ez'' /

D'après (2.5.1) et l'hypothèse, pour m assez grand, H° (A, L0^ (g) F)
et 1-P (A, L0^ (g) F) sont des espaces vectoriels de dimension infinie.
Prenant en considération la décomposition ci-dessus et (2.1), le théorème
est démontré.
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(2.7) COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe algébrique (commutatif, connexe
et réduit). Alors :

algcd (G) == max { dim A variété abélienne A telle qu'il existe
un homomorphisme surjectif de G sur A !;

algcd (G) 51 G n'est pas une variété abélienne,
— 1 si G est une variété abélienne,

q(G)=

P(G)
_ ( 0 si G n'est pas une variété abélienne,

( oo si G est une variété abélienne.

Si G est une variété abélienne, les groupes de cohomologie H7' (G, F)
sont de dimension finie pour tout faisceau algébrique cohérent F
et algcd (G) est égale à dim G. Donc on peut supposer que G n'est pas
une variété abélienne. Alors G est une extension d'une variété abélienne A
par un groupe algébrique affine B 7^ 0 :

0 -> B -̂  G -1 A -> 0.

D'après (2.6), il suffit alors de vérifier que, si ^r : G -> A7 est un homo-
morphisme surjectif de G sur une variété abélienne A', on a dim A ̂  dim A'.
En effet, B étant affine, le composé T. o i est l'homomorphisme trivial
[voir Lang [6]) et ^ se factorise par T. : G -> A i. e. on a un diagramme
commutatif

G—^A

Le diagramme montre l'inégalité désirée.

3. COMPARAISON DE algcd ET ancd. — A partir de maintenant on
suppose que toute variété algébrique considérée est définie sur C.

(3.1) LEMME 6. — Soient Y une variété analytique complexe compacte^
de dimension n et r^ : X —^ Y un espace fibre principal de groupe
G = (YxC;*'. Alors X est (n + ^-complète.

Nous allons construire une fonction à valeurs réelles, C00, sur X.

a. Cas G = C. — Soient z, z ' deux points d'une fibre r."1 (p), p€:Y.
Alors la distance z — z ' 2 est bien définie, puisque l'opération de C
sur les fibres est l'addition. Prenant une section différentiable s de
l'espace fibre TC : X -> Y, on pose f (x) == x — s o ri Çx) 2, ^€X. Alors
f (x) est une fonction C30 définie sur X.
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fc. Cas G = C*. — Soit E un fibre vectoriel de rang 1 associé à
71 : X ->• Y. Alors X = E — (section 0). Puisqu'un fibre vectoriel a un
métrique hermitienne h, alors g (x) = h (x, x), xçX, est une fonction C00

partout non nulle sur X.

c. Cas général G == C7 X C*" — On pose

v•sf•+f•+•-+f••+(l"+î)+^+^+•-+^+^•
où fi, l ^ i f^ r (resp. gy, l^'^^) désigne la fonction définie dans
(a) [resp. (&)] correspondant à la ^ [resp. (r + j)101116] composante de
Tl : X -^ Y. Alors y est une fonction C00 sur X. La fonction 9 restreinte
a.ux fibres s'écrit :

\u,^+\u, •2+.. .+ u.p+l^ 2 + T — — + 1 ^ | 2 + 1 ,+ . . .+ I^P+T^.
yi 2 • • " • [ ̂  |2 • - " • 1 - 1 - I y,

où Ui, u.j, . . ., u,., ^i, ^2, . . ., y.y désignent le système de coordonnées
naturel de C^XC*'. Donc la forme hermitienne de y restreinte aux
fibres est définie positive et, par conséquent, ç est fortement (n + 1)-
pseudoconvexe. Les ensembles Bc = [ x ç X y (x) < c } sont relativement
compacts puisque la base Y est compacte et o tend vers l'infini lorsqu'un
des Ui: |, [ Vj [, -,—,- tend vers l'infini.

(3.2) THÉORÈME 2. — Soit G un groupe algébrique {commutatif et connexe).
Alors, algcd (G) ̂  ancd (G^).

D'après (1.1), G est une extension d'une variété abélienne A par
G^xCr;,. D'après (2.6), algcd (G) - dim A. (1.5.2) et (3.1) montrent
que l'on a ancd (G"") ̂  dim A.

(3.3) On peut démontrer une conjecture de Hartshorne ([4], p. 230)
dans le cas des groupes algébriques : Soient G un groupe algébrique et F
un Oc-module cohérent. Considérons l'application naturelle

a, : W (G, F) -> W (G^, F^).
Alors :

(a) a, est un isomorphisme pour i < p (G);
(&) a, est un isomorphisme pour i > q (G);
(c) Le foncteur F ^-> F^ est une équivalence des catégories de faisceaux

cohérents si p (G) ̂  1.

Si G est une variété abélienne, l'assertion résulte de GAGA [8]. Donc
on peut supposer que G n'est pas une variété abélienne. Alors d'après
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(2.7) et (3.2), on a

p (G) =0, q (G) = algcd (G) ̂  ancd (G^)

et, par conséquent, l'assertion est triviale.

(3.4) Exemple. — L'extension universelle d'une variété abélienne d'après
P. Cartier.

Soit A une variété abélienne de dimension n.

(3.4.1) Théorie algébrique. — Soit W l'espace vectoriel dual de
H1 (A, OA). Alors il existe une extension de A par W, 0 - > W - ^ G - ^ A - > 0 ,
satisfaisant à la condition suivante :

Étant donné un élément EeH^A, 0^) i. e. une application linéaire
de W dans G,,, alors ^ G = G; est l'extension de A par Ga déterminée
par ^eH^A.O^Ex^A.G,).

0——>W———>G———>A.——>0\ i
0 —> Ga ——> ̂  (G) ——> A —> 0.

(3.4.2) Théorie analytique. — Supposons que A est isomorphe à V/T
où F est un réseau d'un espace vectoriel complexe V. On note V l'espace
vectoriel conjugué de V. Alors on a V = H° (A, û1)' et V == H1 (A, 0^
d'après le théorème de Hodge. Analytiquement, l'extension universelle G^
est donnée par une suite exacte :

o-^r-^vev-^G^-^o
X h> (X, X)

Puisque R (g)z F ~ V,
c (g)z r -> v e v
^ 0 X h> (À X, À X)

est un isomorphisme.
Donc on a le diagramme commutatif :

0——>T——>\Q) V————>QH} l———>0
^ ^

o —> r —> c 0z r —> c/z 0 r —> o
X \-> 1 (g) X

Par conséquent, on a G^ ~ C/Z (g) F ~ C* ïn.
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On a montré : quel que soit l'entier positif n, il existe une variété
algébrique G telle que algcd (G) = n et que G'1'1 soit une variété de
Stein {voir Umemura [10]).
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