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Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 2, 1969, p. 481 à 5 20.

DÉFINITION ^OPÉRATEURS MAXIMAUX
ET APPLICATIONS

PAR CLAUDIO BAIOCCHI,
Pavie, Italie (1).

1. INTRODUCTION.

l.i. Soit 0 un ouvert de R' (pour les notations, cf. le n° 2); et soit
P == P(^, D) un opérateur différentiel linéaire, à coefficients suffisamment
réguliers, de façon que :

(1 .1) P ( ^ D ) € ^ ( ^ ( < 5 ) ) , ^ ( 0 ) ) C) ;

(1.2) P(^, D^eL2^), v<pe^(<9)

et que, P* (x, D) désignant l'adjoint de P {x, D) [qui est dans £ (d3 ((9), o^c?)) ;
^.(l.i)]
(1.3) P^D^L2^), V ^ € ^ ( < 9 ) .

On peut alors définir (au moins) deux prolongements fermés de P (3) :

Ps (prolongement « fort », ou « à la Friedrichs » de P) qui est la fermeture de P,
(1.4) comme opérateur de L2^) dans lui-même [P étant considéré défini seulement

sur ^(ô)];
Pw (prolongement « faible » de P, ou « opérateur maximal » associé à P) de/mi par

duaZife : ueD(P»,) si ueL2^) ^ sf il existe feL2^) ^e gué
(19f)) ' (^p^L^-a;?)!^)

pour fou/e ®<s^)((9); a/ors on pose P^u == f.

(') Adresse de Fauteur: Claudio BAIOCCHI, Istituto Matematico, Università, Pavia(Italia).
Ce travail entre dans le cadre des activités des « Gruppi di ricerca del Comitato per

la Matematica del C. N. R. ».
(2) ^(dl,d3) désigne l'espace des applications linéaires continues de cl dans tô; pour

ce qui concerne les espaces de fonctions et de distributions sur 0 dont on fait usage,
cf. le n° 2.

(3) On suit ici les notations de Hôrmander [13]; dans [13] on appelle P., < thé very
strong extension » et Pw « thé maximal operator ».
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On a évidemment P^CP^,; mais il est naturel de s'attendre que, sous
des hypothèses convenables sur 0 et P, on doit avoir P^= P,^.

1.2. Il s'agit évidemment d'une généralisation naturelle du problème
de la coïncidence entre les concepts de dérivée forte, introduit par
Friedrichs, et de dérivée faible, introduit par Friedrichs et Sobolef;
On pourrait généraliser encore le problème en remplaçant l'espace 'L2{0)
par des espaces du type Lp{0), ou des espaces de mesures sur 0 (à ce
sujet, cf. par exemple Fichera [8], [9])$ on peut « localiser » le problème,
et remplacer L2 ((9) par L^{0) {cf. alors Hôrmander [14]); on peut aussi
remplacer P par un système, ou une matrice d'opérateurs; sous cette forme
le problème de l'identité entre Ps et P,p se pose quand on cherche l'équi-
valence entre plusieurs définitions possibles d'espaces du type ' W k ' p { 0 )
{cf. à ce sujet Deny-Lions [7], Gagliardo [12], Il'in [17], Nécas [21]).

Dans un cas particulier (4) le problème a été posé par Friedrichs [10],
et résolu en faisant usage d'une technique (des « mollifiers ») qui est ensuite
devenue une des méthodes les plus employées dans l'étude de la régu-
larité des solutions des équations différentielles.

1.3. On peut remarquer que le problème de la coïncidence entre P,
et P(V est préliminaire à la résolution de nombreuses questions, en parti-
culier pour ce qui concerne les problèmes aux limites attachés à P; d'où
l'intérêt de la question, intérêt démontré aussi par les nombreuses
recherches qui ont été développées sur ce sujet. En effet, outre les résul-
tats des travaux déjà cités, on sait que P,== P^, sous des hypothèses
convenables sur (9, quand :

a. P est à coefficients constants {cf. Hôrmander [13]);
b. P est elliptique d'ordre 2, à coefficients suffisamment réguliers

{cf. Birman [4]) $
c. P est elliptique, ou parabolique, à coefficients suffisamment réguliers

{cf. Lions-Magenes [19], [20]);
d. P est formellement hypoelliptique, à coefficients suffisamment régu-

liers {cf. Hôrmander [13]) ;
e. P est « de type principal » et 0 est « suffisamment petit » {cf.

Hôrmander [14]; on travaille ici dans des espaces du type L^(0))$
f. Dans le cas où 0 == R' on consultera aussi Browder [5], Niznik [22],

Peetre [23];

(4) Celui où P est une matrice d'opérateurs différentiels du premier ordre. Dans [11],
Friedrichs a traité aussi le cas où P est elliptique d'ordre quelconque. Dans [10], [11],
on travaille en général dans les espaces Lf^((9); cf. toutefois le n° 4 de [10] où l'on travaille
dans ]> (0).
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g. Dans le cas où ^ = i, on peut par exemple consulter Coddington [6]
et la bibliographie de cet ouvrage.

1.4. Dans ce travail on traite le problème Ps= P« à l'aide d'une
variante du « lemme de Friedrichs » {cf. théor. 2.1), et on met en évidence
l'équivalence entre le problème Py= P^, et plusieurs autres problèmes
liés à l'opérateur P et à l'ouvert 0 {cf. le n° 5). On donne des conditions
sur (9 et sur P suffisantes pour avoir P,== P«, {cf. théor. 6.1), en obtenant
un résultat qui, comme cas particuliers, redonne presque tous les résul-
tats signalés plus haut, avec quelques précisions sur les hypothèses concer-
nant la régularité de 0 et des coefficients de P.

Il est toutefois à remarquer que les conditions sur 0 et P du théorème 6.1,
suffisantes à assurer que Ps= P«, paraissent sous une forme implicite,
à savoir sous la forme de conditions sur un espace du type de D(P(v);
la question de vérifier dans les cas concrets (outre ceux qu'on signale)
ces conditions, ou bien de les traduire en termes de propriétés (par exemple,
algébriques) sur P reste ouverte; on a montré au n° 7 . io la possibilité
de vérifier ces conditions si l'on connaît un théorème d'existence de « solu-
tions fortes » et un théorème d'unicité de « solutions faibles » d'un problème
aux limites homogène associé à P; en d'autres termes, le problème de la
coïncidence entre les prolongements fort et faible de P peut se ramener
à un problème analogue relatif à une réalisation convenable de P.

1.5. Outre qu'il redonne presque tous les résultats signalés plus haut,
le théorème 6.1 s'applique à d'autres cas, et notamment au cas où P est
un opérateur « du type des ondes »; cf. théorème 7.1.

C'est justement la validité de la relation P,=== P^, dans ce dernier cas
qui a été le point de départ de cette recherche; en effet, dans ce cas le
problème, qui avait été signalé dans Lions-Magenes ([20], chap. 5,
remarque 11. i) était résolu seulement si P est à coefficients constants
{cf. alors Hôrmander [13]) ou bien si 0 est « suffisamment petit » (le résultat
étant alors de caractère local; cf. Hôrmander [14]).

2. NOTATIONS. LE L E M M E DE FRIEDRICHS.

2.i . Soit v un entier positif; x == { Xj-}^,, _^ ya désigner le point de
l'espace euclidien à v dimensions R\

Pour ^eR\ on pose
/ v y ; ,

\x\-=i V^2 \ •l^l-l ^j l ,
' \ /= i / .

pour x, î/€R\ a, p € R 4 , on pose

a^4-;3j= { a^y+ôj/i/^i,..,,^; ; • . . . .
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pour xe'R\ r > o, on pose

S(^ ; r )={y | j eR^ ; | ^ - j <r},

pour ECR^ r > o, on pose

S(E;r)= ^S(^;r);
XÇE

pour ECR', teR^, on pose

E + ^ r = { ^ + / | ^ ç E } ;

pour ECR', E, E, ^E vont désigner respectivement la fermeture, l'inté-
rieur, le bord de E.

2.2. Suivant des notations usuelles {cf. par exemple Schwartz [24])
si 0 est un ouvert de R^ on désignera pal* (©((9) l'espace des fonctions
< f : x - > ^ { x ) définies sur (9, à valeurs complexes, infiniment dérivables,
et à support compact contenu dans 0; <9(0) sera supposé muni de la
topologie de Schwartz [24].

^'(0) désignera l'espace des distributions sur 0, c'est-à-dire l'espace
dual de c0(0) [cf. toujours Schwartz [24]); la dualité entre l'élé-
ment Tç^{0) et l'élément 9€û3(0) sera notée < T, y >^.

2.3. Si a = { a, }y^ ^, avec a/ entier ̂  o pour tout j\ est un multi-
v

indice, on pose a [ =^a,; si a, ? sont deux multi-indices, on écrit a ̂  ?
7=1

si a/^ py pour tout j; si a ̂  ? on pose aussi

a-P=(a,-P,}^,.,. et f;)^^^-yvp,/
On désigne par D", ou bien (^'/(W, la dérivée

ri°?=ri;£
(^ . o » t^n ^-T désignent l'opérateur identique), dérivée qui sera toujours
prise au sens des distributions.

2.4. On fera usage des espaces fonctionnels suivants (0 étant un ouvert
de R^ :
C7^) {k == o, i, . . . ) = = espace des fonctions définies sur 0, à valeurs

complexes, continues sur 0 avec leurs dérivées jusqu'à l'ordre /c;
C"^), espace des fonctions définiçs sur 0, à valeurs complexes, indéfi-

niment dérivables;
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Lfoc(0) (i^P^+oo), espace des (classes de) fonctions définies (presque
partout) sur (9, à valeurs complexes, mesurables, et de p10"10 puissance
sommable (ou bien essentiellement bornées si p ==+oo) sur (9;

Lfoc(0) (i^P^+oo), espace des (classes de) fonctions dont la restriction
à tout compact KC0 est dans L^K);

W^(0)(/c==i, 2, . . . ; i ^p^+œ)=^ ^€^'(0); D^eL^(0) pour
tout a avec a |^/c}.

On notera souvent ?(0) au lieu que W^^).
On fera aussi usage des notations :

C^G) {k = o, i, . . . $ +°o)? ensemble des restrictions à 0 des éléments
de C^R^);

(©(0), ensemble des restrictions à 0 des éléments de (^(R^.

On ne rappellera pas les propriétés des espaces qu'on va employer;
signalons seulement que L^{0)C^(0) (5) [et donc on peut, en particulier,
dériver les éléments de L^(0)] et que, posant dx = dx^. . .dx^, on a

( 2 . i ) , <^9>^= u(x) çp(^) dx, v^eUc(0), Vc?e^(0) .
^0

En particulier, désignant par

(/^L^^f/^)^)^ (c)
«/^

le produit scalaire dans L^^), on a

('2>2) <^-. P^^ (M. ̂ )v-(^ V^eL^O), V9€^(c?) .

2.5. Soient données ^€1^(0), ^€^^(0); on a alors que w.v
et (D/w) .^ sont dans 1^(0); donc l'expression D/(w.^) — (Dyw).^ a un
sens [dans dO^^)]. On pose alors
(2.3) W.D^= :Dy(w .^ ) — (Dy^) . ^

en prolongeant ainsi une formule valable pour ^, w « plus régulières ».
Explicitons aussi la formule suivante (de démonstration immédiate)

qui va nous servir dans la suite :
( VcçW^^R'Q, V^jeR^ on a

( c{œ) — c ( y ) \^:\/'^.\\c\\^^^.\x—y .

2.6. On va maintenant démontrer une variante du « lemme de
Friedrichs » en adaptant et combinant les méthodes de Friedrichs ([10], n° 4)
et de Hôrmander ([14], n° 3).

(0) cictô signifie que cl est contenu algébriquement dans tô avec injection continue.
(6) Pour X e C (= complexes), X désigne le complexe conjugué de X.

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 62
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Soient {OA.}^^_, [th]/,^^^ _, et y données avec

(2.5) 0<Œ,<j| (/C=I,2, . . . ) ;

(2.6) ^eR7; l ^ l f ^ C i (indépendante de k) (/c= i, 2, . .. ) ;

(2.7) cpe^R^; suppcpcS(o; i); f 9(^)^=1.
^Rv

{o" / î} , { 4 } ? y étant fixées, on pose

(2.8) ^(^)^arj^(^-t,\ V^eR/ (A-=i ,2, . . . ) ;

(2.9) (u)k=uiç^k, V^e^(R') (7 ) ( ^ = = 1 , 2 , . . . ) .

On aura {cf. Schwartz [24])

( V^^R^, /:=i,2, . . . , on a
\~ ' l u / )

( (^eC^R^î supp(^)^cS(supp^+o-^^; o-^.).

De plus, si ueU^R^), on aura

(^)^(^) = ^ u { x — y ) ̂ (y)dy= (on pose YÎ == ̂ .(j + t/,) ) = f ^^ (^ — ^(ïî + ̂ ) ).
^R- JR.

o(ïl)^ï]; d'où [c/1. (2.7)]

(2.11) (u)k(^)=:f ^(^—^(j+^))9(j)û(y, V^eLlloc(RV) ( ^ = = = 1 , 2 , . . . ) .
^SQ);!)

De (2. n) on déduit [avec €2= €2(9) indépendante de u]

(2.12) \\Wk\\^^^C,\\u\\^^ V^eL^).

2.7. On va démontrer le lemme suivant :

LEMME 2.1. — Sous les hypothèses (2.5), (2.6), (2.7), et avec les nota-
tions (2.8), (2.g), soit c(x) donnée avec

(2.13) c^oW^^R^)

II existe une constante €3 {qui dépend de v, y (a;), c(x), Ci mai5 gui ^<
indépendante de u), ^Zfc ç ,̂ pour j = i, . . . , v, on aî

(2.14) 11^•D7[(M)^-(^•D^)^|L.(R-^C3||^||^(B.), V^€^(RV) .

Démonstration. — Pourj?==i , . . . , v et pour ^€R^, on a [c/*. (2.n)j

cWD,[(u)kW]-(c.D,u)kW
r* _»

= / { h (^) - c (^ - ̂ (j 4- ̂ ) )] cp (j) ," (^ - ̂ (j + ̂ ) ) } dy.
^S{Q;1) ox/

(7) Convolution au sens de ^'(RQ; cf. Schwartz [24].
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En remplaçant la dérivée par rapport à xj par — ï- fois la dérivée par
rapport à yj, et en intégrant par parties, on obtient

cWD,[(u)kW]-c.(D,u)kW

= J- ^—^(^—^(J-t-^)) \ ^ { y ) u { x — ( J k { y + t k ) ) d y
^S(0;l) k L1"// . J

+ / --[^(^)-^(^-^(j+^))]| .^-y(j)1^(^-^(j4-^))^j.
'^(o;!) "" L^J/ J

Dans la première intégrale on remplace — î- v— par -y-, dans la deuxième,
^ "V / OX î

on a

—[c{x) — c { x — ( j k { y - ^ - t k ) ) }
^k

^[cf. (2.4)]v/ï[j+^|.||c||w^(R-)

^^( ly |+ ^DII^I Iw^iB^^^i+Coi ic i i^ , .^ .
On en déduit

lc(^)D;[(^]-(cD^),(^)|

^\/ï(l+Ci) [[c|[wi,-(R-) r |^(^-cr^(j+4)) [|?(j) |+|^.(j) |]6/j,
^S(o;i)

d'où, en intégrant le carré des deux membres, et en appliquant l'inégalité
de Minkowski, (2.i4).

c. ç. F. D.

2.8. On aura aussi besoin du lemme suivant :

LEMME 2.2. — Pour weL^fR') , on a

(2.i5) lirn || (w)/,— w HL.(R.)==O.
/. -> 4- ^

Démonstration. — Dès que (^(IT) est dense dans L^R^), et grâce à la
majoration uniforme (2.12), il suffit de démontrer (2. i5) pour we^R'').

Pour we^R'), on a [cf. , (2 . i i ) et (2.17)] :

! (wh-(^) — w(^) \= j [w(^_cr / , (y+^,) ) — w ( x ) ] o ( y ) dy
ty s (o ; -î )

^ / 1?(J ) dy sup{|vv(^-cr/ , ( j+^)) -sv(^) [ ; [j|^i
L ^s^;i) J

i ? (j) ^J sup^ 1 w ( z ) — w (x) \ ; [ z — x \^
L ^8(0; ! )

.C i4- i j

et pour k -^+ °0 le dernier membre tend vers zéro (w étant uniformément
continue).
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Soit maintenant R tel que sirppwC S (0; R) ; on aura [cf. (2.io)]
supp[(w),]cS(0;R+ C,+i) etdoncsupp[(w),-w]cS(0; R + C i + i ) ;
d'où (2 . i 5) pour w€<î)(R').

C. Ç. F. D.

COROLLAIRE 2.1. — Si aeL^R^), weL^R^), on a
lim | [ a [ ( w ) ^ — (âw)/J!^R.)^o.

À-^+ao

Démonstration. — II suffit de majorer || a[(w)/,] — [aw}i,\\^^ par

I I ^[ (w^J - aw |[^(Rv)4- I I ûw - (aw)k ||^(R'-)
^ 1 1 ^ 1 1 ^ ( ^ ) 1 1 ( ^ Ï ^ — — ^ H L ^ R ^ + H (ûW)^——ÛW||^(Rv)

et d'appliquer (2.i5) au premier terme, et (2. i5) (avec aw au lieu de w)
au deuxième terme.

c. ç. F. D.

2.9. On est maintenant en mesure de démontrer la variante du « lemme
de Friedrichs » dont on aura besoin.

THÉORÈME 2.1. — Sous les hypothèses (2.5), (2.6), (2.7), (2. i3) et avec
les notations (2.8), (2.9), on a

(2.i6) lim \\cD,[(u)k]-(cD,u)k |L-(R-)=O (8), V^çL^R-).
A" -^- -4- 30

Démonstration. — Dès que ^(R^ est dense dans L^R^, et grâce à la
majoration uniforme (2.i4), il suffit de démontrer (2.i6) pour uê^R^.

Soit donc uGû^R^), / fixé entre i et n; on a

}im" \\cD,[(u)k]-(cD,u)^^
k-^-+- oo

= lim" | |4(D,M)A]-(cD;M)Al|i^)=o (9)
k-^--{- oo

grâce au corollaire 2.1 avec a = c, w = Dyu.
C . Q . F . D .

REMARQUE 2.1. — On contrôle aisément que, quel que soit p€[i, +°°[î
on a
(2.i5^) lim )| (w)k-w\\^^==o, VweL^R^);

Â:^+oo

(2.i6bis) lim || cDy[ (u)k] - (cD,u)k \\^^= o, V ceW1 ao (R^), V^eL^R-)
À:-^--!- oo

(il suffit de répéter ce que l'on a fait jusqu'ici pour p = 2).

( ) Cf. le n° 2.5 pour le sens de c D/iz lorsque ueL^R ).
C) On applique ici la relation (immédiate) D/[(u^]=(D/u^. Plus généralement,

on remarquera que, si P == P(D) est un opérateur différentiel linéaire à coefficients
constants, pour tout k et pour toute uea)'(R ), on a P(D) [(u)/c] = (P(D)u)^.
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3. UN EXEMPLE.

3.1. Dans ce n° 3, on considère dans un cas simple le problème du n° 1. i,
pour montrer de quelle façon le théorème 2.1 s'applique à ce genre de
problèmes.

Les simplifications qu'on va introduire seront relatives, soit à P
(qu'on va supposer opérateur d'ordre ^- 2, en deux variables indépen-
dantes), soit à © [qu'on va supposer ouvert convenable, et borné (10)].

En outre, on va se borner au cas de fonctions réelles.

3.2. On suppose v = 2; on note [x, y) (avec x, î/GR1), au lieu de (xi, ^2)?
le point de R2.

Soit P l'opérateur défini par

(3.1) Pu == P (^, y, D,, D,) n = ̂  (a (^ y) u) + ̂ —— (b (^ y) u)

+ ^y2 (c^^^ + ̂  W^.r)^) + ̂ 7(^(^.7)^) -+-/(-^j)^

où les coefficients a, &, c, d, e, f sont supposés réels et « suffisamment régu-
liers »; par exemple

(3.2) a,b, ceW^R2); d, eeW l ' a o(R2); /eL^R2),

de façon que l'on aura, soit la relation :

(3.3) Pe-^(^(R2) , L^R^n^L^R2), ^(R2)) ,

soit la relation :

(3.4) P^J^^R^L^R^n^L^R^^R2)) (^) ,

où P* désigne, comme d'habitude, l'adjoint formel de P, à savoir

(3.5) p^=p*(^^D^D,)p=a(^j)^+6(^j)^ 2^

+ c (^ ̂  ̂  ~ d{x' y) Tx ~ e (-x' y) Jy +^(•z>5 y) v '

3.3. On suppose toujours P donné par (3.i) , (3.2) étant remplie.
Soit 0 donné par
(3.6) 0=]-i,+i[x]-i, +i[

(10) 0 étant borné, l'ensemble C0(ô) coïncide avec C^^); on emploie la notation d?((9)
dès que, dans la généralisation au cas où 0 n'est plus borné, on doit travailler avec cO^)
et non avec C00^).

(11) (3.4) suit de (3.3) par transposition. Pour yeL^R2) on peut calculer P*u par la
formule (3.5) suivante, à l'aide de remarques analogues à celles développées au n° 2.5.
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et relativement à 0, P, ainsi fixés, on va étudier le problème de la coïnci-
dence entre P,, et Pg [notations (1.4), (1.5); grâce à (8.2) on vérifie
aisément, ( l . i) , (1.2), (1.3)].

On s'aperçoit tout de suite que D(P«,) coïncide avec l'ensemble
(3•7) X(0) ={U\LLÇ:1Î{0')', PuçL2^) }

et que, si l'on munit X(0) de la « norme du graphe », D(Pg) coïncide avec
l'adhérence de (J3^0} dans X(0). Le problème de la validité de la rela-
tion Ps= Pw se réduit donc au problème de la validité de la relation

(3-8) d?((9) est dense dansX(û).

3.4. Pour (^eL^O) on va désigner par ^ la fonction (définie presque
partout) qui coïncide avec v dans 0 et nulle hors de 0. Posons

(^Q) Y^^j^çL 2 ^) ; P^eL^R2) ;

(espace qu'on munit de la norme du graphe) ; on a évidemment (Q{Q} C Y(0) ;
et rappelons qu'une condition suffisante (12) pour avoir (3.8) est la validité
de la relation :

(^ (0) est dense dans Y (0).

Avec des notations évidentes (13), la dernière relation équivaut à

(3.10) ÎD(O) est dense dans Y^^

On va donc étudier la validité de (3.io).

3.5. Dans la suite on aura besoin de quelques propriétés de régularité
pour les éléments de Y^0); précisément, il suffira d'avoir

(3.11) SiP est d'ordre 2 C4)^ a Y^cH1 (R2).

Montrons que (3.n) est remplie si P n'est pas « de type mixte ».
En effet, si l'on a

b^œ.y) <4a(^,j) c{œ,y), V (^j)€R2,

l'opérateur P (et donc P*) est de type elliptique; grâce aux théorèmes de
régularité locale des solutions des équations elliptiques (15) on en tire
que, pour toute ^eY^)), on a ^€:EP(R2); d'où (3.n) dans ce cas.

( l 2) On montrera au n° 5 que les relations (3.8) et (3.10) sont équivalentes; de toute
façon l'implication qu'on va énoncer est bien connue; cf. la remarque 5.6 suivante.

(n) Et précisément ^)=i? |9ed)((9) j et Y(S) = { ' v \ y€Y(0)} [espace muni de la
norme transportée de Y((9)].

(u) A savoir si a^x, y) + b^x.y) + c2^, y) ̂  o dans ^.
( l a) Cf., par exemple, Friedrichs [11].
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Supposons maintenant que l'on ait

b^œ.y) ==4a(^,y) c(^,j), V (^,y)eB2 (l(i);

P (donc P*) est de type parabolique; alors (3.n) suit des théorèmes de
régularité locale des solutions d'équations hypoellij. tiques (17).

Supposons finalement que l'on ait

b { ^ , y ) >(\a{x,y) c(^,j), V (^,j)eR2;

l'opérateur P (donc P*) est de type hyperbolique; la validité de (3.n)
dans ce cas sera montrée, plus généralement, au n° 7.

3.6. Dès maintenant, on va supposer (3.n) remplie : et on va démon-
trer (3.io).

On remarque d'abord que, si ^(x, y) €(î)(R2), on a ^.^eY(0) pour
toute peY^0) : en effet, il suffit d'écrire P*(4».^) = ^.P*p + Q^, où Q
est un opérateur d'ordre i, à coefficients dépendant des dérivées de ^,
si P est d'ordre 2; tandis que Q est un opérateur d'ordre o si P est
d'ordre ̂ i; donc, en tout cas, (3.n) assure que P* (4^)€L2(R2).

Ceci posé, introduisons les ensembles

<9i==]— -î +oo[ X ]— -5 -4-oo[; (92==]— -i -4-oo[ X J—oo, 4- -[;

(f)3=]-oo, -4- ̂  x ]- ̂  +oo[; c^=]-oc, + ̂ [ X ]-oo, + î-[•,

et soient ^€Û?(R2), supp^yC0y (7=1 ,2 , 3,4) telles que, V(^, î /)e<9,
4

on ait ̂ ,^j{x, y) = i ; pour approcher ^€Y(0) par des éléments de (D{0)
/=1

on écrira v =^^j^'-, e^ il suffira donc de démontrer que tout élément
/=!

de Y(R2) à support contenu dans 0H(?y (/ == i, . . ., 4) est approchable
dans Y(R2) (18) par des éléments de Û3^0).

Comme le problème présente une symétrie évidente par rapport à /,
on se bornera à montrer :

Î

Si pçY(R2) avec supp v C 0 r\ c^i, alors {'peut être approchée dans Y(R2)
(3-12) ____

par des éléments de <P ((9).

(16) Et toujours P d'ordre a; cf. (u).
(17) Cf., par exemple, Hôrmander [16].
(18) On remarquera que la norme de Y(0) coïncide avec la norme induite par Y(R2).
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3.7. On va faire usage des résultats du n° 2; on fixe ye^R2) telle

que (2.7) ait lieu; et on pose 4 = ( — 2, — 2) ; ^ == ̂  pour k= i, 2, . . . ;

évidemment (2.5), (2.6) sont remplies; et, avec les notations (2.8), (2. g),
on aura, grâce à (2. io) :

( -SïcçY(R2) et sisuppv^eç\e^ on a, VA- ,
( d . î ô ) < ^_

{ supp(v)kCO', donc (P)^ec9(^) , V k.

On va montrer que lim | | (P)/ ,— ^ HY(R.)== o; d'où (8.12).
/" -^- + 30

Remarquons d'abord que l'on a
II (^- ^ HY(R^ f [ (^/c- P |LW)+ f l P' (P),~ P^ ||^(R.)

^ 1 (^- ^ flL2(R-)+ [| (P^)^- P^ f!L^)+ 1 1 P*[ (^^ - (P^), [[^(R-)

et les deux premiers termes, lorsque k -^+00, tendent vers zéro grâce
à (2 . i5) (avec w = ̂ , et w = P*^ respectivement). On majore le dernier
terme :

f|P*[(^]-(P^|lLW)

ôî r / ^ i f à^\
' /^ [ ( ' ) k ]~[a^)^^^^-^^^^

^-^K-M-^^).,.,
^

UJL \ OX j k L^R2)

^r^ t ^^N
;^[(^]- c^
^V \ ^J A-IlL^R2)

^^^-(^^
ll/[(^^-(^).[|L'(R')i.

^^^^-^^^IL..,L'(R1)

On considère séparément les trois expressions entre parenthèses
en les appelant, pour abréger, A/,, B/,, C/,.

; )

3.8. On va montrer que, lorsque /c->+oo, A/,, BA, C/, tendent vers zéro,
sous une hypothèse un peu plus faible que (8.2) (19). Plus précisément,
on va distinguer deux cas :

( 3 . 1 4 )

( 3 . 1 5 )

On a a2 + b2 + c'2 == 0 ; et on suppose
d, eeW^^R2); /eLGO(R2),

On a d1 -}- b'1 -\- c2 ̂  o ; et on suppose
a, b, c € W J ' a c ( R 2 ) ; d, ^/çL^R^).

Si (3.i4) est remplie, on a A/ ,=EO; et on a lim BA= o grâce à (2.i6)

( k > + ao

avec c, Dy, u remplacées par d, ̂  v ou bien par e, ^-^\, lim C/, o,°y ] k^-+- oo
grâce au corollaire 2.1 (avec a, w remplacées respectivement par /, (^).

( J y) A posteriori, (3. i i ) étant supposée remplie : par exemple, si Fon a (3.i5)
[et non (3.2)] on a besoin de (3. n) pour donner un sens à A^, BA.
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Soit maintenant valable (3.i5); on a alors

àv àv
-à-^-ày^^ [^(3-)];
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à'^ ô àv à^v à^v
et aJxï = a~àx aï a un sens ̂  no ̂ ^ ^^g^™^ Pour b - ^ . ^ c^
en outre, (2 . i6) donne lim A/,= o ( 2 0 ) ; et le corollaire 2.1 donne

Â->+00

lim B^r^: lim C^= o.
R^+°c R-^+oo

3.9. La forme particulièrement simple de P et de 0 a permis d'appliquer
le théorème 2.1 pour obtenir des résultats concernant l'identité Ps= P«'
[cf. (1.4), (1.5)].

Maintenant on va généraliser, en étudiant dans le n° 4 une classe d'opé-
rateurs P et d'ouverts 0 pour lesquels on peut appliquer le n° 2 pour
avoir (3. io); et dans le n° 5 l'équivalence en général entre (3.8), (3.io)
et d'autres problèmes liés à 0 et à P.

4. UN THÉORÈME DE DENSITÉ.

4. i . Soit l un entier positif; on se donne (v + i) l opérateurs différentiels
linéaires à coefficients constants

(Q. /=Q.7(D); R.=R.(D) ( (= i , . . . , / ; y = i , . . . v)
{ 4'. 1 ) \

{ op. diff. lin. à coeff. const.

et (v + i)l fonctions

( ^ .2 ) ^(^eW^RQ; ^(^)eL3 c(RQ ( / = i , . . . , / ; y = i , ...^.).

A partir de ces données on va construire un opérateur, qu'il sera commode
d'appeler ®*, défini de la manière suivante; on pose

D(^)= ^'eL^R-O; Q^R^eL^R-Q

(^.3) (i =i, . . . , / ; / = = i , . . . , ^ ) ;
v /v / ^

2 2^D,Q,,.eL-(R-) (-).
/=! i=ï )

(20) Par exemple, pour le premier terme de Ak on a
à-1 , ^

^^[(^)^-^
. - „ . . - , 1 1 à , , , 1 àv'.

^\cf'(.)}\\a-Y-(V^L•)k—(a——î:, 1 ,L./ ^J|| ^V ̂  ^ ^AH^(^)àxsL IlL^R2)

expression qui, lorsque k-^ +00, tend vers zéro grâce à (2.i6) (c, u étant remplacés
par a, v'^ respectivement).

(21) Pour le sens de cette relation, cf. le n° 2.5.
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 63
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D(®*) est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire associé
à la norme

(M) !/ /
llHli.(î*)= [HI^+SH1^^®-
) (=1
) +2iiQ^[iÈ'(R-)+ 2 S^-Q^/ '

••=1 1 1 î=i 7=1 IlL'dt̂

Ceci posé, on définit l'opérateur [linéaire non borné, de domaine
D(%*)] y : L^IT) -^ L^KQ en posant, pour ^eD(%*),

^ ^=éfi^D,Q^+RA/ / v
r^ / 7̂1

f= l \/=1 /
On posera aussi, pour tout 0 ouvert de R^,

(^.6) D(^*; 0 ) = = { p | r e D ( ^ * ) ; supp^C^}.

(On vérifie aisément qu'il s'agit d'un sous-espace fermé de D(®*); on le
munit de la norme induite par D^*).]

REMARQUE 4.1. — Si l'on choisit v = 2, ; = 3? l/ —— ^î

^, R.(D):=Q^(D)=^

Qi,3(D) =Q,,,(D) =Q,,3(D) =o, R3(D) =1;

R, (D) ==Q,, (D) = ——, R, (D) = Q,,, (D) = ——,

^,i==a; C^^=b\ C2,.2==C; Ci,3== C-2,l== ("2,3=== 0;

< î == — 6/, ^2 == — e ; û?3 -=i y;

on voit que l'opérateur ®* (à part le domaine de définition) coïncide avec
l'opérateur P* donné par (3.5). Si (3.n) est remplie et si 0 est donné
par (3.6) on vérifie aussi que Y^0) = D(%* ; 0). On va étudier le problème
de la densité de (©(0) dans D(®*; 0) ; on est donc en train de généraliser
ce qu'on a fait au n° 3.

4.2. Soit 0 un ouvert de R\ Rappelons que, suivant Hôrmander [13],
on dit que « 0 est de type T » si l'on a :

/ 0 est un ouvert borné de R^; et il existe un nombre fini, soit N, d'ouverts de Rv :
N

< { 0, j/ =I,...,N' tels que \^J Or^O; ^ que, pour tout e > o il existe /r.eeR^ avec
I r=i

j /,-,£ | < s, de façon que 0r\0r+ tr,^0 (r == i, ..., N; e > o).
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On aura besoin dans la suite d'une hypothèse un peu plus forte que
celle-ci; plus précisément :

/ 0 est un ouvert borné (22) de R^; il existe un nombre fini, soit N, couverts de R^ :
N

i Or j r = L . . . , N tels que V / 0 , 3(f); H existe en outre une constante Ci> o et une

(̂  - . . .suite { <T/. {7,^1.2. avec o <^.< , de façon que, pour tout r == i, . . . , N et pour
tout k == i, 2, . . . il existe f / ^eR^ avec | tr,k \ ̂  Ci et

\ (*) S(0n0/.; ̂ ) + ^tr,?.c0 (k = i, 2, . .. ; r = i, . . . , N).

REMARQUE 4.2. — Si (9 est borné, et si (9 est une variété à bord de
classe C1 dont le bord est à0, (4.7) est remplie (il suffit de développer par
la formule de Taylor).

REMARQUE 4.3. — Soit {(9^},^, la famille (au plus dénombrable)
des intersections non vides entre 0 et les composantes connexes de (9.
Dès qu'on a

D(^*; 0) ==®D(^; OW) et [cf. (13)] ^(^) ==^T^)nD(^; (f^)),
n

pour ce qui concerne le problème de la densité de d3^0) dans D(%*; (9)
on peut travailler « par composantes »; on introduit alors la définition :

DÉFINITION. — On dit que 0 est « de type T » si chacune des 0(/^)

vérifie (4.7).
Et au lieu de supposer 0 vérifiant (4.7) on supposera 0 de type T.

4.3. On va démontrer le :

THÉORÈME 4.1. — Sous les hypothèses et avec les notations du n° 4. i ,
soit 0 de type T ; et supposons que 0, ®* soient tels que
(^.8) V^e^KR^), VP€D(^;C") ) , on a ^.^€D(^*; c^).

Alors on a
( ̂ . 9 ) i6^) est dense dans D ( ̂  ; c^ ) .

Démonstration. — II suffit de montrer le théorème en supposant
remplie (4.7) [cf. la remarque 4.3).

Soit { ^ / - } r = i , . . . , N une partition de l'unité sur 0 relative aux

{0r}r=:^...,v à savoir : pour r = i , . . . , N , ^ecO(R'), supp^C0r;
N

et ^,^/-(^)=i pour xç.0 .^•j
r==l

(22) Cf. la remarque 4.5 suivante, pour l'hypothèse « 0 borné ».
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Pour approcher ^ € D ( ® * ; ( 9 ) par des éléments de cQ{0) on écrit
N

^ =y^r; et on se borne à montrer que v^r est approchable [^'sp, € D(^* $ 0)
/•:-.i

grâce à (4.8)]; soit donc r^ fixé entre i et N; et soit ^eD(®*) , avec
supp ^C<9n0^; il faut montrer qu'une telle ^ est approchable, dans D(^*),
par des éléments de d3((9).

Après avoir fixé r^, ^ remplissant les conditions ci-dessus choisissons,
dans (2.5) , (2.6) t / , =tr^k et o-/, de façon que l'on ait (^r) de (4.7) avec r = ro,
pour tout k\ et soit 9 vérifiant (2.7) . On aura [notations (2.8), (2.9)] que,
pour tout /c, (^/.eC^I^) ; et grâce à (2.io) et à (*) de (4.7), on a
(^€=^9).

Le théorème sera donc démontré si l'on démontre que
lim [ I (^-p|[o(^==o;

À:>+00

c'est-à-dire si l'on démontre que l'on a
lim [| (^--^HL^)=O;

Â:>+oo

/ ( v ' )lim 2 Y II Qv[ (^^J - QV^|L-(R-)+ II N (^] - R^ HL-(R-) = o.
^-^(^ )

/ v

.L™. 2 2^i>7Qv[(^)^-2 2^^^-^
+ac ^=1 /=i ï=i 7=1 | LW)

La première de ces relations est donnée par (2.i5) avec w = v\ tou-
jours (2. i5) , avec w == Qi/^ et w = R-i? donne la deuxième relation
[cf. ( 9 ) ; on a Q^^)/,] == (Qv^)/. et ^[(^A-] = (R^]; quant à la troisième
relation on a [en appliquant encore (9)]

2 S^'Q^^r-S 2^'^Q^
;•==! /==1 î j l /=!

/ V
L^R")

^2 Sll^D/[(Q.7^^]- (^D,.Q^),[|^.
:iî=l /=1

/ V \ / V

S I^/D/Q^) -2 S^-D/Qv^
^•=1 /=! k 1=1 /==i LW;

Lorsque /c-^+oo le dernier terme tend vers zéro grâce à (2.i5) ( avec

^ v \==^ ^ ^ v D y Q t y ^ ) ; et les autres termes tendent vers zéro grâcew =Z^ ^iJ^J^iJ^ J ;
1=1 /=! /

à (2. i6) (avec c = Cij, u = Qiy^).
1=1 /=! /

C. Ç. F. D.
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4.4. La généralisation au cas où ®* est remplacé par une matrice d'opé-
rateurs est immédiate; nous nous bornerons ici au cas des matrices
d'opérateurs d'ordre ^i; plus précisément on se donne deux entiers
positifs : m, n\ q, r désignant les indices variant respectivement entre i
et m, i et n. Pour tout ç, r on se donne un opérateur (correspondant au %*
du n° 4.i avec l = i ; Qi-y, R '̂ étant l'identité)

V

(4.10) ^'^^Vc^'Dy^ 4- ̂ V,

/•=:!

où [de même qu'en (4.2)] les fonctions cj '7 , d ' 1 ' 1 ' vérifient, pour tout (ç, r) :

(4.ii) ^(^eW1'0^) f./=:i, ^(^eL^R^)

et on désigne par ^£* l'opérateur (linéaire, non borné) de {L^R')}'
dans { L2 (R'') }71 défini par les relations

( 4 . 1 2 )

( 4 . 1 3 )

D(^)= ^^{^j^,..,,.e JL^R^S-;
/i

^^^,€{L^R-)} (^), r==
ç=l

( ' )
^^^ S^'"^!^15-'^ V^€D(^*).

y=i

Pour procéder de façon analogue à ce qu'on a fait dans (4.4) on devrait
poser

I^La-)^ 1^ L'LWW1-^ ^ ^C^ / 'D/^
r—-i 7=1 /==1 L^R")

toutefois, on s'aperçoit aisément qu'une norme équivalente à celle-ci
est la « norme du graphe » et on pose donc

(^.i4) ^-^l l2

v L^)——( II v l|{L2(RV)}'n+ 1 ̂  [ [ {LW)}" ) •

Pour (9 ouvert de R" on pose

(4. i5) D(^;e ' ) )==^ t ^ j ^ | ^ ^ , , . , / „ e D ( ( ^ ) ; s u p p ^ c ^ , ^ = = I , . . . , m {

[norme induite par D(^£*)] et on remarquera que dans ce cas (4.8) est
automatiquement remplie, quel que soit (9 : en effet, pour ^€D(®*) ,

(2:{) Pour le sens de cette relation, cf. le n° 2.5.
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^€^3(1^), r == i, . . ., n, on a
w //^ / m \

2^-(^) -2( S^'7'^'^^)+^'^^ )^^•(^)==:^1 ^Cj.'-Dy^P^)^-^7'^

7=1 yr=i \^.=1

//iî / " v \

^S^ S^^-^'^ i+^Z^'^1^
<7=1 \ /==1 / y=l /=1

y = i y^ i V/'^i /
in / " v \ //^ v

=^2( 2(•?'^D^'/+^•^'/ )+2J^2^•D^€L2(R'')•
(7==1 \ f—i / (l—\ f—i

On peut procéder, composante par composante, de façon identique à ce
qu'on a fait au n° 4.3; et on obtient le

THÉORÈME 4.2. — Sous les hypothèses et avec les notations ci-dessus^
quel que soit (9 de type T^ on a

(^.16) {ÏQ~(0) {^ est dense dans D (^*; ô).

4.5. Soit k un entier positif; et soit l le nombre des multi-indices a,
tels que a | < / c ; on va désigner par { R ^ ; i == i, . . ., 1} la famille des
dérivées d'ordre inférieur à k.

Considérons maintenant la famille des dérivées d'ordre k — i ; et ajou-
tons à cette famille un nombre convenable de fois l'opérateur nul de façon
à avoir une famille de cardinalité v . î ; on va désigner par { Q ^ } ^ , ^

les éléments de cette famille.
Il est évident que tout opérateur ^T* d'ordre k peut se mettre (de plusieurs

façons) sous la forme (4.5) avec le choix ci-dessus des Q^-, R/; de plus,
si les coefficients de la partie principale de S* sont de classe W^^I^),
et si les autres coefficients sont de classe L^If) on peut choisir (toujours
de plusieurs façons) les Cij, d^ tels qu'on ait (4.2).

Ayant ainsi fixé le choix des Q^, R^, dj, di vérifiant (4. i), (4.2), on remar-
quera que D(®*) C H71"1 (R^) ; d'après cela on vérifie aisément que l'on a

D(^*) ^{^eI-F-^R^*; ^eL'^RQ }

(®*^ a un sens pour ^ëH^^R^; cf. n° 2.5); et qu'on a équivalence des
normes si l'on munit le deuxième membre de la norme du graphe

(ii^nâ^(R-)+ii^pti^(R-)r.
Une vérification directe (et immédiate ! ) montre que (4.8) est vérifiée

par rapport à tout ouvert 0. Le théorème 4.1 dans ce cas donne donc :

THÉORÈME 4.3. — Soit y un opérateur différentiel linéaire d'ordre k,
les coefficients de ^* étant L^R^), et les coefficients de la partie principale

(24) Espace muni de la norme du graphe.
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de ^ étant W^^IT). Quel que soit (9 ouvert de type T l'ensemble d3^0)
est dense dans Vespace\\v\ ̂ € H^tt) ; ^eL^IT); supp^C 0 ^ [c/*. ( 2 4)] .

4.6. On va donner deux compléments relatifs au théorème 4.1 (on pour-
rait faire de même pour les théorèmes 4.2, 4.3).

REMARQUE 4.4 (suite à la remarque 2.1). — Au lieu de travailler,
comme on l'a fait, dans des espaces du type L^O), on pourrait travailler
dans des espaces du type L^(0) (i < p <+ oo), la démonstration des
théorèmes restant la même. On peut aussi différencier l'espace D(^£*)
par rapport aux espaces où l'on fait varier ^, Q,y^, R,^, ®*^; par exemple
dans le théorème 4.3 on peut remplacer l'espace

H^eïP-^R^); ^eL^RQ; supp^coj
par l'espace

{^IpeW^-1- /^); ^peL^R^); supp^Ccf)} où i< / j<+oo, i<^<+oo .

REMARQUE 4.5. — Introduisons les notations

^(^^{(plD^eL^R^ V a j ,

^((9) = = { ( ? | cp ed^R'') ; suppcpC^}.

Si dans (4.7) on supprime la restriction « 0 borné », en remplaçant
N N

Phypothèse « \J (9,3 0» par « \J 0,DS((9; S), avec S > O», et si dans (4.8)
r = 1 r = 1

on remplace «V^^RQ» par «V^e^i^R")», la démonstration du
théorème 4.1 peut être adaptée de façon à obtenir, au lieu de (4.9),
la relation

(^.gbis) (^î7(^) est dense dans D(^*; 0) ( 2 0 ) .

A partir de (4.9 bis) on peut encore déduire (4.9); cf. la remarque 5.8
ci-après.

5. PLUSIEURS PROBLÈMES ÉQUIVALENTS.

5.1. Dans ce n° 5, on va considérer des opérateurs différentiels linéaires,
qu'on suppose définis seulement sur ^(R"), du type

(5 . i ) Pcp^P^D^^^aaD0^

(25) La partition de l'unité étant obtenue par éléments de ^iT^) au lieu de (^(ftr).
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où les coefficients aa^^^R^) sont tous nuls sauf un nombre fini. On a
évidemment Pe^^R^, ^'(FT)); et ®n vérifie aisément que si l'on pose

(5.2) . ^=^(-I) ia-P'(a)-D^aa,
a^p

on a les relations suivantes :

(5.3) P( . r ,D)cp=^D?(&p(p) ;
P

(5.4) P*<y=P*(^D)9=^(-i)lPl&pDPo (^) ;
P

(5.5) P'^D)^^-!)!01!^^?).
a

5.2. Soit P un opérateur du type (5 . i ) ; et supposons qu'on ait [nota-
tions (5.2)]

(o.6) ^^eL^RQ, Va, (3.

Remarquons que des (5.i), (5.4)? (5-6) on déduit

(0.7) Pcp, P^eL^R^), Vcpe^R^)

et que [comme pour uGL^R^), on a au, buçL^ÇT^)] on peut définir

(5.8) ^=^D?(^) V^eL^R^) ;
P

(5.9) ^^^(-i^lD^aa^ V^eL^R').
a

Grâce aux (5.3)5 (5.5), (5.6), on aura

(5.io) ^^-^(L^R^), ^(R^)) ; ^ e^ un prolongement de P;
(5.n) ^e^L^R^, ^(R^)) ; ^^^ un prolongement de P\

5.3. Soit 0 tel que (p-v désignant la mesure v-dimensionnelle de
Lebesgue) : .
(5 .12) ô est ouvert de R" ; ^(^(9)==o.

Pour toute ueL^c^) on va désigner par ù la fonction définie [presque
partout; cf. (5.i2)] par

(5.13) îi(x) == u(x) pour xç.0\ û(x)=o pour x^Q.

(26) P* étant Fadjoint de P au sens de ^((^(R^), ^'(R^).
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Pour <peo)(0) on écrira Py au lieu que (Py) |^; et on explicitera encore Pc

sous les formes (5.i) , (5.3) au lieu de

^R^(aa)D^ ou ^D?(R^p)cp),
^

R^ désignant la restriction à 0 , et notations analogues en ce qui

concerne P*, ^, %*.

REMARQUE 5.1. — Rappelons que, si (9 est de type T (cf, n° 4.2),
0 vérifie (5.12) (Hôrmander [13]). A partir de cette implication on vérifie
aussi qu'on a :
(5 .14) tout ô de type T vérijie (5. 12 ) .

5.4- Étant donné 0 vérifiant (5.12) on introduit les espaces

(5 .15) X(û)z={u\uçLHû), ̂ uçL2^) } ;
(5 .16) Y((9) ^ {p l^eL^O); ^eL-^R'Q }.

On vérifie aisément qu'il s'agit d'espaces de Hilbert par rapport aux
normes du graphe (2 7).

On fera aussi usage des notations suivantes :

(0 .17 ) X°(e)) ==:{u\uçX(ô)', îi 4-^^=0 dans^(RQ (28) } ;

(0 .18) Y^C?) ==^ [ ^eY(O) ; ^+^^ç=:o dansd^((9) (^^j ,

(5.19) Y7S)={^|peY(^)} .

REMARQUE 5.2. — L'espace Y(0) sera supposé muni de la norme
[ I ?||—.== I I ^ H Y ^ ) ; on s'aperçoit immédiatement que si l'on pose

(5.20) Y^{^eY(RQ; supp^C^}

[norme induite par Y(R^)] on a

(5.21) Y^==Y(c?) {avec égalité des nof'mes).

On va utiliser les relations

S û^Ço) est un sous-espace de X(0),
(5.22) ^ .̂ ____.

CQ (<9) est un sous-espace de Y (0),

(27) II suffit de remarquer que, grâce à (5.io), (5.n), et grâce au fait que l'appli-
cation ^ : L'2 ((?)-> L2 (R) est continue, les opérateurs ^, ^*" sont fermés de L2^)
dans L^cf), L'^RQ respectivement. _

(28) Autrement dit, la distribution (sur R) ù+^Su est nulle.
(2<1) Autrement dit, la distribution (sur (°)y + ^ ^*u est nulle.

Ann. £c. Norm., (4), II. — FASC. 4. 64
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où, comme d'habitude, d5((9) == { © [ y€^(c9) }• [(6.22) résulte évidemment
de (5.7), (5.10), (5.n)].

5.5. On a vu que (5.6) assure la validité des ( i . i ) , (1.2), (1.3); grâce
à (5.10) on vérifie aisément que l'on a {cf. le n° 1 pour les notations)

D(P;p) = = X ( C ) ) ; P < p = = ^ i x ( ( 9 > 5 î^s) ^adhérence de CÎ)((?) ^a/2.<?X(0).

Le problème Pg= P« peut alors être posé sous la forme :

PROBLÈME 5.1. — Donner des conditions sur (9 et sur P telles qu'on ait

(5.23) (:?((?) est dense dans X((?).

Supposons maintenant (5.12) remplie; et remarquons que l'opérateur
(linéaire, non borné) ®* : L2 (0) -^ L2^) de domaine D(^*) = Y(0) peut
être considéré comme l'adjoint de l'opérateur P : L2^) -> L2^) de
domaine D(P) = d3((9).

On peut alors se poser un problème (analogue à Pg == Pw) de coïncidence
entre opérateurs définis par transposition ou par fermeture, sous la forme :

PROBLÈME 5.2. — Donner des conditions sur 0 et sur P telles qu'on ait
(à. 24) a)(ô) est dense dans Y ( c ^ ) .

REMARQUE 5.3. — On peut évidemment remplacer (5.24) par

(5.24 bis) "cDÇô) est dense dans Y"fST.

On va montrer que ces problèmes sont équivalents, dans le sens que
[(5.6) et (5 . i2) étant remplies; on en a besoin pour poser les problèmes],
on a (5.23) si et seulement si on a (5.24).

REMARQUE 5.4. — Pour ce qui concerne l'implication (5.24)=^> (5.23),
cf. la remarque 5.6 suivante.

5.6. Remarquons que [notation (5.17)] on a

(5.25) X ° ( 0 ) = { ^ uçL2^) ; ^çY(O) ; 774- ̂ ^==0 dans cO'(0) }.

En effet, l'inclusion Ç est immédiate, dès que les opérateurs ^ et
commutent. Inversement si i^çL2^), et ^îuGY^), on a u€X(<9) ; et,

si l'on pose / '=u+ ^^u on a feL2^). Si, de plus, u-^iîic<îu=o
[à savoir si u est dans le deuxième membre de (5.25)] on a f{x) = o
pour ;r€<9; mais évidemment f(x) == o pour x^0\ et [grâce au fait
que yeL^IT) et à (5.12)] on a f == o, donc a€X°((9).

LEMME 5.1. — Sous les hypothèses (5.6), (5.12), l'application u-> ^îu
\resp ̂ -> ̂  v \ est injectée et surjecti^e de X°(<9) sur Y°((5) [re^p,
de Y°((9) sur X°(0)].
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Démonstration. — II suffit évidemment de démontrer que les applications
opèrent entre les espaces considérés, puisque l'injectivité est évidente
à partir de la définition des espaces, et que la surjectivité suivra du fait
que ^(resp. ^ ) admettra — ^*(resp. — ^ ) comme inverse partout
défini.

Soit u€X°(0) ; si l'on pose v= ^u on aura ^eY(0) [cf. (5 .25)]; et de
plus

^ -4- .̂ ̂ p == ̂ (^ + ~^~v} == c! ! u + ̂  ïu, \ = o dans CD' ((9),

d'où ^=^eY°(0). Inversement soit ^€Y°(0); si l'on pose u=®*^,
on a ueL^O); Su= ®®^=—^eY(0); et dès que

u + ̂ * ̂  = ̂ "(^ + ̂ 7ï) = ̂  5 ^ 4 - ^ ̂ P i = o dans i^ (0)

on a ®*^=ueX°(0) grâce à (5.25).
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 5 .1 . — Les relations suivantes sont équivalentes :
(5.26) X° ( (9 )= io } ;

(5.27) Y°( (9)=: ;o j .

5.7. On va maintenant démontrer les relations :
(5.28) X° (C')) === le sous-espace de X ((9) orthogonal à 0)(o) ;

(5.29) Y° (<9) == ̂  sous-espace de Y (e^) orthogonal à <0 (0).

Grâce au corollaire 5.1 et au théorème de Hahn-Banach, on en déduit
l'équivalence entre (5.23) et (5.24), donc l'équivalence des problèmes 5.1
et 5.2.

On se borne à montrer (5 .28) ; de façon analogue on peut montrer (5.2g) .
On a

X°((9)=l u\ ^çX(<9); ̂ +^^=0 dans ̂  (RQ j-

=|^|^eX(o); <(ë+^^, <D\v=:o, v^eo^R'o}
^Ll^eX^);^^)^

-^-^(-I)!aKDa(aa^), ̂ \^o, ve>ec0(RV) j
a /

^L ^€X(C-)) ; <S, <Ï»>RV

+^<(aa^D^(ï)\ .=o,V<ï>e^(RQl=[q/ ' . (2.i)
a )

= i ^ [ ^ e X ( ^ ) ; r [S<î»+^P^]^=:o, ve>ecO(R'Q (==|6/. (5 . io)
( ^R'-' )
/ ^ _ ^_ •\

•=-\ ̂ | ^ e X ( ^ ) ; ^ [7/( î^+ 7?^^<î>]^==o, v ( î )ec0(RV) ^ = = [ q / ' . ( 2 . 2 ) J^ ' _ ]

={u\uçK(^), (<p, ^)x«,)==o, V^€^(^) j .
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5.8. On veut maintenant expliciter trois autres problèmes liés à P, 0,
qui résulteront des problèmes équivalents aux problèmes 5.1, 5.2.

Supposons, pour un instant, que 0 et les coefficients de P soient
« très réguliers ». On doit alors avoir, par rapport à un système conve-
nable { S -̂, T/ }j d' « opérateurs frontière », la « formule de Green » :

(5.3o) (p, P^)^)- (P^, ̂ (^S^ ̂ L2^). V^ pe^(^).^L2^)——^/0/^ ^'^L2^)?

/

Maintenant, si ^ est en outre dans Y(0), on a (les « traces de P à l'exté-
rieur de 0 » devant être nulles) S y ^ = o , V / ; donc le deuxième membre
de (5.3o) est o. On peut se poser le problème de savoir sous quelles hypo-
thèses sur 0 et P, on a encore l'implication ^€Y(0) =>Sy^ = o, V / ; une
formulation (très faible) de ce problème est la suivante [cf. (5.io), (5.n)] :

PROBLÈME 5.3. — Donner des conditions sur 0 et sur P telles qu^on ait
(5.31) (^^^^(^^L2^ V^eX(0) , v^eY(d)).

Remarquons maintenant que, grâce à (5.20), on peut regarder formel-
lement la relation u€X°(0) comme l'ensemble des relations

(5.32) ^€1^(0); (l-+-^)^==o; S y ( ^ ^ ) = = o , Vy

et la dernière de ces relations peut être interprétée comme une « condition
de Neumann abstraite », homogène, par rapport à l'opérateur 1 4- ®* ̂

On peut se poser la question de savoir si cette condition est suffisante
pour donner des théorèmes d'unicité pour l'opérateur 1 -)- ®* ®$ sous forme
précise, on se pose donc le :

PROBLÈME 5.4. — Donner des conditions sur 0 et sur P telles qu^on
ait (5.26).

De façon analogue la relation ^eY°(0) peut être interprétée comme
l'ensemble des conditions

(5.33) (.eL2^); (I+^^=o; SyF==o, Vy

et on a donc une « condition de Dirichlet abstraite », homogène, par rapport
à I+®^\ .

Si l'on veut savoir si cette condition est suffisante pour donner des
théorèmes d'unicité, on est amené à poser le :

PROBLÈME 5.5. — Donner des conditions sur 0 et sur P telles qu^on
ait (5.27).

5.9. On aura besoin des relations

(5.34) (^ P?Uo)= (^^L2^ Vcpe^), Vpe=Y((9) ;
(5.35) (^^^((^(ï^^L2^ V^e^(c9), V^eX((9) .
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On démontre (5.34); (5.35) s'obtient de façon analogue. Soit (p€(î)((9);
et soit ^e(J3(T^) avec <&^==y. On aura, pour toute p€Y(<9),

(^î^^ ^.P?^===f^P^^=y f a^D^^=[c/. (2.i)]
J^ J^v ^ JRV

=^<a^,D^>R.=/^(-I)lalD^(a^)^\
a \ a /R"

=<^,€>>R.==[^.(2.I)]

== ^ ^*^.<D dx ==: [grâce au fait que supp ^^CO et que ̂  (à0) == o]
^R^

= Ç ̂ v^dx^^v, <p)^(0)-
^0

Remarquons que si l'on connaît (5.23) [resp. 5.24)] on tire (5.3i) grâce
à (5.io) [resp. (5.n)] en prolongeant par continuité (5.34) [resp. (5.35)].

5.10. On va maintenant démontrer le :

THÉORÈME 5.1. -— Sous les hypothèses (5.6), (5.12), les problèmes 5.1,
5.2, 5.3, 5.4, 5.5 sont équivalents [à savoir les relations (5.23), (5^24),
(5.3i), (5.20), (5.27) sont équivalentes].

Démonstration. — On va démontrer les implications (5.3i) ==> (5.20)
et (5.31 ) => (5.27) ; puisqu'on a vu au n° 5.9 les implications (5.23) => (5.31 )
et (5.24) ==> (5.3i), et au n° 5.7 les implications (5.26) •==> (5.23) - e t
(5.27) ==> (5.24), le théorème sera alors démontré (30). On se borne à montrer
que (5.3i) ==> (5.26); de façon analogue on montre que (5.3i) ==> (5.27).

Soit donc remplie (5.3i); pour u€ X°(0) on a [cf. (5.25)] %u€Y(0); alors
(5.3i) avec v=~S~a donne [cf. toujours (5.25) : on a ̂  v == ®* ̂ u= — u\ :

0=(P, ̂ L^)— (^, U)^^={^U, ^)^((9)+ (^ "^L^^IMk^

d'où (5.26).

5.11. On va faire quelques remarques sur le théorème 5.1 et sur son
utilisation.

REMARQUE 5.5. ~ Dans la suite, pour obtenir l'identité Ps=Pw
relativement à certaines classes d'opérateurs P et d'ouverts (9, on va faire
usage seulement de l'implication (5.24 bis) ==> (5.23).

Toutefois il nous a semblé intéressant d'expliciter toutes les équivalences
démontrées, puisque, comme on a vu, elles ont une interprétation évidente

(30) On veut donner une démonstration qui soit indépendante du lemme 5.1. En faisant
usage du lemme 5.1 il suffirait (par exemple) de montrer que (5. 3i) -==> (5.26) et seulement
une des implications du n° 9.
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en termes de problèmes aux limites attachés à 0, P. A ce propos, on remar-
quera que le lemme 5.1 donne un complément au théorème 5.1 en ce qui
concerne l'équivalence entre les problèmes 5.4 et 5.5; plus précisément,
ce lemme nous dit que, indépendamment du fait que les problèmes
(5.32), (5.33) aient ou non une solution unique, les espaces des auto-
solutions de ces problèmes ont même dimension (finie ou non).

REMARQUE 5.6. — Pour ce qui concerne l'implication (5.24) => (5.23),
on doit remarquer qu'elle a été employée comme résultat de base, dans
presque tous les travaux cités dans l'introduction, pour obtenir l'iden-
tité PS=P«,. La démonstration qu'on en a donnée aux n08 5.6 et 5.7
est à peu près celle donnée dans Hôrmander [13], Lions-Magenes [20]
(avec quelques précisions sur 0 et sur les coefficients de P) ; le théorème 5.1
fournit une autre démonstration de cette implication.

REMARQUE 5.7. — En ce qui concerne les hypothèses (5.6), (5.12), sous
lesquelles on a démontré le théorème 5.1, on peut remarquer que (5.6)
a été nécessaire pour avoir ( l . i) , (1.2), (1.3); donc pour poser le problème;
tandis que (5.12), nécessaire pour définir l'espace Y(<9), n'est pas a priori
indispensable pour traiter le problème Ps= P«'; elle est toutefois nécessaire
dans toute méthode qui, comme la nôtre, fait usage de l'implication
(5.24) => (5,23).

REMARQUE 5.8. — Supposons que, au lieu de (5.6), on ait
^eL^R"), V a ,

(5.6 bis) 3/?>2
tel que b^ el^ (R^) + L°° (RQ, V (3.

On vérifie alors que, outre à (5.22), on a (notations de la remarque 4.5)

(5.22 bis) ^T^) est un sous-espace de Y(0) (31 ) ,

donc on affaiblit (3 2) le problème 5.2 en posant le problème de donner
des conditions sur 0 et P telles qu'on ait

(5.24 ter ) ^i7^) est dense dans Y ( 0 ).

On s'aperçoit aisément que (5.24^r) est équivalente à (5.24^5);
en effet, il suffit de montrer que toute (pE^^) peut être approchée
dans Y((9) par des éléments de à)(0), et dès que, k étant l'ordre de P,
on a

^•^ ll^^l^l^n^^)' ̂ ^^

(31) Pour avoir (5.2g bis) on aurait pu imposer un peu moins que (5.6 bis), et plus
précisément : a^çL^(ï^), ^eL^RQ + L^RQ, Va, P. Toutefois, sous cette hypothèse
on aurait des ennuis à cause de l'exposant + ^ qui apparaîtrait dans la relation (5.36).

(32) On a évidemment Fimplication (5. 24 bis) => (5. 24 ter).



OPÉRATEURS MAXIMAUX. 5(>7

[ C = C ( f c p ) dépend des normes des &p dans L^R^) + L^R^), mais non
de y; l'obtention de (5.36) est immédiate] il suffit, pour l'implication
(5.24 ter) => (5.24 bis)y de rappeler que si ^€^(R^), )^(o) == i, on a

f sc\y ^ - l f r ) — — > ^ { x ) dans W^^R"), quel que soit ge]]:,^-00^ quelle

que soit y€^(RQ ( 3 3 ) ; évidemment

? (^) • % ( ï) e^T^ si cp e'̂ 7^) •
VV

REMARQUE 5.9 [suite de la remarque 4.4). — Soient p,^^:]!,^"00^
et soient p', g' les exposants conjugués de p, g respectivement. Si l'on
remplace la relation (5.6) par
(5.6^r) ^eLi^R^); ^eLC(R^)

et si l'on pose :

X^y((9) =:{ ^ | i /€ l^(<9) ; ^?/;€Ly(<9) } [au lieu de (5.i5)];
Y ^ , ^ ( ^ ) = = { ^ ^€L^(c:)); ^^eL/^^RQ j [au lieu de (5.i6)],

on vérifie que l'on a

^(^)cX^y((f)); ^(0)cY<^/((9) [au lieu de (5.24)];

et l'on peut se poser des problèmes analogues aux problèmes 5.1, 5.2
(et aussi 5.3, 5.4, 5.5). Tout reste invariant, la seule différence étant que
les produits scalaires dans L2 doivent être remplacés par des antidualités
< ? >LP,I^? < 5 Xw; en particulier, on a :

( Sous les hypothèses (5.6 ter), (5.12), (;P((9) est dense dans X^,y(0) si et seulement
( Si CQ(ô) est dense dans Yy',^(0).

5.12. On va brièvement montrer de quelle façon on peut généraliser
le théorème 5.1 au cas où P est remplacé par une matrice d'opérateurs.

Soient m, n deux entiers positifs ; g, r vont désigner les indices variant
respectivement entre i et m, i et M.

Pour tout (ç, r) on se donne un nombre fini d'éléments de L^R^), { ^ '^{a;
et on désigne par ((P^'"")) = ((P7''^, D))) la matrice m X n d'opérateurs
dont l'élément de place [q, r) est donné par

P^^S^-D0'.
a

On suppose {cf. ce qu'on a fait au n° 5. i ) que l'on ait aussi

P^=^DP(^), avec ^-eL^R-);

(3fî) Cf., par exemple, Hôrmander ([15], th. 2.2.n) pour des résultats semblables.
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et on pose

^/^.=^DP(^'^), V^eL-^RQ; ^'^^^(-i)^^^^^'), V r € L ^ ( R Q ,
P
m

,̂â ==^W^; ^ ̂  { ̂  }.-.,,...„ V ï ̂  { u, î ,..,,.€ ; L2 (R'Q j-
y=l

/î

^^2^'^ ^-!^^L=i,.....o V?^{^}^i,..,.€{L^(R^)}-.

On se donne 0 vérifiant (5.12) et (toujours en supprimant'ie symbole
de restriction à 0) on pose

xf^z= | Ï \ ̂ ç {L2 (<9) }^; ^^ç { L2 (e)) ̂  j ;

Yt^=^ ^ejL^e)) }- ^efL^R^j;^;

¥^=1^ ^€¥^1.

La même démonstration que celle du théorème 5.1 (il suffit d'ajouter des
vecteurs !) donne le :

THÉORÈME 5.2. — Sous les hypothèses et avec les notations ci-dessus,
les relations suivantes sont équivalentes :

->->
{(^ (o) }m est dense dans X (0)

{ 6T(o) }n est dense dans Y ((9),

^ ̂ L^)}"^^ ^L«9)> " --^ •- -^^ '?^){L2((9)}"::= (^ ^{L2^)}^ V ̂ €Y^^ V UÇX^Ô^

teX(0), ^+^^^==0 dans [CQ'(T^) }^ impliquer = o,

Ïç'Y(ô), Ï-}-^^Ï=o dans { ^' (0) ^ impliquer =0.

REMARQUE 5.10. — On peut naturellement interpréter le théorème 5.2
en termes d'équivalence entre plusieurs problèmes liés à 0, ((P^)).

REMARQUE 5.11. — Relativement au théorème 5.2 on peut faire des
remarques analogues aux remarques 5.8, 5.9.

6. APPLICATIONS A QUELQUES TYPES D'OPÉRATEURS.

6.1. On va maintenant étudier quelques classes d'opérateurs P et
d'ouverts 0 pour lesquels, en combinant les résultats des n0» 4 et 5, on est
en mesure d'obtenir l'identité entre Ps et P^.
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On remarquera d'abord que, des théorèmes 4.1 et 5.1, on déduit tout
de suite :

THÉORÈME 6.1. — Soit P un opérateur du type (5.i), tel que, avec les
notations (5.2), on ait (5.6).

Soit 0 de type T (3 4 ) ; et supposons que [notations (5.n), (5.1g)] pour
toute ^€Y(<9) Von puisse représenter î» sous la forme (4.5); (4.2) étant
remplie. Supposons en outre que Von ait

( 6 . 1 ) Y7^)=D(^;(9) (^),

et que (4.8) ait lieu.
Alors on a Ps== Pw.

REMARQUE 6.1. — Évidemment l'hypothèse (6.1) du théorème 6.1
est difficile à vérifier. En appliquant le théorème 4.3 au lieu du théo-
rème 4.1 on peut avoir un énoncé plus simple (mais le théorème obtenu
a alors un champ d'applications plus restreint) :

THÉORÈME 6.2. — Soit P un opérateur différentiel linéaire, du type (5 . i ) ;
et soit k V ordre de P. On suppose [notations (5.2)] :

(6.2) ^eL^RQVa; ' ^eW'^RQ pour\^\=k',
^eL^RQ pour\Ç)\<k.

Soit 0 de type T; et supposons que Von ait

(6.3) Y^cH^R^).

Alors on a Ps== Pw.

6.2. L'extension au cas où P est remplacé par une matrice d'opé-
rateurs est immédiate.

Comme on a déjà fait au n° 4.4 on va se borner (3 6) au cas des matrices
d'opérateurs d'ordre ^i. A partir des théorèmes 4.2, 5.2, on a :

THÉORÈME 6.3. — Soient m, n deux entiers positifs; et soient données
les fonctions

(6.4) ^eW^^R^^-eL0^) (y=i, . . .^;<7=i, . . . ,^;r=i, ...,^).

(34) Cf. la remarque 4.2. On remarquera que, grâce à (5.i4), on peut appliquer le
théorème 5.1.

(35) Algébriquement et topologiquement [D(^*; 0) a été défini dans (4.6)]. On remar-
quera qu'on est en train d'imposer à P* une propriété de « domination » par rapport aux
opérateurs Q//, R;.

(:}G) Soit pour simplicité de notations, soit pour simplicité d'énoncé : ce cas correspond
au théorème 6.2 (k = i) au lieu du théorème 6.1.

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 65
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Soit P l'opérateur (matriciel, linéaire non borné) de {L^R^Î^ dans
{ L2 (R')}" défini par

m / v \ )
Ï^ 2( S^''0^^^''^) V^îï^,.,^çi^(R-)(-

y=l \/=1 / J / ' ^ i , . . . , / ( ,

Pour tout (9 rfe type T on a P^= P«-

Démonstration, — II suffit de poser, pour tous les /', ç, r :
v

(6.5) ^ ^—^J'7-; ^^^—VDya^7 '
y=l

et de remarquer que l'opérateur noté ®* au n° 5.12 coïncide avec l'opé-

rateur défini par (4.i3); et que l'on a D(®*; 0) = Y(0) [cf. aussi, pour
une question analogue, (5.20)].

c. ç. F. D.

REMARQUE 6.2. — Dès que, pour appliquer le théorème 4.2, on a
besoin des relations (4.n), les hypothèses (6.4) sont nécessaires [tandis
que, pour ce qui concerne le théorème 5.2, il aurait suffit que aj^, b j ' 7 ' ,
^vlr ^ '^ÉsT2 /"R^MCj 5 Oy fcJLiioc^ri jj.

REMARQUE 6.3. — Le théorème 6.3 a été démontré par Friedrichs
{cf. [10], théor. 4.2) sous une hypothèse de « contractibilité » sur (9 (au lieu
de l'hypothèse « 0 est de type T »).

6.3. Revenons au cas où P est un opérateur (et non une matrice d'opé-
rateurs) et donnons quelques exemples d'applications des théorèmes 6.1
et 6.2,

D'abord si P est à coefficients constants, le théorème 6.1 est évidemment
applicable; toutefois dans ce cas le résultat est connu (cf. Hôrmander [13])
sous l'hypothèse que 0 soit de type T (au lieu de T).

Soit maintenant P « de type principal » (c/*., par exemple, Hôrmander [14],
n° 6), à coefficients (^(R^) (pour simplifier; on pourrait supposer beaucoup
moins).

On sait alors {cf. toujours Hôrmander [14], corollaire 6.1) que pour
tout ^o€RV il existe 8^>o tel que l'on ait l'implication suivante
(k == ordre de P) :

uçL2^), P^eL^R^), supp^cS(^o; (^J^^eH^R^).

_ II est alors évident que si 0 est un ouvert de R'', de type Ï, tel que
0CS(^o;S.rJ pour un ^oeRV convenable, on a (6.3); (6.2) étant
remplie (3 7) le théorème 6.2 est applicable.

(37) Après modification éventuelle des coefficients de P hors de 0.
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REMARQUE 6.4. — Pour des résultats semblables, les espaces L^R^)
étant remplacés par les espaces L^1^)? cf. Hôrmander [14]).

6.4. Soit P un opérateur du type (5. i) à coefficients (^(R^) (toujours
pour simplifier) $ supposons P formellement hypoelliptique {cf. par exemple
Hôrmander [16]); et soit (9 de type T. Alors (3 8) on connaît l'existence
de Cij, di vérifiant (4.2) [cf. (3 7)] et de Q^-, R, vérifiant (4. i ) tels
que ^* soit donné par (4.5) et que (6.1) soit remplie [cf. par exemple,
Hôrmander [16], ou bien Hôrmander [15], théor. 7 . 4 . i ) ; le théorème 6.1
est donc applicable.

REMARQUE 6.5^ — Pour des résultats semblables, toujours sous l'hypo-
thèse « (9 de type T » (au lieu de T), cf. Hôrmander [13], en particulier
la remarque qui suit le théorème 2. Pour le cas où P est elliptique,
on consultera : Birman [4] pour l'ordre 2; et Lions-Magenes [20] pour
l'ordre quelconque; pour P parabolique, cf. Lions-Magenes [19].

REMARQUE 6.6. — On a StUpposé que les coefficients de P soient (^(R^)
pour ne pas alourdir l'exposé avec des hypothèses « optimales »; toutefois,
un des avantages de cette méthode par rapport à d'autres est le fait qu'elle
permet une plus grande généralité sur les coefficients; par exemple,
rappelons qu'une des méthodes pour traiter le problème Ps= Pw {cf. Lions-
Magenes [20], chap. 5, rem. 11.1) est basée sur le fait que l'opérateur P~1

redonne « toute la régularité » perdue en appliquant P [par exemple :
si P est elliptique d'ordre 2m, on a "Y^O) C H^R^)] ; dans notre méthode
on a besoin seulement de « toute la régularité moins i » [dans l'exemple :
Y^0) C H^"1 (R^) ; cf. (6.3)]. Cela peut évidemment permettre une plus
grande généralité sur les coefficients.

REMARQUE 6.7. — Une autre conséquence (plus intéressante) de ce
qu'on a dit à la fin de la remarque 6.5 est le fait que notre méthode
s'applique à opérateurs P non nécessairement hypoelliptiques (3 0), on a
déjà vu des exemples de cela aux n08 6.2, 6.3 et au n° 3 (opérateur
du 2e ordre en deux variables, de type hyperbolique) ; on va montrer,
au n° 7, que la méthode s'applique aux opérateurs hyperboliques « du type
des ondes » (en un nombre quelconque de variables).

REMARQUE 6.8. — On peut naturellement faire des considérations
analogues à celles faites aux remarques 2.1, 4.4, 4.5, 5.8, 5.9.

(38) On travaille « par composantes », selon la remarque 4.2.
(39) Donc, tels que P--1 ne redonne pas toute la régularité perdue en appliquant P.
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7. APPLICATIONS AUX OPÉRATEURS DU TYPE DES ONDES.

7.1. Soit 1 ==]a, b[ (— oo <; a < < & < < + 00) un intervalle de R1 ; et soit ff€
un espace de Hilbert. On fera usage des notations suivantes :

(^([a, b]'y S€) = {f\f'-t~>f(f) est une fonction définie sur [a, &], à valeurs
dans ^6, continue sur [a, b] ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre / < • } $

L2 (a, &; ^C) == espace des classes de fonctions t-> f{t) définies (presque
partout) dans ]a, &[, à valeurs dans ff€, fortement mesurables et telles

q^^||^)||^^<+oo;

W(a,b^J€)={f\fçL\^b^)^f^eV{^b^f€)] (40).

Rappelons qu'on a
(7.1.) H^^^^cC^a^];^) (/<:=o, i , . . . ) (4 1).

7.2. Dorénavant on va supposer v > i $ on posera n = = v — i ; et, chan-
geant un peu les notations, on désignera par rc== [x^ . . ., Xn) le point de R"
et par (rr, t) (^€R1) le point de R'^R^X R1.

On considérera souvent les fonctions de (rr, t) définies sur R' comme
fonctions de t à valeurs fonctions de x\ ainsi on écrira indifféremment L^R^)
et L^R1; L^R")).

Soit donné un opérateur différentiel linéaire, du 2e ordre, à coefficients
« suffisamment réguliers », et « du type des ondes », à savoir :

n n
,_ , _ ô^-u^ v^ à'^-u ^\. au -.au
(7.2) Pu==——— 7,0;,-.—.—+ 7^i-r~ + eu.-{- d-.--,' ' àt'1 AJ y àxiôxj ^ à Xi àt

i,/=-l i^-l

n

où ^ = (Ci, . . ., ^n) —^ V ^j^j est une forme définie positive.
i,/=i

Relativement à un tel P, et à un ouvert 0 de R^, on va étudier le
problème « Ps = Pa ».

Il est bien connu que, cet opérateur n'étant pas hypoelliptique, on ne
peut pas espérer avoir Y((9) C H^R^ ; donc la méthode citée à la
remarque 6.6 ne peut pas être appliquée. Au contraire, on va montrer que,
sous des hypothèses convenables, on a Y((9) C H^R^) ; on pourra donc
appliquer le théorème 6.2.

(40) Les dérivées sont prises au sens de (^'(a, 6; SC) (distributions sur ]a, b[, à valeurs
dans X; cf. Schwartz [25]). On montre que si feH^(a, b; ^C) on a : f^eL2^, b; X),
j = o, i, ..., k.

(41) C'est-à-dire tout /eH^+l(a, b; ̂ ) est (p. p.) égale à un élément F€C^([a, b];^€);
pour to fixé dans [a, b], et j == o, i, ..., k, on écrira f(^(to) au lieu de F^)(/o).
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On se donne donc (9 de type T; on peut {cf. remarque 4.2) travailler
sur les composantes connexes de 0; et tout se réduit, après une translation
éventuelle en t, à donner des conditions sur les coefficients de P qui
assurent [outre la validité de (5.6) et (6.2)] que l'on ait

(7.3) Y(R^x]o ,T[ )cH ' ( I^x]o ,T[ ) . VT(=]o ,+oo[

REMARQUE 7.1 {suite aux remarques 4.5, 5.8). — Comme on voit direc-
tement, à partir de (7.3), l'hypothèse que chacun des 0^ (notations de
la remarque 4.3) soit borné est immédiatement remplaçable par l'hypo-
thèse que chacun des Q^ soit borné en t\ cette dernière restriction est
essentielle si l'on veut appliquer la méthode qui suit; cf. toutefois la
remarque 7.7.

7.3. Pour un peu simplifier les notations et les calculs on va choisir P
plus simple que (7.2).

Plus précisément, on pose
n

(7.4) A^=A(^ t, D^)u=- ̂  ̂ (^-(^ t) ̂ r\
i,/=l l ]

où les coefficients a,y vérifient

(7.5) a,y(^ QeW^^RQ (^ . /= i , . . ., n) ;

(7.6) a,;(^ t}=aj,{x, t) , V^^eR'^ ^J=i, ...,^);

il existe a > o tel que^ V (^ t) eR^, on a
n n

•7 ) ]^v(^Q^=^2^ V^ai, ...,^)eR-.^
i,/'=i ;=l

Ceci posé, on définit P posant

(7.8) P^=P(^ /, D^ D,)u= ̂  +À(^ t, D,) u.

Il sera commode dans la suite de désigner par P* l'opérateur adjoint
de P par rapport à l'antidualité entre (X)'(R') et Û)(R'') [au lieu de la
dualité entre ces espaces (42)]. Avec une convention analogue pour A*,
on aura alors

(7.9) A*(^^D,)=A.(^ t, D^); V\x, t, D,, D , )=P(^^ D,, D,).

REMARQUE 7.2. — On doit distinguer entre l'utilisation de la convention
ci-dessus et de la relation (7.6) : grâce à de telles relations, on a (7.9),

(42) Donc, P* est défini ici par<^P*9, ^ /Rv ^-= \ 9, P'i'; pour 9, '^^(RQ (où, comme
d'habitude, < u, y>ip == ^ u(x, t) v(x, t) dx dt, pour u, u régulières).

^RV



qui nous permettra d'écrire une seule fois quelques résultats relatifs
à A, A*, ou à P, P*; toutefois si l'on veut éliminer la convention relative
à P* (4 3) il suffit de répéter pour A*, P* les raisonnements qu'on va faire
sur A, P; et tout va marcher, avec des complications seulement formelles;
tandis que l'hypothèse (7.6) est strictement nécessaire dans la suite.
Ainsi les résultats qu'on va obtenir peuvent être généralisés à la forme (7.2)
de P [dès que (7.9) n'est pas indispensable]; et il suffira de garder l'hypo-
thèse (7.5).

REMARQUE 7.3. — Grâce à (6.5) on peut expliciter P sous les deux
formes (5 . i ) et (5.3); et (5.5) est remplie; on pourrait donc introduire
les opérateurs ^£, ̂  comme on a fait au n° 5.2 (et de façon analogue
les opérateurs (9L, 0L* prolongeant A, A*); toutefois, pour simplifier un peu
l'écriture, on notera toujours P, A au lieu de ^£, ^£* et (9L, <9L* respecti-
vement.

7.4. On va montrer la relation (valable pour tout Te]o, +°°[) :

( Siu\x, ̂ çH^o, T; L^R^)) vérifie Puç L2 (R^ x]o, T[),
( > I O ) \ o/^^eH^R^xjo, T[).

Pour avoir (7. io) il suffit (4 4) de démontrer que :

Si w {x, t) ç. L2 (R^ x]o, T[) est telle qu'il existe f(x, t) ç. L2 (R^ x]o, T[)
( 7 . i i ) . de façon que (w, A^^^n^r^ (/, ^LWX]O,T[)

pour toute vç. L" (o, T ; H2 (R^) ) , alors on a w € L2 (o, T ; H2 (R71) ).

Remarquons qu'on a [cf. par exemple Agmon [1] (4 5)) ,

II existe Xo réel tel que, V^€R 1 , l'application iz->Au + \oU est un isomorphisme
surjectif de H2(R//) sur L^R^).

(7.12)

Etant donnés w, f comme en (7.n) , soit alors u[x, ^)eH2(R7 ^) (p. p. en t)
la solution de

A \x, t, D.,.) u\x, t) + \,u\x, t) -==.f{x, t) H- ^o^(^ , t)

[qui existe grâce à (7.12)]. On vérifie aisément que l'on a, pour presque
tout ^€]o, T[

{u(x, t) - w (^ t), A (^ /, D,,) v {.x) 4- Àor (^) )^(R")= o, V v (.^) € iï2 (R"),

(43) Et cette convention est inutile [dès que l'on n'aura plus (7.9)] quand on veut passer
à la forme (7. a) de P.

C'-) On prendra dans (7.n) : f = Pu— '—u- eL^R"x]o, T[); et w==u; (7.io) suivra
grâce à la relation :

H^R^xJo, T[)= 1/^(0, T; H ^ ( R / Q ) n n ^ ( o , T; ] /^(R/Q).

(/' ") En effet, les coefficients ai/ sont uniformément continus grâce à (7.6), (2.4).
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d'où, encore grâce à (7.12), u{x, t) = w(x, t) (p. p.) : c'est-à-dire que, pour
presque tout t, w{x, t) == u{x, ̂ ëH^R").

On en déduit [la seule difficulté étant désormais la mesurabilité à valeurs
H^R") de t - - > w ( ^ t ) ] y par un procédé identique à celui employé dans
Lions-Magenes ([20], chap. 5, dém. du lemme 2.i), w[x^ ^eL^o, T; H^R"));
d'où (7. n) et donc (7.io) est démontrée.

7.5. Explicitons la formule suivante, valable pour tout Te]o,+oo[:

(7.i3) \u ^eL^R^xjo, T[); PuçL•î(•R-x]o,T[)}cCl([o, Tj; H-^R^)) (^).

Il suffit en effet de montrer que toute u dans le premier membre de (7. i3)
vérifie

^^ (0?T ;H-2(RO) (47) î et ^€L^(o ,T ;H- (R- ) ) ; |

puis on applique (7 . i ) . Or on a —=Pu—Au et, dès que

P^çL^R^xjo , TDcL^o, ï; H-^RQ) [cf. (47)]

il suffit de montrer que Au€L'(o, T; H-^R")); et cette relation s'obtient
par transposition, à partir de :

Ae^L^o, T; H^R^)), L^R^xjo, T[))

[que l'on vérifie directement grâce à (7.5)].

7.6. On va rappeler quelques résultats relatifs au « problème de
Cauchy » :

Pu=f dans R^x j o^T f ,
u (x, o) == u^x, o) == o dans R",

( 7 . 1 4 )

et à son « adjoint » :

( 7 . 1 5 )
( P^==^ dans R"xjo, T[,
( v (.r, T) == v\ (œ, T) = o dans R".

Si l'on pose :

01 = ; //. I u ç. II' (R" x jo, T| ) ; Pf/ç. L-2 (R" x o, T ) ; // (.v, o) = n, {x, o) == o j C"'),- •

(fl{>) Où, comme d'habitude, H-^R^) désigne l'espace dual de H^R"). On pourrait
préciser la formule [remplaçant H-^R^) par un espace plus petit], mais dans la suite
il sera suffisant d'avoir (7.i3).

( /-7) Relation immédiate, dès qu'on a L^R^cH-^R") et donc
L-^R'/xJo, T|) = L^(o, T; L2(R"})cl^(o, T; H-(R^)).

( /rs) Cf. (7.i 3) pour le sens de cette relation.
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espace qu'on suppose muni de la norme du graphe, on a {cf., par exemple,
Lions [18], chap. 8, théor. 1.1 et chap. 9, ex. 1.1),

(7.i 6) { L'application u->Pu est un isomorphisme surjectif de 'II sur L'^R^ x]o, T[).

Si, de plus, on suppose que

(7..7) ^^.eL'(R-') („=,,...,«),

on a, en ce qui concerne le problème (7.i4), le résultat de régularité que
voici {cf. toujours Lions [18], chap. 8, théor. 1.2) :

( Si uç'U, ^-^e.L^R-xjo, T[) (4^ (Pu) (x, o) =o, on a

( 7 - 1 8 ) .
( ^eI^(R-x]o,T[).

De (7.i8), (7.io), on tire

(7 . IQ) SiuçU, ()^-çLÎ(•Rfix]o, T[), (Pu) (x, o ) = = o , on a uçW (R^ x ]o, T[).

7.7. Puisque, comme on le vérifie aisément,

{ / | / e H ' ( o , T ; L ^ ( R / / ) ) ; / ( ^ o ) = o i [q / ' . (7 . i ) J

est dense dans L^o.T; L^R")), on peut interpréter (7.1g), soit sous la
forme
(7.20) U n II'2 (R^ X ]o, T[ ) est dense dans U,

soit encore sous la forme

P (U n H-2 (R" x ]o, T[) ) est dense dans L2 (R" x ]o/ T[).

Puisque le problème (7. i5) diffère du problème (7. i4) seulement par
l'orientation de l'axe t, on aura pour ce problème des résultats analogues
à ceux rappelés pour le problème (7 . i4) ; en particulier, en désignant
par V l'espace [analogue à l'espace IL H H^R" X]o, T)J

V = { v \ vç, H2 (R^ x ]o, T[) ; c (x, T) = v\ (.x, T) -^ o j,

la dernière relation obtenue pour le problème (7.i4) se traduit dans la
relation
(7.21) L'ensemble { P v \ v ç. V } est dense dans L'2 (R^ x ]o, T[ ).

7.8. De (7.20) on déduit ( 5 0 ) :

(7 .22) (,/ , PF)^(R^JO, Ti)= (P^, ( ')L°(R-<IO, Tlh V ^€11 , V ^€V.

( iy) Et donc PueH'(o ,T; L^R'O); et (Pu)(x,o) a un sens; cf. (7.i).
(00) (7. 22) est évidente pour u e 'U n H2 (R" x ]o,T[), et se prolonge aux u e 'U grâce à (7. ao).
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On doit avoir aussi (51)

(7.23) (w, P^)LWXJO,T[)=(P^ v)^ ^XIO,T[), VweY(R"x]o , T[), V^€^ .

Soit maintenant w€Y(R" x]o, T[) ; on résout (7.i4) avec /*==Pw;
on trouve uç^i unique [cf. (7.i6)] qui, grâce à (7.22) et (7.23), est liée
à w par la relation

(^ Ï^LWXIO,!^ (W, P^LWXIO,!!), V ^€^ ,

c'est-à-dire
( ^ — w , P^)i^B.xjo,Ti)=o, V^e^.

De (7 .2 i ) , on déduit (théorème de Hahn-Banach) que w = u\ c'est-à-dire
tout élément de YÇR^X^, T[) est en fait dans IL; d'où

(7.24) Y(R / ^x]o, T^cH^R^o, T[).

7.9. On a donc vu que, si l'on se restreint à la forme (7.8) [au lieu
de (7.2)] de P, quand (7.5), (7.6), (7.7) et (7.17) sont remplies, on a (7.3)
[cf. (7.24)]. Puisque, évidemment, la convention faite pour avoir (7.9)
ne change pas la conclusion du théorème 6.2, on a obtenu :

THÉORÈME 7.1. — Sous les hypothèses (7.5), (7.6), (7.7), (7.17), et avec
les notations (7.4)? (7.8), on a Ps=Pw p^r rapport à tout ouvert 0 de
type T.

REMARQUE 7.4. — Comme on a déjà dit, beaucoup des restrictions
imposées à P dans l'énoncé ci-dessus peuvent être éliminées; cf. à ce
propos le n° 7. lo.

REMARQUE 7.5. — En ce qui concerne les opérateurs hyperboliques,
pour avoir la relation Ps=P«,, il semble que l'on devait se borner ou
bien au cas d'opérateurs à coefficients constants {cf. alors Hôrmander [13]),
ou bien au cas d'ouverts « suffisamment petits » (et le résultat étant alors
de caractère local; cf. Hôrmander [14]).

7.io. La méthode suivie pour obtenir (7.24) peut être schématisée de
la façon suivante :

On considère trois types de solutions de (7. i4) :
a. Solutions « très régulières » (les éléments de "Un H^R" X ]o, T[))

qu'on va appeler solutions ordinaires.
b. Solutions « moins régulières » (les éléments de "U) qu'on obtient en

considérant la fermeture, par rapport à des normes convenables, du graphe

(51) (7.23) est évidente pour pe^R71 x]o, T[), et se prolonge par continuité
à H^R^x^TO, donc à V.

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 66
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de P (restreint aux solutions ordinaires; cf. (7.20) qui signifie exactement
que le graphe de P dans IL X L^R" X ]o, T[) est la fermeture dans cet
espace du graphe de P, si l'on considère, pour domaine de P,

D(P)=alnH• 2 (R / ^x]o, T[).

On va appeler ces solutions solutions généralisées fortes.
c. Solutions « très faibles » obtenues par dualité : on se donne un espace

de fonctions « test » (l'espace V) et on considère les couples { u , f] tels que
(par rapport à des dualités convenables) on ait <( u, P^ ) > = < ( / , ^ ^ pour
toute fonction test v. On appellera ces solutions solutions généralisées
faibles.

Ceci posé, les espaces de solutions des trois types étant convenablement
choisis, on doit démontrer :

I. Une formule de Green [cf. (7.22)] qui assure que toute solution
généralisée forte est aussi solution généralisée faible.

II. Un théorème d'existence de solutions généralisées fortes qui doivent
être « suffisamment régulières »; dans le cas concret le théorème d'exis-
tence est (7 . i6) ; les solutions sont « suffisamment régulières » d'après la
définition de IL [sous-espace de H^R" X ]o, T[) ; et il s'agit de solutions
fortes grâce à (7.19)].

III. Un théorème d'unicité pour les solutions généralisées faibles
[donné ici par (7.21)].

Des résultats de ce type sur les solutions de (7. i4) [P étant plus général
que (7.8)] ont été obtenus, sous forme abstraite, dans [2], [3]; et, en appli-
quant ces résultats, on peut traiter le problème pour P donné par (7 .2) ,
avec moins d'hypothèses que celles du théorème 7.1; toutefois (dans [2], [3]
les résultats étant relatifs à des équations différentielles abstraites), pour
ne pas alourdir l'exposé en traduisant ces résultats au cas concret considéré
ici, on a préféré employer les relations (7.16), (7.18) qui sont bien
connues (5 2) .

REMARQUE 7.6. — La méthode schématisée ici est de caractère général
et montre que le problème de la coïncidence entre les prolongements
fort et faible de P peut se ramener à un problème analogue relatif à une
réalisation convenable de P.

REMARQUE 7.7. — Pour P donné par (7.8), ou plus généralement
par (7.2), la considération d'autres problèmes que (7. i4) pourrait peut-être
éliminer (complètement; cf. remarque 7.1) la restriction « 0 borné »

(°2) Un travail sur les applications concrètes des résultats de [2], [3] est en cours de
rédaction et va paraître aux Rendiconti Istituto Lombarde.
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dans (4 .7) ; par exemple, on pourrait poser [au lieu du problème de
Cauchy (7.i4)] le problème aux limites :

Vu=f dans R^ x ]<%, b[ ; u (^, a) == u (œ^ b) = o dans'B^-\

on peut espérer passer à la limite pour a, —b tendant vers —oo, les
conditions aux limites étant alors remplacées par des conditions de somma-
bilité sur t -> || u{.t) ||^^)+ || ^ / ( . ? ^)||^(R")*? il faut naturellement mettre sur
pieds les résultats de base sur les trois types de solutions [cf. I, II, III).

REMARQUE 7.8 [suite aux remarques 2.1, 4.4, 5.9). — La généralisation
au cas où l'on considère P : L^K") -> L^R^) (i < p < + °° ; i < ç < + °o ;
(9 régulier; si (9 est « de type cylindrique » on peut aussi différencier par
rapport aux variables x, t les exposants de sommabilité) est liée à l'obten-
tion de résultats des types I, II, III, pour les solutions correspondantes
à un problème aux limites convenable, qui soit bien posé pour des espaces
de ce type.
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