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1. InTrOoDUCTION. — Le but de ce travail est d’unifier les méthodes de

résolution de plusieurs équations différentielles opérationnelles de diffé-
rents types.

Les deux exemples les plus simples de telles équations sont les suivants,
ou [ désigne une fonction donnée, a valeurs dans un espace de Banach X,
U, et uy des éléments donnés dans X, A un opérateur linéaire dans X de
domaine D, et ou u désigne la fonction inconnue a valeurs dans D, :

Le probléme de Cauchy :

W) +Au(t)y =1(t) (0LtZT),
w(0) = u,.
Ann. Eec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3. . 40

(1.1)
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Le probléme de Dirichlet :

W) Au() =[(1)  (0ZLtZT),
(1.2) ) (o) = u,,
w(T) =uy.

A cause des conditions aux limites on ne peut pas réduire le second
probléme au probléme de Cauchy.

Pour englober ces deux types de problémes dans une seule théorie on
remplace l'opérateur wr—>— u’ dans (1.1) et lopérateur w—>— u”
dans (1.2) par un opérateur linéaire abstrait B opérant dans un espace
de Banach E formé de fonctions de ¢ a valeurs dans X. Avec un choix
approprié des espaces et des domaines, les probléemes (1.1) et (1.2) sont
de la forme suivante, ou f est un élément donné de E et u I’élément
inconnu :
(1.3) { ueD,nDg,

Au—Bu=f.

Les no 2, 3 et 4 sont consacrés a 1’étude des équations abstraites de
la forme (1.3) et des équations de forme analogue relatives a plus de
deux opérateurs (n° 3). La méthode utilisée pour résoudre le probléme (1.3)
s’inspire de la théorie des semi-groupes holomorphes qui a été construite
pour résoudre le probleme de Cauchy (1.1); elle est donc basée essentiel-
lement sur I’emploi des intégrales de Dunford; les grandes lignes de cette
méthode sont exposées au n° 2. On a évité d’utiliser les méthodes hilber-
tiennes, qui ont déja été amplement utilisées dans I’étude des équations
différentielles opérationnelles, par exemple dans le livre de Lions [1].
Une autre méthode pour résoudre les problémes de la forme (1.3) inspirée
de la théorie des semi-groupes continus et en particulier de la démons-
tration du théoréme de Hille et Yosida, peut &tre utilisée; cette seconde
méthode impose des hypothéses moins restrictives sur les opérateurs A
et B, mais elle ne permet pas d’obtenir la méme régularité pour la solu-
tion u, que la méthode employée ici. Ce second point de vue a été déve-
loppé par Da Prato [1].

Aprés étude abstraite de ’équation (1.3), une premiére application
des résultats obtenus est faite au n° 6, dans lequel on étudie le probléme
de Cauchy (1.1) et le probléeme un peu plus général de la forme (1.1)
ou lopérateur A est remplacé par un opérateur A(t) dépendant de ¢.
Le n° 5 est purement technique et prépare le n® 6. Le but essentiel du n° 6
est de faire le lien entre les résultats obtenus ici et ceux de la théorie
maintenant classique des semi-groupes analytiques. On retrouve ainsi
Pessentiel des résultats de Kato et Tanabe [1], par une méthode comple-
tement différente.
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Les trois derniers no 8, 9 et 10, précédés d’un n® 7 lui aussi purement
technique et préparant les numéros suivants, sont consacrés a l’appli-
cation des résultats abstraits a I’étude de problémes mixtes en équations
aux dérivées partielles : les applications sont particuliérement développées
dans deux directions différentes : la résolution de problémes mixtes para-
boliques d’ordre quelconque en la variable de temps, dans les no 8 et 9
ou 'on trouve pour l'essentiel les mémes résultats que Solonnikov [1],
et la résolution de certains problémes mixtes quasi-elliptiques au n° 10
dont les résultats semblent nouveaux.

Les problémes mixtes hyperboliques n’entrent pas dans le cadre des
équations abstraites étudiées ici; par contre, les problémes aux limites
elliptiques et méme certains problémes aux limites elliptiques dégénérés
peuvent étre résolus par des méthodes analogues. Ce point de vue sera
développé ailleurs.

Il a paru inévitable d’alourdir cet article avec les n% 5 et 7 et trois
appendices ou l'on récite essentiellement des sorites relatifs aux espaces
de Sobolev, qui pourraient sans doute étre trouvés dans la littérature
mathématique (surtout soviétique) mais malheureusement trop dis-
persés (*).

Cet article reprend pour l'essentiel le contenu de huit legons faites au
Collége de France dans le cadre du Cours Peccot (janvier et février 1968).

2. RESOLUTION D’UNE EQUATION OPERATIONNELLE. LE CAS DE DEUX
OPERATEURS.

2.1. On fixe 1ci les notations : On désigne par E un espace de Banach
complexe (*). On note A et B deux opérateurs linéaires dans E, de
domaines D, et Dj respectivement; ces opérateurs seront toujours
supposés fermés, sauf sile contraire est explicitement supposé. On note g,
et oy les spectres de A et de B respectivement et o, et p, les ensembles
résolvants de A et de B respectivement.

On utilisera les notions suivantes :

DerinitioN 2.1. — L’opérateur A est « admissible dans la direction 0 »,
st ¢, contient le rayon arg A = 0 dans le plan complexe et il existe une cons-
tante C,(8) telle que

A=) e>e==Ca (0) 271 ()
pour arg A = 6.

(*) La dépendance entre les différents numéros est la suivante : le n° 6 utilise les résultats
des nos 4 et 5 et les nos 8, 9, 10 utilisent les résultats des nos 2, 5 et 7.

(?) La norme de E est x> |x|g.

() La norme d’un opérateur C linéaire continu dans E est notée |C k5.
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ReMarQuE 2.2. — 1l est facile de voir que I’ensemble des 6 dans la
direction desquels A est admissible, est ouvert dans R.

Si A est admissible dans la direction 0, alors pour z€E, la fonction
A>|A (A — A)'z|; est bornée sur le rayon argh = 0 et pour z€D,,
la fonction A +>|AA (A — A)'x|; est bornée sur le rayon argi = 0.
On utilisera les vecteurs z tels que la fonction A+ |A (A — N)'x|,
ait un comportement « intermédiaire » : Pour 1 =~ ¢ << + o, on note L’
I’espace des fonctions numériques (complexes) mesurables et de puis-

sance ¢ intégrable dans (o, + %) muni de la mesure (de Haar) th et pour

g =+, on note L.;” l'espace des fonctions numériques (complexes)
mesurables et bornées dans (o, + ) (*). On peut & présent poser la

DEriniTiON 2.3. — On suppose que A est admissible dans la direction 0,
alors pour o<<s<<1 et 1=q= -+, on désigne par D,(s;q) le sous-
espace vectoriel de F. formé des x €F tels que |A (A —te) x|, €LY, muni
de la norme naturelle (7).

Cette définition a un sens car on vérifie facilement qu’elle est indé-
pendante du choix de 6 dans la direction duquel A est admissible (& une
équivalence de norme prés). En effet, si 0 et « sont deux telles directions,
on a

AA—te)z=AA—te®) ' {AA—te1x — el (A —rel)yta],
d’ou

O AA— ey

(A (A — )ty gt |26 (A —£e®) 1 [gyp) |A(A — ez |y
Z{2Cy(2) +1}[AA —te") 2y

cette inégalité montre que

(2.1) [ts A (A —tet*) 'z |gel!
des que
(2.2) [5A (A —te) 'z |geL?

et réciproquement en échangeant les roles de « et de 0, que (2.2)
implique (2.1); ceci justifie la définition 2.3.

RemarQue 2.4. — L’opérateur A étant fermé, on vérifie facilement
que D,(s;q) est complet.

1
® 7
(*) L¢ est muni de la norme ¢ (f | o (t) ]7#> pour 1=Zq<<+ o et de la norme
Y0

¢ > vrai max |9 (f)| pour ¢ = + c0; on notera cette norme |9 ..
t>0 *

¢) e x|zl + | |tsA(A—tef0)—1x|E}Ll= | b, (559
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Les inclusions suivantes sont évidentes :

DycDy(s:; ¢)cE (o<s<1;1L9L+).

On étudiera plus en détail, ces espaces aux points 5 et 8; dans la suite
de ce point 2 on utilisera seulement le

Lemme 2.5. — On suppose que A est admissible dans la direction 9,
alors D, est dense dans D,(s;q) pour o <<s<<1 et 1=q<<-+ .

En effet, on va montrer que x€D,(s;q) (avec ¢ <<+ ) est limite
dans D, (s;q) de la suite

z,=—nel(A—ned)-1z (n—>-+o)

qui est évidemment dans D,.
On a démontré dans Grisvard [1] (lemme 3.1, chap. I) que lorsque

[sA(A —te)—'z|geL] (g <+2),
alors
(2.3) lim A(A —ted)—tx=o,

1>+
dans E; on a
z—x,=AA—nel) g,

on voit donc que z, converge vers z dans E.

Ensuite, on a évidemment

[EAA —te = (2 — 2,) == {Cs (0) +1} | A A —ted) 'z |ge ]
et :
| 5A (A — et (z — z,) [g—>0

lorsque n—>-4®, pour t>o fixé; par conséquent, du théoréme de
Lebesgue, on déduit que

[t5A (A —te®) ! (2 — 2,) [g—>0

lorsque n—+ o, pour la norme de L/. On a ainsi prouvé que z,—>zx
lorsque n — -+, pour la norme de D,(s;q).

RemarqQue 2.6. — Le lemme ci-dessus ne suppose pas que D, est dense
dans E; cependant si D, est dense dans E, D’assertion (2.3) devient
évidente mais le résultat ne peut pas étre étendu au cas ¢ = + o (car de
toutes fagons on utilise le théoreme de Lebesgue dans LY).

2.2. On va maintenant énoncer le théoréme essentiel pour la résolution
des équations opérationnelles de la forme (1.3)

TutortMe 2.7. — Sotent A et B deux opérateurs fermés et a domaines
denses dans Uespace de Banach E; on suppose qu’il existe 0, 05 avec
00y <0, =, tels que :

(1) A est admissible dans toute direction 9 telle que |0] << 0,;
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(i1) B est admissible dans toute direction O telle que |0 — | << |0y — n];
(111) A est inversible;

(1iv) [(A—2)"; (B—@w)™']=o0 pour h€p, et LEpy (°).

Alors le probléme (1.3) a au plus une solution; Uexistence de la solution
~est assurée si on suppose que

J€Ds(s59)  [ouDg(s, )]
et alors la solution w a la régularité suivante :

Au, BueD,(s;q) [resp. Dy (s;5 9) ).

On ne répétera pas ici la démonstration de ce résultat qui a déja été
écrite dans Grisvard ([3], [7], [8]) et qui sera généralisée plus loin (théo-
réeme 3.1). On en rappelle seulement I'idée essentielle : la résolution du
probléme (1.3) est basée sur une construction explicite de la solution u
sous la forme -

(2.4) u:+;%1ﬂA_1rwB_mﬂfﬂ,

ou Y est un contour (infini) dans g, N¢y, et qui « sépare » g, de gy,

RemarQue 2.8. — On peut remplacer les hypotheéses (i)-(i1) du théo-
réme 2.1 par la suivante : pour tout 0 €[o, 2n[ 'un des deux opérateurs A
ou B est admissible dans la direction 0 : compte tenu de la remarque 2.1,
on voit qu’ll est encore possible de choisir un contour Yy dans g, N gy,
qui sépare g, de oy De plus, on peut supposer que D,ND; est dense
dans D,(s; ¢) [ou Dg(s; ¢)] pour un g€[1, + ] et tout s€]o, 1], au
lieu de supposer que D,ND; est dense dans E.

L’extension suivante du théoréme 2.1 a été démontrée dars Grisvard [3] :

TutoriMe 2.9. — Sotent A et B deux opérateurs ferme ' ms Uespace
de Banach E et soit F un sous-espace vectoriel fermé de E. On suppose qu’il
existe 0,, 0, avec 0 Z0,<< 0,7 et un entier k>x1 tels que :

(1) Le rayon argh =19, avec |0 <0, est dans ¢, et

(A —2)7 [eseZ G (0) (1 [ 22,
LA =27 rsr Gy (0) [ 2775

(1) B est admissible dans toute direction 9 telle que
0 —m[<[Op—7],

et de plus :
B(DBnF)CFa

(B—2)—'FcF

(°) Le « crochet » désigne comme d’habitude le commutateur des deux opérateurs
(continus), c’est-a-dire (A—2)"'(B—p)~'— B —u)~1(A— 1),
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pour A€ pg;
(111) A est inversible;
(iv) [(A—A)""; (B—w)™']=o0 pour AE€p, et PEps.
Alors le probléme (1.3) a au plus une solution; Uexistence de la solution
est assurée si on suppose que D kNDykNF est dense dans Dy(s; ¢)NF

et que
f€Dbg(s; 9)nF

et alors la solution u a la régularité suivante :
Au, BueDg(s;q).
Ici encore on construit explicitement la solution u sous la forme (2.4)
mais cette fois D'intégrale converge seulement lorsque f€F. Cet énoncé

est adapté a la résolution de probléemes mixtes paraboliques d’ordre supé-
rieur & 1 en la variable de temps (¢f. point 8).

3. EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS OPERATEURS.
3.1. On va démontrer une extension du théoréme 2.1 qui permet de
résoudre des équations opérationnelles de la forme plus générale suivante :

(3.1 { ueDyN...NnDy, NDy,

Aju+ANu—+...+Au—Bu=Yf

ou f est donné dans I’espace de Banach complexe E, u est I'inconnue

et A;, ..., A,, B est une famille d’opérateurs (fermés) dans I’espace de
Banach E.
TakorimE 3.1. — Soient A,, ..., A,, B, (n 4 1) opérateurs fermés et

a domaines denses dans Uespace de Banach E; on suppose qu’il existe 0y, 0y

avecgé63< 0, = n tels que :

(1) Ay, ..., A, sont admissibles dans toute direction 0 telle que |0 << 0,;
(ii) B est admissible dans toute direction 0 telle que |0 — | <[0,— =n];
(111) A4, ..., A, sont inversibles;

() [(As— A", (B—p)'l=0 pour AE€p,, VLE€py, 1—Lkn, e

[(Ak— A", (Ay— )™ ] =o0 pour A€oy, LE€py, 1=k, |_n.

Alors le probléme (3.1) a au plus une solution; Uexistence de la solution
est assurée si. on suppose que

fGﬂDAk(HQ) (0<S<1; IéQé—i—W),
k=1

et alors la solution u a la régularité sutvante :

AueDy, (s; q) (k=1,2, ..., n).
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La démonstration de ce théoréme repose sur une construction expli-
cite de la solution de (3.1) sous la forme

3.2) — u:<;r_‘i>"f Arm 207 o (A 2 (B — Ty o2 fdly .
‘:ﬂ")

ou Y est un contour (7) entiérement contenu dans o, N...Ng, Ney et
qui joint we ™ 4 we™ ou 0, < 0, < 0,. Il est clair que Y « sépare » o, de
o k=1,2,...,n. Pour une plus grande concision des énoncés suivants
on introduit I'opérateur
— 1\

(3.3) S—— <5}Tz> f A 2= s (Ag— )= (B — M D)= s . ..

~in)
c’est évidemment un opérateur linéaire continu dans E; on utilisera aussi
les espaces définis ci-dessous :

Derinition 3.2. — Pour m entier > 1, on désigne par D™ le sous-
espace de E formé des x€E tels que
z€Dy,...1,
pour p=1,2,...,m, ou L, est Uun quelconque des opérateurs Ay, ..., A,

et B.

Comme d’habitude Dypy,..1, est le sous-espace de Dy, formé des z
tels que L,»€D,, , et que L,,L,x€D; _,, etc. En particulier, on a

p—2?

DW=Dy N ...NnD,, "Dy,

—1

il y a une norme naturelle d’espace de Banach sur D), mais nous ne
I'utiliserons que pour m = 1; dans ce cas c’est la norme

.ZHI.Z'IE—I—IijlE—{—.—|—IA,L()$'|E—|—IB[L’I|<.

3.2. Ceci posé on a le

Lemme 3.3. — D™ est dense dans D™ pour tout m.
Démonstration. — On approche z€D!™ par
2y = ymin+1) (__ I)mn{ H (Ak——'v)“m} (B + V)
k=1

grice a 'hypothése (iv) (du théoréme 2.3) il est évident que z,€D™.
Pour voir que z,—~x dans D™ lorsque v—-4 o, on calcule z,— x;

pour cela on écrit
v(B+v)'=1—B(B +v)!

(") Précisément le contour y est obtenu en déformant le contour I' = { argh =+ 0,},
de fagon a ce qu’il « évite » P'origine et que I’origine soit a4 « droite » de .
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— v (Ap— ) =1 — Ap (A — ).

ZTy= [ [[{ 1— Ay (Ap—v)! }ln] {1—B(B+v)t)mz;

k=1

en développant cette expression on voit que z,— z est la somme d’un
nombre fini de termes de la forme

(3.1) + L(Ly—v)t... L, (L,—v)"'a,

avec p=m (n+ 1) et ou L, est 'un quelconque des opérateurs A,, ..., A,
et — B; il suffit donc de voir que les termes de la forme (3.4) convergent
vers zéro dans D) c’est-a-dire que

yv=LpaL (Li—v)~...L,(L,—v)"'z—o0 (v—=>-4)

dans E ou L,., est 'un quelconque des opérateurs A,, ..., A, et —B
et 1. En utilisant les hypothéses (i), (ii) et (iv) on obtient

[y e K| L, (Ly—v) 'Ly 2 i,

ou K est une constante indépendante de v; comme D, est dense dans E,
on a
L,(L,—v)"'z—0 dans E (v—>w)

pour tout z€E, donc
yv—>o dans E (v—>+w)

et ceci prouve que
xy—> 2 dans D) (v—>-+w).

3.3. A présent on peut prouver le

Lemme 3.4. — Pour u€D™), on a

(3.5) S(Aju+Asuu +. ..+ A u—Bu) =u.

Démonstration. — Par densité, il suffit de vérifier la relation (3.5)
avec u€ D™,

Pour éviter une complication excessive des formules qui vont suivre,
on va se borner a les écrire dans le cas particulier n = 2, mais le principe
du calcul est tout a fait analogue dans le cas général : on a donc

I

S (Astt + Agtt — Bu) =— <5‘7ﬁ>/ w(hay As) Ay s,

avec
w(hy A) = (Ar—A) ™ (Ao — R)~ (B — 4, — ) (Ayu + Ayu — Bu);
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 3. 41
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en utilisant I’hypotheése (iv), on obtient

w(hy de) = (Ae—2) ' (B— 24— ) { (A — ) Ay}
+ (A —2)7" (B —h— )7 { (Ag— he) " Ay |
— (A=) Ay — ) { (B— 24, — &) 'Bu}
=A—)TB - —) e+ (A —2)T (B - — ) tu
— (Ay— )" (A — ho)u
H+ (Mm+lo—[h+2]) (Ai—R) (Ay— )" (B— A —2)"u
={A =)+ (A=) (B—=d—R) e — (A — A (A — Ry)tu.

On obtient ensuite une expression équivalente de w (%, A,) en écri-
vant pour z€D" :

A —)"e=— "z + 27 (A — M)A
(Ay— M) ' =— 7\;1.'0 + 5N (Ay— )T As,
(B — }\1— )\g)_lx:—— ()\1—'— )~2)_‘x -+ (A1+ )\2)“' (B — ;q—— )\g)‘le,

d’ou, puisque u€D® :

w(hy, ) =— { — A7+ A7 (AL — 2 TTALH — AT A (A — M) AL e
+ = A = A AT (A — A TTAL 0T (A — )AL
X{—(M+2) "+ (M+2)"(B—2a—2)""'Blu

=— {0 = () AT A e
— AN A — )T (A — 1) T ALA
+ AT AT (AL — )T A e+ AT A (A — )T Ay
— (AT 23D (M) (B— 24— 2)'Bu
— N (M A) TN A — )T A
0 (e Re) " (Ag— 1)1 Asu
T (A A) = (Ay— A) =1 (B — 2y — A) ' BA,

T (M AT (A — )T (B — A — A) ' BAsu

= — AT (AL — )T (A — )T AA i
+ A — (M4 2) (A — A) A
+ A AT — (M AT (As— )t As e
— AN (M) (B — A — )" Bu — A, (M A) (B — A — A) 1 Bu
AT (M )T (A — )T (B— A — %) BA
+ A5 (A4 A) T (Ay— ) (B — 2 — )1 BA, .

On obtient ainsi sept différents termes que ’on va intégrer séparément;
grice aux hypotheéses (1) et (i1), les intégrales correspondantes convergent :

dh, ]| di
112—#ifﬂ“—M"[ﬁf,(f*z—M“’AﬂAI“TZ]Tf

Lt A
_-;—27_”,I,(A1 M)A = us
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car on a supposé A, et A, inversibles [hypothése (ii1)] et les fonctions
A, — )"t et 271 (A, — A)"* ont une décroissance en |A[* & « droite »
de Y. Ensuite, on a

I I T NI/
L=_L V[W.[(z? Gat20)= ] (A — &)~ Ay e )1]@.2

_ d)\Z
= sz(A‘—*_)\ )t

car {A}'— (A4 2o)} (Ay— 2" Ayu il a un seul pole (au point
da=—2,) & « droite » de Y et admet une majoration en |2, |~* dans cette
région du plan, et la fonction (A,+ A,)*A,uAr;' est holomorphe a
« gauche » de Y et admet une majoration en |[%.[™* dans cette région du
plan. Pour des raisons analogues, on a

L= 1 [Lf AT — Ok 2) = (Ae— M)A, a;)“Jdl,:o,

2T 271

puis
1

_ )
L= L V[mfunum V(B — 2k — ) ‘Budh] o,

2T

car (Ay+ 2,)"*(B — A, — %,)"! est holomorphe et admet une majoration
»[7* a4 « gauche » de v (*); lorsque %, €Y.

De méme, on a

1

1 _ . _ dky,
l°—~2*7?l A’[;?l.‘[()q—i—lg) '(]3—"/.1‘—-7\2) ‘Blld)‘l]—)\-;__o'

Enfin, on a

: &,
I,— I.I(Al—7‘,)—’[2—17”.([(}1+)..2)—’(B——A,—lg)-‘BAlu dz_2]~)_’:o

LY 1 "

d;\‘)
sz(A’_” 1[2—;u'f.,<"*+7"2)“(13—h—za—iBAzud?«]T{:o

pour les mémes raisons que pour I, et I;.

et

En conclusion, on a

S(A111,+A211—Bu):—Zlk:——I,:u
k=1
pour u€D®™ donc aussi pour u€D" par densité. On a ainsi prouvé
le lemme 3.4 dans le cas n=2; le cas général n>>2 suit exactement les
mémes 1dées.

(®) Ici on utilise de fagon essentielle le fait que le secteur |arg) —=|<<|0;—=|
est convexe, c’est-a-dire que Onég-
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3.4. Le dernier lemme qui servira dans la démonstration du théo-
réeme 3.1 est le suivant :

Lemme 3.5. — Pour f€D,, (s;q), on a u= Sf€D,, et Uapplication
= Aiu est continue de D,, (s; q) dans lui-méme.
Démonstration :

(1) On fixe f€D,, (s; q) et on montre d’abord que u€D,, : Utilisant le
lemme 3.1, chapitre I de Grisvard [1], on sait que la fonction

AP A (A= 2) 7' f e
est bornée sur y. Il est alors immeédiat de vérifier que I'intégrale qui repré-

sente u converge‘dans D,, (°) et que la majoration suivante a lieu :

[AkuIEéCf ‘ )\1 I_'l ce I An I—1 [ M. .+ 4, ]*1 [ Ak |~s+1 l dh l s [ dh ['If]DAk(S:'/b
T

ou C ne dépend pas de f; par conséquent,’application f= Au est continue

de D, (s; ¢) dans E.

(i1) Pour achever de démontrer le lemme, il faut vérifier que
AiueD,, (s; q), c’est-a-dire que
[t*‘Ak(Ak—t)“’AkuiEGLz;

on calcule d’abord A,(A;— t)"*A,u : Précisément on va prouver I’identité

(3.6)  Ax(Ax— )" Ay =— <';_?Ii>nf;,,)}k(l"_ £ [ | ] T 11)_1]

12k
(B Moo M) Ak (Ax— A0 f s . . .

en effet, utilisant ’hypothése (iv), on voit qu’on peut écrire

Av(Ar— )= A = + <Zf%_‘l>‘1f [r[ (Ar— z,)—ﬂ«b(z“ ) A Dy D,

"{.

I#k
avec .
O, ., }n):é—%fAk(Ak—t)—l(B—ll—...—l,l)—‘Ak(Ak—lk)—'fdlk.
Y
De P’'identité évidente :
Ap(Ar— ) A (A — )t — M (e — ) Ap (A — Q)= — t (A — 8) A (A —0) 1,
on déduit que
DNy ...y D) — #-l.fkk(lk—t)—l(B—1.1-...—)\,l)—1Ak(Ak—)\k)—1fdAk
Y
:—tﬁfv()\k—t)—'(B—7\1——...—X,L)—1Ak(Ak—t)—’fd)\k:o :

(") On suppose Dy, muni de la norme du graphe de Ay, c’est donc un espace de Banach
puisque A; est fermé,
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car la fonction a intégrer est holomorphe et admet une majoration
en |Ax|[™* & « gauche » de Y (rappelons que A,, ..., 2,€Y). Ceci prouve
Iidentité (3.6).

(111) On va enfin prouver que

I tsAk(Ak—— A [EELZ

en utilisant 'expression (3.6) : par déformation du contour d’intégration
on peut se ramener a intégrer sur I' = { argh = 4= 0, } au lieu de v (ceci
sera justifié a posteriori par la convergence de l'intégrale ainsi obtenue) :

6 AL (Ar— ) At Jpl Cff bt { I I"‘}

Ik
Mk ha [ A (Ar— 2= fle| iy | . .| dha ],

ou C ne dépend pas de f, d’apres les hypothéses (1) et (ii). Par ailleurs,
puisque f€D,,(s; g), on a la majoration

| Ar (A= 1) e [ A F([2])

avec F€L’, pour A€T, on obtient ainsi I'inégalité

15 AL (Ax— )" Ague [p= C f £ Mo £ A
[RALYIE.Y? ru == Gy - [ A —t] <n] | >

!
| Moo A P R F (] ) L d |,

d’out par un calcul facile :

It‘Ak (Ak— t)_’Aku ]E

R dr, dx
ZC [ (@ 7 (@b @) e F () T T
71 n

R_‘_n)

dx, dx,

€y oy

=C f (p+ 1)~ (1. .o+ xn) T2y F (ty)
R(m)

ot C; ne dépend pas de F, et |F|y==|f, (s on a done

1

e dr\'
<f ]t~‘Ak(Ak—t)—1Aku[ﬁ7
0

1

“+ 7
=G (Zr+1)" (214 . xn) / |F (exi) i"it L Lo
™ o t & Zn
=G <f (r+1) " (244 o+ 2y) ™8 day ces dx,,) [ F Ly
R(m) Xy L *

é C‘t [leAk(S; q)
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ou C, ne dépend pas de f. Ceci prouve que A,u €D, (s; ¢q) et que f > A,u
est continu de D, (s; ¢) dans lui-méme.

3.5. Démonstration du théoréme 3.1 :

(i) L’unicité de la solution du probléme (3.1) résulte ev1demment du
lemme 3.4 d’apres lequel on a nécessairement

u=Sf.

(11) On montrera ’existence de la solution du probléme (3.1) en posant
u = Sf. On déduit facilement du lemme 3.4 que pour f€D!"), on a
u=5SfeD" et

(3.7) AMu+MNu—+...+Au—Bu=,

car en fait grice a I’hypotheése (1v), on a

AMu+Mu+.. . +Au—Bu=SAf+...+A,f—Bf) =1

Les deux membres de 'identité (3.7) sont continus dans ﬂ D,.(s;q)
k=1
d’apres le lemme 3.5; pour prouver que I'identité (3.7) a lieu pour tout

Je mDAk(S;q%

k=1

n

il suffit donc de vérifier que D™ est dense dans m D,,(s; q) (*°): pour

cela on reprend la construction faite dans la démonstration du lemme
2.5 : on approche f par

=) (A—v) o (A=) (B+v) U f.

(111) La régularité de la solution résulte immédiatement du lemme 3.5.

RemarQuE 3.6. — On aurait pu supposer f€ m D, (sx; qr) avec
k=1

0 < Sty eeey ST, 1= (1, ey n==- o ; on obtiendrait alors A,ue& D, (s«; q),

k=1, 2,..., n; de plus, si on suppose f€Dy(sy; qo) avec 0 <<s,< 1,

1 £ qo<+ o, alors on obtient Bu&Djy(so; qo).

(1%) Dans le cas ¢ = + o, cet argument ne peut pas étre utilisé; néanmoins utilisant
Pinclusion Dy, (s; + ©)c Dy, (s; p) (pour tout pelr, + o] et o<<o<s) on voit que
n

Pidentité (3.7) a lieu aussi pour fe ﬂDAk (s, ).

k=1



EQUATIONS DIFFERENTIELLES ABSTRAITES. 32

(&4

4. LE CAS NON COMMUTATIF.

4.1. Revenant au cas de deux opérateurs, c’est-a-dire a I’équation de
la forme (1.3), on va donner une extension du théoréme 2.7 au cas ou
I’hypothése de commutativité (iv) (de ce théoréme 2.7) n’est pas vérifiée.
Dans ce cas et si on conserve les hypotheéses (1), (i1) et (il1) on peut consi-
dérer deux intégrales différentes de la forme (2.4), on est ainsi conduit a
définir deux opérateurs différents :

I 1 —1
(1) S:+2—7T—I.![{(A~A)~ (B — 1)~ i,

o I 3y y—
(.2) 1~+2nl.£(la 1)~ (A — A)— d.

Ces deux opérateurs sont linéaires continus dans E, et en supposant
que certains commutateurs ne sont pas « trop grands » (**) (voir les hypo-
théses précises dans les énoncés, plus loin) on prouvera I'existence de la
solution du probléme (1.3) en utilisant 'opérateur S et 'unicité en utili-
sant 'opérateur T. '

4.2. On commence par l'unicité :

TutoriME 4.1 (a). — Sous les hypothéses (1), (11) et
et st de plus on suppose que Dy est stable par (A — A)~
existe a > o tel que

(111) du théoréme 2.1
! pour A€o, et qu’il
(v) [ (B—2)7' B, (A—2)"u|x K| 2|77 w]y

pour w€ Dy, argh = 0,, 0, < 0, << 0,, alors st K est assez petit la solution
du probléme (1.3) est unique.

Démonstration. — On considére u solution de (1.3) avec f= o, donc
u€D,ND;y et Au—Bu=o0, et on calcule TAu — TBu. On a

TAu —TBu=o0=-+ —E——_b/‘u(l)dl,
ami ),

(') I1 n’y a aucun espoir d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour le pro-
bléme (1.3) sous les seules hypothéses (i), (ii) et (iii), comme le montre ’exemple suivant
di a4 Da Prato : on pose E = L.(2Q), avec @ ouvert borné a frontiére réguliére dans R~,
Au =+ Au, avec Dy = {ueH2(Q); u = o sur JQ}[A désigne le laplacien, H2(Q) I’espace
de Sobolev usuel d’ordre 2], Bu =—Au avec D = { ue H2(Q); g% = o sur JQ } (n désigne
la normale & 9Q), alors les hypothéses (i), (ii) et (iii) du théoréme 2.1 sont vérifiées avec
0p=o0 et 0y == (il est bien connu que A est autoadjoint strictement négatif et B auto-
adjoint positif) et dans ce cas le probléme (1.3) est un probléme de Cauchy, relatif a A,
qui n’est pas « bien posé ». ’
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u(A) =(B—2)""(A— 1)~ (Au—Bu)
=B—-)"1TA—)"1Au— (A—21)""(B—21)"'Bu
+[(A—2M)", (B—21)"!]Bu
=B=-N""ue+2(A—D""u}—A—="""u+r(B—21)"u)
+[(A =", (B—21)"1]Bu B
=(B—N)"1u—(A—1""tu
+[(A—2)~4, (B—21)"'] (Bu—2u)
=31(B—2)"Bu—21""(A—21)""Au
+A—N""u— (B—2)"(A—1N""(Bu—21u)
=2 (B =) Bu — 2 (A—A)tAu
+(B - UB—1 (A—1)""]u
=21 (B—-)""Bu— 21 (A—A)"Au
+ (B—2)"'[B, (A—2)""]u.

27_”f(B—)\)—'Bu——————f(A—)\) "Au U5

2mf(B_A) 1[B, (A—2)~1udh=o;

On a donc

ces trois intégrales convergent grdce aux hypotheéses (1), (11) et (v); la
seconde est égale & + w car grice a (i1) et (iii) la fonction (A — A)~*Au
est holomorphe a « droite » de y et admet une majoration en |A[™* dans
cette partie du plan; la premiére intégrale est nulle car la fonction
(B—21)"'BulX™* est holomorphe et admet une croissance en |A[™?
« gauche » de Y.

On a donc

w="Uu

sl on pose

(k.3) U= f(13~x) B, (A—2)—'] d

27'L'l

(opérateur U est défini a priori, seulement sur Dy).
Utilisant ’hypothése (v), on voit que

IUulEé§<£111—l—“|du>luln,

lulg=|Uu|p<<|ulg

d’ou
pour K assez petit; ceci implique que u = o et le théoréme 4.1 (a) est
démontré.

RemarQue 4.2, — L’hypothése (v) peut paraitre artificielle dans
Iabstrait, elle sera justifiée plus loin (n° 6) dans les applications.
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4.3. On donne maintenant un théoréme d’existence :

TratoriMe 4.1 (b). — On suppose que les hypothéses (1), (11) et (1i1) du
théoréme 2.1 sont vérifiées et de plus on suppose qu’il existe s€]o, 1] el
q€[1, o] tels que D,(s; ¢)NDy(s; q) soit dense dans Dy(s; q) et que Dy
est stable par (A —7.)"" pour LE€gp, et qu'il existe x> o lel que

(vi) B, (A— 1)1 ] (B— 1)~ u ot K| 212 e
et que
(\li) [ [R, (I\ — ))’-I —l (])’ — ).)*l u [l)"(s;r/)é N [ 2 I_I"x [ 142 {])"(x;,/)

pour u€Dy et argr=10,, 0,<<0,<<0,, alors st K est assez petit la solution
du probléme (1.3) existe st on suppose f€ Dy(s; q).

Démonstration. — On cherche u solution de (1.3) sous la forme u = Sg,
avec g€Dy(s; ¢q); g sera déterminé plus loin.
(@) On montre que u€ Dy : il suflit de vérifier que U'intégrale de

B(A—W) " (B—1)"'g=05(2)

sur Y, converge, puisque B est fermé : on a
o () =[B, (A — )11 (B—2)—"g+ (A — )= B(B—21)"g;
I’hypotheése (vi) assure la convergence du premier terme; quand au second,

d’apres (1) et du fait que g€Dy(s; ¢) 1l admet une majoration en |4 [,
donc il est intégrable. Ceci prouve que u€D, et que

Bu—+ Z—L.fq(z)dx.

Tt

(b) On montre cnsuite que uw€D, : 1l faut intégrer la fonction
AA =)= (B—1)—Tg=1y()
sur v. On a
() — (A=2)""B(B—0"g
AN =) (B2 (A— ) BB —1)~g
=1+ 2A = B=""g— A—" {14+ 2B —-1"}g

=B-=N"g—(A—-N""g
=1 {BB—2)"g—AA—1)"gl

St on  fait Phypothése supplémentaive que  g€D,(s5 ¢) N Dy(s; q),
alors on a

VA=A —"'"BB—-)"g+2""{BB—-"1g—AA—-1"1Ag],
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3. 42
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donc ¢ (1) est intégrable sur y et on a
I
Au—-+ z—mfkp(l) dh

—+—-f(/\—)\)—'l)(li—7) g ).

Ak (hw g

271

prm— " — I = - I o 17“
_+Ml.l{ (A—N)"'B(B— 1) "gd) +g

Comme le dernier terme de cette suite d’identités dépend contintiment
de g€Dy(s; q), comme D,(s; ¢g)NDy(s; q) est dense dans Dy(s; q) et
enfin comme A est fermé, on a encore u€D, et

1 .
Au=-+ -Z—ﬂ_—[,([,(/\—~K)"'B(li~})"gd7\ + &
pour tout g€ Dy(s; q).
(¢) On calcule Au—Bu; d’aprés ce qui précede, on a
I : . ;
Au—Bu=+g— 9—7r~lf| B, (A—2)="|(B—1)""gdl=+g—Rg.
S1 on pose
b —___I_T' — ! 3 — ) d
(b h) 1{_27“.1,[1;, (A— )] (B—2)~ d.
(d) 11 reste a construire g€ Dy(s; q) tel que
S=&—Rg

pour cela il suffit que 1 — R soit inversible dans Dy(s; ¢); cect est réalisé
lorsque K est assez petit grice a (vi1), car on a

Rl K [1ars |) £ oy

/ 1
= | S0y (5500

N |-

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

Remarque 4.3. — Dans la démonstration on a trouvé un procédé
explicite pour construire w : on a

’ n=Sg=+ 80— Ry,

ou S est défin1 par (4.1) et R par (4.4).
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4.4. Pour terminer on prouve la régularité de la solution :

Tutortme 4.1 (¢). — Sous les hypothéses du théoréme 4.1 (b), la solu-
tion u du probléme (1.3) avec f€ Dy(s; q), vérifie Au, Bu€ Dy(s; q).

Démonstration. — 1l suflit de prouver que Bu€Dy(s; ¢); on utilise
Pécriture de u sous la forme
LI,:Sg

et on sait déja [voir partie (d) de la démonstration du théoréme précédent]
que g€Dy(s; g). On a alors [voir partie (a) de la démonstration du théo-
réme précédent] :

3 o ; — M 'B — A — o
bu,_+2m.fv(A 2B (B — )~ g di

I * 1 —1 o
+;)EJYIB,</\—1) [(B—2)"gdh

1 ) ) —
=+ ;?lI(A —)7'B(B—3)"'gd)+Rg,

on sait déja que Rg€ Dy(s; ¢), 1l suflit donc de vérifier que Vg€ Dy(s; ¢), ou

/." /___IM‘ A — R ;__ _ .
(.5) \_W.fY(A N-B (B — )~ dh;

pour cela d’aprés la définition 2.3, on doit estimer
B(B+0)-'Vg.

(a) On calcule d’abord B(B+1¢)"'Vg : on a

(%.6) BB~ Vg={1—t(B4+1)~1]Vg
L A=D BB+ BB =g
27“,![,(\ 2)=1B (B 4 ) B (B — 2)~ g

_ /.[ (B4+0)=", (A —=2)""|BB—n""gdhr

AT

On calcule la premiere de ces deux intégrales en écrivant
B(B 4 )~ =1 — ¢ (B4 £)-!
et
(B0 B(B— 1) = — (¢ + )= BB 0)= — B(B— )=},
on obtient ainsi
I
ami

f(/\.—).)"l(l)’—-l—l)""“(b’-—7\)”'(:,"(0.
:

— _i,f(urx)—m_x)—~'|;(|;+ iy g i+ -?L%”.f(l—1—1)”'(,'\—-7\)*'!%(3—K)"évd)\
Y o Y

Y

P
- Ez/ (L 1)~ (A — )= B(B— 1)~ wdb,
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car la fonction (t+72) '(A —2)'B(B—+1)'g est holomorphe et admet
une majoration en O (

7|7*) & « droite » du contour 7.

On a donc

gmf(‘_“ BB O)TB(B - A) g dh
— z»n_ij(r\——l\) 'IB(B—)\)—'O(U———— / (t+2)""(A—2n)"'B(B -*7\)_'3"617\
?%..Ll(t+k)—' (A—1'B(B—21)"'gdl.

Ensuite la seconde intégrale dans (4.6) vaut

[! (B1)"" (A —3)="— (A — )= (B 1)} B(B—2)"" g dh

2T L

mf(ﬂ+r (A=) (B t) — (B 1) (A — 21 (B 6 BB — 2~ g 7
—+_/(l,+1) B, (A — )= [ (B — ) B (B 4-0) ' g di.

On a ainsi obtenu I’expression suivante :

(hT) BB Ve= L /7 (£ 1) (A — 1) B (B — 7)o .
+ ~-rf(l D=1 B, (A —2)="] (B— )~ B(B 4 1)~ g dh.

(b) Utilisant (4.7) on peut maintenant majorer B(B+1¢)"*Vg : on a
BB+ 6)""glk=0(t) (t>o0)

ct
1APBMB =1y o (12])  (argh=20,)

avec ¢ €LY, puisque g€Dy(s; ¢). La convergence de I'intégrale obtenue
justifie qu’'on déforme le contour Y en I'={argh=410,}, dans la
premiere intégrale de (4.7), on obtient ainsi :

BB+ )" V| z'lifp‘ (L4 ) Ca(==00) | A [ R e ([ A ]) | di)

(:l ]v - o
;(”) <f |)\F a]d/\|>z-~.‘?(t)
|

/t(:‘.{ f (7 g () dr g ()

d’ou

. Ve ( 4'”,'1" Ldr ) ]
BB+ 1)~ Vg lp( (/ 1\(\):>?(,>,,7+9(¢)’,

0
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t.\'
1+

€L (") et C, indépendant de ¢; le produit de compo-

avec K(t) =

oo e I\ )
sition <sur ] 0, 4 o[ relatifl a la mesure 5}) est dans L? donc Vge€Dy(s; ¢q)
et cecl prouve le théoréme.

RemarQue 4.4. — Dans la démonstration du théoréme 4.1 (a) d’uni-
cité, on a prouvé 'identité
T(Au —Bu)=u—Uu

pour u€D,ND,, et dans la démonstration du théoreme (b) d’existence
on a prouvé l'existence en utilisant 1'identité
(A—B)Sg=g— Rg

pour g€D,(s; g) et on a fait des hypothéses assurant que (1 — U) et
(1 — R) sont inversibles dans E et Dy(s; ¢) respectivement. Suivant une
idée différente on aurait pu chercher a rendre U et R compacts [dans E
et Dy(s; q) respectivement], alors le probleme (1.3) aurait une solution
définie modulo un sous-espace de dimension finie dans D,ND,, et cette
solution existerait seulement pour f dans le supplémentaire d’un sous-
espace de dimension finie de Dy(s; ¢) ceci grace a la théorie de Riesz.

5. EsPACES D'INTERPOLATION.

5.1. Dans les applications des résultats précédents a des situations
concretes, 1l faudra expliciter les espaces D,(s; q) et Dy(s; ¢) qui ont
servi dans toutes les démonstrations d’existence. Un outil commode pour
cela, est la théorie des espaces d’interpolation « réels » de Lions et Peetre [1].
On rappelle ici les définitions et quelques résultats élémentaires relatifs
a cette théorie, .qui serviront dans la suite.

La définition la plus simple des espaces d’interpolation réels est celle
utilisant des « moyennes » (¢f. Lions-Peetre [1]).

Derinition 5.1. — Soit X, Y un couple d’espaces de Banach avec
XcY ('), on désigne par (X, Y),, avec o <O <1 et 1=p -+, le
sous-espace de Y formé des a qut peuvent s’écrire
(5.1) a=xz(t)+y(t)  (t>o0),
ou x et y sont deux fonctions mesurables a valeurs dans X et Y respectivement

et telles que
(5.2) V9 x(t) xell, 0y () vels,

Pespace (X, Y)o,, est munt de la norme naturelle (**).

(") Car o<s < 1.
(**) Et avec injection continue.

(%) Cest-d-dire aw>inf) 0 x@|y|p + |["|y@®Iy|yp |, le inf étant pris par
rapport a tous les couples {x, y} vérifiant (5.1) et (5.2). '
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Les espaces ainsi définis sont évidemment complets.

Voici une liste de propriétés (démontrées dans Lions-Peetre [1]) et qui
seront utilisées dans la suite :

Prorosttion 5.2, — Pour o<O<i1, 1=Zp<+w, X est dense
dans (X, Y)y,

Prorosition 5.3. — Soit © un opérateur linéaire continu dans Y, dont
la restriction a X est linéaire continue dans X; alors la restriction de ©
a (X, Y),, est linéaire continue dans (X, Y)y, .

Ceci justifie que ces espaces soient appelés espaces d’interpolation.

Prorosition 5.4. — Sotent o <0,<0,<1 et 1=p,, p1=+ o, alors
on a lidentité

((X7 Y)On/‘u; (X‘ Y')OI./’I)/,/U: (X7 YY)()L/‘I’
avec :
0= (1—1¢) 0,+ ¢0, el prl=(—tpyt+tp7t.

Cette propriété est connue sous le nom de « réitération ».
L’exemple essentiel de tels espaces est le suivant (¢f. Grisvard [1]) :
Prorosition 5.5. — Soit A un opérateur fermé dans E espace de Banach,

on suppose que A est admissible dans une direction (cf. définition 2.1),
alors D, étant munt de la norme du graphe, on a

(D, E)O,f/: Dy (s, ),
avec s=1—0, 0o <l <1, 1Zq=+ .

Pour terminer cette liste de rappels, voici une définition équivalente
des espaces d’interpolation réels, utilisant des « traces » (I’équivalence
avec la définition 5.1 est prouvée dans Grisvard [5]) :

DeriniTion 5.6. — Soit X, Y un couple d’espaces de Banach avec X CY
on désigne par (X, Y)y,, avec o <0<<1 et 1=p=+ o, le sous-espace
de Y formé des a qui peuvent s’écrire

(5.3) a=ul)(0),

ot u est une fonction mesurable a valeurs dans X et telle que (**) :

(5.1) *lu(t)|xel”, lum (8) yeL?,
ayvec

oZLjZm—1, o> — ] o -+ m >, Jtrp<<m
et

0= (a~+))(a— B+ m)".

('*) La dérivation doit étre comprise au sens des distributions.
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5.2. Dans les applications du n°® 2 a des situations concrétes les
espaces K, D, et Dy seront en général déduits des espaces de Sobolev
dont on rappelle ici la définition et quelques propriétés.

On fixe un espace de Banach X et on désigne par L, (R"; X) le complété
de 'espace C,(R*; X) des fonctions continues & support compact dans R"
et a valeurs dans X, pour la norme

1
W(/ () 1&) (1=p <-+20),
e

w> max | u(z) |x (p=-+o0);
zER"

Pespace L, (R"; X) est donc D'espace usuel des fonctions mesurables a
valeurs dans X et de « puissance p » intégrable dans R", pour p fini, et
c’est Pespace des fonctions continues u a valeurs dans X telles que

Ju (z)|x—o lorsque | 2| =+,
pour p infini.
Ceci posé, on désigne par W, (R*; X) I'espace des u telles que
DOLIJ,EL/;(Rn; X) pour |a|Zs

lorsque s est entier; pour o <<s <1, on désigne par W, (R"; X) I’espace
des ueL, (R*; X) telles que

u(x) —u(y) eL (Rt < R"; X)
" P 3 .

S+=
lz—y| 7

Enfin pour s non entier, s=k-+ o, k entier, o <o <1, on désigne
par W, (R"; X) P'espace des u telles que
ue W, (R"; X),
D*ue W3 (R*; X) pour |a|=*k.

A présent, on fixe un ouvert Q de R*; pour u fonction définie dans Q,.

on pose
« dans Q,

o hors de Q

~

U —=

et pour ¢ définie dans R”, on désigne par ¢|q la restriction de ¢ & Q; alors
on a la \

Dtrinition 5.7. — On désigne par W, (Q; X) Uespace des u=ylo
ot ¢ décrit U'espace W, (R"; X) el on désigne par W;(Q, X) le sous-espace
de W, (Q; X) formé des u telles que W€ W, (R"; X). On munit ces espaces
de la norme naturelle.
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Ces espaces ont été amplement décrits dans la littérature mathématique
(¢f. par exemple Lions-Magenes [1]). La famille des espaces W) (et celle

des espaces W,‘,) n’est pas complétement stable par interpolation réelle;
¢’est pourquoi on est conduit a introduire d’autres espaces qui ont été
définis pour la premieére fois par Besov [1]; on désigne par B)(R"; X)
Pespace des u€L, (R"; X) tels que

+Y

u(x) +u(y) #2u<

4 GL/,(R”XR” ) .

n

1~
o=y

puis on désigne par B} (R"; X) pour s entier > 1 'espace des u€ W, (R"; X)
tels que
D*ueB) (R*; X) pour |a|=s—1

bl

enfin pour s non entier, on pose B)(R"; X)= W (R"; X).
Dirinition 5.8, — On désigne par B)(Q; X) Uespace des uw=ylo
ou ¢ décrit Uespace B)(R"; X) et on désigne par l~3 L (Q; X)) le sous-espace

de B (Q; X) formé des u lels que @ €B,(R"; X). On munit ces espaces
de la norme naturelle.

Le résultat suivant sur 'interpolation des espaces de Sebolev et de
Besov est démontré dans Lions-Magenes ([1], [2], [3]) et Lions-Peetre [1] :

Proposition 5.9. — On suppose que Q est, soit un ouvert borné régulier
de R" (*%), sott un produit d’intervalles (finis ou infinis), alors on a les identités
(‘V (Q \) ) VV/, (""7 X))O /_B 0(“) X)7
(B%(Q X); }\1(“7 ‘\))0,/»:: B/;U (25 X),
(Wi (&5 X)), By (25 X)), = B (25 X)),
(Wi (23 X), Wi Xn, = By (2; X,

(B-;;»(sz; X), By (@; X))y, = B (Q; X),
(W (25 X), B (5 X))y, = B (25 X),

avec sy=(1—0)s,+ s, et a condition que m>>s,, s;.

Le caractere « local » des espaces décrits ci-dessus est bien connu; c¢’est
ce qui permet de définir des espaces analogues sur une variété compacte
suffisamment différentiable de dimension n [précisément on doit supposer
la variété Q de classe " avec m = s, si on veut définir les espaces W (Q; X)

et B3(Q; X)].

('*) Dans toute la suite on dira qu'un ouvert @ de R” est régulier si sa frontiére I' est
une variété diftérentiable (C») de dimension n — 1 réguliérement plongée dans R, Q étant
d’un seul coté de I',
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\

On sera amené a utiliser dans la suite une autre description des

espaces W;(Q; X) et E;(Q; X) elle est basée sur le résultat suivant qui
a été démontré par Lions [2] dans le cas ou s est entier et par Uspenski [1]
et Grisvard [6] dans le cas général :

TutortMe 5.10. — On suppose que Q est un ouvert borné régulier de R"
ou un demi-espace, de frontiére I'; alors Uapplication v,

du ,1‘}5 </.-<s~ ;}) ('

r’on

otu
) eeey
I Jnk

u \—->/s u

{

est linéaire continue surjective de

k
. 1
Wi (Q;X) sur I—[B',,/ 7 (T'; X)
j=0

el de
k

. 1
B (L2;X) sur l[ B;ﬂ“?(l‘; X)

s
/
/=0

el le noyau de v est facteur direct

Ceel permet d’énoncer la

Prorosition 5.11. — Si Q est un ouvert borné et régulier de R" ou un
demi-espace, de frontiére I', on a la caractérisation suivante de W, (L2; X)

[resp. E;(Q; X)J :
(1) pour s — ; non entier, ¢’est le sous-espace de W,(Q; X) [resp. B, (Q; X)]

défint par
1
—o0 </."<s——r—>;
I r

(1) pour s — ;} entier (=k,) et p fini, c’est le sous-espace de W, (Q; X)
resp. B} (Q; X)] défini par
p- b, p
otu

onk

dtu
Jnk

(hZky—1)

=0
r
et par

/| Mu|rp=! dz <+ oo,
0

d .. g s e N (s s
() T désigne la dérivée normale a I'; D'application y est définie directement pour

p = + = et par prolongement par continuité [a partir de C» (f.;; X) qui est dense dans
W;(2Q; X) et B;(2; X)] pour p fini.

Ann. Ec. Norm., (4), IT. — Fasc. 3. ‘ 43
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ot p(x) désigne la distance de x a I' et M est un opérateur différentiel d’ordre k,
1739

a coefficients indéfiniment dérivables et bornés dans Q, tel que Mo|p= 5~
’ T dnks

pour toute cpEC”(ﬁ).

En particulier cela montre que W;(Q; X) = E;(Q, X) =W, (Q; X)
pour o <s << [I)a que W;,(Q, X) est fermé dans W, (Q; X) et que BP(Q, X)
est fermé dans B;(Q; X) pour s— ;) non entier, mais que W‘/‘;(Q; X)
n’est pas fermé dans W, (Q; X) pour s — II’ entier. Ce résultat a été prouvé

dans Lions-Magenes [2].

Pour terminer cette bréve description des espaces de Sobolev et de
Besov voict quelques inclusions qui permettent de les comparer (lorsque Q
est un ouvert borné régulier de R” ou un produit d’intervalles)

(5.5) W (825 X) ¢ W' (825 X) si s>,

(5.5) (R, X) By (2;X)  sios >,

(5.6) W (825 X) cW; (825 X) siog<p | . )
w o 510. % $(O. . 0 osi Q est borné.
(5.6") B (25 X) c By (25 X) sio gq<p

Si on suppose que X est un espace de Hilbert, on a
(5.7) B (€25 X) c W5 (2; X) si p2 et senler,
(5.7 W2 (825 X) B (23 X) si pXx2 et s entier.

Ces deux derniéres inclusions ont été prouvées par Taibleson [1], ¢f. aussi
Grisvard [1], en particulier on a

(5.8) W3 (Q; X) = B3 (£; X) = H'(Q; X),

ou H*(Q; X) désigne I’espace de Sobolev usuel défini par transformation
de Fourier (**). Enfin dans le cas général ou X est un espace de Banach
et ou p=-o0, il résulte clairement de la définition que pour s entier,
on a W (Q; X)= C“'((_Z; X) et que pour s non entier, s =k g, k entier
et 0 <o <1, on a W(Q; X)=C""(Q; X), ot ce dernier espace désigne
les fonctions de C/(Q; X) dont les dérivées d’ordre k sont hélderiennes

d’exposant o dans Q (si Q est borné et régulier).

5.3. Pour terminer ce n® 5, on donne une nouvelle caractérisation des
espaces d’interpolation « réels » du point 5.1, qui sera indispensable au n° 8.
Ce résultat sera démontré car il ne semble pas avoir été utilisé ailleurs :
on considére toujours un couple d’espaces de Banach X, Y avee XCY
(avec inejction continue), alors on a le

('%) C’est-a-dire Vespace des u = v|o ou (1 + |£[2)?D(%) € Lo(R”; X).
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Trtorime 5.12. — L’espace (X, Y)y,, est le sous-espace de Y formé
des a qui peuvent s écrire

(5.9) a=u) (o)
ou

(5.10) vel,(R,; X)nW;(R.; Y)
. 1 . . T
ayec 0=<]+ [j>3 L1Zp <+, s>]+ P

Démonstration. — On utilise la définition 5.6 de l'espace (X, Y)o,, :
il est toujours possible de trouver j et m entiers avec o=j=m —1,

et Be[;}, 1+ ]1)[ tels que

—1
(e ()
» ), P

et par conséquent a € (X, Y)y,, si et seulement si

a=u"(0)

avec u, fonction mesurable & valeurs dans X telle que

(5.11) w(t)yel, (Ry; X), oum()el, (R.;Y)

avec Y=5— * €[o, 1f, done 0= (5 +j) (m—7".

Pour alléger I’écriture de la suite de la démonstration on notera W
I’espace des fonctions u qui vérifient (5.10) et Z I’espace des fonctions u
qui vérifient (5.11).

(a) On examine d’abord le cas y=o0; donc s=m est entier. On a
évidemment W CZ, mais 'inclusion inverse est également vraie car (5.11)
avec Y=o (et compte tenu de I'inclusion XCY) implique que

uMeL,(Ry;Y) (h=1,2, ..., m—1)
(on peut par exemple utiliser I'inégalité de Niremberg [1]); on a donc

W =7 et par conséquent les espaces décrits par u"' (o) =a lorsque u
déerit W ou Z, coincident.

(b) On examine a présent le cas o <y <1.

On montre pour commencer que si u€W, on peut construire ¢€Z
telle que ¢ (0) = ul(0) : il suflit de poser

2
o) =15

t
su(s)ds,
0
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alors on a évidemment ¢€L,(R,; X) grace a l'inégahité (9.9.10) de
Hardy-Littlewood-Polya [1]; puis un calcul élémentaire montre que

W

V(/i)(t):‘/l;*;z / S (s) ds  (k<s=m —v),
0

d’ou
¢/ (0) = ul) (o) et pln=0) () = (V. ubm=1) (),

ou F désigne la transformation
,

/+ 2 ’ m q
o(t) > prE / s (s) ds.
0

Utilisant de nouveau l'inégalité de Hardy, on vérifie que

) (O h,@en=Co ¢ I, @ev)
et
LF.9) () [, @ o= G| ¢ lw) @)

avec une constante G, indépendante de ¢; par interpolation on en déduit que
L (.0) L) Jy,many= G| ¢ lwimt@woswy - (1),
ceci, appliqué avec ¢ =u"""€W, 7(R,_; Y), prouve que
rietm (1) ey (Ry5 Y)
et par conséquent que ¢ EZ.

Réciproquement il reste encore a vérifier que partant de ¢ €7 on peut
construire u€ W avec u'”(0) = ¢ (0); on commence par poser

w (8) :.[”@(ﬁ)v(s) @ :t/jwws) (<§>"§

0

ou ¢ est une fonction numérique indéfiniment dérivable et a support
compact dans R,, et telle que

T ds
f o (s) prasi
0
(on régularise ¢ sur le groupe multiplicatif R,); alor§ écrivant

T t ds
wi® (1) :f c?(k)<;> o (s) pEal)
0 e :

on vérifie immédiatement que

(5.12) : w1y eL, (Ry; X) (k=o, 1, ...),

(") On utilise ici la proposition 5.9 sur 'interpolation des espaces de Sobolev la propo-
sition 5.3 et V'identité facile & vérifier (L% (Y), L5(Y))o., = LY(Y) avec v = (1—0) « + 03
ol L%(Y) désigne I'espace des u telles que t*ueL, (R, ; Y).
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puis écrivant

+» X
W (1) :f cp<§> olb) () s/d‘: (h=o, 1, ..., m) (),
0

on vérifie que w'' (o) =ua et que Yy (t)€L,(R.; Y).

Ensuite on pose

w(t) =9 (1) w(t),

ou ¢ est une fonction numérique indéfiniment dérivable dans Jo, 4 o[,
identiquement égale & un dans Jo,1 | et identiquement nulle dans [2, 4 oo].
Il est évident que uwe€L,(R.; X), que u"(0) =a; enfin on vérifie que
tru™(t)eL,(R.; Y), grace a (5.12) a linclusion XCY et en écrivant
n—1
Tul I (1) =g (0) Wi (8) + t."Z <”l 7— I > U= (1) Wb (2).
k=0

Comme on a

wtm=1(¢) :—~/ wtm (s) ds,
3

on voit immeédiatement que u"""€L,R,;Y) ct

a1 (t)yel, (Ry; Y).

Par conséquent, utilisant de nouveau I'inégalité de Niremberg [1],

on voit que
ueW, " (Ry; Y);

par ailleurs utilisant le lemme 3.2 (§ 1, chap. II de Grisvard [1]), on voit
que les conditions
a1 (), Yu (t)yeLl, (Ry; Y)
impliquent que
wrm-e W=t (Ry; Y);
en résumé on a prouvé que u€ W) (R.; Y), donc u€W, et ceci achéve
la démonstration.

Remargue 5.13. — On peut donner une démonstration beaucoup plus
simple du théoréme 5.12 dans le cas ou X et Y sont hilbertiens et p =2

(cf. Grisvard [2], définition 2.2).

RemarqQue 5.14. — On obtient le méme résultat en remplagant (5.10)
par
(5.10') wel,(R.;\)nby(R.; V).

(?") Ceci a un sens car pour k=o, 1, ..., m—1 du fait que veZ les fonctions v'#
sont absolument continues dans Jo, + oo [a valeurs dans Y.
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6. EQuATIONS D'EVOLUTION ABSTRAITES.

6.1. Avant d’aller plus loin on va examiner ici les relations entre les
résultats des n% 2, 3 et 4, et la théorie des semi-groupes et des équations
d’évolution abstraites. On va donc prendre pour B un opérateur concret :
la dérivation par rapport a une variable (de temps) et pour A (ou Ay, ..., A,)
on conserve un (ou des) opérateurs abstraits.

Précisément, on fixe un espace de Banach complexe X et on pose
E=L (I;X), I=]lo,T],
Dy={ueW,(;X);u(o) =0},

Bu(t) =u'(t);

puis on fixe un opérateur fermé A de domaine Dy dans X, et on pose

Dy=1L, (I; Dy),
(Au) (&) = Au(e).

Le probléme (1.3) est alors équivalent au suivant : f étant donné
dans L, (I; X) (*') trouver u€W,(I; X)NnL,(I; Da), solution de I’équa-
tion
f Aw(t)y —u' (1) =/(1) (tel),

l u(o) =o,

(6.1)

il est clair que les hypothéses (11) et (iv) du théoréme 2.7 sont vérifiées
automatiquement avec 0= 72_r; pour que D,ND; soit dense dans E, il

suffit que Da soit dense dans X, enfin pour que les hypotheses (1) et (iii)
aient lieu, il suffit que A soit admissible dans toute direction 0 telle

que |0] <0, avec un 0,> g, et que A soit inversible; ceci équivaut
d’aprés Hille-Phillips [1] & supposer que A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe holomorphe et que A est inversible.

Dans ce cas, on peut appliquer le théoréeme 2.7; 1l y a deux manieéres
de Tappliquer selon qu'on prend [ dans D,(s; ¢) =L, (I; Da(s; q)) si
p=y¢q ou [ dans Dg(s; ¢). Il faut expliciter ce dernier espace; pour cela,
on supposera p = ¢ (*?); alors d’apres la proposition 5.5, on a

Dy (s; p) = (W, (1; X)5 Wy (15 X))o,

avec 0=1—s, le o indexé a gauche de W, signifiant qu’on impose
la condition initiale w(o) =o. Par un procédé de prolongement élémen-

(") C’est-a-dire L, si p est fini, et f continue si p = +4- o (cf. n° 5).
(3?) On pourrait aussi 'expliciter dans le cas p :# ¢ mais il aurait fallu au n° 5 intro-
duire les espaces de Besov a trois parametres Bj”.
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taire on vérifie que Dy(s; p) est lespace des restrictions a I des fonc-
tions de Z avec
L= (W, (R; X); W) (R, 5 X))o,

Ensuite d’aprés la proposition 5.11, on a
W (R X) =W)H(R,; X),
Wi (Ro; X) = Wi (Ry; X),
d’ou
Z=(W,(R; \), W (Ry; X))jpe
puis grace a la proposition 5.9, on a
Z=W-"(R.; X) =W, (R.; X);
une nouvelle application de la proposition 5.11 montre que
Z=W;(R.;X) si s<-
p
et que
Z={feW5R;\); f(o)=o0] si s>;}
et donc que

Dy (s; p) =W, (1; X) si s<;)—

et que
Dy(s; p) ={/eW, (1; X); f(o) =0} si s>—]l—7-
On a ainsi obtenu le
Tutortme 6.1. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-

_ rateur infinitéstmal d’un semi-groupe holomorphe dans X, alors la solu-
tion du probléme (6.1) est unique dans W,(1; X)NL,(I; Da) et st de plus
on suppose que

JeW; (15 X) [o<s<1,s;ﬁ})etf(o):o sis>;]v

alors le probléme (6.1) admet une solution
we W (I; X)nL;, (I; Dy).

RemarQuE 6.2. — La restriction « A inversible » est inutile dans le cas
ou T est fini, car remplagant w par e¢"u(t), on remplace A par (A —k)
qui est inversible sous la seule hypothése que A soit générateur infini-
tésimal d’un semi-groupe holomorphe (k> o).

Remaroue 6.3. — Lorsque p=-w, Pespace W, (l; X) désigne
Iespace des fonctions a valeurs dans X holderiennes d’exposant s c’est-
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a-dire C’(I; X) dans les notations habituelles; on a ainsi prouvé que
pour feC*(I; X) avec f(o)=o, la solution u du probléeme (6.1) a la
régularité suivante :

w' (t), Au(t)eC*(I;X).

Ce résultat est meilleur que celui qu'on obtient dans la théorie des
semi-groupes analytiques, quand on écrit

w(t) :—f esMf(t —s) ds;

car on obtient seulement la continuité de uw’ et Au (¢f. par exemple

Kato [1]).

. - , I
RemarQue 6.4. — On aurait pu expliciter le résultat pour s= 7’
mais 1l est peu naturel, car on a

feDn(s;p):{feW;;(l;X);flf(t)|§%’i<+oo ;

d’aprés les propositions 5.9 et 5.11.
Si on part de f€D,(s; p), p=¢, on obtient le

Tutorime 6.5. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-
rateur infinitéstmal d’un semi-groupe holomorphe dans X, alors la solution
du probléeme (6.1) existe pour

JeL, (15 DA (s; p))
el vérifie
ue€W, (I; Dy (s; p)),
Auel), (I; Dy (s5 p)).

Compte tenu de l'identité Da(s; p) = (Da; X),_,, et utilisant un
résultat de Lions [2], on voit que I'espace Da(s; p) est le sous-espace
de X formé des z tels que

1

. “letha — x| dt
(6.2) J 1= S <
0 e x !
pour p fini ct
eNy — a
(6.2) max |——— | <o
LE[0,1] b N

pour p = .
6.2. 11 est aussi naturel de considérer le probleme de Cauchy non homo-
gene associé a (6.1) : Trouver w€W,(l; X)nL,(L; Dy) solution de

(6.3) { Nw(t)y —u' (t)y=f(1) (tel),
’ l 1 (0) == u,.
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Pour cela il sera plus commode de partir du résultat « symétrique »
que 'on obtient en utilisant simultanément les théorémes 6.1 et 6.5 :
Sl on suppose que

feW;(1;X)nL;, (1; DA (s5p)) <S?£}]>,
avec f(o) =o dans le cas s> ]l), alors on obtient u solution de (6.1) avec

u, ', NueW; (I; X)nL, (I; Dy (s; p)).

Si pour simplifier ’écriture, on note

W) =W (L X)nL, (I; DA(s; p))  (s€]o, 1])
et

W(s+1)={u;u, v, \ueW(s)| (s€]o, 1]).
il est évident qu’il est nécessaire de connaitre les traces de ces espaces,
c’est-a-dire I’espace décrit par f(o) lorsque f décrit W (s) <lorsque §> }1}>,
et I'espace décrit par u(o) lorsque u décrit W(s—1); ce probleme a été
résolu dans Grisvard [1] (chap. 11, § 1, n° 3) :

Lemme 6.6. — L’application u> u(o) est linéaire continue de W(s)
sur DA<3 — 11), p) pour o < s — ;} <1(s#1)etlapplication u — {u(o),u (0)}
est linéaire continue de W(s 4 1) sur DA<s +1— 1—;, p>>< D <s — 11), p>
pour 1<s— 1—19 <2 — li” ot on désigne par Da(1+0; p) le sous-espace
de DA formé des x tels que Ax€Dx(s5; p) pour o <5 <1.

On en déduit le

Tutorime 6.7. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe holomorphe, alors pour f&€W(s),

/ I I . . .
Uy € DA<S +1— 7 p> <s = ;})» le probléme (6.3) admet une solution
u€W(s+1).

Démonstration. — On considére en premier le cas s> —, alors
f(o)EDA<s——;); p> et uoeDA<s—|—1—;3; p>a et par conséquent

flo) — AuOEDA<s — ]1); p> et grace au lemme 6.6, 1l existe w€ W(s 1)
tel que

w (0) = Uy,

w' (o) =Au,— f(0);
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 3. 44
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pour résoudre (6.3), il revient donc au méme (en posant u= ¢+ w)
de résoudre le probleme suivant :

v€W (s+1),
(6.%) Ao(t) =o' (t) =f(t) —Aw(2) + W (L) =g(2),
¢(0) = o.

On a évidemment g€ W(s) et g(o) = o, donc le probléeme (6.4) admet
une solution d’aprés ce qui précéde. Le théoréme est prouvé dans le

1 1 . a . . .
cas s> 1—]; le cas s < ; se traite de la méme maniére avec cette s1mp11-
fication qu’il n’y a pas de condition & imposer a w’(0).

6.3. Suivant les mémes idées, on peut utiliser le théoreme 3.1, avec
le méme choix de E et B qu’au point 6.1, mais en considérant plusieurs
opérateurs A,, ..., A, Le probléme (3.1) est alors équivalent au sui-
vant : f étant donné dans L, (I; X), trouver u€W,(I; X)nL, (I; D)

n

ou D‘,\z( \DAI. est muni de la norme

j=1
n
wl—)Z] Az ly,
j=1

w étant solution de I’équation

j Aw () +.. .+ Au(t) —u () =f(1) (tel),

| w(0) == u,.

(6.5)
Concernant ce probléme, on démontre le résultat suivant (analogue a
celui du théoréme 6.7), en partant du théoréme 3.1.

Tutortme 6.8. — On suppose que A, ..., A, sont inversibles,
que Ay, ..., A, sont des générateurs infinitésimaux de semi-groupes holo-

morphes et que
p q tN; s Ap] — ;
[eld, e =0 (JZk, t, s>0),

alors la solution du probléme (6.5) est unique, elle existe si on suppose de
1
plus que u, € D DA\1_<S — +1, p),

SeW;, (I; X)nL, (I; Dy, (s; p))n...nL,(I; Dy, (55 p))
et alors on a .
weW; (I; X), Azuel,(I; Dy, (s;p)) (k=1,2, ..., n).

RemarQue 6.9. — De méme qu’en 6.1 et 6.2 I'hypothese d’inver-
sibilité pour les A, k=1, 2, ..., n, est inutile s1 on suppose que T est

fini (¢f. Remarque 6.2).
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6.4. Pour terminer on étudie dans ce numéro les conséquences des
théorémes 4.1 dans les équations d’évolution abstraites. On fait le méme
choix de E et B qu’au point 6.1; on fixe ensuite une famille d’opérateurs
fermés A(t) de domaine Dy, dans X, dépendant de ¢€ 1 (on suppose T
_fini), puis on pose

Dy={u,ueE, u(t)eDaryp.p., A(t) u(t)€E],
(Auw) () = A (¢) u(t).

Le probléme (1.3) est alors équivalent au suivant : f étant donné
dans L (I; X), trouver u telle que u(t), u'(t), A(t) u(t)€L,(I; X), solu-
tion de I’équation

A(t) u(t)y —u' (¢) = f(t) (tel),

(6.6) u(o) =o.
On va prouver le
Tutorime 6.10. — On suppose que pour tout t€1, A(t) est inversible

et est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe holomorphe; on suppose
de plus que pour ReA>o0, la fonction t+— (A(t) —A)™" est contintiment
dérivable & valeurs dans £2(X) (Ualgébre des opérateurs linéaires continus

dans X) et qu’il existe une constante C,, 2« € o, 1] et 0,> = tels que
g , , = tels g

(a) A (D) fxsx o (rem),

() (A0 =D ox =G A (el argh] Z00),

(c) GA@W=n7] zaie el a2,
X>X :

alors la solution du probléme (6.6) est unique, et sv de plus

d
@ |G A0 =n"— LA -

=Gt —s|]7[a[*  (tel, |argh|=0,),
X>X

(e) (A (0) =)= = (A(s) = W) xoxZ Ca [ £ —s[7| A7t (t€], argh|Z0),

alors pour f donné dans W, (I; X), s <o, s;é;} [et f(o) =o0 pour s> }D]a
la solution du probléme (6.6) existe et est de plus telle que
u'eW; (I; X).

Démonstration. — 11 faut d’abord voir que (a), (b) et (¢) impliquent les
hypotheéses (1), (11) et (i11) (c’est & peu preés évident), puis I'hypothese (v)
du théoréme 4.1 (a). Il faut calculer

[B, (A —WN"u=rv;
on a évidemment

o) =GO =07 u @] = (A0 =07 (0 =| (a0 =1 e,
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d’ou utilisant () :

o () k< Co| A~ |w(t) xs Pp-p-,
puis en intégrant

[0 le<<Co | 27| u g

On utilise ensuite le fait que [(B —2)"'|,,s=Z|Rex

' pour
Red <o, doi | (Bhk—2)"gopes | Red — k[ = |k — Red |,
puis
[(B+A—0"[B+A (A—2)""ulg
. =|B+A—2""[B, (A—2)"ulg
ZCo| A (h+|ReX )"l
G k== | A= | Red |71+ | e |

en utilisant 'inégalité élémentaire C.k*|Rer|'*—k -+ |Rei| ou on

fixe ¢ assez petit pour que «>¢>o; alors pour args =4 0,, on obtient
| - ~ Cok—s
[(B+A—2)""[B+A (A—2)""] [gsp< |—)\|,—ﬂ—_§’

c’est l'inégalité (v) avec K=C,k™ et a remplacé par « —e>o0; on

peut rendre K aussi petit que 'on veut en augmentant k, et par conséquent

le théoréme 4.1 (a) assure I'unicité de la solution du probléme (6.6) ou

on remplace B= % par B+ k, c’est-a-dire du probleme

Au(ty —u' () —hu(t) = f(¢t) (tel),
u(o)=o

(6.6) {

mais comme on a supposé T fini, I’unicité de la solution du probléme (6.6)
est équivalente & I'unicité de la solution du probléme (6.6)

(cf. Remarque 6.2).

Ensuite 1l faut wvoir que (d) et (e) i1mpliquent la densité de
D.(s; p)NDg(s; p) dans Dy(s; p) =W, (I; X) et les hypotheéses (vi)
et (vii) du théoréme 4.1 (b). Pour vérifier la densité, on fixe fe W, (I; X)
et on approche f(t) par f.(t)=—n(A(t) —n)""f(t); 1l est évident que
fn€D,CD,(s; p); pour voir que f,€Dy(s; p), on écrit

Suolt+h)y —fu(t) =—n{(A(+h) —n)"'— (A (&) — )=t} f(E+ D)
—n(A(t) —n){ f(t+h) — f(2) ],

d’ou grace a (b) et (e) :

(6.7) [ Ju(t+R) — fu () [xZ Co | f (e A) — [(0) s+ Coh® | f(£+ R) |x
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(f hsr- lfT ' (€ ) — fu(0) [/'dtdh>
=G, ([ /l‘°/’*/ .

|f(t+ h) — f(2) |§dtd/z>
o1 YR i
e C(.<j hOop—sp—1 (l/l>/ <f [f(t) 14 dt>/

pourvu que G>s; ceci prouve que f,€W,(I; X), mais aussi, comme
évidemment f,(t) - f(t) p. p. lorsque n—-4 o, le théoréme de Lebesgue
et linégalité (6.7) prouvent que f, converge vers f dans W,(I; X)
lorsque p est fini [dans le cas ou p=-4 o, on utilise le fait que
W (I; X)c W, (I; X) avec ¢<+o, pour prouver l'existence de la
solution a I'aide du théoreme 4.1 (b), et on obtient la régularité a I'aide
du théoréeme 4.1 (¢)]. Le calcul fait au début de cette démonstration
prouve aussi que

[[B+A (A=) (B+k—2)"" [grp=

puis

~T—N

Cyh—s

< =

pour argi =40, avec « —e¢>0; on en déduit 'inégalité (vi) avec B
remplacé par B + k et K aussi petit que 'on veut et « remplacé par « — <.
Enfin reprenant I'identité

(B, (A — 7\)—‘]1/(!):;%(;&(5‘) — - %u (),
on a

(B, (A—=2)""w o,

é(f
0

rodids \”
1

=Co| M~ 1(f | w(t) ]/’dt)ll—kcoui—a(f f lu(T) |4 I it!f{fg,,—a,;>7
L ay) M—*( f f iu|<tz>_ ";(.'fw) |\,MT>
éCdM*“{([ L (2) |§dz>%+</ fT%Kdtdr>;}

=G |h[ I"ln( i)

T

) »
{% (A () — ) § w () ’; dt>

1

(\(f)—)\) '%u(f)—-{j(A(t)——l)”}u.(t)
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pour s <o; ensuite par le méme raisonnement qu’au début de la démons-
tration, utilisant 'inégalité élémentaire

| (B+4k— )\)_l !D“(s;p)+DB(s;p)é Cyh— | A |_1+5

pour arg A =+ 0, on obtient
l (B —+ k —_ )\)_1 [B —+ A., (A — )\)_I] u IDB(S§/7)é C3/i_5

L el s
i

on obtient enfin (vil) avec B remplacé par B4k et « par « —e¢>o0
a condition de prendre k assez grand. Les théorémes 4.1 (b) et (¢) montrent
alors que la solution du probléme (6.6") existe et vérifie

w'e W (15 X);
on en déduit aisément le théoréme 6.10 (¢f. la Remarque 6.2).

Remarque 6.11. — L’hypothése (e) a été faite pour obtenir la densité
D,(s; p)NDy(s; p) dans Dy(s; p); elle est conséquence de (c¢) dans le
cas particulier ou «=1 (on a alors c=1). On peut de toutes fagons
supprimer Uhypothése (e) lorsque « une puissance fractionnaire » de A(t) a
son domaine constant : précisément s1 il existe un espace de Banach Y

tel que
Daw (B p) =Y  (t€l)

pour un € ]Jo, 1, avec équivalence uniforme des normes :

G o=+ | BA 1) (A1) =)l | = Cl ey

=

pour tout t€1 (avec C indépendant de t), alors on vérifie aisément que
Dy(B, p) =L, (13 Y),

il est aussi facile de vérifier que
L, (L; Y)nW; (I; X)

est dense dans W) (I; X) (pour p fini), par conséquent D,(s; p) N Dy(s; p)
est dense dans Dy(s; p), pourvu que s=_f.

7. EspacEs DE SOBOLEV DISSYMETRIQUES.

7.1. On verra aux n° 8 et 10 que des espaces de Sobolev et de Besov
dissymétriques interviennent de fagon naturelle dans ’étude de certains
problémes mixtes paraboliques et quasi elliptiques. On va les définir et
en donner quelques propriétés dans ce numéro. Pour r, s réels >o,
1= p=-+4 o, on pose
(i) W5 (R Re) =L, (R W (R)) n W5 (R L) (RY));

(ii) B, * (R"; RY) =L, (R"; B, (R*))n B, (R"; L), (R"))
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(dans ces identités on a identifié les fonctions définies sur R™ X R" & des
fonctions de z€R™ a valeurs dans un espace fonctionnel défini sur R").
A présent, on fixe Q ouvert de R™ et G ouvert de R"; on notera z la
variable dans Q et y la variable dans G. On a la

De&rinvition 7.1. — Pour r, s réels >o, 1=p=—-+4 o, on désigne
par W7 *(Q; G) [resp. B " (Q; G)] espace décrit par u = ¢|o..q lorsque ¢
décrit W' (R™; R") [resp. B'* (R™; R")].

Ces espaces sont des espaces de Banach (de Hilbert pour p = 2) lorsqu’on
les munit de la norme naturelle. D’apres les résultats du point 5.2, on a
W5 (25 G) =By (25 G)

lorsque r et s ne sont pas entiers, et dans tous les cas on a

By (;G)cWi(2;G)  pour 1=pa,
Wi (25 G) B (25 G) pour 2=pZ-+oo.

De plus, dans le cas p =2, on a
Wi (Q; G) =By (Q; G) =1I"5(Q; G),

ou H"(Q; G) désigne V'espace décrit par uw = ¢|g.; lorsque ¢ décrit
H"*(R™; R") et ce dernier espace peut étre défini par transformation
de Fourier : v€H"(R”, R") si et seulement si
[(I+Iilz)§+(1+lnlz>§Jf'(:, n) €L, (R" < R")
(£ est la variable duale de x et 7 la variable duale de y).
Par cartes locales on peut définir des espaces analogues lorsque Q ou G
sont des variétés différentiables compactes.
Dans la suite on utilisera fréquemment le lemme suivant qui sera prouvé
dans I’appendice n° 1 :
Lemme 7.2. — Pour u€B)*(Q; G) on a
d/+ky
dx} oy}

&:z:,[_<z+’£>.
r S r S

On a un énoncé analogue si Q (ou G) est remplacé par une variété diffé-

€ByY(2; &),

avec

. . 0/ o . :
rentiable compacte et si 97 <ou W> est remplacé par un opérateur
i 4

différentiel d’ordre j (ou k) a coeflicients de classe C”.
Dans ce qui suit, on suppose que £ est un ouvert borné régulier de R™
ou un demi-espace de frontiére I' et que G est un ouvert borné régulier
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de R* ou un demi-espace, de frontiére S. On notera 9 resp. 9 la
on, on,

dérivation dans la direction normale a I' (resp. S) vers I'intérieur de Q

(resp. G). On a alors le

Tutorkme 7.3. — Lapplication uw+ {fi|, { g;| définie par

. Jdfu

du
Ji= dn /;

on’,

%
(=)

)
Q<8 ['<G

avec | < r——;a k<s —pl> applique Uespace W/ (Q; G) [et Uespace
B, (Q; G)] sur le sous-espace de

TT @ o< [ B @; 6

1 . 1
A-<.\'—-F /<r—F
défini par les conditions

W dfi  Otgy J k 1 /1 1AW
(1) Gl = onk SUT I'xS pour;_—l—;<1-—]~}<;+§>,

»dt

3 i L
VS (x 0 " do,. do, <+

11 (@ T Y — IS sy Tny ‘
(i) fo -/I‘£v07/ L,})L:N a7t (75 ») =1

1

pour é + =1 _p<1£' - %) (**); les nombres pi, qi, ; et v; sont définis

par les relations

. 1 r—j— 1
Pk Y2 By vy P

pv
r s s r s r

Ce théoreme est prouvé dans toute sa généralité dans Grisvard [1]
(chap. I, n® 4, § 2) et une démonstration plus simple, particuliére au
cas p = 2 est donnée dans Grisvard [2]. Qu’il suffise de remarquer ici
que les conditions de raccord (i1) n’interviennent que dans le cas particulier

ou 1l existe un couple d’entiers (j, k) avec o =—j <r— 1—;—, o—k<s —;7 et

i k .. .
£+ =1 }<£ + l> et que les autres conditions de raccord (1) sont

B P\7 S
. J k. /1 1
naturelles puisque lorsque ” + = =1— ;<7 + }>, la trace
d/+ky
onj.onk | s

-

(?*) ds. (resp. dsy) désigne une mesure de Lebesgue sur I' (resp. S) et & un nombre > o
assez petit pour que x + t*n,€Q et y 4 t"'n,eG pour tout telo, [, xel et yeS.
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est définie (théoreme 5.2), on a donc nécessairement pour ces valeurs
de j et k :
. ()/fk

on’,

e 7
I'ws  Onfonk

_ gy

I'<s

N - k
I'<s  Onf

De ce théoréme on déduit aisément d’autres résultats de traces de la
forme suivante : u> {;,| est linéaire continue de B "(I'; G) sur

l_l By (T S)
l'<x—lj—) T

par exemple.

7.2. Pour la suite I'intérét essentiel du théoréme 7.3 est un théoreme
d’interpolation qui s’en déduit, et qui permet de déterminer les
espaces D, (s; p) définis au n° 2, dans la plupart des situations pratiques
provenant de I’étude de problémes aux limites en équations aux dérivées
partielles.

On fixe une famille M= {M;|’, d’opérateurs différentiels dans
ouvert borné régulier de R™.

On a donc
Myu(x) = 2 aj, o D*u(x),
|| <mj
ou les a; , sont des fonctions de classe C” dans Q; m; est I'ordre de M,.
On utilisera la

Deérinition 7.4. — Pour Q ouvert borné régulier de R™ on désigne
par W, . (Q) [resp. B, (Q)] le sous-espace de W, (Q) [resp. de B;(Q)]
défint par les conditions '

(1) Mju=o0 sur I' pour m.,-<r~—ll—);

(11) fﬂfM,uV’p" dx <+ % pour m;= r—Plv ow ¢ désigne la distance a la

frontiére T

Il y a une norme naturelle d’espace de Banach sur W, |

(Q) qui en fait
un sous-espace vectoriel fermé de W) (Q) lorsque mj#r—}) pour tout j
<c’est en particulier le cas lorsque r— - n’est pas entier).
r .

Ceci posé, on a le (¢f. Grisvard [2] pour la démonstration dans le cas
plus simple p = 2)

TutoriME 7.5. — On suppose que le systéme M est normal, c’est-a-dire :

(1) mjz=my pour ] 7=k (*');

(3*) On peut toujours supposer m;, << m,<<...<< m,.
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 3. 45
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(11) la frontiére I' de Q est non caractéristique pour M;, j = 1,2, ..., J (**);
alors on a les identités

(7.1) (Wy (), L, (2))o,,= By ()
et
(1.2) (B m (), Ly, () ), + B " (Q).
Démonstration. — On remarque d’abord que l'identité (7.2) résulte

de (7.1) grice a la proposition 5.4.

(a) On commence par prouver (7.1) dans le cas our ——; et r(r—0)— ;I)

ne sont pas entiers. Dans ce cas la définition des espaces qu’on utilise se
simplifie puisqu’on a seulement a considérer la condition (i) dans la défi-
.nition 7.4. On note Z Pespace inconnu (W, ' (Q), L,(Q)),, et on utilise
le théoréeme 5.12 : par conséquent, on a

(7-3) foGZ

s1 et seulement si il existe

uel,(R.; W,

Py M

(£2)) nW‘;, (Ry; L/}('Q))
telle que

fo: u ‘l:(),
et grice & la définition 7.1, il revient au méme d’écrire

ve Wy (25 Ry,

(7.%) Miju=o surl < Ry; mj<r~—}l;,

w(x, o) :fo(a:),

avec 6:1%3 <d0nc s >;j puisque 0 < 1>. Ensuite, utilisant le théoréme

7.3, on voit que (7.3) a lieu si et seulement si f,€B/*(Q) et si il existe

une famille de fonctions g; avec j << réé telle que

HEBI TR (j<r—1),

9/ , ; 1
- _— =gy 3 T t t—o, = _ | = -
(1.5) [gng =87 Surt o etpourt=o, Sstm ol n T >’

IH.,‘

I
ZM/,Ig[:o surT' < R, , mj<r-—ﬁy
=0

Ill"

)
(*) En d’autres termes, le coefficient de I dans Mj, ne s’annule pas sur I'.

mj
x /
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ou les opérateurs M;, sont définis par
/?L]'

lo
(7.6) M,V:ZM/-J(;)T‘Z (j=1,2,...,J) surT
I—o x

pour ¢ € WH(Q) avec o > m;+- [—; L’opérateur M; , est donc un opérateur
différentiel d’ordre =~ m;— [ sur I', & coeflicients de classe C”.

En résumé, compte tenu de l'identité

Po= §<s—;)->:r<1—]—;§>:r(1—0),

on a prouvé que f, €Z si et seulement si
(1.7) /o€B, =0 (Q)
et il existe un systéme de fonctions g; vérifiant (7.5).
3 m; Yt Sest-a-di
Il en résulte que pour -’ <1 —p<r + s>, c¢’est-a-dire pour

1 r 1
m;<r—-———=r(1—0)—-
r pPs
on a nécessairement
lll/'
M/‘fO—_—ZMngz lmo=o0 surT,

=0

et par conséquent on a
(7.8) SrEe By ().

Réciproquement, on doit montrer que partant de f, vérifiant(7.8),

on peut construire des fonctions g; vérifiant (7.5). Pour cela, on remarque
i P ..

d’abord que (;"l}j’ est donné dans B'7""7(I') (¢f. théoréme 5.10) et que

x

grace au théoréme 5.12 et a la proposition 5.9, I'application gi>g|.=

. 1
applique BY%"(I'; R,) sur B}~ 7(I'). Ceci permet de construire les g;
pour je&{my, ms, ..., m;j, il reste alors a construire les g, avec

m,~<r——;—)- A ce point, on utilise le fait que le systeme M est normal

et on pose
Hli-—‘i
(7.9) Emj=— — 1“/—,jm,z i\lf,lgl
=0
(on définit ainsi successivement g,., g.., --.); de cette fagon on obtient

m j

g, €BYi(T; R,) etEMN g/=o pour m;<r — é; il reste a vérifier que
=0
. dmifo

r m; 1 /1 1
o ZJo . — e I e 2.
Em;= o snr pour ¢(=o et - <1 p\r —+ ;)
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pour cela on écrit :

nj—1

Y
—_— —1 .
érmil/:o——M/',mj< 2 ijlgl

=20

(==0

m/—l
o ()I ;] d’"i ' B . o
=— M, < > M/,zd,—£> =20 M7 (M, f) [r= Jy

T onli on'i

=0

puisque I’hypothese (7.8) implique que M;f,= o sur I' pour

m;<<r(1—>0) —}I)u

Ceci prouve le théoreme 7.5 dans le cas ou r—ll~) et r(1—0)—

sont pas entiers.

I

— ne
P

(b) On considére a présent le cas ou r—s n’est pas entier et ou

rir—0)—

I . . .
» = ™M, pour une certaine valeur j, de j.

Suivant le méme raisonnement qu’en (a) on voit que (7.3) a lieu si

et seulement si 1l existe une famille de fonctions g; avec j <r — i telle que

£ € B (I Ry <./< r— ;—,)

. 1
(7.10) { l}:)Mj,,g,:o sur ' < R, /n/~<1'v—;,
Ife o 1
\()”4{'»_0, sur 1 el pour { = o, 7<1—;<;—|—§>
et
apy S e .
(7.11) ff[ d;co(w—ir—tnhr)——g/(.x,t-ﬂ) da'_l.7<—|—oo (j=m;).
0

Raisonnant comme en (a) on voit que (7.10) implique que fOEB;“_O’(Q)
et M;fo=o0 sur I' pour j <j,. Pour vérifier la condition sur M, f, on

emploie une méthode différente :

On utilise la proposition 5.4 et I'identité (7.1) dans les cas ou elle est

déja prouvée; de cette fagon on peut écrire

Py M

Z= (B0 (Q); Byl V= (R)),

V4

en choisissant ee]o, %[, on en déduit que pour f,€Z, on a

1 1
M,.uﬁ,e<wf)”(sz);WF““(Q)) ,
4
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grice a la proposition 5.11, d’ou
1
M, fe W;j (L)
grice a la proposition 5.9, puis enfin

SISl de <oe;
Q

cecl achéve de prouver que foeB’ Q).

29
Réciproquement partant de f, vérifiant (7.8), on doit construire des
fonctions g; vérifiant (7.10) et (7.11). On utilise le méme procédé qu’en (a)
consistant & construire d’abord les g; pour j&{m., ..., m;} et 2 en déduire

les g, au moyen de (7.9) pour mj<r—£- I reste seulement a
] 1;
vérifier (7.11) : Notre hypothese sur f, implique que (*°) :

| mj, Y

dt
M, tl ' (x + tn,) ([’4',:-7 <+,

on a

d"ll fo

1
P
< [ f do ., — dt >
dt’"’o t

. 3 9" , "
=C ( f f ' M, ___.()tm'if“ (2 + tny) — M, &, k z- )
0 r 0 o 0

1
Illlo d[ » d ;
( t
<G <f f ZM,‘,: (){/) (2 +tny) | do.— )
m, —1 ‘ |
[ f I M dz/ ' o+ tn) — gl t>>
1

m, » 7
—i—C([ ﬁ EM, 101(x l> do’l(il> .

=0

, -
(z + tny) — Emj, (x; t-“)

,’
do, ﬂ)

1
Y4
do ., dt)
t

Il reste donc a vérifier que

(s ma st

(%) En fait ’hypothése porte sur M;,f,, mais il est facile de voir que

1
o, dt> <poo

mjy

O J! .
o= M, f, —2‘ My —()fo (2 + tny)
=0
Kl
coincide avec un élément de W;’, (Q2) au voisinage de T.
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pour l=o0, 1, ..., m;—1. On a f,€B(Q), g, €By"(I'; R,) et
{
%:gz(x,o) _pour zel

donc grice au théoreme 7.3 il existe w€B) " (Q; R,) tel que
dlw
w(x,0)=/fi(x) et o (& ) =g (x, t),  xel;
on en déduit griace au théoréme 7.2 que

[
——mlo+ ’;(l_m’n

M, weB, @Ry

et comme on a
l 1< ;) I
T o\t
r—m;+1{ P s)r—m;+ 1

une nouvelle application du théoréme 7.3 montre que

5 ! .
f f M/‘ml(d—‘/[‘o (x + tn,.) ———gl<x, ts))
0 I . ot

et cecl achéve de prouver (7.1) dans le cas r(1 —0) —;7 entier.

»
do,, th <

(¢) On remarque pour terminer que l'identité (7.1) dans le cas ou r ——j—;—

et r(1—0) —; sont entiers résulte de (7.1) dans les cas déja examinés,
grice a la proposition 5.4.

7.3. On va encore déduire du théoréme 7.2 un autre résultat qui sera
utile au n° 10 et qui en fait est une généralisation du théoréme 7.2. On consi-
dére Q (resp. G) un ouvert borné régulier de R™ (resp. R") et de frontiére
notée I' (resp. S). On considére P = { P;(z; D.){}_, (resp. Q = { Q«(y; D,) }=.)
un systéme normal d’opérateurs différentiels dans Q (resp. dans G) a
coefficients de classe C* dans Q (resp. G). On note a; le degré de P; et by

le degré de Q. On peut donc supposer que
oL <l ay<l...<ay,
0Lb < by <. .. <y

et le coefficient de
9%
PP dans P;
. . b
ne s’annule pas sur I' tandis que le coeflicient de dgﬂf dans Q. ne s’annule
pas sur S. ’
Ceci posé on a le
TutoriMe 7.6. — L’application uw> {o}{;| définie par

(7.12) o= Quttlaxs,  Y;=Pjulr.c
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I [ . .
avec a;<<r — »’ b, <s— 7’ applique Uespace W' (Q; G) [et Uespace
B (Q; G)] sur le sous-espace de

[] B/ (Q5 S) ]] BY " (T G)

bl<\—»- /1,<i—-~

Y2

défint par les conditions

(7.13) Pior=Qwd; sur T xS

aj 4 by L1t PE_ % S_k"% B Y r_j—;’
pour7—|—?<1—’7<;—l—;>avec7=?=-—S—et7=?= T
a condition qu’il n’y ait aucun couple (a;, by) tel que % -+ b—: =1— Ii)<-l; + ;)

On peut également résoudre le cas exceptionnel ou il existe un
couple (a;, by) avec + =1— 1—10«<; + §> en introduisant des conditions
intégrales dans (7.13), mais on n’aura pas a utiliser cela dans la suite.

Démonstration. — (a) Le théoreme 7.3 et le lemme 7.2 montrent que
les o et les ¢, sont définis et que

we B (25 8), 4 eBy(T; G)
et de plus que
P;Quu|rsxs
est défini pour u€ W, ’(Q; G) [et B)*(Q; G)], a condition que

“ b_x<1_1<;+1>;
r P S

il en résulte que
Pioir<s=P;Qrue|rws= QuPju|r s = Q|1 xs.

(b) Réciproquement, partant d’une famille {¢;} {{;} vérifiant les
conditions du théoréme, on doit construire u€ W, *(Q; G) [ou B)*(Q; G)]
satisfaisant aux identités (7.12). Pour cela on écrit

E%)
P;e _ZP 9 sur I,

5% on® on&.

pour v€C”(Q) et
QkW_ZQA @, d rj sur S,

B=0

pour weC*(G), avec P;, opérateur différentiel sur I' d’ordre Za;—o
et Qi p opérateur différentiel sur S d’ordre =Zb,— . D’aprés le théo-
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réme 7.3, 1l suffit de construire une famille de fonctions {f;}, {g;} avee

ﬂ.eBﬁhtn(Q; S), g/.eB&lk,,',\;i(l‘, G)

pour j<r—;;et k<s——[i),avec

i o1 L o, ; A
'()—‘/.A:()c/ sur I' < S pour ’L—|—/—<(—l(l—|—1 y
an/. dank ros pAr s

(l/' i

. 1
EP/’“g“:¢j sur T' < G, ;<1 — —»
A=0 P
b

EQA.,‘@/‘( —or sur & xS, b <<s — 1%7

r’;‘:o

(7.1h)

(¢) Pour cela on déterminera d’abord les

' fi g
/l/'k: 'fA —_ ——Q/} GB;L“B;‘J(I‘; S)
on’ |yrwg ()n). s
avec
A I
J+-= k4=

e B T P p,

r K r s

Il faudra évidemment que ces h; , vérifient
ll"

i) o
EPj,a/Ia,/;:qu/, HJ—|—A<I_1<1+1>,
P
A=0

an’. r s

(7.15)

by

. _ diy; I by 1/1 I
Z(‘)k"eh/"{jm ()n,{., “'+—<I—[—)<7'+—>'
=0

7 S

Ce systéme est facile a résoudre grice aux hypothéses sur les systéemes P
et Q : les h, 3 pour o <<a; et 3<b;, déterminent h, s pour B < b et
ha,,, pour @ < aj, et ainsi h,,, est déterminé de deux maniéres différentes :

Ili—i
db‘.¢,
— | 7 __ . —1
/I(I",I)L.— < dlll‘)." S‘ P/,:x/l:x, by P/,n,-lﬁ

A =0
() br—1
N —
J— S 2 1
/ln/'. b — d ,I,. - Qk”(jllul.,B Qﬂ', by
n.,’s
B:O

Il faut vérifier que ces deux expressions sont compatibles : En expli-
citant h, ,, on obtient

s bp—1
a 0%,
e, 5= Q% (T;P; — 2 Qrglias > )

3:0
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aj—1 bp—1
9" 99k | 3
/la]-,[)k: P/ :ll < on ;Pk/ Z P] ocQIr by dnq)‘ +2 Z P/:O‘QI\ kak B/la’ >

a=0 B=0

et de méme en explicitant h,.3 on obtient

aj—1
By,

/l"l ;3—— /’”I < dn;gl — z P/',a/la,g>,
Y aA=0

d’ou

1)1; bp—1 aj—1
0% By, ~
/t”/ b= an by < dn(jlk AJ Qk 3 a; 7 2‘ s Ql B 3 "; 1 cx/lon,B>a
B=

Boao

on doit donc vérifier que

aj—1 br—1

0 <o
Ql bk b dn”k Z P] a d’?; —I—Z 2 P/',ng"glla'g
“ =0 B=0

brg—1 aj—1

EY
Praj dn(‘i/ 2 Q, B 0 E E Qi,8P/, 00,8

B=0 a=0

pour 4 + < <I + %) La relation ci-dessus est évidemment vérifiée

r
grice a (7. 13).

(d) Pour achever la démonstration, il reste a résoudre (7.14) en utili-
sant une solution de (7.15) : on choisit d’abord f; pour k& {b,, b,, ..., bx}
et g; pour j&{ai, as, ..., a,}, vérifiant

dfr ) J /1 1 k
M_Ilhk sur I' < S, ;<1—;<;+;>—§,

ko ) ;
dg;c’:/zj,k sur T > S, £<I—i<1'+'l—>—l
ony. s p\r s r

aj—1
(o S

Ju= Qzlbk<(?l‘— E Q"‘:Bfﬁ>

6:0

et on pose ensuite

(on définit ainsi successivement g., 8., ... el fo, foy -+ .)-
Les relations (7.15) impliquent que

9o _ =

b
on/. s

Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3.

sur I' < S

46
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et
0k ga;

%
onj.

=lg,r surI'x< S

et ainsi le théoréme 7.6 est complétement démontré.

8. ProBLEMES MIXTES PARABOLIQUEs (I).

8.1. On utilise dans ce n® 8 les outils étudiés dans les précédents
numéros pour résoudre les problémes mixtes paraboliques de la forme
suivante. On fixe un ouvert Q borné et régulier dans R”, de frontiére I
On pose

!
A(zk q) =, la;i)qh

k=0
l—1

M, (@5 %, q) = X, My, (3 £) gk,
k=0
ces fonctions sont des polynémes en £ et ¢ pour tout x€Q; on suppose
que le rapport d = 2—? est entier et on suppose que
A(z;Ey qh)

est un polyndme de degré 2m en £ et g, 4 coefficients de classe C* dans €,
et que
M (25 &, q9)

est un polyndme de degré m; en £ et g, a coefficients de classe C* dans Q.

On cherchera w solution (en un sens qui sera précisé plus loin) du
probléme
A(x; Dyy D)u—=g dans Q=2 <1, I=]o, T,

(8.1) M (x; Dpy D)uu=0 sur 2=T x1 (Jj=1,2, ..., m),
Dfu=o0 pourt=o (k=o0,1, ...,l—1),
ou
1 0 1 d 1 d
D=z @ Dw~(7 om T ox)'

Pour fixer les idées [et donner un sens précis a (8.1)] on supposera
que g est donné dans L,(Q) et on cherchera u dans W)"‘(Q; I).

Pour se ramener 4 une équation opérationnelle de la forme (1.3), on
effectue la réduction de I'ordre de la maniere habituelle par rapport a
la variable ¢, posant

Z:{u, D, ..., D,
c’est-a-dire
wr=D*u (k=o,1,...,1--1);
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on obtient ainsi le systéme suivant (*7) :
l—1

Dyuiy+ @gt (x)Zak (z; Da)ur=@a;" (x)g dans Q,

k=0

(8.2)

Dur=up4 (k=o,1, ..., l—2),

avec les conditions aux limites
l1—1
E:m,-,kuk:o sur X,
k=0

ur—o pour =0 (k=o,1,...,0—1).

(8.3)

Pour préciser les espaces dans lequels on travaillera, on pose

l—1

E:[1W§llz—(k+i)11,o (Q; 1),

k=0
1—1 1—1

D,—!ue IIVV;’""“"’“ (2; 1); ij,k(w; Dy)ur=osur 2,

k=0 k=0

Dy= :ZEE; DIZGE, Z:opourt:o}

et le probleme (8.1) équivaut a chercher #€D,ND, solution de (8.2)
avec g donné dans L,(Q). On obtient enfin un probléme de la forme (1.3)
en posant

> >  ou
Bu:iD,u:—d—t
et
g
Au=h={ho hyy ..., hiy},
avec
hr=1tlup (k=o,1, ..., —2),

l—1
h_—=— 1@y (w);‘zak (x; Dy) ur;

k=0

et alors le probléme (8.1) prend la forme

5.0 7eD,nDy,
N >
Al —BlL=f,
avec
. } . 1
f={o,0, ..., —ia;" (z) g(x, ) |.

(2") Dans toute la suite on supposera () # o pour x e,
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8.2. Le probleme (8.4) est de la forme (1.3) avec cette particularité

>
que f est donné dans le sous-espace vectoriel F fermé dans E, ainsi défini :

(= !

F=f€E; fi=fi=...=fino=o0].
Pour résoudre ce probléme, on utilisera le théoreme 2.9; il faut en
vérifier les hypothéses. On vérifie sans peine I’hypothese (i1) avec ;= g,

car — B est le générateur infinitésimal du semi-groupe défini par

8 F g | T =By >,
o (o< tLA).

Pour aller plus loin, il faudra fixer des conditions sur & et les IN; qui
assureront ’hypothése (i) avec un 0, > g Pour connaitre le compor-

tement de opérateur (A — 2)7', il faut considérer le probléme suivant
relatif & A :

ZED.M
(8.5)

> > =
Au—lu=/f,

> c. \
avec [ donné dans E. Compte tenu de la définition de A, ce probléme
équivaut au suivant :

ukEWf)"“‘k‘l7°(9;I) (k=o,1, ..., l—1),
iuk+1—)\u1‘-:f/¢ (k:o,l,...,l—z),
1 —1
. ﬂl
— Lal(x)“‘}dak(x; D) u— 2wy = firy dans Q,

k=0
{—1

2911,-,;:(;0; D.)uy=o0 sur 2

k=o

ou encore
uoeW;’“’"(Q; I,
A .
(8.5) S cl(w; D,, ?>u0: i () frr— @ (%) dans Q,
, Dll,-(x; D, %>u0:—¢,~(7\) sur X,
avec
I\ & k—1 7\ .
R\ J fe i
uk:<7> u,0—+—2<;> fA—;——’ (k=1, ..., 1—1)
j=0
et

L k—1

o\
o (1) = ;2 2(7>'cxk(x; D.) fraj— %@Ll(x)ﬁ_,,

k=1 j=0
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puis
l—1 k—1 o
1 +\/ .
Lp/()‘):;Z 2(;) mi,k(x;Dl‘)f/‘—l—‘/ (./:172a""’n)'

k=1 j=0

On remarque que dans le cas particulier ou ?E F, on a ¢(2) =o0 et
j(A) =0, J=1,2, ..., m, pour tout A.

Pour résoudre le probleme (8.5) on utilisera le résultat suivant prouvé
dans Grisvard [3] et Geymonat-Grisvard [1].

Pour obtenir ce résultat on fera I’

Hyporuise 8.1 :

(i) L’opérateur & (x; D, D) est proprement elliptique dans Q XR,
te€C, |e|=1, |argic| <0,

(11) Pour tout z, €T, on note n la normale a I' issue de z, et orientée vers

Pintérieur de Q, et on note &' un vecteur tangent a I' en z,, et on suppose
que pour [ fonction continue bornée dans [o, + =[, le probléme

(8.6 % A (295 E'+ Dyn, et?) o (s) =B () (s >o0),
) [ O (x93 B+ Dyn, e7?) a(s) =0 pour s—o (=1, ..., m)
admet une solution unique o telle que «, o', ..., «*™ sotent continues et

bornées dans [o, + ®[, pour tout T€R,|E |4 7|50, c€Q, |c| =T,
|argie | < 0,.

On sait d’aprés Agmon-Douglis-Niremberg [1], Schechter [1], Peetre [1],
Agranovitch-Vichik [1] que cette hypothese équivaut a supposer que
A (z; D,, eD!) est proprement elliptique dans Q X R, et que le systéme
des OM;(x; D,, ¢D;) vérifie la « condition complémentaire » par rapport
a @(z; D,, ¢DY) relativement a I’'ouvert Q X R.

On a alors le

TatortMe 8.2. — Sous Uhypothése 8.1, il existe R >0 tel que pour

[A[>R et |[argh| 0, le probléme (8.5) admet une solution unique u,,
et il existe une constante C, telle que

/
(87) ZI)‘Ij[uO lzm—jd,péC05

A
( (9(<x; D., l—.)llo
—|—2 M, x; D z u
7 k] xvi 0 .
zm—mj-—ﬁ,p

j=1

N 0,p
]=0

pour |A|>R et |arg |0, ().

(**) De maniére générale v+>|v[;, désigne la norme dans I’espace de Sobolev W;
relatif 4 @ ou a T selon les cas. ‘
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La premiére démonstration de ce théoréme dans le cas particulier | = 1
est due & Agmon [1]; ce théoréme est prouvé dans le cas [ quelconque
mais p = 2 dans Agranovitch-Vichik [1].

Appliquant P'inégalité (8.7) a la solution du probléme (8.8) on obtient

[—1 l—1

al
DUtk e, pz D H ol ey, p
k=0 k=0

[—1 k—1

. N i
+z 2‘ A II_H [fk—l#]' [2m——kd+/’a'

k=1 j=0
l—2

écolﬁ—1 [0,p+ Cl (1 -+ | )\[)1‘42 ]fk lzm—(k+1)d,p,

k=0

>
ou C, est une constante indépendante de A et f; en intégrant cette derniére
inégalité par rapport a t dans I, on obtient

> >
ks a2l Co=sup(cn G
>
et dans le cas particulier f€F, c’est-a-dire fy=...=f,_.=o0, on obtient
>
a2 Gl 7l

De cette maniére ’hypothése (i) du théoréme 2.9 est vérifiée pour
|A|>R; pour obtenir I’hypothése (i) pour |%| < R, il suffit que (A — % 1)
soit bijectif pour |argh|=0, et |A|<<R [de cette maniére on aura
auss1 vérifié (i1)]; pour cela on fera I’

Hyrorutse 8.3. — On suppose que le probléme (8.5) n’a pas de valeur
propre dans le secteur |argh|=0, et a Uorigine.

D’aprés le théoréeme de Geymonat-Grisvard [1], ceci implique que
(A — A1) est bijectif pour |argh|=0, et pour x=o.
L’hypothése (iv) du théoréme 2.9 est évidemment vérifiée.

8.3. Ayant vérifié les hypothéses du théoréme 2.9 on peut lutiliser
a présent.

Tutoritme 8.4. — Sous les hypothéses 8.1 et 8.3 avec 0, > ;—T et pour g

donné dans W;°(Q; I) avec c et —]—I) non entiers avec 1 < p <+ ®© et
D/g(x,0) =0  pour j<a—;?,

le probléme (8.1) admet une solution u unique telle que

Dfue W5 (I; W2t (Q)) (k=o,1, ..., 0.
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Démonstration. — On écrit ¢ = h + s, avec h entier et 0 <<s <1 et
on applique le théoréme 2.9 avec E remplacé par Dy, donc F remplacé
par FNDy et D, et D, remplacés respectivement par {x€D,NDy,

Az€Dy} et Dyuy. Dans ce cas Dy(s; ¢) est espace des w tels que
(cf. prop. 5.9 et 5.11) :

wre WG (I; Wpm=(k+1d (Q)) (k=o0,1,...,0—1)
et que

D/ wi(z,0) =0  pour j<a—;;-

On obtient donc une solution w telle que

Dfue W5+t (I; Wam—tkd (Qy) (k=o,1,...,1—1),

et 1l reste seulement a vérifier que

ue W7 (I; W (2));
pour cela on écrit
!
@ (23 Do) u=g — ¥, A (@; Dz) Dfu e W3 (1; L, (R)),
(8.8) k=

(—1
‘llll-—"‘ll'—

1
My o(x; Drp)u= —Eon,-,k(x; D.) D,"ueVV}f(I; W, v (I‘))

k=1

et on remarque que grice a ’hypothése 8.1 utilisée avec = = o, le pro-
bleme (8.8) est elliptique au sens de Agmon-Douglis-Niremberg [1] pour ¢
fixé, on a donc l'inégalité

m

[t fam, p== G{ | Qo (25 D) o, p+ | Io,p"‘z [ Ojy0 (25 Do) e ] 1
. zm.—m.l-—/—),//
j=1

avec une constante C qui ne dépend pas de ¢; on en déduit immédiate-
ment que
weWs (I; W™ (Q)).

On va déduire de ce résultat le

Cororraire 8.5. — Sous les hypothéses 8.1 et 8.3 avec 0, > ;—T et pour g
donné dans W;>°(Q; 1) avec 1 <p <+ o, 0o<o <1, ad non entier,

1 .
G > non entier, et

D/g(z,0) =0  pour j<0'—;),

le probléme (8.1) admet une solution u unique telle que

ueWie+mo+l(Q: 1),
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La démonstration est basée sur le lemme suivant qui sera prouvé dans
I’Appendice n® 2 :

Lemme 8.6. — Pour 1 < p <+ o, o et d entiers, o < c <1, ad non
entier, on a

Wwo (L Wa+4(Q)) NWIHH(L; W5 (L)) c Wi, (I; Wi+74(Q)).
Démonstration du corollaire 8.6. — Comme les hypothéses du corol-
laire 8.5 impliquent celles du théoréeme 8.4 on sait déja que
Dfue W5 (I; Wim—k (Q)) (k=o,1, ..., 1),
d’ou
DiueW? (I; Wim—k (Q)) AWS+1 (I; Win—(k+104 (Q)) ¢ WY (I; Wyn—tkriid+d Q)

d’apres le lemme 8.6 pour k=o, 1, ..., I — 1. On a donc

Dfue W (I; Wim—ki+od(Q)) (k=1,2, ..., 1)
puis
i
A, (z, Dx)u:g—Eak(x; D.) Dfue WS (I; WZ"(Q)),
(8.9) < o
? M o(z; Dy)u= —2311,-)“&:; D) Dfue Wi, (I; Win—mi+ad(Qy)).

{ k=1

Toujours grace a I’hypothése 8.1 le probléme (8.9) est elliptique au
sens de Agmon-Douglis-Niremberg [1] pour ¢ fixé, on a donc l'inégalité

m

| u ]2m+6(1,péC{|ao(x; Dx)ulsa,p+|u IO"’+ZI M o (x; D))

1
2m—mij— - +0Gd,p
. p
Jj=1

avec une constante C qui ne dépend pas de ¢; on en déduit immédia-
tement que

uEWf,',(I; W';,’""'Ud(g)), d’ou uGW?,’”*‘“d’l"'q(Q; I).

RemarQue 8.7. — On peut étendre le corollaire 8.5 au cas ¢ >1 de
la maniére suivante : si on suppose o < ¢ <1 mais f&€ W, (Q; I),
on obtient la régularité de w suivant t grice au théoréme 8.4, puis la
régularité de w suivant x grice au lemme 8.5 dans les cas déja démontrés
et en appliquant la méthode habituelle des « quotients différentiels ».

8.4. Les résultats obtenus ci-dessus supposent que g vérifie des condi-
tions aux limites peu naturelles. On va maintenant lever cette restric-
tion sur g et en méme temps introduire des conditions aux limites non
homogénes sur . On utilisera pour cela le
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LemumE 8.8. — St on suppose que le systéme des M ; est normal (*°), Uappli-
cation v - {fi}{9;} définie par

Jfi(x) =Dko(x, 0), /{‘<I‘—]i)7
9; (z, t) =M (2x; Dy, Dy) v (x, t), m]-<rd—%

applique Uespace
Wihr (@5 1)

sur le sous-espace de
Ilwﬂg)xI]Bym@;n
k J

défini par les conditions
1—1

(8.10) D’g; (z, o) :2 M i frvn pour ze€l
k=0
et
h m; 1/ 1 1\ . 1
;—|—;67<I—;<r—d+;/l, avec pL~—d<r—A—;>’
I
rd—m; — —
o _Bi__ T p
rd r rd
I
I mit
a condition que r+ > Ta L ne soit un entier > o0 pour aucun
j=1,2, ..., m.
Démonstration. — Elle repose uniquement sur le théoreme 7.3.

(a) On part de v€W,*"(Q; I), alors d’aprés le théoréme 7.3 et le
lemme 7.2, on a

(8.11) fre B (), k<r—%
et
(8.12) CPjEB%i’Si(r; I, m,-<rd—~l-

P

et de plus d’apres le théoréme 7.3, D;JI;0 a une trace sur I' pour ¢t = o,

a condition que
ﬁ+ﬁu@_i(i+l>
r rd p\rd r)’

m;
(%) C’est-a-dire mi<< m,<<...<< m,, et le coefficient de <J—Z—> " dans J; ne s’annule
pas sur T. *
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 3. 47
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on a donc
[—1

D}ow;e (z, 0) =Dlg; (z, o) :Zm/,k(a); D.) fiia pour zel

k=0

et pour ces valeurs de h et m;. Ceci prouve la nécessité des conditions (8.10).
(b) Réciproquement, partant d’un systéme de fonctions f; et ¢; véri-
fiant les conditions (8.40), (8.11) et (8.12), on doit construire une
v €W, (Q; I) telle que
Je(z) =Dfo (2, 0), z€Q, k<r—-—
et

0 (2, 1) =M, (z; Dy) o (x, 1), xel, tel, m,-<rd—;7,

on écrira dans la suite

mj  mj—kd dl
4 .
M ;e (x) :2 2 onl""D‘k—oW pour ze€Tl,
k=0 [=0

ot I, désigne un opérateur différentiel d’ordre =<~m; —kd —1 sur T.
Grace a I’hypothése 8.1, I est une fonction inversible sur T.
Utilisant une fois encore le théoréme 7.3, il suffira de construire une

famille de fonctions g; vérifiant
I

1 Iy rd—j—1
(8.13) GEBEIITD),  j<rd— By —— 2,
: O J 1/1
(8.1k)  Dig(z,0) = (2), weT, 3+k<r—;<3+1),
mj  mj—kd
(8.18) cpj:Z Z o, Dfgr sur I, mi<rd—}17_.
k=0 [=0
L’identité (8.15) équivaut a
(8.16) gmy= (M) [, — ¥ om  Dkg -
I+ kd=<m;
1<m; /

Par conséquent g, est automatiquement déterminé par les g, avec
l=o0,1, ..., mj— 1. La construction des g; peut donc &tre faite comme
suit : on construit d’abord les g; pour j&{m., ..., m,}, solutions
de (8.13) et de (8.16) en utilisant le théoréme 5.12 et la proposition 5.9,
puis on en déduit les g, vérifiant (8.13) au moyen de (8.16). La condi-
tion (8.15) est alors automatiquement vérifiée; il reste a vérifier (8.14) :
On le fait successivement pour g,, &, ... : on voit en tenant compte
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de (8.10) que

Dl g, (@, 0) = (M, )~ (Do, (z,0) — N, M} Dihg (2, 0))

l+kd<mj
I<m;j
i N
_ mj; \—1 Y/ \ ! df/t+/:
= (omf,)"" [ Dig,(z,0)— 2 MG k=5
(+kd<mj
t<m;

mj mj lni_.,
_ N '
= (m';"','o) ! <2mi,kﬂ+h“23ni,kfk+h"“>_‘ mlj,o WC)
k=0 k=1

=0

an’i

_ . dlni " dmi N
= (w4, 1<on';,:00n,{j>: J:
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grace & I’hypothése (8.10). On a ainsi prouvé I’existence des g; donc celle

de ¢. Le lemme est complétement démontré. On en déduit le

Tutorime 8.9. — Sous les hypothéses 8.1 et 8.3 et si le systéme des IMN,;

est normal Uapplication uw>{g; fi, o;} définie par

‘ A(z; Dy, D)u=g dansQ,
(8.17) M (z; Dy, D)u=1¢; suri (j=1,2,...,m),

Dfu=f; pour t=o (k=o0,1, ..., l—1)

est un isomorphisme de Wi°**"°(Q; 1) sur le sous-espace de

l—1 m

W;éd,a(g; I) x]]B/l;k(Q) xHBzi:ﬁi(l’; I) =R,
k=0

j=1
avec
. o 5 do+aom—m;— %
— Y J — A

pk—d<a+l A p>’ do+2m ™~ oc+[0 do +2m ’

défint par les conditions
. lni

(8.18) Dfg; (@, 0) = X Myx(@; Do) S

k=0
pour '
h m

i _i I 1
el A ram =" p(da+2m+a~+l>’

o fi.; est défint par la relation de récurrence

l—1
(819) ff“'l: a’l_1 (‘x) <Dl]g(xa 0) _Zak (ZIJ, Dx)fk+f> (‘]50),

k=0

a condition que o et od ne soient pas entiers et que ¢ + | — - —

p
ne sotent pas entiers > o pour | = 1,2, ..., my avec 1 < p < -+ .

1
m/+ —

p

d
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Démonstration. — (a) Partant de uwe&W;°"*"°*/(Q; I), on voit en
appliquant le lemme 8.8 que {f;fo, .-, fr1; 81 -+, gn | ER et les
relations (8.18) sont identiques aux relations (8.10). Pour vérifier (8.19),
on écrit

g=a(x; Dy, D) u,
d’ou
D/g=Y @ (z; D) D/ u (j>o0)
k=0

puis
l

D/g (2, 0) =3 & (z; D) fir)

k=0
pour j <& —-;1), en posant

fk-l-/: le+ju(x, 0)

pour k+j<o+1l— 1—;- Ensuite utilisant I’hypothése 8.1, on voit
que @;(z) est une fonction inversible sur Q, on a done
l—1
S = (z) {D[g(x, 0) —Zak(ﬁv; D) firj o
k=0
relation qui définit f,.; par récurrence, a partir de fo, f1, ..., fi1; on a
ainsi prouvé la nécessité des relations (8.18) et (8.19).

(b) Réciproquement, partant d’un élément dans R vérifiant (8.18)
et (8.19), on doit construire u solution de (8.17). On procédera ainsi :
on cherchera u sous la forme ¢ + w avec

VGW%G"'?'"’G'”(Q; I),
( M;(x; Dy, D))v =09; surl (J=1,2, ..., m),
(8.20) { Df¢=f; pour t=o (k=o,1, ..., 0l—1),
D/ (& (z; Dz, D)9 —g) =0 pour t=o (j<a—1—§>
et
“,Ew;io+2m,a+l(g; I),
(8.21) . OT‘L,-ix;Dx, D)yw=—o0 surl (j=1,2, ..., m),
Dfw=o0 pourt=o (k=o0,1, ..., l—1),
A (x; Dy, D)) w =g — @& (x; Dy, D).

L’existence de w résulte du corollaire 8.5 et de la remarque 8.7. Pour
prouver l'existence de ¢ on utilise le lemme 8.8 : la derniére des rela-
tions (8.20) peut s’écrire

l—1
DIy =@ (z)! <D{g —Z Ar(z; D) DM/ 0>

k=0
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pour t = o; donc on voit par récurrence sur j et en utilisant les rela-
tions (8.19) que ¢ doit vérifier

Df¢=/f; pour t=o, /{éa—}—l-—;’-

D’apres le lemme 8.8, la condition suffisante pour que ¢ existe est la
relation (8.18), donc ceci prouve D’existence de ¢ et le théoréme est
démontré.

RemarouE 8.10. — Ce résultat est le meilleur possible relatif a I’espace
Wiz o+l (Qs 1), puisqu’il donne des conditions nécessaires et suffisantes
sur le second membre de I'équation et sur les données aux limites du
probléme (8.17) pour que la solution existe. On pourrait lever la restric-

m;—+ -I—

tion qui impose a r —l-;)l— —— £ @’stre non entier en partant de 1’énoncé

du théoreme 7.2 dans le cas général sans restriction sur le couple (r, s),
on obtient alors en plus des conditions (8.18) des conditions de raccord
de type intégral trés déplaisantes & manier. Il est beaucoup plus inté-
ressant de considérer le cas o entier; c’est le but du numéro suivant.
Cependant, par interpolation (°°) a partir du théoréeme 8.9, on obtient
directement le

TutoriME 8.11. — Sous les hypothéses 8.1 et 8.3 et si le systéme des IN;
est normal Uapplication ww>{g;fi, ¢;} définte par (8.17) est un iso-
morphisme de BY " (Q; I) sur le sous-espace de

I—1 m
Bioo (2 1) xHB;;k(sz) xI]B;f,B;(r; N,
k=0 j=1
ayvec
4 I I
= d o‘+l—l.‘—~-> a;=dB;=do+om—m;— —
Pk ( P ’ j B j p,

\

défint par les conditions (8.18) et (8.19) & condition que o> o, G-—-]—I)

I i >
non entier et c—|—l—;— 7 L non entier J]=1,2, ..., m, avec
I1<p<-+ oo
RemarQue 8.12. — Cela donne une extension du théoréeme 8.9 aux

cas ¢ et od entiers dans le cas p =2 puisque dans ce cas les espaces B
et W coincident.

(*") On utilise le fait que (By™(Q; I); By %" (Q; D)), =Bi%"0(Q; I) avec
ro=(1—0)ry+ 0r, o< 0<<1, 1= p= + o0, qui résulte de Grisvard [1] (chap. I, n° 7).
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Remarque 8.13. — Dans tous les énoncés de ce n° 8, ’hypothese 8.3
est inutile lorsque T est fini.

9. ProBLEMES MIXTES PARABOLIQUEs (II).

9.1. Le but de ce n® 9 est d’étendre le théoréme 8.10 au cas o entier.
Le cas le plus important est évidemment le cas ou ¢=o0. Pour éviter
d’alourdir outre mesure ’exposé, on traitera ici seulement le cas ou I’équa-
tion est du premier ordre en t, c’est-a-dire ou [=1. Il sera clair d’apres
les démonstrations que la méme chose peut é&tre faite dans le cas
général [ >1.

On décrit de nouveau les notations en tenant compte de la simplifi-
cation [ =1. On considére les fonctions A (z; &) et IM;(x; &), ] =1, ..., m,
ou € est un polyndme en € R™ de degré 2m, a coefficients de classe C”
dans Q, et ou N, est un polyndéme en £ de degré m;<<am, j=1, 2, ..., m
a coefficients de classe C* dans Q.

On fera les hypotheéses suivantes (qui correspondent aux hypotheses 8.1

et 8.3) :

Hvyrorutse 9.1. — Pour tout x, €T on note n la normale a I issue de z,
et orientée vers Uintérieur de , et on note &' un vecteur tangent a I' en z,,
et on suppose que pour B fonction continue bornée dans Jo, + [, le probléme

(9.1) { A (20; £+ Dyn) a(s) + exa (s) =B (s) (s> o),
’ M (x5 B+ Dsn) a(s) =o pour s=o (j=1,2,...,m),
admet une solution unique o telle que a, ..., 2™ soient continues et bornées

dans [0, + x| pourtout T€R, |E'|+ [7|£0,:€(, || =1, |argic| < 0,.

Hyroruiise 9.2. — On suppose que le probléme
€ W2 (),
(9.2) A(z; Dy) uy+ %uozo dans Q,
Mj(x; Dy)uy—=o0 surl (j=1,2,...,m)

n’a pas de valeur propre dans le secteur |arg A| =0, et a Uorigine.

Ceci posé, si on considére — 1@ comme un opérateur non borné A dans

lespace X=L,(Q)(1<p<+x) et de domaine Dy= W% (Q), on

p:M
sait d’aprés le théoréme 8.3 (ou directement en appliquant le résultat

d’Agmon [1]), que si 0,> -72.57 A est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe analytique dans X et que A est inversible.
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N1

Le but est de prouver le théoréme suivant :

TratoriEME 9.3. — Sous les hypothéses 9.1 et 9.2 le probléme

Diu+ A& (x; Dy)u=g dansQ,
(9.3) My (x; Dy)u=o0 surX (J=1,2, ..., m),

u(z,0)=o,
avec g€L,(Q; 1) admet une solution unique u telle que u, Du et
DiueL,(Q; 1) pour |a|=2m, avec 1<<p <<+ .
On ne démontrera pas ce théoreme directement; on démontrera d’abord

plusieurs résultats préliminaires.

9.2. Dans la suite I'utilisation d’un nouvel espace fonctionnel B, (I; L,(€2))
sera essentielle :

DeriniTioN 9.4. — Pour X espace de Banach réflexif, on désigne
par W, (1; X) le dual de W;,(I; X') o X' est le dual de X et % -+ é =1
on désigne par B, (I; X) Uespace

(W (LX), Wt (15 X))

Ces espaces ont de nombreuses propriétés. On utilisera les suivantes :

Lemme 9.5. — L’opérateur 1D+ 1 est un isomorphisme de ]~3,’](R+; X)
sur B, (R; X). .

Prorosition 9.6. — Les tmages par Uapplication
ur{u(x,0); My (z; Dp)uir, ..., My (z; D) ur |
des espaces

B, (I; L, (2))nBj (1; W;™ (L))

/ r

et
W, (L5 L, (82)) n L, (1; W™ (£2))
sont identiques

ProrositioN 9.7. — On a les inclusions

B, (I; L, (L)) cL, (I; L, (L)) pour 1< p=>
et
L, (15 L, (2)) cB) (I; L, (2)) pour 9= p < —+o.

Toutes ces propriétés seront prouvées dans 'appendice n® 3.

9.3. A présent, on prouve l'unicité de la solution du probléme (9.3)
sous les hypothéses du théoréme 9.3. Pour cela on applique le théo-
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reme 2.7 (unicité de la solution) avec le choix suivant de A, B et E :

E =L, (I; X),
Dy,=L, (I; Da), )
(Au) (&) =Au(t) (tel; ueb,),
Dy={ueW,(I; X); u(o) =0},

Bu(t) = %l;a

X et A ayant la méme signification qu’au point 9.1.
La preuve de l'existence de la solution est beaucoup moins simple,

on procédera par étapes.
Prorosition 9.8. — Sous les hypothéses 9.1 et 9.2 et pour

g€B, (I; L,(2)), g(x,0)=o0,

1
»
le probléme (9.3) a une solution u telle que ‘
weB; (I; L,(L))nB) (I; W;™(LQ)).
Démonstration. — Avec le choix indiqué ci-dessus de A, B et E, et en
appliquant le théoréme 2.7 (existence de la solution) on construit un

opérateur
g»u=Sg

continu de

W}‘,(R+; X) dans W,‘,‘“’ (Ry; X) nW,‘)(RJr; Dya) (o< s<1),

tel que u soit solution de (9.3) (**).

Ensuite appliquant le théoréme 2.7 avec E remplacé par Dy, on voit
que S est continu de

Wi (Re; X)  dans Wit (Re; X)n Wi (R Dy) - (1<s<2).

Par interpolation, au moyen de la proposition 5.9, on en déduit que S
est linéaire continu de
B (R.; X)  dans B} (R.; X) n B} (Ry; Do)
et ceci prouve la proposition 9.8.
On en déduit la
Prorosition 9.9. — Sous les hypothéses 9.1 et 9.2 et pour
g€B;, (I; L, (Q))

() 11 est évident qu’on peut toujours se ramener au cas I = R.,.
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le probléeme (9.3) admet (au moins) une solution w telle que
weB, (I; L, ()) nBj, (I; W™ (L)).

Démonstration. — On se rameéne au cas R, et on utilise ]’opérateur
J=(iD,41)"". D’apres le lemme 9.5, on sait que f=Jg€B,(R,; X)
et que f(x, o) =o0. Soit

veBl (I; X)nB), (I; Dy)
la solution du probleme
Do+ @z D)o =) dans Q,
) NG (z; Dy)e=o0 surX (j=1,2, ..., m),

¢(x,0)=o0 dans

fournie par 'application de la proposition 9.8; comme f(z, 0)=o0 on a
aussi D,¢(z, 0) =0 et en posant

= (iD;+1)p,

on obtient u solution de (9.3) et telle que

ueB) (I; X)nBy (I; Dy).

1
»

De la proposition 9.9, on déduit le théoreme 9.3 dans le cas particulier
1<<p<_2 en remarquant d’abord que l'on a le

Lemme 9.10. — Sous les hypothéses 9.1 et 9.2 el pour 1 <<p=_2 si
on fize v€ W, (I; L,(Q))NL,(I; W, (Q)), tl extste
weWh(I; L, (Q)) AL, (I; W2 (Q))
solution du probléme
Diu+ &(x; Dy)u=o0 dansQ,
(9.%) w(x, 0) =v(x, o) dans Q,
oM (@3 D) u =M, (z; D)e sur X (j=1,2, ..., m).

Démonstration. — Utilisant la proposition 9.6, on associe & ¢ une fonec-
tion weB, (I; L,(Q))nB, (I; W;"(Q)), telle que

w(z, 0) =v¢(z,0) dans 2,

(9.5) , .
M (z; D)y w =00, (z; Dy)e sur X (J=1,2, ..., m).

Ensuite on pose g= D,w + &(z; D.)w, on a évidemment
g€B, (I; L, (L)),

et par conséquent en appliquant la proposition 9.9, on construit une
fonction 9€B, (I; L,(Q))nB, (I; W,;"(Q)), solution de
Do -+ (a; D)o =g dans Q,
(9.6) M (x; D)y =0 surX (J=1,2, ..., m),
l o (2, 0) =0 dans &.

Ann. Ee. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3. 48
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On obtient u sous la forme w — ¢ : (9.4) résulte de (9.5) et (9.6) et
on a
wel3), (1; L, (2)) nB) (1; Wi (L)),

P
mails comme on a 1< p=_2, la proposition 9.7 montre que

€W, (15 L, ()L, (I; W2 (2))

"
et ceci prouve le lemme 9.10.

Démonstration du théoréme 9.3 dans le cas 1 <<p="2. — On se ramene
aisément (par I'artifice de Korn) au cas ot L est un opérateur homogene
de degré 2m et a coeflicients constants A (D,); dans ce cas ’hypothese 9.1
implique que Popérateur D,+ @& (D.) a une solution élémentaire E dont
la transformée de Fourier partielle par rapport a z€R™ est K(%,1)

“ définie par
B0 :§ exp—ua)  (t=o),
(¢t <o)

et d’apres les travaux de Franck Jones [1], Arnese [1] et Krée [1], cette
solution élémentaire a la propriété que pour tout « avec |a|=m, il existe
une constante C dépendant seulement de «, p et ¢ telle que

(9.7) [D*E % ¢ |, ®1,®)=C| 91, ®1, @)

pour toute fonction ¢€L,(R; L,(R")) a support compact.
Alors partant de g€ L,(I; L,(Q2)), on prolonge g en g par zéro en dehors
de Q, puis on pose v = Ex g. 1l est clair que 'on a

cel, (I; W2 () AW (1; L, (2))

1
r 4

et
(9.8) ; Dy +a(b,)e=g dansQ,

¢(x,0)=o0 dans Q,

car E est a support dans R"XR.. On construit ensuite u, solution
de (9.4) en appliquant le lemme 9.10.

Posant uw=¢ — u,, on obtient une fonction w qui est évidemment
solution de (9.3) avec

wel, (I; W2 (@) AW (1; L, (2)).

Y2

Remaroue 9.11. — La démonstration précédente utilise la technique
des intégrales singuliéres, c¢’est-a-dire une technique essentiellement diffé-
‘rente des techniques utilisées dans toutes les autres parties de ce travail.
Cependant, la démonstration précédente n’est pas une extension pure et
simple de la démonstration faite par Agmon-Douglis-Niremberg [1], dans
le cas des problémes aux limites elliptiques, car on a évité ici la construc-
tion de potentiels, qui est remplacée par le lemme 9.10.
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9.4. On déduira du théoréeme 9.3 dans le cas 1 <p=-2, le théo-
réeme 9.3 dans le cas 2="p <<+ o, par dualité. On est ainsi amené a
considérer le probléme adjoint au probléme (9.3), c’est pourquoi on doit
supposer que le systéme des I, est normal. Alors d’aprés Aronszjan-
Milgram [1] et Schechter [1], on sait qu’il existe trois autres systémes
d’opérateurs différentiels { 0N, |7, {9417, {9, 17, dans Q d’ordre inférieur
a 2m et tels que

f@((:v; D.)obde —~‘/ o (x5 D) U dw
Q Q

:2ﬁﬁ,@:ﬂ}n{zda——2Lﬂj¢O~R}¢da
j=1 . j=1

pour tout @éWf,’"(Q) et $eW;"(Q), é + ; =1.

Alors les techniques précédentes appliquées au probléme adjoint a (9.3)
permettent de prouver le

Tutorime 9.12. — Sous les hypothéses 9.1, 9.2 et st le systéme des { N}
est normal, le probléme
—Dyu+ @ (z; Dp)u=g dansQ,
(9.9) M (x; Dp)u=0 surk (j=1,2,...,m),
u(x; Ty=o (re L)

avec g€L, (1;L,(Q)), 1 <p'=Z2 admet une solution unique
UEW;,/(I, Lpl(g)) {'\LPI(I, W;,"‘(Q)),

Démonstration du théoréme 9.3 dans le cas 2 p <4 oo. — On trans-
pose le résultat précédent. Pour cela on pose

E:L/,/(I; L/)/(.Q)),
De=1{ueW, (I; L, (2))nL, (I; W (Q)), M, (x; D)t =0 sur X
. pour j=1,2, ..., m,u(z; T) =0},
L£=—D,+ & (2; D
avec ces notations £ est un isomorphisme de D, sur E et par consé-

quent £* est un isomorphisme de D .. sur E* si on désigne par £* ’adjoint
de £ au sens des opérateurs non bornés. On a évidemment

L'=D,+ a(;t; D.),
donc 1l faut seulement vérifier que

Dpr=1{reW,(1; L, (2))nL, (1; W3 (L)), o, (z; Dy)¢ =0 sur

P
pour j=1,2, ..., m, ¢(xz,0)=o0}.
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Comme D, est contenu avec injection continue dans W, (I; L, (Q)) on
a pour y€D,. avec £y =g :

(9.10) ¢l Cmax | (u, g) |,

ot C ne dépend pas de ¢ et ot le maximum est pris par rapport a toutes

les ue W, (I; L, (Q)) avec u(z, T)=o :
L s @i, @) =1,

car £ est un'isomorphisme de D, sur E.
En utilisant la méthode des quotients différentiels, on va déduire

de (9.10) que 3—;6 E*. Pour cela, on pose

ht{p(x, t —h)y —v(x, t)} (=),
oul@, 1) :{ — e (x, 1) < h)
pour h €1, et on définit g, de maniére analogue. On va vérifier que ¢, €D .
et que £*¢,= g, ce qui permettra d’appliquer (9.10) a ¢,. On a en effet
pour u€D, :

T

(Lu, vp) =— ' (Lu, v) + /r‘f

1A

/ (— D+ @ (z;Dyp)u)v(x, t —h) dtdze
< Q

T—h .
=— N (Lu, )+ L "f / (— Diu -+ (2x; D)) ey 0+ 1) o (e, ) dt dx
0 L)
= (£U,, v)

avec
h{u(x, t+h) —u(z,t)} (tZT —h),

Up(z, t) =
w( 1) {whqu(x, t) (T—h L0,

on a ainsi

(W, on) = (£ Un, 0) = (Un, 8) = (@, g) = (1, £7¢1)

car g,€LE* et donc ¢, €D, et £*¢,= g, I'inégalité (9.10) appliquée
a ¢, montre alors que

(9.11) |on e Cmax | (u, g1) | = Cmax| (Uy, g) | ZC| g e

car on a |Usle<Z|u |y, @<= 1. Comme P'espace E*=L,(I; L,(Q)) est
réflexif, on déduit de (9.11) que 2 €L, (I; L,(Q)).

Pour continuer on écrit
A(x, D)y =rv—Dyw=g—DweL,(;L,(Q))

comme on sait déja que v €L,(I; L,(Q)), on peut d’aprés Lions-Magenes [4]
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définir M (x; D,)e comme élément de L,,(]; W;""‘%(I‘)) et on a pour
ueD, :
(LPu,v) — (4, 8) =0

) m T
:—/ u(x, 0)¢(x,o)dx —|—Z f <97,']- (z; Dy)u, M, (z; D,)e > dt
Q =0
Jj=1
1 1
ou le crochet désigne la dualité entre W,""7(I) et W, "5(I).
En faisant varier u on en déduit que ¢(z, o) = o et que IM;(z; D,)¢ = o,

j=1,2,...,m, ce qui par une nouvelle application de Lions-Magenes [4]

prouve que ¢ €L, (I; W,;"(Q)) (°*) et ceci achéve de prouver le théoréme 9.3
dans le cas 2 —p <+ .

9.5. Revenant a la situation du n° 8, on énonce les résultats généra-
lisant le théoréme 8.10 qui peuvent étre prouvés en utilisant les méthodes
de ce n° 9.

Tutorimr 9.13. — Le théoréme 8.9 est vrai pour ¢ entier >~ 0, d condition
e

que c—l—l—;}—— 7~ he soit pas enlier pour =1, 2, ..., m. )

Remarque 9.14. — Les résultats précédents peuvent étre étendus

facilement au cas o A = A(x,t; D,, D,) et les M ;= IM;(x, t; D,, D,
dépendent aussi du temps et vérifient les hypothéses 8.1 et 8.3 uni-
formément pour t€1l avec T fini. Il suffit pour cela d’appliquer Vartifice

de Korn.

Remarque 9.15. — Suivant a peu preés les mémes idées, on aurait pu
obtenir des résultats analogues pour g€ L, (I; L,(Q)) (1 < p, ¢ <+, p#q).

10. PROBLEMES MIXTES QUASI-ELLIPTIQUES.

10.1. Dans ce numéro les données seront les suivantes : on fixe deux
ouverts QCR"” et GCR”, bornés réguliers de frontiéres I'=0Q et S =4G.

On notera x la variable dans Q et y la variable dans G. On donne @(x; D.,)
opérateur elliptique de degré 2y a coefficients de classe C* dans Q et
M = {O;}%_, un systéme normal (**) d’opérateurs différentiels de
degré ——op. —1 a coefficients de classe C* dans Q; on note m; le degré
de N; et on suppose que le systéme I vérifie la condition complémen-

tatre (**) relativement & @ dans . On donne également @(y, D,) opéra-

(*?) On utilise le fait que 9e€L,(Q), A(x; D.)veL,(Q) et IM;(x, D)o =0, j =1,
2, ..., m sur I' implique que ¢ e W;"(Q). .

(*®) Au sens de Aronszjan-Milgram [1] et Schechter [1], ¢f. aussi n° 7.

(**) Au sens de Schechter [1], Agmon-Douglis-Niremberg [1].
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teur elliptique de degré 2v a coeflicients de classe C” dans G et 9t = {9},
un systéme normal d’opérateurs différentiels de degré ——2v —1 a coeffi-

cients de classe C* dans G; on note ny; le degré de 91 et on suppose que le
systéme IU vérifie la condition complémentaire relativement a @3 dans G.

On cherchera u€ W;**"(Q; G) solution du probleme
A(x;Dy)u—63B(y; Dy)yu=f dans Q <G,
(10.1) M;(z;Dy)u=o0 surI'xG (J=1,2, ..., 1),
N (y; Dyyu=o0 sur QxS (k=1,2,...,v),
avec f donné dans L,(QXG). Des problémes de ce type ont été étudiés
dans Pagni [1].
Le probléeme (10.1) est évidemment de la forme (1.3) et on pose

E=L,(2 xG),

Dy={ueW2 " (; G); M, (r; D)u=o0sur I' < G, j=1,2, ..., 1},
Au=a(z; D) u pour u€Dy;
Dy={ueW}*"(Q; G); 9 (y; Dy)u=osur xS, k=12, ...,v},

Bu=®(y;D,)u pour u€Dy,.

On appliquera le théoréme 2.7 pour résoudre ce probleme.

10.2. On fixe maintenant des hypothéses sur les opérateurs diffé-
rentiels donnés qui permettront d’appliquer le théoréme 2.7.

Hyrornise 10.1. — Pour tout EER", E5£0 el 2€Q, on a
oy (25 £) 7 e | Ay (25 B) |,
ou Q,, désigne la partie homogéne de & de degré 2.

Hyrorutse 10.2. — Pour tout x €I, on note n, la normale a T' issue
de x el orientée vers U'intérieur de Q et on note £ un vecteur tangent a I' en x
et on suppose que pour (3 fonction continue et bornée dans [0, 4 [, le

probléme
{ A(x; E+Dyn)a(s) —eVra(s) =5(s) (s >o0),
M (25 2+ Dyn,) a(s) =0 pour s—=o (J=1,2, ..., 1)

¢

admet une solution unique o telle que «, &', ..., a®¥ soient continues et
bornées, dans [o, + [, pour tout r>>o, |[E|4r=o.

Hyrorutse 10.3. — On suppose que le probléme
( u, € W3 (L),
A (x; Dy)ug— Auy—=o0 dans Q,
: M, (z; D)uy=o0 surl (J=1,2, ..., &),

n'a pas de valeur propre pour argh =10, | k|>o.
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D’aprés Agmon [1], ces hypothéses impliquent que A est « admissible dans
la direction 0 » et inversible. De maniére analogue on fera les hypothéses
sulvantes :

Hyrorutse 10.4. — Pour tout L€R", E5£0 et yEG, on a
By (3 £) # e[ Boy(y5 ) |

ou B,, désigne la partie homogéne de 3 de degré 2v.

Hyrorntse 10.5. — Pour tout yE€S on note ny, la normale a S issue
de y et orientée vers Uintérieur de G et on note £ un vecteur tangent a S en y
et on suppose que pour B fonction continue et bornée dans [o, + o[, le
probléme

; B(y; £+ Dsny) a(s) —eiPra(s) =5(s) (s> o),
| 9 (y; &+ Dsny) a(s) =0 pour s=o (h=1,2, ...,v)

admet une solution unique o telle que «, &', ..., a® sotent continues et
bornées dans [0, + = [, pour tout r>o, |E|4r2o.

Hyporutise 10.6. — Le probléme
€W (G),
@B(y; Dyyvy—dey=o0 dans G,
IN(y; Dy)ey=o0 sur$ (h=1,2, ...,v)

n’a pas de valeur propre pour argh =70, | x| > o.

Ces hypothéses impliquent que B est « admissible dans la direction 0 ».

10.3. On applique le théoréme 2.7 en remplagant éventuellement E
par D,kNDyk (k entier >>0) et en tenant compte du théoréme 7.4.
On obtient ainsi le

Tutorime 10.7. — On suppose que les hypothéses 10.1, 10.2, 10.3
sont vérifiées pour |0] <0, et que les hypothéses 10.4, 10.5, 10.6 sont
vérifiees pour |0 —n|<m—0, avec 0,<0,, alors pour f€W:;***"(Q; G)
périfiant
M, f=o surl <G pour mj—+ 2po << 27 — —I;,

(10.2) /
BB f=0 surQxS pour  n; -+ 2vB < 2ve — ;;,

I I . . ..
avec G, 200 — » 20V —  non entiers, le probléme (10.1) admet une solution
unique w€ W20 G,

Les conditions (10.2) expriment que A*f€D, pour a<<oc—1 et
A*feD,(s;p) pour <o et de méme que B*f€D, pour B<o—1
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et BPfeDy(s;p) pour B<a, avee s=0 —[a] ([5] désignant la partie
entiere de a).

10.4. Pour résoudre le probléeme aux limites non homogéne corres-
pondant & (10.1), on utilisera le théoréme 7.6 :

Tutorime 10.8. — On suppose que les hypothéses 10.1, 10.2, 10.3
sont vérifiées pour |0]<<0, et que les hypothéses 10.4, 10.5, 10.6 sont
périfiées pour |0 — | <n — 0y avec 0, << 0y, alors Uapplicationu — (f, { g;}%_,,
{hilj=,) définte par

A(x;Dyu—@(y; Dyu=f dans 2 x< G,
(10.3) Mj(z;Dy)u=g; surl <G (J=1,2, ..., 1),
I (y; Dy)yu="h sur QxS (J=1,2, ...,v),

est un tsomorphisme de W3*"+"*C+0 Q5 G) sur le sous-espace de

w v
Wipmee (@3 G) < [ Byrorev (15 Gy < [ Bybeebe(2; 8) =R

j=1 k=1

défint par les conditions

[—1
_(10.%) m‘cjc‘(?lzk—:711\.(615*/-:2Dll,—:)lkc‘(“dsl—“"f surT xS (%)
A =0
m; ng 1/ 1 I .
— —_— g — — —_— —
pour |+ ou —+ < + 2 P<2H 4+ w)’ l entier >0, avec
1 I
(e+1)2p —m;—— (¢+1)2vy —n——
v , L o5 r
Jj— ’ Pk—
(6 +1)2p (e+1)2v

. .. 1/ 1 I m; ny . .
a condition que G el ¢ + 2 — P <2H -+ ;;) BETREE Y sotent pas entiers o
et 1<p<<-oo.

Démonstration. — (a) Partant de u€ W{*"*»C+92"(Q: G), on voit en
appliquant !e théoréme 7.3 que {f; g1, ..., gu; huy ..., h,}ER.
Pour vérifier les conditions (10.4) on remarque que pour u véri-

fiant (10.3), on a

I—1
Alu — Bl :Z A*B 1 (Au — Bu)

o6=0
l—1

:Z as@i—+1f dans Q < G,

%=0

—1
(**) On adopte la convention suivante 2 = o.

A=0
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MG (A u— @B ) = NI — IO u
l—1
:Zazasl—“—'f dans & < G ().
=0

Comme u€ W+ 02%@+12v(Q G), la fonction précédente a d’apres le n° 7

e +2——<-,LH+-I~>;

une trace sur I'XS & condition que [+ m’

pour ces valeurs de [, on a donc
1—1

N Iy — Bl g _zaum/—Hf sur I' < S.
@a=0
Ce sont les relations (10.4).
(b) Réciproquement partant d’'un élément de R vérifiant (10.4) on
doit construire u solution de (10.3) : on cherchera u sous la forme ¢ 4w

avec
VEW“{J. (G -+1),29 (G41) (9 G),

Mj(x; Dy)v=g; surI' x G (J=1,2, ..., 1),
N (y; D)o =Ny sur & < S (h=1,2, ..., v),
(10.5) ¢ . I
ey —®@y — fl=o surI'< G, m;+ 2pa<2‘ua—};,
IGABB (A — By — f)=—o sur @ xS, 71k+2v@<2w—£,
et
WGW’V‘(G'H)’ 2V (G+1) (Q G),
(10.6) M (z;Dy)w=0 surI'x G (J=1,2, ..., 1),
' I (y; Dy)yw =0 sur 2 x<8§ (k=1,2, ..., ),

Aw —Bw=f— (Ay — dBy¢) dans & x G.

L’existence de w résulte du théoréme 10.7. Pour prouver lex1stence
de ¢ on utilisera le théoréeme 7.6 avec

P= {00y, ..., M5 A, ..., Jy A%, DI A%, ..., O, A%
ct

Q={9, ..., 9,;; B, ..., N3 90,35 ... 91, ¢k,
avec

1 .

mj,+ 2 pay< 21 (0 + i) —-; <inf(m;+ 2 [0y = 2 [k M, = 2100,
1 .

ng, -+ 293 <<2v (0 -+1) -5 <inf(n,+ 293+ 2v, ng, 1+ 253) ;

ces deux systémes sont évidemment normaux d’aprés les hypothéses sur
les systémes {15, {9 }i, et Vellipticité de @ et @.

(*%) L’opérateur 9, commute a & car ce sont deux opérateurs en des variables indé-
pendantes; il en est de méme pour JIt; et I3/,

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 3. . 49
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Il est plus commode de réécrire les conditions (10.5) : on doit avoir

1
m;—+ —
M;A*H p =M, A*@Be+ N;A* [ sur ' < G, o< G — P
et on a
. 3
oM Qe = OM; @B ¢+ DN, Y, AP @ (QLw — ),
B0
d’ou
o m;—+ l
oMy Axp =@l g;+ ¥ BBl aB(@e — Be) | s Tx G,  a<o— —a

@:0

On a aussi des relations analogues avec les opérateurs 9(;; on voit
ainsi que les relations (10.5) sont équivalentes aux suivantes :

I Mv=g; sur <G (J=1,2, ..., [4),
& : m;—+ L
Mty = @ gy B BBNAS S sur T G, a<o— .
=0
(10.7) < 9‘Lw:l§k sur £ < S (k=1,2, ..., v),
¢ Il/c—F L
I BT p = AT+ /zk—z Ar-BaL@B f sur Q x S, T<o——0 P
B=0

Appliquant le théoréme 7.6 on voit que ¢ existe si et seulement si on a

RISTCERY GRS Iy —Z (:“(Y‘;Bf)lk @b f>
B:O

o
=@ B g Y @B Al f
(ﬂ:()

sur I'X S pour

2 [~ 2V

<1
[ |

my+op(a—+1)  m42v(y+41) ~_1< Lo, 1> 1
21 (c+1) 2V (0 +1) p

y compris @ =0 ou Y= o.

Il est facile de voir que ces derniéres relations sont équivalentes aux
relations (10.4). Ceci prouve l'existence de ¢ et par conséquent le théo-
reme 10.8 est démontré.

Remaroue 10.9. — L’extension du théoréme 10.8 au cas ¢ entier se
fait sans difficulté dans le cas p = 2, par interpolation et dans le cas p %2
il faut suivre la méme méthode qu’au n°® 9. On peut aussi étendre le théo-
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1 I
mj—+ — g+ —

reme 10.9 au cas ou a4 2 — VP peut étre entier pour une

2L 2
valeur du couple (7, k); dans ce cas, en plus des conditions (10.4) il faut
imposer des conditions intégrales (potr exemple plus bas).

10.5. L’exemple le plus simple d’application de ce qui précéde est le
suivant :

(@) On pose

M est réduit au seul opérateur 1 de méme que IT.

On obtient le résultat suivant : le probleme

Av = f dans Q x G,
(10.8) u=g surl x G,
u=~"n sur QxS

admet une solution dans W °**(QX G) si et seulement si f€ W, (Q2XG),
heW. " "r1(QxS), geW,”""THI'XG) et

11

. . 1
ALk — (— A g =N A3 (— Ao f, I<o+o— B

aA=0
. .. I . .
sur I'X S, a condition que o+ 2 —  ne soit pas entier, g >>o.

. . . 1
Dans le cas p =2, le premier cas exceptionnel correspond & o= -; en

reprenant les raisonnements précédents dans les cas ou interviennent des
conditions de raccord intégrales on voit que la solution de (10.8) existe

dans H*(Q X G) pour f= o si et seulement s1 h€ HE(QX S), g€ H:?(FX G) et

h=g surl xS,

f f f[ (A ) (2~ gy, v) + (By8) (2, y +tny) P da, doy {7 <+,
0 I'vs '

ces conditions ne déterminent pas un sous-espace fermé de
7 (Q = S) =< H* (I < G),
ce qui prouve qu’il n’existe pas de constante C telle que

. i Qe i 3 Lt W s 5 |
(10.9) | «u <£2,\mébg [Au Qe+ |8 Ill?(l‘xG)_'_ | 2 ||mQ><5)$

alors que l'inégalité (10.9) est bien connue lorsque QX G est remplacé
par un ouvert a frontiére réguliére,
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(b) Si on pose
a=2A,, B =—A,, M =1, 3‘(,:—(2—-,
()n.)’

on obtient ceci : le probléeme

Au=f dans Q x< G,
s u=g surl' <G,

( ou =/ surQ xS

dn,

admet une solution dans W, **(Q2X G), si et seulement si f€ W;*(Q2XG),

he W HQXS), g€ W HIKG) et

l—1

J —
lp— (— lo— 2
A:nh dny ( A)) 8=

a=0

J

ony

I I
A% (— Ayt f, l+5<c+2—;

. . 3 . .
sur I'x S, a condition que o+ 5 —]1) ne soit pas entier, >>o0.
(c) 51 on pose

. 0
A=14,, B=A} =1, ‘%:{"b‘n—}’
S

on obtient ceci : le probléme

Ayu— A;u_—:f dans Q < G,
u=g surl xG,
w="n, sur & xS,

Jdu
— =/, sur Q xS,
ony

admet une solution dans W;7******(Q; G) si et seulement si f€ W,>*"(Q; G),
geszao,bu‘,(I‘; G), hieB‘;Bo,aﬁo(Q; S), hgeB;ﬁ"‘p‘(Q; S) et

-1
ALhy— AMg =N AsAsratf, I <o %}U;
=0

1—1
J J 3 1
A 20 o 2l—20—2 f — .
AL by — o Alg= _Eo_dny A% Azl—2a—2 f, <o+ 7 <1 1))

sur I'X S avec

- 1 . 1+ kp .
T o A T CEEr B

\ .. 3 3 3
a condition que cr—]—I—-ZU% et G+Z—Z

I . .
> ne solent pas entiers, G >>o.
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ApPENDICE NO 1.

On démontre le lemme 7.2, qui résulte du suivant :

Jdu

Lemme. — Pour u€B}'(R™;R") on a d(—%EBi’V(R’”; R") avec

v 1 r .
&=—=1—~7 pour - rationnel, r > 1.
s r s ’

Démonstration. — On doit donc vérifier que pour
«weBp (R"; L, (R")) nL, (R"; B (R")),
on a
Jdu - s—2
'd-;g; c B;} 1 (Rm; Lp (R/z)) ﬂL,,(R"l; Bp ’ (R”)).

Il est évident que

du .
oz, € B, (R™; L, (R*)).

Pour prouver 'inclusion

9 e v ),

on utilise le fait que B,"(R”; R") est un espace d’interpolation : on fixe «

et 3 entiers > o tels que g: %, alors on a

(W%,ﬁ (Rm; Rn); L/) (Rm ; Rn))om — (W% (?m ; Lp (Rn)) n Lp <RIIL ; VV% (R/z)); Lp (Rm; L/1<R”)))f),/l
— B;(l“ ) (Rnl; L/J (Rn) ) n L,,(R"l; Blﬁ’(i—o) (Rn) )
— Bﬁ(l—(});ﬁ(l—e) (Rm; Rn)

d’aprés le théoréme 8.1 (chap. I) de Grisvard [1]. De ce théoréme on
déduit aussi :
(W%, (3 (Rm; Rn) ; L/’ (Rm; Rn) )0’1
= (W% (R"; L, (R")); L, (R"; L, (R*)) )o,, N L, (R (W (R); L, (R) )o, 1)
szu—())(Rm; L,(R*)) nL,,(R""; VVE“_O’ (Rv))
— \V%(iw{)),ﬁ(l—-m (an; R*)
C (VV% (R L, (RY)) 5 L, (R™; L, (R*) )0, . nL, (R™; (VVE (R)5 L, (R*))0, )
— (W%, 6 (Rm; Rn) ; L/) (R/IL; Rn) )0’ -
Dans la terminologie de Lions-Peetre [1], cela signifie que
Wet=0Ba=0(Rm, R") appartient a la classe Ko(W>?(R"; R"); L, (R"; R"))
et par conséquent d’apres ces mémes auteurs (théoréme de réitération), on a

By (R Re) = (Wi (R RY) 5 Wiri (R RY) )0,
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a condition que

o Iy

4 - _U.
s s s P
avec ry<<r <ry, so<<s<s, r=(1—0ry+0r, s=(1 —0)s,4 0s,.
Dans la suite on prendra r,= 1 et r, entier > r, on posera r,=1,, on a

donc I'identité
1,3 il
(A1) B (R Re) = (W07 (e Reys Wo'r (R R )
. ) -, . KR
1l est clair que u > —— est linéaire continue de W,” (R”;R") dans L, (R"; R").
dx, / / ’
> ’ \ . . . Ju -, .
D’autre part, d’apres Lions [3], on sait que u > (;—Z est linéaire continue de
.daxy

I _ s
Wp ” (Rm; Ru) — W;} (Rm ; L/’ (R/:) ) n ]‘/' (R/n.; \V,’r (Rn)>

I - . .
dans L,,<R’”; <W,)’(R”); L,(R"), > Utilisant (A.1.1), on en déduit que
e ’
du .. .
U > 5= est linéaire continue de
&X'y

35 (R R™) dans L/,<R’“; (L/,(R"); <'W/Z'7'(R“); L, (R"))1 > )
\ %)0,p/

et ce dernier espace coincide avec
'm(R”‘; B, " (R"))

d’apres le théoréeme de réitération de Lions-Peetre [1].

Ceci prouve le lemme.

APPENDICE NO 2.

On prouve le lemme 8.6, dont on rappelle ici ’énoncé :

LemmMe. — Pour 1 <p <+ o,0<o<1,a e d enliers >0, ad non
entier, on a l'inclusion

W2 (15 W2 (2)) AW+ (15 W2 (R)) W) (1; W4 (Q)).

Y

Par la méthode habituelle de prolongement, il suffit de prouver le lemme
dans le cas particulier T = R et Q = R™.
La démonstration utilise une variante du théoréme 2.7 relatif au pro-

bléme (1.3) :

Lemme A 2.1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.7, la solution u du
probléeme (1.3) avec f€Dy(s; q) vérifie Bu€D,(s; q).
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Démonstration. — On utilise la formule explicite (2.4) :

u—'*“? /(*\—7‘)"(|;—)‘)_1fd)"

i0, i,

ou Y est un contour situé dans p,Np, joignant e '™ & we'™ avec
0,<<0,<< 0, et passant « a gauche » de Dlorigine pour fixer les idées.
On a alors pour ¢t > o :

(A—t)—'u__+—f(/\—l) VA — 2 (B—2) Sl
:+;ﬁi'i’(t—7\)*'[(z\—t)*'—(A—l)“'j(l}—-)\)—'jdk
— LA —)— "t MN=H(B— ) dh
=+ —(A—0) /( — )T (B =)
mf(t_x)—l(\_x)—'(b_x) ',
d’ou
(A— )=+ 2_7’“.,[’(1_1)~1 (A — )~ (B— )= fdi,
car
9.7”[(;_7 )1 (B — 1) fdh = o.
Utilisant ensuite l'identité A (A — )™= 1+ ¢(A —¢)™", on obtient

_ T S A - N
A(A — 1) lliu_—}—m”../\’)\()\ H= (A — )= BB — 1)~ fd.

Comme f€Dy(s; g), on a |4
peLl, dou

A A — )1 Bt g Gf| A — e <1LM>S<9 (1)) | an],

“IB(B—2)"'f|=Z¢(|~|) pour 2€¥Y avec

et on déduit facilement de cette majoration que
A A —)"'Bu|gelLy,
c’est-a-dire que Bu€D,(s; ¢q).
On appliquera le lemme A 2.1 de la maniére suivante, on prendra
E=L,(R; W;(R")), Dy=1L, (R; Wi+ (R™)), Dy=W, (R; W (R™))

et (en notant ¢ la variable dans R et x la variable dans R") B = (()_)t’

A = (1 —A,)* (défini par transformation de Fourier). Il est facile de

. \ ’ \ rovor ™
voir que les hypothéses du théoréme 2.7 sont vérifiées avec 0, = o, 0,= =
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On a évidemment
Dy(o; p) = W5 (R; Wi (R™)),
Dy (o; p) = L, (R; W+7¢(R™))
car o << ¢ << 1 et od n’est pas entier. Alors si on part de

U/GVV; (R; W;+d (Rlll) ) nwz—l—l (R; VVf,‘ (Rnl)) C DAn Dl.l’

on a
¢ du
J=Au—Bu=(1—A4.)"u— ~()_t e WI(R; Wi (R™)),
c’est-a-dire
JE€Dy (a5 p);

du lemme A.2.1, on en déduit que

(;—l; =BueDb,(s; p) =L, (R; Wi+ (R")),

c’est-a-dire que
ueW! (R; Wa+od(Rm)).

!

Ceci prouve le lemme dans le cas ot od n’est pas entier.

Dans le cas ou od est entier on obtient
DA (0-7 ])) — L/} (R; BZ—FG(Z (Rm)) CL/; (R; WZ—!-G(/ (Rm))

lorsque p =2 et la démonstration précédente donne encore le résultat.

APPENDICE NO 3.

On prouve le lemme 9.5 et les propositions 9.6 et 9.7 concernant
Pespace B,(I; L,(Q)) qui ont été utilisés dans le n® 9.

1. L’énoncé du lemme 9.5 est le suivant :

Lemme. — L’opérateur 1D, 1 est un isomorphisme de B;(I‘L; X)
sur B, (R.; X).

Démonstration. — D’apres la définition 9.4, on a

B) (Re; X) = (W) (R X), W' (R X)),

d’apres la proposition 5.9, on a

(R X)=(W2(R;X), L, (R x>>1,,/

On note J Popérateur 1D, 1 et K lopérateur de convolution par
k(t)=¢" pour t>>o0 ct k(t) =0 pour t <o. Il est élémentaire de vérifier
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que J est linéaire continu de W,, (R, ; X) dans V~V; (Ry; X) et de L, (R.; X)
dans W' (R.; X) (°"), que K est linéaire continu de W, (R.; X)

dans W’ (R_; X) et de W' (R,; X) dans L,(R,; X) et que

pour toute 9€ W '(R,; X). Par interpolation on en déduit que J est

linéaire continu et surjectif de ]~3,17(R+; X) sur B, (R.; X).

Pour voir que J est injectif, 1l suflit de remarquer que pour uEEZ(PL; X)
telle que Ju=o0, on a W'+ u=o0 et u(o)=o0, d’ot évidemment u=o0
[alors que J considéré comme opérateur de L,(R.; X) dans W_'(R,; X)

n’est pas injectif].
2. L’énoncé de la proposition 9.7 est le suivant :

ProrositioNn. — On a les inclusions

By (I; L, (2)) cL, (I; L, (2)) pour 1< p=Za2,

et
L, (1; L, (2)) B, (15 L, (2)) pour 2= p <-+w.
Démonstration. — D’apres le théoreme 5.1 (chap. I) de Grisvard [1],
on a
(B;)n.(h Lm(g))§ B/(;,(h Lm(g)))t’),po:B/qo(h L/,O(..Q)),
avec

I 1—0

— = + —
Py Po P

(0 <0 <15 1Zpo, pr==—+0).

Ensuite d’apres les inclusions (5.7) (chap. I) (loc. cit.), on a pour X,

espace de Banach quelconque :
By (I; X) c Ly (I; X),
L. (1; X) cBL(I; X).
Enfin lorsque X est un espace de Hilbert, on a

BY(I;X) = (Wi(I; X); Wi (I; X)), =L, (I; X)

51
d’apres le théoréme de Lions-Peetre [1]; en particulier, on a
B3 (I; L, (2)) = L, (I; L, (2)).
De ce qui précede, on déduit les inclusions

B, (1 Ly, () = (B (55 L (2))5 B (15 Lo (2)))n,,
c (L, (I; L, (9))7 L'-’(I; ]42(52)))0,/10:]-‘/10(1; ]4/,0(52))

¢7) W7'(R+; X) est formé des distributions de la forme f 4 g’ avec f, ge L, (R+; X).

Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3.

50
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lorsque
I

0
1»)5_(1—0)+5 (o << 0 <)

c’est-a-dire 1 < p,<< 2; de méme, on a
By, (I3 Ly () = (BL (I3 L, (2)) 5 B (L5 1 (£2)))0,p,

S (L, (I; L, (L)), Lo (1; L (£2)))0,5,= Ly (I; Ly (£2))
lorsque

I
!

0
= (o <<l <1).

c’est-a-dire 2 < p, < + .
Ceci prouve la proposition.

Remarque. — Par une extension évidente de la démonstration précé-
dente, on peut prouver que

Bf,(I;L,,(Q))CVV;‘;(I;L,,(Q)) pour 1 <<pLa,

Wi (L L, () cBy (I; Ly (Q))  pour 2=Zp <+
et

BS (I; Wi (2)) cL, (1; WE(R)) pour 1 <p <2,

Lp(l;W;‘,(SZ))CBg(I;Wﬁ(Q)) pour 2 =p <+,

pour tout entier k> o.
3. L’énoncé de la proposition 9.6 résulte du suivant :

ProrositioN. — Les tmages des espaces
B, (1; L, (2)) nBj, (I; W™ (Q))
et
W, (15 Ly (R))nL, (I; W (Q)) = Wit (25 1)

par Uapplication
du

dim—iu
u II" on

r ’ on2m—i

z:T(u,)

rf

u—>{u(x, o),

sont identiques pour 1 << p <<+ .

Démonstration. — D’aprés le théoréme 7.3 I'image de W,™'(Q; I) et
I'image de B,;™'(Q; I) par T coincident. Pour 1 <<p=2, d’apres (5.7)
et la remarque ci-dessus, on a

Byt (&; 1) =B, (I; B, (2))nB,, (I; B)™ (2))
c B, (15 L, (2)) nB) (I; Wi™ (L)
C W, (15 L () nLp (1; Wi () = Wyt (25 1)

et ceci prouve la proposition pour 1 <<p="2. Dans le cas 2 Zp <+
on a les inclusions en sens inverse.
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