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1. INTRODUCTION. — Le but de ce travail est d'unifier les méthodes de
résolution de plusieurs équations différentielles opérationnelles de diffé-
rents types.

Les deux exemples les plus simples de telles équations sont les suivants,
où f désigne une fonction donnée, à valeurs dans un espace de Banach X,
UQ et UT des éléments donnés dans X, A un opérateur linéaire dans X de
domaine D^ et où u désigne la fonction inconnue à valeurs dans DA :

Le problème de Cauchy :
( u'^+AuW^fÇt) (o^^T),

v ; ) / x( u(o)==uo.
Ann. Éc. Norm., (4), IL — FASC. 3. 40



312 P. GRISVARD.

Le problème de Dirichlet :

u " ( t ) 4-A^) =f(t) (o^^T),
(1.2) , u(o) =^

u(T)=u^

A cause des conditions aux limites on ne peut pas réduire le second
problème au problème de Cauchy.

Pour englober ces deux types de problèmes dans une seule théorie on
remplace l'opérateur u \->— u dans (1.1) et l'opérateur u ^->— u"
dans (1.2) par un opérateur linéaire abstrait B opérant dans un espace
de Banach E formé de fonctions de ( à valeurs dans X. Avec un choix
approprié des espaces et des domaines, les problèmes (1.1) et (1.2) sont
de la forme suivante, où f est un élément donné de E et u l'élément
inconnu :

(1.3) j MeD^D»'^eD^nDB,
Au—Bu=zf.

v / } A -. D ,. _ -y

Les n08 2, 3 et 4 sont consacrés à l'étude des équations abstraites de
la forme (1.3) et des équations de forme analogue relatives à plus de
deux opérateurs (n° 3). La méthode utilisée pour résoudre le problème (1.3)
s'inspire de la théorie des semi-groupes holomorphes qui a été construite
pour résoudre le problème de Cauchy (1.1); elle est donc basée essentiel-
lement sur l'emploi des intégrales de Dunford; les grandes lignes de cette
méthode sont exposées au n° 2. On a évité d'utiliser les méthodes hilber-
tiennes, qui ont déjà été amplement utilisées dans l'étude des équations
différentielles opérationnelles, par exemple dans le livre de Lions [1].
Une autre méthode pour résoudre les problèmes de la forme (1.3) inspirée
de la théorie des semi-groupes continus et en particulier de la démons-
tration du théorème de Hille et Yosida, peut être utilisée; cette seconde
méthode impose des hypothèses moins restrictives sur les opérateurs A
et B, mais elle ne permet pas d'obtenir la même régularité pour la solu-
tion u, que la méthode employée ici. Ce second point de vue a été déve-
loppé par Da Prato [1].

Après l'étude abstraite de l'équation (1.3), une première application
des résultats obtenus est faite au n° 6, dans lequel on étudie le problème
de Cauchy (i.l) et le problème un peu plus général de la forme (1.1)
où l'opérateur A est remplacé par un opérateur A(t) dépendant de (.
Le n° 5 est purement technique et prépare le n° 6. Le but essentiel du n° 6
est de faire le lien entre les résultats obtenus ici et ceux de la théorie
maintenant classique des semi-groupes analytiques. On retrouve ainsi
l'essentiel des résultats de Kato et Tanabe [l], par une méthode complè-
tement différente.
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Les trois derniers n^ 8, 9 et 10, précédés d'un n° 7 lui aussi purement
technique et préparant les numéros suivants, sont consacrés à l'appli-
cation des résultats abstraits à l'étude de problèmes mixtes en équations
aux dérivées partielles : les applications sont particulièrement développées
dans deux directions différentes : la résolution de problèmes mixtes para-
boliques d'ordre quelconque en la variable de temps, dans les n08 8 et 9
où l'on trouve pour l'essentiel les mêmes résultats que Solonnikov [l],
et la résolution de certains problèmes mixtes quasi-elliptiques au n° 10
dont les résultats semblent nouveaux.

Les problèmes mixtes hyperboliques n'entrent pas dans le cadre des
équations abstraites étudiées ici; par contre, les problèmes aux limites
elliptiques et même certains problèmes aux limites elliptiques dégénérés
peuvent être résolus par des méthodes analogues. Ce point de vue sera
développé ailleurs.

Il a paru inévitable d'alourdir cet article avec les n08 5 et 7 et trois
appendices où l'on récite essentiellement des sorites relatifs aux espaces
de Sobolev, qui pourraient sans doute être trouvés dans la littérature
mathématique (surtout soviétique) mais malheureusement trop dis-
persés (1).

Cet article reprend pour l'essentiel le contenu de huit leçons faites au
Collège de France dans le cadre du Cours Peccot (janvier et février 1968).

2. RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION OPÉRATIONNELLE. LE CAS DE DEUX

OPÉRATEURS.

2.1. On fixe ici les notations : On désigne par E un espace de Banach
complexe (2) . On note A et B deux opérateurs linéaires dans E, de
domaines D^ et De respectivement; ces opérateurs seront toujours
supposés fermés, sauf si le contraire est explicitement supposé. On note o\
et OB les spectres de A et de B respectivement et p^ et pg les ensembles
résolvants de A et de B respectivement.

On utilisera les notions suivantes :

DÉFINITION 2.1. — ^opérateur A est « admissible dans la direction 9 »,
si PA contient le rayon arg X = 6 dans le plan complexe et il existe une cons-
tante 0^(9) telle que

KA-^-^E^c^ô)^!-1 (3)
pour arg X == 6.

(1) La dépendance entre les différents numéros est la suivante : le n° 6 utilise les résultats
des n08 4 et 5 et les n085 8, 9, 10 utilisent les résultats des n08 2, 5 et 7.

(2) La norme de E est x ^> \ x |g.
(:{) La norme d'un opérateur G linéaire continu dans E est notée | G |E>E.
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REMARQUE 2.2. — II est facile de voir que l'ensemble des 6 dans la
direction desquels A est admissible, est ouvert dans R.

Si A est admissible dans la direction 6, alors pour r rGE, la fonction
A h->- [ A (A—^""^IE es^ bornée sur le rayon argX = 9 et pour ^€DA,
la fonction X i-> XA (A — À)"1^ e est bornée sur le rayon argA == 9.
On utilisera les vecteurs x tels que la fonction A i - ^ [ A ( A — ^ ) ~ 1 ^ \ E
ait un comportement « intermédiaire » : Pour i ̂  q << + °° ? on note L^
l'espace des fonctions numériques (complexes) mesurables et de puis-

sance q intégrable dans (o, +°°) muni de la mesure (de Haar) — et pour

q ==-|-oo, on note Lî°° l'espace des fonctions numériques (complexes)
mesurables et bornées dans (o, +00) ( 4 ) - On peut à présent poser la

DÉFINITION 2.3. — On suppose que A est admissible dans la direction 9,
alors pour o < s << i et I^ç^+0 05 on désigne pa^ D^{s',q) le sous'
espace sectoriel de E formé des r r€E tels que | f A ( A — t e ^ } ~ ^ x E^L^, muni
de la norme naturelle (°) .

Cette définition a un sens car on vérifie facilement qu'elle est indé-
pendante du choix de 9 dans la direction duquel A est admissible (à une
équivalence de norme près). En effet, si 9 et a sont deux telles directions,
on a

A (A — t ̂ •a)-1 x = A (A — t ̂ 'a)-1 { A (A — t e^)-1 x — t e^ (A — t e^-^x},

d'où
^(A—^0')-1.^
^ { |A (A - t e^)-1 ]E-^E+ 1 1 e^ (A - t e1^)-1 ̂ E !: | A (A - t ̂ °)-1^ [E
^ { 2 ÇA (a) 4- i } | A (A - t ̂ 0)-1^ |E;

cette inégalité montre que
(2.1) [^ ÎA(A--^^ a)- l^|E€I^

dès que
(2.2) \ts\(K-tei^-vx\^ç.^

et réciproquement en échangeant les rôles de a et de 9^ que (2.2)
implique (2.1); ceci justifie la définition 2.3.

REMARQUE 2.4. — L'opérateur A étant fermé, on vérifie facilement
que DA^;Ç) est complet.

i
/ /•* °o ^f \ q

(4) Lî est muni de la norme ç h> ( ^ | cp (t) [y — ) pour i ̂  q < + oo et de la norme\yo t J
ç h>vrai max | y(0 | pour q = + oo; on notera cette norme [ ç IL?.

f>0

(°) Le . a;t->|a;lE + | | ^ 'A(A—f e^x^ |̂  === | a; [0, (.;</).
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Les inclusions suivantes sont évidentes :
D A C D A ( ^ , çQcE ( o < 5 < i ; 1^^+00).

On étudiera plus en détail, ces espaces aux points 5 et 8; dans la suite
de ce point 2 on utilisera seulement le

LEMME 2.5. — On suppose que A est admissible dans la direction 6,
alors DA est dense dans î)^(s',q) pour o < 5 << i et i ^-q <j 4- Qo.

En effet, on va montrer que xGD^{s',q) (avec g<+ 0 0 ) es^ limite
dans D^(5;ç) de la suite

x^^=— n ̂ °(A — Tî^'9)-1^ (^—^-4-00)

qui est évidemment dans D^.
On a démontré dans Grisvard [1] (lemme 3.1, chap. I) que lorsque

\tsA(A.-teiQ)-lx\EçL^ (^<4-oo),
alors
(2.3)

dans E; on a

(2.3) lim A.(A.—tetQ)-ix=o,
<>+°0

x — Xn^=. A (A — n e^)~^ x^

on voit donc que Xn converge vers x dans E.
Ensuite, on a évidemment

]^A(A-^°)-1 (^-^) [E^{CA(O) +i }\tsA(A-teiQ)-ï^^çU
etet

[ ^A (A - ̂  ̂ °)-1 (.r - ̂ ) IE-^ o

lorsque 7^-^4~Q O? pour ( > o fixé; par conséquent, du théorème de
Lebesgue, on déduit que

| rA (A — t ^'9)-1 {x — Xn') \E-> o

lorsque TZ—-I -OO, pour la norme de L^. On a ainsi prouvé que Xn->x
lorsque TZ-^+OO, pour la norme de 0^(5; g).

REMARQUE 2.6. — Le lemme ci-dessus ne suppose pas que D^ est dense
dans E; cependant si D^ est dense dans E, l'assertion (2.3) devient
évidente mais le résultat ne peut pas être étendu au cas q = + °° (car de
toutes façons on utilise le théorème de Lebesgue dans L^).

2.2. On va maintenant énoncer le théorème essentiel pour la résolution
des équations opérationnelles de la forme (1.3) :'

THÉORÈME 2.7. — Soient A et B deux opérateurs fermés et à domaines
denses dans l'espace de Banach E; on suppose quil existe 6^, Qg avec
o ^- QQ < 0^ ̂ - Ti, tels que :

(i) A est admissible dans toute direction 9 telle que \^\<i^^
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(ii) B est admissible dans toute direction 6 telle que 6 — T T [ << ô g — ^ ] ;
(iii) A ^ inversible;
(iv).[(A-X)-1; (B-^-^o pour X e p A ^ ^pc (6).

Alors le problème (1.3) a au plus une solution; Inexistence de la solution
est assurée si on suppose que

/eD^; q) [ouDe(s, q)]

et alors la solution u a la régularité suivante :

Au, B^eD^; q) [resp. DB^; q ) ] .

On ne répétera pas ici la démonstration de ce résultat qui a déjà été
écrite dans Grisvard ([3], [7], [8]) et qui sera généralisée plus loin (théo-
rème 3.1). On en rappelle seulement l'idée essentielle : la résolution du
problème (1.3) est basée sur une construction explicite de la solution u
sous la forme
(2.^) ^=+-^-. f(A-?0-1 (B-À)-1 /^,

2 7T l J ̂

où Y est un contour (infini) dans P A Ï Ï P B ? et qui « sépare » o^ de c^.

REMARQUE 2.8. — On peut remplacer les hypothèses (i)-(ii) du théo-
rème 2.1 par la suivante : pour tout Ô€[o, 27r[ l'un des deux opérateurs A
ou B est admissible dans la direction 6 : compte tenu de la remarque 2.1,
on voit qu'il est encore possible de choisir un contour y dans P A Ï Ï P B ?
qui sépare o^ de Op. De plus, on peut supposer que D^HDa est dense
dans DA^; q) [ou Dp(5; q)] pour un ç€[i , +00] et tout 5€]o, i [, au
lieu de supposer que D^HDa est dense dans E.

L'extension suivante du théorème 2.1 a été démontrée daps Grisvard [3] :

THÉORÈME 2.9. — Soient A et B deux opérateurs fermi 7 'ns V espace
de Banach E et soit F un sous-espace vectoriel fermé de E. On suppose quil
existe 0^, 6g avec O^ÔB^O^^TI et un entier k^ï tels que :

(i) Le rayon argA = 0, avec 9 [ < 9^ es^ dans p ^ et
| (A-^-'I^E^C^OKi+IÀ^-2),
| (A-^)-1 F^E^CA(O) À -';

(ii) B est admissible dans toute direction 9 telle que
| 0 - 7 T <|6B-7T| ,

et de plus :
B ( D B H F ) C F ,
(B-À)- iFcF

(()) Le « crochet » désigne comme d'habitude le commutateur des deux opérateurs
(continus), c'est-à-dire (A—^-^B—^—CB—^-^A—X)-^
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pour ^epe ;
(iii) A est inversible;
(iv) [{A—\)-lf,{B—[L)-l]=o pour Xep^ ^ [^epn. -
Alors le problème (1.3) a au p^u^ une solution; l'existence de la solution

est assurée si on suppose que DA/cODn/cnF est dense dans D^{s',q)r[F
et que

/eDB(^)nF

et alors la solution u a la régularité suivante :

Au, BuçD^(s', q).

Ici encore on construit explicitement la solution u sous la forme (2.4)
mais cette fois l'intégrale converge seulement lorsque jfeF. Cet énoncé
est adapté à la résolution de problèmes mixtes paraboliques d'ordre supé-
rieur à i en la variable de temps (cf. point 8).

3. EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS OPÉRATEURS.

3.1. On va démontrer une extension du théorème 2.1 qui permet de
résoudre des équations opérationnelles de la forme plus générale suivante :

uçD^r\ ...nDA.nDa,(3.1)
Ai u^4- A^ u 4-. . . + A^M, — B u == /,

où f est donné dans l'espace de Banach complexe E, u est l'inconnue
et Ai, . . . , An, B est une famille d'opérateurs (fermés) dans l'espace de
Banach E.

THÉORÈME 3.1. — Soient Ai, . . . , An, B, (n + ̂ opérateurs fermés et
à domaines denses dans l'espace de Banach E; on suppose quil existe 6^3 ^B

avec - ̂  9g << 6^ ̂  7i tels que :

(i) Ai, . . . , An sont admissibles dans toute direction 0 telle que 9 | < 9 A ;
(ii) B est admissible dans toute direction 0 telle que 9 — TI [ < 65—71 ;

(iii) Ai, . . . , An sont inversibles;
(iv) [(A/,—X)-1 , (B — [^)-1] = o pour A^PA, , ^ € p B , i ̂  k ̂  n, et

[(A,-X)-1, (A.-^-^o pour ^€pA, , P-epAp i^/c, l^n.
Alors le problème (3.1) a au plus une solution; l'existence de la solution

est assurée si on suppose que
n

/Ç^DA^;^) (0<5<I ; If^^+00),

k=ï

et alors la solution u a la régularité suivante :

A^^DA^; q) (/f=î, 2, . .., n).
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La démonstration de ce théorème repose sur une construction expli-
cite de la solution de (3.1) sous la forme

(3.2) - u= ( .̂Y f (Ai- 7Q-1 . .. (A,- ̂ )-' (B - >„-.. .-7/0-V^ .. . d^

où Y est un contour ( 7 ) entièrement contenu dans P A ^ U • • • H PA»H PB e^
qui joint oo^00 à oo^00 où 6g < 9o< SA- II est clair que y « sépare » o^ de
Og, k= i, 2, . . ., n. Pour une plus grande concision des énoncés suivants
on introduit l'opérateur

(3.3) ^-(ï^yf (Ai -ÀO- 1 . . . (A.-^O-^B-Ài-...-^)-1^...^,

c'est évidemment un opérateur linéaire continu dans E; on utilisera aussi
les espaces définis ci-dessous :

DÉFINITION 3.2. — Pour m entier ^i, on désigne par D^ le sous-
espace de E formé des x € E tels que

^€DLJ.,,.L,

pour p === i, 2, . . ., m, où L<- e^ Fun quelconque des opérateurs Ai, . . ., An
et B.

Comme d'habitude DL^...!. es^ le sous-espace de DL formé des x
tels que ljpXGD^_^ et que Ly,_i LipX € DL _^ etc. En particulier, on a

D( l):=:DA,n...nDA,nDB,

il y a une norme naturelle d'espace de Banach sur D^, mais nous ne
l'utiliserons que pour m = i ; dans ce cas c'est la norme

X }-> 1 X \Y^ + [ Ai X E 4- . . . 4- \^-n X \E -+- | B X j,;.

3.2. Ceci posé on a le

LEMME 3.3. — D^ est dense dans D^ pour tout m.

Démonstration. — On approche xçD{l) par

^^^n(n+ï) (__i)m^ TT (A^.— v)-771^ (B - { - v ) - ' " ^ ' ,y^l \ \ (A^.—^)-77

1 -•- -*-
\ k^ï

grâce à l'hypothèse (iv) (du théorème 2.3) il est évident que x^çD^.
Pour voir que x^—^x dans D^ lorsque v->-)-oo, on calcule x^—x\

pour cela on écrit
v (B 4- v)-1^ i — B (B + v)~1

(7) Précisément le contour Y est obtenu en déformant le contour r == { argX = = L 9 o } ?
de façon à ce qu'il « évite » Forigîne et que Forigine soit à « droite » de y.
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et
- ^ (A^- v)-i== i - Ak(Ak- ^)-1.

d'où

r ' i
^v= Jj{ i-A^A^-^)-1}^ {i-^B+v)--1^;

L k=:i J

en développant cette expression on voit que x^—x est la somme d'un
nombre fini de termes de la forme

(3-^) ±Li(Li-^)-i...4(L^-^)-^,

avec p^m (n + i) et où L/, est l'un quelconque des opérateurs Ai, . . ., An
et — B ; il suffit donc de voir que les termes de la forme (3.4) convergent
vers zéro dans D^, c'est-à-dire que

jv=L^_iL.i(Li—v)-1... LpCLp—^-^-^o (^-.4-00)

dans E où L^-i est l'un quelconque des opérateurs Ai, . . . , A n et — B
et i. En utilisant les hypothèses (i), (ii) et (iv) on obtient

Ijv IE^ K | Lp (L^- v)^L^x |E,

où K est une constante indépendante de v; comme Dj, est dense dans E
on a

Lp (L^,—•y)-1^—^ dans E (v—^oo)

pour tout ^€E, donc
y^->o dans E (r-^+oo)

et ceci prouve que
x^—^x dans D^) (^-^4-00).

3.3. A présent on peut prouver le

LEMME 3.4. — Pour uçD^, on a

(3.^) S (Ai^+A2^+" . . .+ A^— B^) ==^.

Démonstration. — Par densité, il suffit de vérifier la relation (3.5)
avec ueD^.

Pour éviter une complication excessive des formules qui vont suivre,
on va se borner à les écrire dans le cas particulier n = 2, mais le principe
du calcul est tout à fait analogue dans le cas général : on a donc

S(AI^+A^-B^)==-^-^-V r u^ ̂ )^i^,
\ 2 7T l j J ^

avec
^1, ^2) == (Ai—Ai)- 1 ( A 2 — À 2 ) - 1 ( B - - À l — 7 2 ) - l ( A l ^ + A , ^ — B ^ ) ;

Ann. J&c. Norm., (4), II. — FASC. 3. 41
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en utilisant l'hypothèse (iv), on obtient

u (Ai, ^) = (A,- À^)-1 (B - 7i- ^)-1 i (Ai- Ài)-1^ j.
+ (Ai- ^i)-1 (B - Ai- À,)-1 { (A,- À,)-'A.^ }
-(AI-ÀO-^A.-^-'KB-^-^-'B^J ,

==(A,.-^)-1 (B-Ài-À2)-^4- (Ai -7i)-1 (B-Ài-L,)-1^
- (Ai-?.i)-' (A,.-^)-^
4- Oi4-^-Pi+^]) (Ai-Ai)-1 (A,-^)-1 (B-Ài-^)-^

=: i (Ai- Ai)-'4- (A,- ̂ )-' ; (B - Ai- ̂ )-^ - (Ai- ^i)-1 (A,- ̂ )-^.

On obtient ensuite une expression équivalente de u (^i? ^2) en écri-
vant pour x G D ( l ) :

(Ai— Ài)-'^=:— ?41^4- ^71 (Ai— ^i)-'Ai^,
(A^— ^^-^^—Ài^r+^T1 (A2— Àa)-^,,^,

( B — ^ — L ) - 1 ^ ^ — (Ài+^)-^+ (^i+^)-' (B—^i—À^) - 1 ^^ ,

d'où, puisque uçD(cî} :

u(^, À,) ==-.}- Ày1 + ̂ T1 (Ai- À i ) - 'A i } { - /ï1 + À,1 (A,- À,)-1 A,, }u
4- i -ÀY 1 -^^^ -^ 1 (Al-Àl)- lA.l+^ l(A2-^2)- lA2i

x j _ (^,+7,)-i+ (^^^^^(B-^-D-'B^Z

=- { AT1 ^1 - (^ + A.)-1^1 4- Ai1 ] j^
- Ày1 7,-1 (Ai - Ai)-1 (A, - ̂ )-' A^Ai u
4- ^Y1 ^2~1 (Ai — 7j )-1 Aj ̂  4- ^i-1 A2-~l (AS — ^a)-' A.^ //.

- (^T1 + ̂ î1) (^+ ̂ )-' (B - Ai- ̂ -iB^
- ̂ 1 (Ai 4- ^)-1 (Ai- Ài)-^!^

- À,1 (Ài+ À,)-1 (A^- A,)-^,^
4- ^T1 (Ai 4- ^)-1 (Ai— Ài)-1 (B - Ai- À^-iBAi//
4- ̂ 1 (Ai 4- ^)-1 (Aa— À^)-1 (B — \— À2)-1BA2^<

= — V Ai-1 (Ai— Ai)-1 (A^— À2)- lA2Al^
4- À71 { V - (7i 4- ̂ )-1 j (Ai- Ài)-1^^
+^i.{^i— (^^+^)-i j. (A^—^O^A^

_ ̂ i (^+ ̂ )-i (B — ^— À2)-tBM — ̂ -j (^i4- À2)-1 (B — A i— ̂ ^Bu
4- À71 (Ài+ À^)-1 (Ai- ̂ )-t (B - Ai- À^-iBAi^
4- ^71 (^i4- À2)-1 (A^— Àa)-1 (B — ^i— À2)-1BA2// .

On obtient ainsi sept différents ternies que Von va intégrer séparément;
grâce aux hypothèses (i) et (ii), les intégrales correspondantes convergent :

•—^•x^-^-l^^*-^-^"'^]^
i Ç , ,. -, . .. d^i

^ÏTrU^1-^ -A,«^-=-^
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car on a supposé Ai et As inversibles [hypothèse (iii)] et les fonctions
^(Ai—X)"1 et À '^Aa—A)" 1 ont une décroissance en X [~2 à « droite »
de y- Ensuite, on a

I2= ̂ if^^Àîl- al+À2)"! (A1- ̂ -^f1]^
=^(A^^)-.A.,^=o,

car { À71— (Xi+ ^s)"1 } ( A i — Xi^AluXy 1 a un seul pôle (au point
X 3 = = — ? ^ i ) à « droite » de y et admet une majoration en | Xi -1 dans cette
région du plan, et la fonction (Ai+ Xa^AïUÀT 1 est holomorphe à
« gauche » de y et admet une majoration en ^2 [-1 darfs cette région du
plan. Pour des raisons analogues, on al-?

..il | ïk/W- ̂ L)-" (A^,)-A.^2^^^[^X^11-^^^"^"^1^^]1

14=:--^-. rr-^-. ^(^+^)- l(B-^-^)- lB^^J^=o,
I,= — — . / — — / .i^- (Ài+L)-1;. (A , -7 , ) - 'A ,M- ^,=0,

puis
14=:--^-. ff-^-. f (^+^)-^(B-^-^)- l B^^J^=0,

2 TT î J,, ^ 2 TT l J,, J /i

car ( ^ ^ + ^ 2 ) ~ 1 ( B — A i — ^ 2 ) - l est holomorphe et admet une majoration
en X^ -2 à « gauche » de y ( 8 ) ; lorsque ^ i€y.

De même, on a

I.=--1-. ff-1-. ^(^+À.2)-1(B-/,-7,)-1B^^^27r;J,^27r?J,/ J1,==--^-. f\-1-. f (^+À., ) - l (B-/ , -7 , ) - 1B^^^^ 2=o.27rîJ., 27rîJ,, Â2

Enfin, on a

1,,=-^-. ^(Ai-^)-^-^ ^(^+^)-J(B-^-L)- lBA^/^1^==o
2 7r ^ Jy V2 7r ^ JY J Al

et

Ï7==-^-. ^(A.,-^)-^-^. ^(Âi+^^-^B-^-^^^BA^/^i l^^o17=-^-. f(A,-^)-if-^. ^(^4-^)- l(B-^-^)-lBA,^^^^2
1171:1 J^ \^'2T:l J^ J ^21271:1 J^ \ { l ' K t J „ 1 ^2

pour les mêmes raisons que pour L et Ig.
En conclusion, on a

S (Ai u + Â2 ?/ — B u) == — V \k= — Ii == '
^•=1

pour uç:D(2) donc aussi pour uçD{l) par densité. On a ainsi prouvé
le lemme 3.4 dans le cas n= 2; le cas général n ̂ 2 suit exactement les
mêmes idées.

(8) Ici on utilise de façon essentielle le fait que le secteur [ arg À — ^ <; | 6g — TT |

est convexe, c'est-à-dire que 6 g ^ ^ .
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3.4. Le dernier lemme qui servira dans la démonstration du théo-
rème 3.1 est le suivant :

LEMME 3.5. — Pour fçD^{s',q), on a u == SfçD^ et l'application
f \-> A/;u est continue de D^ {s'y q) dans lui-même.

Démonstration :

(i) On fixe /*€DA/ (^; q} et on montre d'abord que u€=D^ : Utilisant le
lemme 3.1, chapitre I de Grisvard [l], on sait que la fonction

^NA^A.-^-VIE

est bornée sur y- II est alors immédiat de vérifier que l'intégrale qui repré-
sente u converge^dans D^ (9) et que la majoration suivante a lieu :

|A^|E^C f | ̂  [-1 . . . ] 7, |-1 | Ài+. . .+ À, ] - 1 1 À,]-^11 d^ \ ... [ d\n I.I/ID, (..;,),
J^n) i k

où C ne dépend pas de /*; par conséquent, l'application f^-> A^u est continue
de DA^; q) dans E.

(ii) Pour achever de démontrer le lemme, il faut vérifier que
A/cU€D^(5; g), c'est-à-dire que

\tsAk(Ak-t)-ÏAkU\^^',

on calcule d'abord AA(A/, — t)~1 A/,u : Précisément on va prouver l'identité

(3.6) A,(A,-,)-A,^=-(^.Yf ^(^-t)-^ïl(A,-^~}
v / v ^ ' l ) L ̂  J
x (B - ̂ -...- ̂ )-iA^(A^- h)-1/^,... ̂ ;

en effet, utilisant l'hypothèse (iv), on voit qu'on peut écrire

A^. (A^- ̂ -^^ == 4- f^v^ r r rr (A^- ̂ )-l1a) (?l^ • • • '7") ̂ i • • • ̂  • • • ̂ oy \ /2——1 /-» F -——-- "1^) ^[n<—->-]'
<Ï»(7i, ..., 7^=-^. fAt(A^-^)- l(B-^l-...-X„)- lAA(At-7A)- l/^.

2 7^ l J-Y

\27T^ ^——[^ J

avec
-L. < A,<
27rî.^

De l'identité évidente :
A/^A^-^^A^A.-À^^-^^/.-^^A^A^-À^-^-^^—^^A^A^-^-S

on déduit que
0(Ài, ...,À/0--^-. fÀ^(À/c-Q- l(B-Àl-...-^)- lA^(A^-À^- l/^2 7T l .y-y

=-^-1-. ^(^-^)-l(B-A,-...-7,0-lA,(A,-^-l/^=:o •
2 TT î J^

(9) On suppose DA/, muni de la norme du graphe de A/c, c'est donc un espace de Banach
puisque A/c est fermé.
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car la fonction à intégrer est holomorphe et admet une majoration
en ^|-2 à « gauche » de f (rappelons que Xi, ...^ey). Ceci prouve
l'identité (3.6).

(iii) On va enfin prouver que

\tsAk(Ak-t)-iA^u^çL<i

en utilisant l'expression (3.6) : par déformation du contour d'intégration
on peut se ramener à intégrer sur F = {argX = ± 9o } au lieu de -y (ceci
sera justifié a posteriori par la convergence de l'intégrale ainsi obtenue) :

^A,(A^.- t)-^^ IE^C f ^i -kk 1 . 1 ^-1 i-1 j rr i L 1 - 1 }
J r ( n) \ S..M. \ \ i^ I ï

l^k

x ^ +... + ̂  [-1 [ A^. (A^.- À/-)-1 /[E [ r/À, ] . . . [ ̂ ,, |,

où C ne dépend pas de /, d'après les hypothèses (i) et (ii). Par ailleurs,
puisque /*eD^(5$ q), on a la majoration

|A , (A, -À) -V ' [E^ [À[ - -F( |À[ )

avec FeL/^ pour XeF, on obtient ainsi l'inégalité

\tsAk(Ak-t)-iAkU\^C, f ^l^-^-YTTl^h^
Jr- ^1-1 ;

X [ À 1 + . . . 4 - ^ [ - 1 [ 7 / , ] 2 - 5 F ( ^|)[^ ...[^,

d'où par un calcul facile :

[^(A^-^-IA/^[E

^C I ^(^+^)-' (^+...4-^)-i.^-F(^,)-^1...^
i^R^n ) •̂ l «^/î

=Gi f (^.+i)-«(a-i+...+^.)-ia;|-^F(^.)^1...0^",
t^Rtn) •̂ -'1 •^/t

où Ci ne dépend pas de F, et |F|q^[/1^ (,^ on a donc

i

f f |^A,(A,-^)-iA,^[^^y
Wo ' / i
^c, f (^+i)-(^+...+^-.^-fr'iF(^)i.^Y^...-^

J ^) ^^ ^ j X^ Xn

r^ / r / \ i / \ . =? â^Ci 6/cï'n \ , — ,==Ci / (^+i)-1 (^+...+^)-1^-"—1...—^ ) |F|i//
\^R^) «^1 Xn j *

^ €2 I/ID^ (5; y) î
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où Ça ne dépend pas de /*. Ceci prouve que A/oueD^^; g) et que f \-^ A/,u
est continu de DA^; g) dans lui-même.

3.5. Démonstration du théorème 3.1 :
(i) L'unicité de la solution du problème (3.1) résulte évidemment du

lemme 3.4 d'après lequel on a nécessairement

u=Sf.

(ii) On montrera l'existence de la solution du problème (3.1) en posant
u = S/*. On déduit facilement du lemme 3.4 que pour /"eD11^ on a
u=. SfeD^ et

(3.7) Ai^ 4- A.2M -+-.. .+ A,,?/. — Bu=f,

car en fait grâce à l'hypothèse (iv), on a

Ai ̂  -4- A,, u +... + A^6 - B u == S ( A, / 4- . . . + A^/ - B/) == /.
n

Les deux membres de l'identité (3.7) sont continus dans /^\ D^.(5; q)
k=i

d'après le lemme 3.5; pour prouver que l'identité (3.7) a lieu pour tout
n

./€^DA,(^),

k=l
n

il suffit donc de vérifier que D(i) est dense dans F\ 0,^(5; g) (10) : pour
k=^i

cela on reprend la construction faite dans la démonstration du lemme
2.5 : on approche f par

/,== (- vY (Ai- ^)-1 .. . (A,- v)-^ (B + v)-1/.

(iii) La régularité de la solution résulte immédiatement du lemme 3.5.
n

REMARQUE 3.6. — On aurait pu supposer /*€ (^ DA^A; q^) avec
k^ï

o<5i, ...,^< i, i^^i, ...,Çn^+oc ; on obtiendrait alors A/,u€ DA^(^; g/,),
k = i, 2, . . ., n\ de plus, si on suppose f^D^Çso-, qo) avec o < 5 o < i ,
I^Ço^+ a c ? alors on obtient BueDa^o; go).

(10) Dans le cas q = + oo, cet argument ne peut pas être utilisé; néanmoins utilisant
Hnclusion D.^(s; + oo)cD,4(^; p) (pour tout pe[i, + oo[ et o < < r < s ) on voit que

l'identité (3.7) a lieu aussi pour fe / ^ D A ^ (s, oo).
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4. LE CAS NON COMMUTATIF.

4.1. Revenant au cas de deux opérateurs, c'est-à-dire à l'équation de
la forme (1.3), on va donner une extension du théorème 2.7 au cas où
l'hypothèse de commutativité (iv) (de ce théorème 2.7) n'est pas vérifiée.
Dans ce cas et si on conserve les hypothèses (i), (ii) et (iii) on peut consi-
dérer deux intégrales différentes delà forme (2.4), on est ainsi conduit à
définir deux opérateurs différents :

(^.1) 8=4--^-. f (A-7)- 1 (B-À)- '^ ,

(^.2) T=+-'- .^(B-À)-1 (A-À)- '^.

Ces deux opérateurs sont linéaires continus dans E, et en supposant
que certains commutateurs ne sont pas « trop grands » ( 1 A ) {voir les hypo-
thèses précises dans les énoncés, plus loin) on prouvera l'existence de la
solution du problème (1.3) en utilisant l'opérateur S et l'unicité en utili-
sant l'opérateur T.

4.2. On commence par l'unicité :

THÉORÈME 4.1 (a). — Sous les hypothèses (i), (ii) et (iii) du théorème 2.1
et si de plus on suppose que DB est stable par (A — X)~1 pour ^ G p A et quil
existe a > o tel que

(v) KB-^-^B, (A-^-^I^KIAI-'-^/, K

pour U€DB, argX •= 60, ÔB < 6o< QA? alors si K est assez petit la solution
du problème (1.3) est unique.

Démonstration. — On considère u solution de (1.3) avec f = o, donc
u e D ^ n D B et A u — B u = = o , et on calcule TAu—TBu. On a

T A ^ — T B ^ : = o ==+—'-. ÇuCk)dl,
27r^ v /

(11) II n'y a aucun espoir d'obtenir un résultat d'existence et d'unicité pour le pro-
blème (1.3) sous les seules hypothèses (i), (ii) et (iii), comme le montre l'exemple suivant
dû à Da Prato : on pose E = Lâ(Q), avec Q ouvert borné à frontière régulière dans R",
Au == + Au, avec DA == ! u^H^û); u == o sur àQ} [A désigne le laplacien, ?(0) l'espace
de Sobolev usuel d'ordre 2], Bu = — A u avec DB == { ueH 2 ^) ;— == o sur àQ.} (n désigne
la normale à r)Q), alors les hypothèses (i), (ii) et (iii) du théorème 2.1 sont vérifiées avec
QB = o et OA = ^ (il est bien connu que A est autoadjoint strictement négatif et B auto-
adjoint positif) et dans ce cas le problème (1.3) est un problème de Cauchy, relatif à A,
qui n'est pas « bien posé ».
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avec
u^)= ( B — ^ - ^ A — À y - ^ A ^ — B ^ )

^ ( B — À ) - 1 ( A — À ) - 1 A ^ ^ — ( A — À ) - 1 ( B — ^ ) - 1 B ^
4-[(A-À)-S (B-À)-1^'

= (B — À)-1 { ^ + À (A — À)-1 u j — (A — À)-1 j ^ + ^ (B — À)-1 u
+[(A-À)-S (B-À)-^^

= ( B — À ) - 1 ^ — ( A — À ) - 1 ^
-4- [ (A - À)-1, (B - À)-1] (B u - ̂ )

^ ̂ -i (B — ^)-i B ̂  — À-1 (A — À)-1 A ^
-4- ( A — À ) - 1 ^ — ( B — À ) - 1 ( A — À ) - 1 ( B ^ — À ^ / Q

^ ^-i (B — À)-^^ — À-1 (A — À)-^^
+(B-À)-1[B-7, (A-À)-1]^/.

^-l(B-},)- lB7^--À- l(A-À)- lA^/-
4-(B-À)- 1[B, (A-À)- ' ]^ .

On a donc
dA i F / 4 -, x , 4 d\JL. ^(B-À)- lB^^-- I-.T(A-À)- lA^<

iTr^J^ À 27:^ v
———. I il-» —— /l l JLJ tfc —.r- —— ————. » l J. IL —— /i ) l x. î  - -, -
27;? J v / À ^lj^ A

+——• ^(B-À)-1[B, (A-À)-^]<2'T'i Jy27^.^
^-^B, ( A — À Î - ^ ^ ^ ^ O ;

ces trois intégrales convergent grâce aux hypothèses (i), (ii) et (v) ; la
seconde est égale à + u car grâce à (ii) et (iii) la fonction (A — A)"1 Au
est holomorphe à « droite » de y et admet une majoration en X]""1 dans
cette partie du plan; la première intégrale est nulle car la fonction
(B—^^BuX"1 est holomorphe et admet une croissance en X ~2 à
« gauche » de y.

On a donc
u == U u

si on pose
(^.3) U==- -"-. ^(B-À)-1^ (A-À)-1]^

2 7r ? t/Y2^./^

(l'opérateur U est défini a priori, seulement sur Da).
Utilisant l'hypothèse (v), on voit que

^C^1"1"^1)'^'iu^(fl
d'où

^]E== | U^ |E< 1 U\E

pour K assez petit; ceci implique que u = o et le théorème 4.1 (a) est
démontré.

REMARQUE 4.2. — L'hypothèse (v) peut paraître artificielle dans
l'abstrait, elle sera justifiée plus loin (n° 6) dans les applications.
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4.3. On donne maintenant un théorème d'existence :

THÉORÈME 4.1 ( fc ) . — On suppose que les hypothèses (i), (ii) et (iii) du
théorème 2.1 sont vérifiées et de plus on suppose quil existe 5ç]o, i [ et
ç€[i , oo] tels que D^; q)r\D^s',q) soit dense dans Dp (.9; q) et que Dy
est stable par (A — A)"1 pour Xç p^ et çu'i7 e^te a > o teZ çue

(vi) | [B, (A-À)-1]^--^)-^ ,^K À-'-^IE

et gué

(vii) [B. (A - ?-)-' ] (B - ̂ -) u k(.^/).= Iv | ? i-j-a | «.h),(.̂ )

pour ueD,î et argA = Oo, 9 B < O o < 9 A ? ^^ si K e^t a^e^; petit la solution
du problème (1.3) existe si on suppose fçD^{s', q).

Démonstration. — On cherche u solution de (1.3) sous la forme u = Sg,
avec g€Dc(5; ç) ; g sera déterminé plus loin.

(a) On montre que U € D B : il suffit de vérifier que l'intégrale de

B ( A - À ) - 1 (B-?0- '^=9(/)

sur y, converge, puisque B est fermé : on a

9(/ )=[B, (A- / ) - i ] (B-À)- '^+(A- / ) -^B(B-/ ) - '^ ;

l'hypothèse (vi) assure la convergence du premier terme; quand au second,
d'après (i) et du fait que gçD^s', q) il admet une majoration en [ X l-1-^
donc il est intégrable. Ceci prouve que uçDn et que

B(/=:+ -L-. /^(Â) ^Â.
^^J.

(b) On montre ensuite que u G D ^ : il faut intégrer la fonction

A ( A - À ) - l ( B - À ) - • ^ = d ; ( À )

sur y. On a

^0) - (A-?0- 'B(B-À)- 1^
= A (A - À)-1 (B - 7)-'^.- (A - ̂ )-^ B (B - A)-'^
= S i + À (A - ̂ -' { (B - ?0-1^- (A - À)-^ { i +1 (B - /)-• \g
=:(B-À)-^-(A-7)-'^
=^{B(B-}0-^-A(A-À)- '^} .

Si on fait l'hypothèse supplémentaire que gç -DA^; q) H Dy(À'; </),
alors on a

^ (?0 = (A - 7)-1 B (B - À)-'^ -i- À-1 { B (B - 7)-^ - A (A - }.)-^ A^ {. ,
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 42
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donc d^ (X) est intégrable sur y et on a

A^.=+ -s—. r^(^) ̂
27^ J,''

-^y\A-^-'B(B-À)-^.
I

ÏTC l

i / 4 / 4 ^ , d\ i / î , ,,. . , , d\———. / A (A — A)- ' ,^— +—-. ; B ( B - — À ) - ' ^ —
27^ J, v / ^ À 27TîJ^ v / " À

==+-1-. / (A-À) - 1 B(B-À)- 1 ^^4-^ .

Comme le dernier ternie de cette suite d'identités dépend continûment
de geDa^; g), comme D^; g) H DB^; q) est dense dans Da(5; q) et
enfin comme A est fermé, on a encore uGD^ et

^=4--1-. ^(A-^-^B-À)--'^-^Au=-+- ——. ( A - À ) - 1 ]
27T<2 7T ( J^

pour tout gçD^{s'y q).

(c) On calcule A u — B u ; d'après ce qui précède, on a

A l f — B n : -^ f[B, (A-/.)-'](B-7)-^^==+^-B^
' «y Y

Si on pose

(^) R=-^-. frï3. (A-^Q-'KB-À)- '^.
2 TT ^ ^/^ •

(rf) II reste à construire g^Da^; q) tel que

/=é--^

pour cela il sufïit que i — R soit inversible dans Dp^; q}\ ceci est réalisé
lorsque K est assez petit grâce à (vii), car on a

l^k(^)^f f ' À 1 — 1 ^ ^k(^)

Le théorème est ainsi complètement démontré.

REMARQUE 4.3. — Dans la démonstration on a trouvé un procédé
explicite pour construire u : on a

//==S^=+S(i-B)- ' / ,

où S est défini par (4.1) et R par (4.4).
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4.4. Pour terminer on prouve la régularité de la solution :

THÉORÈME 4.1 (c). — Sous les hypothèses du théorème 4.1 (6), la solu-
tion u du problème (1.3) avec fçD^(s-, q), vérifie Au, BueDa^; ç).

Démonstration. — II suffit de prouver que BuçD^(s'y q)', on utilise
l'écriture de u sous la forme

u = S^

et on sait déjà [wir partie (rf) de la démonstration du théorème précédent]
que geDfi^; ç). On a alors [wir partie (a) de la démonstration du théo-
rème précédent] :

B^=+^^(A-À)- 'B(B-^)--^

+^.J[B, (A-À)-](B-À)-^

=+ 2ÏÎ f(A-Â) - lB(B - ̂ -J^ +B^

on sait déjà que RgeDal^; ç), il suffit donc de vérifier que VgeDa^; ç), où

(^5) v=^ ^(A-^-^B-^-i^;

pour cela d'après la définition 2.3, on doit estimer
B(B+^-'V^.

(a) On calcule d'abord B(B+t) - i Vg : on a
(^.6) B (B + t)-^g = { i - t• (B + ̂  } V^

= drï/ (A - À)-l B (B + t )" B (n - ̂ ~1^

~ 9^/[ (l3 + o--l? (A - ̂ )-l ] B (B - À) - 'Â r^•

On calcule la première de ces deux intégrales en écrivant
B ( B + ^ ) - l = = I — ^ ( B + ^ - l

et
^ ( B + / ) - l B ( B - À ) - • = - ^ ( ^ + À ) - l i B ( B 4 - ^ ) - l - B ( B - / ) - ^ ;,

on obtient ainsi

^/(A - ̂ )-^(B + Q-'B (B - À)--^

:= ̂ -J^ + À)~'(A ~À ) - J B(lî + o"1^'^ + ̂ -/^ + ̂  (A - ̂ ~1 B (B - ̂ "'^ ̂
= ̂ i I (t + À)- l (A - À)- l B (B - ̂ ^^
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car la fonction {t 4- ^) "^(A — A) ^(B + t) ̂ g est holomorphe et admet
une majoration en 0 ( A ~2) à « droite » du contour y.

On a donc

-s-. 1 (A—^-'B^B+Q-^B—/)-',^
s 7r ^ »YY17:1

z= -1--. ^ (A — À)-1 B (B — À)-'^//. — t-. j (t + A)- ' (A — /)-' B (B — À)-'^À
2 71' î t7^ 2 7T ( J^

=-1-. ^ ^ ( ^ 4 - / ) - 1 ( A - À ) - 1 B ( B - À ) - 1 ^ • ^ .127:1 J.

Ensuite la seconde intégrale dans (4.6) vaut

- ̂  (\ (B + ̂ -1 (A - ̂ -î - (A - À)-' ( l î + /)-1 ) n (B - ̂ )-'^

==- -̂ -. ^ (B4-^ ) - 1 S (A-/)-1 (B+Q - (^^-^(A-/)-1 j (B4-^)- 'B(B-À)-1^^/.
2 ̂  î l/Y

=+-t-. f (B+?) - ' [B , (A -?,)-'] (B-À)-iB(B+'f)- ' .^/.2 7r ï ^/^

On a ainsi obtenu l'expression suivante :

(.^.7) B(B+Q-'V^== --̂ -. f À ( ^ 4 - > Q - l ( A — À ) - l B ( B — Â ) - l ^ ^

4- ̂  C (B + /)- ' [ .1$, (A - ?.)-• ] ( lî - À)-' l î (B + /)-'^ ^À.

(fc) Utilisant (4.7) on peut maintenant majorer B(B+ t )~ l V§ r : on û

|^B(B+Q-^.]p:^Q(^ (t>o)
et

^• s•B(B-^)-•^|^c?( À ) ( a r g - À = ± O o )

avec çeL^, puisque geDu(5 ;ç ) . La convergence de l'intégrale obtenue
justifie qu'on déforme le contour y en r = [ argX = -^ 6 0 } , dans la
première intégrale de (4 .7) , on obtient ainsi :

] B (B + t)-^\^ ^=^j^ ^ (t + ?Q-' CA(±OO) ^ |-' | ̂  -< ? ( | ^ ) I ̂  |
27Tjp

^ CB(^)

27T

Ka-^^]^1^-^(()
^ €„ j f ( /• + t) -' /•-'• o ( /•) ^/- + <-'• ̂  ( t ) \,

\J» i
d'où

/.> B (B + f)-' \g ,_, C,, j ̂  K ( ̂  9 ( /•) ̂  + 9 (<)j .
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avec K(t) = ——-^L\ ( i l j ) et Co indépendant de l\ le produit de compo-
/ / \

sition (^ sur ] o, + oc [ relatif à la mesure — ] est dans L^ donc Vg€ Dn^; q)

et ceci prouve le théorème.

REMARQUE 4.4. — Dans la démonstration du théorème 4.1 (a) d'uni-
cité, on a prouvé l'identité

T(Au—Bu)=:u—\]u

pour u eD^n Du, et dans la démonstration du théorème (fc) d'existence
on a prouvé l'existence en utilisant l'identité

(A-B)S^^-R^

pour g € D u ( 5 ; q) et on a fait des hypothèses assurant que (i — U) et
(i — R) sont inversibles dans E et î)^(s'y q) respectivement. Suivant une
idée différente on aurait pu chercher à rendre U et R compacts [dans E
et Dc(^; q) respectivement], alors le problème (1.3) aurait une solution
définie modulo un sous-espace de dimension finie dans D^HD]{, et cette
solution existerait seulement pour f dans le supplémentaire d'un sous-
espace de dimension finie de De [ s ' y q) ceci grâce à la théorie de Riesz.

5. ESPACES D'INTERPOLATION.

5.1. Dans les applications des résultats précédents à des situations
concrètes, il faudra expliciter les espaces D^; q) et De (s-, q) qui ont
servi dans toutes les démonstrations d'existence. Un outil commode pour
cela, est la théorie des espaces d'interpolation « réels » de Lions et Peetre [1].
On rappelle ici les définitions et quelques résultats élémentaires relatifs
à cette théorie, qui serviront dans la suite.

La définition la plus simple des espaces d'interpolation réels est celle
utilisant des « moyennes » (cf. Lions-Peetre [1]).

DÉFINITION 5.1. — Soit X, Y un couple (V espaces de Banach avec
XcY (1; {), on désigne par (X, Y)o,/, avec o<0<i et i^p^=+00? ^
sous-espace de Y formé des a qui peuvent s'écrire
(5.1) a=x(t) 4-j(^) (t>o),

où x et y sont deux fonctions mesurables à valeurs dans X et Y respectivement
et telles que
(5.2) t-^\x{t) |x€L^ t^\y{t) |Y€L^

l'espace (X, Y)o,y» est muni de la norme naturelle ( l / t) .

(12) Car o< s < i.
(l:i) Et avec injection continue.
(14) C'est-à-dire a h > m f ; <-0| x(t)\^ ^ + ^-0 yW^}, le inf étant pris par

rapport à tous les couples { x , y } vérifiant (5.i) et (5.2),
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Les espaces ainsi définis sont évidemment complets.
Voici une liste de propriétés (démontrées dans Lions-Peetre [1]) et qui

seront utilisées dans la suite :

PROPOSITION 5.2. — Pour o < 0 < i . i^p<+ 0 0? X est dense
dans (X, Y)o,^.

PROPOSITION 5.3. — Soit n un opérateur linéaire continu dans Y, dont
la restriction à X est linéaire continue dans X; alors la restriction de TI
à (X, Y)o,^ est linéaire continue dans (X, Y)o,y,.

Ceci Justine que ces espaces soient appelés espaces d'interpolation.

PROPOSITION 5.4. — Soient o <<9o ̂ ôi <<i et i^po? pi^+00? alors
on a Videntité

((X, Y)o^; (X, Y)o,/J,^= (X, Y)o^,
a(w

0/== ( i - / ) O o + ^ Q , ^ p ^ = ^ - t ) p - ^ - ^ t p - ^ .

Cette propriété est connue sous le nom de « réitération ».
L'exemple essentiel de tels espaces est le suivant [cf. Grisvard [1]) :

PROPOSITION 5.5. — Soit A un opérateur fermé dans E espace de Banach,
on suppose que A est admissible dans une direction (cf. définition 2.1),
alors DA étant muni de la norme du graphe^ on a

(D,,E)o,y=DA(^),

avec s = ï — 6 , o<6<i, i ̂ q^L-\- oo.

Pour terminer cette liste de rappels, voici une définition équivalente
des espaces d'interpolation réels, utilisant des « traces » (l'équivalence
avec la définition 5.1 est prouvée dans Grisvard [5]) :

DÉFINITION 5.6. — Soit X, Y un couple d9 espaces de Banach avec XcY
on désigne par (X, Y)o,/, avec o<0<;i et i^p^+°o, le sous-espace
de Y formé des a qui peuvent s écrire

(5.3) a==^')(o),

où u est une fonction mesurable à valeurs dans X et telle que ( 1 5 ) :

(5.^) ^ ^)|^L^ ^ |^)(^)[ ,eL^

avec
o ̂ ./^ m — i, a > — /, a + m > (3, / + [3 < m

^
0== (a+y) (a — (3 + m)-1.

(15) La dérivation doit être comprise au sens des distributions.
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5.2. Dans les applications du n° 2 à des situations concrètes les
espaces E, D^ et Dn seront en général déduits des espaces de Sobolev
dont on rappelle ici la définition et quelques propriétés.

On fixe un espace de Banach X et on désigne par L^(R"; X) le complété
de l'espace Co(R"; X) des fonctions continues à support compact dans W
et à valeurs dans X, pour la norme

ia' " \i>
u\-> \^l.\x)\/iclx^ (i^<+oo),

v A'1 /

u i-> max [ u (.^) [x (p == 4- oo );
xç.'B.'1

l'espace L^R"; X) est donc l'espace usuel des fonctions mesurables à
valeurs dans X et de « puissance p » intégrable dans R", pour p fini, et
c'est l'espace des fonctions continues u à valeurs dans X telles que

il (^) \-> o lorsque \.x —^+co,

pour p infini.

Ceci posé, on désigne par W^R"; X) l'espace des u telles que

D^eL^R'1; X) pour ^\^_s

lorsque s est entier; pour o<5<i , on désigne par W^(R71; X) l'espace
des u€L^(R71; X) telles que

u {x\ — u{ y) -. . — _———"4-e L? (R"x ̂ 5x) •
] x — y ^

Enfin pour s non entier, s = k +(7. k entier, O < C T < I , on désigne
par W^(R7'; X) l'espace des u telles que

^eW^R^X),
D a^<eW^(R 7 ^ ; X) pour \Œ\=k.

A présent, on fixe un ouvert û de R71; pour u fonction définie dans iî,
on pose

^ ( n dans î ,
if — <

( o hors de i2

et pour ^ définie dans R^, on désigne par v IQ la restriction de v à û; alors
on a la

DÉFINITION 5.7. — On désigne par W^(û; X) Vespace des U==^\Q,

où v décrit l'espace W^(R"; X) et on désigne par W',(û; X) le sous-espace
de W^(û; X) formé des u telles que uçW^R"; X). On munit ces espaces
de la norme naturelle.
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Ces espaces ont été amplement décrits dans la littérature mathématique
{cf. par exemple Lions-Magenes [1]). La famille des espaces W^ (et celle

M \

des espaces W^J n'est pas complètement stable par interpolation réelle;
c'est pourquoi on est conduit à introduire d'autres espaces qui ont été
définis pour la première fois par Besov [1]; on désigne par B^(R"; X)
l'espace des ueL^R"; X) tels que

/ 3C \ 'V
u (x) + u( y) — 2 u ( ———'—

\ 0

- eL^R^xR^X) ;

puis on désigne par B^(R"; X) pour s entier > i l'espace des ueW'^1 (R"; X)
tels que

D^/eB^R"; X) pour a [ = = 5 — 1 ;

enfin pour s non entier, on pose B^R"; X)^^^"; X).

DÉFINITION 5.8. — On désigne par B^(û; X) l'espace des U=VQ.

où v décrit l'espace B^R"; X) et on désigne par B^(û; X) le sous-espace
de B^(t2; X) formé des u tels que u€B^(R"; X). On munit ces espaces
de la norme naturelle.

Le résultat suivant sur l'interpolation des espaces de Sobolev et de
Besov est démontré dans Lions-Magenes ([l], [2], [3]) et Lions-Peetre [1] :

PROPOSITION 5.9. — On suppose que û est, soit un ouvert borné régulier
de R'1 (1 6 ) , soit un produit d'intervalles (finis ou infinis), alors on a les identités

(W^(.Q;X);W^(i2;X))o,^B;o(,Q;X),
(B^(.Q; X) ; B;;(.Q; X))o,^=B^(.Q; X),

(W;;(P-; X), B;;(.Q; X))o^ =B^(P.; X),

(W^o(P.; X), W;;(.Q; X))o^ =:B^(P-; X),

(B;;(^; X), B;;(i2; X))o./.=B^(^; X),
(W^(P-; X), B;;(P.; X))o,,.=B^(^; X),

avec S{}= ( i—ô^o+^i ^ ^ condition que m^^o, ^i.

Le caractère « local » des espaces décrits ci-dessus est bien connu; c'est
ce qui permet de définir des espaces analogues sur une variété compacte
suffisamment difïérentiable de dimension n [précisément on doit supposer
la variété û de classe C7" avec m ̂ 5, si on veut définir les espaces W'(û; X)
etB;(Q;X)] .

(1( ') Dans toute la suite on dira qu'un ouvert Q de R^ est régulier si sa frontière F est
une variété difïérentiable (C^) de dimension n-—i régulièrement plongée dans R^, iî étant
d'un seul côté de r.
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On sera amené à utiliser dans la suite une autre description des

espaces W^(i2; X) et B^(û; X) elle est basée sur le résultat suivant qui
a été démontré par Lions [2] dans le cas où s est entier et par Uspenski [1]
et Grisvard [6] dans le cas général :

THÉORÈME 5.10. — On suppose que û est un ouvert borné régulier de R72

ou un demi-espace^ de frontière F, alors Inapplication y,

u v-> uu. i—^ > (f ? —— 5 • • • î ——-,
( r on \ v àn^ r

est linéaire continue surjective de

an â^u ) /, i \ /, , ..., { ( / . < s — - } ( 1 7 )
r)n P r)?)^ r \ n / v /

P.

W;;(.Q;X) sur J'jB^'^rîX)
/=0

et de

B;;(i2;X) .ŝ  Y^P^/~^(^\)

et le noyau de y est facteur direct

Ceci permet d'énoncer la

PROPOSITION 5.11. — Sz û est un ouvert borné et régulier de R" ou un

demi-espace^ de frontière F, OM a la caractérisation suivante de W^(û; X)
[resp. Ê;(t2; X)] :

(i) pour s — - MOM entier', c'est le sous-espace de W^(û; X) [resp. B'/û; X)]
défini par

ô^ii /, i \
-TT ^ ° [ k <s ~ - î^/^ r \ T?/ '

(11) pour s— - entier (== A-o) ^^ p /?n^ c'e^^ ^ sous-espace de W^(û; X)

[resp. B^(û; X)] défini par

à'-u
^p-0 (^^o-i)

et par

f|M^p-1 ̂ .
.Ai

(17)^ désigne la dérivée normale à r ; l'application T est définie directement pour

p = 4- oo et par prolongement par continuité [à partir de C^Cû ; X) qui est dense dans
W;;(û ; X) et B;;(t2 ; X)] pour p fini.

Ann. JÏc. Norm., (4), II. — FASC. 3. ' 43
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où p {x) désigne la distance de x à Y et M est un opérateur différentiel d'ordre fro

à coefficients indéfiniment dérwaUes et bornés dans û, tel que MŒ>[r== <—?

pour ^ou^ ©eC^û).

En particulier cela montre que W^(û; X) == B^(i2; X) = W'^(û; X)

pour o <^ < ^ que W^(û; X) est fermé dans W;,(û; X) et que B;;(û; X)

est fermé dans B^(t2; X) pour .ç — I non entier, mais que W'^2; X)

nest pas fermé dans W^(û; X) pour ^ — I entier. Ce résultat a été prouvé
dans Lions-Magenes [2].

Pour terminer cette brève description des espaces de Sobolev et de
Besov voici quelques inclusions qui permettent de les comparer (lorsque û
est un ouvert borné régulier de R71 ou un produit d'intervalles)
(5.5) W^;X)cW^;X) si s > s ' ,
(S.^) B;;(^X)cB^;X) si s>s\
(5.6) W; ; (^ ;X)cW^2;X) si q < p } ,
(5.6-) ^ ( ^ ; X ) c ^ ( ^ ; X ) si ^^^^^

Si on suppose que X est un espace de Hilbert, on a
(5.7) B;,(.Q; X ) c W ^ ( ^ ; X) si p ^ 2 et r en t i e r ,
(5.T) W;;(^; X)cB;;(i2; X) si p^-2 et rentier .

Ces deux dernières inclusions ont été prouvées par Taibleson [l], cf. aussi
Grisvard fl], en particulier on a
(5.8) W^(I2; X)==B^; X)=]:P(^; X),

où H'(û; X) désigne l'espace de Sobolev usuel défini par transformation
de Fourier (18). Enfin dans le cas général où X est un espace de Banach
et où p = + oo, il résulte clairement de la définition que pour s entier,
on a W^(t2; X)=C y (û ; X) et que pour s non entier, s = k + ^5 k entier
et o < c r < i , on a W^(û; X)=C / l î ( 7(û; X), où ce dernier espace désigne
les fonctions de C^û; X) dont les dérivées d'ordre k sont hôlderiennes
d'exposant cr dans il (si û est borné et régulier).

5.3. Pour terminer ce n° 5, on donne une nouvelle caractérisation des
espaces d'interpolation « réels » du point 5.1, qui sera indispensable au n° 8.
Ce résultat sera démontré car il ne semble pas avoir été utilisé ailleurs :
on considère toujours un couple d'espaces de Banach X, Y avec XcY
(avec inejction continue), alors on a le

(1S) C'est-à-dire l'espace des u == v |Q où (i + | ç --^(^eI^R''; X).
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THÉORÈME 5.12. — L'espace (X, Y)?),,, est le sous-espace de Y formé
des a qui peuvent s'écrire

(5.9) ^=/ / (^ (o)

où

(^ • 10) // e 4 (R+ ; X) n W;; (R+ ; Y)

wec 0= ^ /+ ^)s-\ i^p<+oo, 5> /+ -

Démonstration. — On utilise la définition 5.6 de l'espace (X, Y)e,/, :
il est toujours possible de trouver / et m entiers avec o^j^m—i,

et 6 € \ J-1 i + ^ tels que1 iP Pi '"-(7,^)(;,-^'»r.
et par conséquent a€(X, Y)o,yo si et seulement si

a=u^')(o)

avec u, fonction mesurable à valeurs dans X telle que

(5 .11) u(t)çL,(T{^ X), fr^)(^)e4(R+;Y)

avec T=3- ^€[0, i[, donc 9 ==(^ +/) (m-y)-1.

Pour alléger l'écriture de la suite de la démonstration on notera W
l'espace des fonctions u qui vérifient (5.10) et Z l'espace des fonctions u
qui vérifient (5.11).

(a) On examine d'abord le cas Y = = O ; donc s == m est entier. On a
évidemment WCZ, mais l'inclusion inverse est également vraie car (5.11)
avec ^ = = 0 (et compte tenu de l'inclusion XcY) implique que

^•)€L^(R,.;Y) ( ^=1 ,2 , ...,m-i)

(on peut par exemple utiliser l'inégalité de Niremberg [1]) ; on a donc
W = Z et par conséquent les espaces décrits par uu}{o)=a lorsque u
décrit W ou Z, coïncident.

(&) On examine à présent le cas O < < Y < < I .

On montre pour commencer que si u€W, on peut construire ç^eZ
telle que ^-^(o) = u^^o) : il suffit de poser

^)==7—^ f s u ( s ) d s ^
v .7n
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alors on a évidemment ^€L/,(R+; X) grâce à l'inégalité (9.9.10) de
Hardy-Littlewood-Polya [1] ; puis un calcul élémentaire montre que

v{k} W = 7-^2 [ •S7l+l ( / ( />) ('s') cîs (/l < s == m — ï).

d'où
r^(o) = ^ ( / ) ( o ) et. ^^-^(^ = (F.^"-')) ( ^ ) ,

où F désigne la transformation

°W ̂ J~^ f s ' ^ Ç s ) ds.
•y {}

Utilisant de nouveau l'inégalité de Hardy, on vérifie que

^(^/(O î,,(R+;Y)^Co|c? I^(H4-;Y)

et
^'^'W^^^C, C? W;,(R^;Y)

avec une constante Co indépendante de 9; par interpolation on en déduit que

/T(F.C?) '<^) |L,(R^Y)^Co[^-ï(B,-;Y) ( 1 " ) ,

ceci, appliqué avec 9 == u^1 -1) eW^^^R^; Y), prouve que
r^( / )eL^(R^;Y)

et par conséquent que ^€Z.
Réciproquement il reste encore à vérifier que partant de ^eZ on peut

construire u € W avec u(j}{o)=^{j){o)', on commence par poser
y* ~^ vs / -t-\ 1 .-»+°o / \ ?"•"^.ff '(O^-^-./ •^^••(O?-

où ip est une fonction numérique indéfiniment dérivable et à support
compact dans R+, et telle que

r ^ " , , ds
l ^(s)^:=l

(on régularise v sur le groupe multiplicatif B+) ; alors" écrivant

»-w(t)=r\w(ç\^s)-^,,
«^o \ /

on vérifie immédiatement que

(5.12) - ^^(QeL^R^X) (/.=o,i, . . . ) ,

(1 ( >) On utilise ici la proposition 5.9 sur l'interpolation des espaces de Sobolev la propo-
sition 5.3 et Fidentité facile à vérifier (l/a^Y), L^(Y))o./> = LÇ(Y) avec y = ( i — O ) a + O?
où LSOO désigne Fespace des u telles que ^izeL/^R^-; Y).
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puis écrivant

^w=r ^(t-)^^)^ (/.=o^...,^) (-),JQ \ 0 / A

on vérifie que w^^^a et que t^w^it) €Ly,(R+; Y).
Ensuite on pose

u(t)='^(t) ^ ( t ) ,

où ^ est une fonction numérique indéfiniment dérivable dans ]o, ^"^[î
identiquement égale à un dans ]o,i ] et identiquement nulle dans [2, 4-00[•
II est évident que u€=Ly,(R+; X), que u(j){o)=a', enfin on vérifie que
Cu ( m )( î )eL^(R+; Y), grâce à (5.12) à l'inclusion XcY et en écrivant

ni — 1

n 11^ (t) = ̂  (/) n w^ (t) + rr^ ( m +1 \ ̂ -^ (t) ww (t).
/:=0

Comme on a

«( / / /- l)(^) =— / u^(s) ds,
J\

on voit immédiatement que u7^^ € Ly,(R+; Y) et

n ̂ -1) (f) e4(R+; Y).

Par conséquent, utilisant de nouveau l'inégalité de Niremberg [1],
on voit que

^ e W ^ - ' C R ^ Y ) ;

par ailleurs utilisant le lemme 3.2 (§ 1, chap. II de Grisvard [1]), on voit
que les conditions

n^"-1) (t), Hu^ (t)çLp (R+; Y)

impliquent que
^--QeW^(R+;Y);

en résumé on a prouvé que u€W^(R+; Y), donc u€W, et ceci achève
la démonstration.

REMARQUE 5.13. — On peut donner une démonstration beaucoup plus
simple du théorème 5.12 dans le cas où X et Y sont hilbertiens et p = 2
{cf. Grisvard [2], définition 2.2).

REMARQUE 5.14. — On obtient le même résultat en remplaçant (5.10)
par
(^.W) ^eL,(R.,; \)nIî;(R+; V ) .

(i{)) Ceci a un sens car pour k == o, i, . . ., m—i du fait que veZ les fonctions u^^
sont absolument continues dans ]o, + co [à valeurs dans Y.
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6. EQUATIONS D'ÉVOLUTION ABSTRAITES.

6.1. Avant d'aller plus loin on va examiner ici les relations entre les
résultats des n08 2, 3 et 4, et la théorie des semi-groupes et des équations
d'évolution abstraites. On va donc prendre pour B un opérateur concret :
la dérivation par rapport à une variable (de temps) et pour A (ou Ai, ..., An)
on conserve un (ou des) opérateurs abstraits.

Précisément, on fixe un espace de Banach complexe X et on pose

E = L ; ( I ; X ) , I = ] o , T [ ,^x, .,

JK — [ Uç. W^, ^ i , ̂  ; , u.^ u ; — u ?

B^)=^);
D B = i ^ , € = W ; ( I ; X ) ; u(o)=o},

puis on fixe un opérateur fermé A de domaine DA dans X, et on pose

D^=L; ( I ;DA) ,
(Au) (t)=Au(t).

Le problème (1.3) est alors équivalent au suivant : f étant donné
dans L^( I ; X) (21) trouver u € W ^ ( I ; X) 01-^(1; DA), solution de l'équa-danS Li^(l; X) (" ) tx^Livcj. i^^. vr^-i-, ^vy i | j _ j ^± , -^Ay?

tion

(6.1) A.u(t)-n'(t)=f(t) ( /€!) ,
u(o) ==o, .

il est clair que les hypothèses (ii) et (iv) du théorème 2.7 sont vérifiées

automatiquement avec 6g = -; pour que D^ODa soit dense dans E, il

suffit que DA soit dense dans X, enfin pour que les hypothèses (i) et (iii)
aient lieu, il suffit que A soit admissible dans toute direction 6 telle

que ^ I ^ O A avec un 6^> -? et que A soit inversible; ceci équivaut
2

d'après Hille-Phillips [1] à supposer que A est le générateur infinitésimal
d'an semi-groupe holomorphe et que A est inversible.

Dans ce cas, on peut appliquer le théorème 2.7; il y a deux manières
de l'appliquer selon qu'on prend f dans D^(s', q) = L^(I ; DA(^; q)) si
p == q ou f dans DB^; g). Il faut expliciter ce dernier espace; pour cela,
on supposera p == q ( 2 2 ) ; alors d'après la proposition 5.5, on a

DB(. ;T?) = (oW;,(I; X) ; W;(I; X))o^

avec 0 = i — s, le o indexé à gauche de W^ signifiant qu'on impose
la condition initiale u(o) = o. Par un procédé de prolongement élémen-

(21) C'est-à-dire L/, si p est fini, et f continue si p = 4- oo (cf. n° 5).
( ï ï) On pourrait aussi l'expliciter dans le cas p -^q mais il aurait fallu au n° 5 intro-

duire les espaces de Besov à trois paramètres B^'.
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taire on vérifie que Dn(^; p) est l'espace des restrictions à 1 des fonc-
tions de Z avec

Z= (oW;(R^; X ) ; W;(R_; X))o^.

Ensuite d'après la proposition 5.11, on a

, ,W;(R,;X)=W;(R,;X),
W ; ( R ^ ; X ) = W ^ ( R ^ ; X ) ,

d'où
Z=:(\\^n+; TS.;, rv^r\4_; .v;/)^.Z = : ( W l ( R ^ ; X ) , W O ( R ^ ; X ) ) o . , :

puis grâce à la proposition 5.9, on a

Z = W ^ ° ( R , ; X ) = W ; ( R ^ ; X ) ;

une nouvelle application de la proposition 5.11 montre que

Z = W ^ ( R ^ ; X ) si s< ï

et que
P

Z = i / € W ^ ( R + ; X ) ; / ( o ) = = o S si s>-

et donc que

et que

D^;^)==:W;(I ;X) si s<

D B ( ^ ^ ) = { / € W ^ ( I ; X ) ; / ( O ) = O ^ si ^ > —

On a ainsi obtenu le

THÉORÈME 6.1. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans X, alors la solu-
tion du problème (6.1) est unique dans W^(I; X)nL^, ( I ; D,v) et si de plus
on suppose que

/€W;(I; X) ro< .ç< i , s^- -I e t / (o) =o si s> ï1,

alors le problème (6.1) admet une solution

^W^a^nL^lîDA).

REMARQUE 6.2. — La restriction « A inversible » est inutile dans le cas
où T est fini, car remplaçant u par e^uÇt), on remplace A par ( A — k )
qui est inversible sous la seule hypothèse que A soit générateur infini-
tésimal d'un semi-groupe holomorphe (k^>o).

REMARQUE 6.3. — Lorsque p=+ 0 0 ? l'espace W^(I ; X) désigne
l'espace des fonctions à valeurs dans X hôlderiennes d'exposant s c'est-
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à-dire (?(!; X) dans les notations habituelles; on a ainsi prouvé que
pour /'eC0^!; X) avec f{o) -= o, la solution u du problème (6.1) a la
régularité suivante :

u'(t), A^QeC^I îX) .

Ce résultat est meilleur que celui qu'on obtient dans la théorie des
semi-groupes analytiques, quand on écrit

> t
çSlu(t)=— f es^f{t—s)ds',

^0

car on obtient seulement la continuité de u et Au (cf. par exemple
Kato [1]).

REMARQUE 6.4. — On aurait pu expliciter le résultat pour s= -i
mais il est peu naturel, car on a

/ € D B ( ^ ) = J / € W ^ ( I ; X ) ; f [/(^)[^<-+-oc l ;
( '^o )

d'après les propositions 5.9 et 5.11.
Si on part de feD^{s', p), p = g, on obtient le

THÉORÈME 6.5. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-
rateur infinitésimal Sun semi-groupe holomorphe dans X, alors la solution
du problème (6.1) existe pour

et vérifie

/eL;(I;DA(^))

^€W;,(I; D A ( ^ ; T ? ) ) ,
A^€L;( I ;DA(^) ) .

Compte tenu de l'identité DA^; p) = (DA; X).j_.^ et utilisant un
résultat de Lions [2], on voit que l'espace DA^'; p) est le sous-espace
de X formé des x tels que

,/. ^ F 1 e^x—x P dt(6.2) < ——,—— -<4-oo
Jo t ^ l

pour p fini et
/3<2\. ̂  ___ r^'

(6. ̂ ' ) max ———^—- <+<x.
<€[0,l] r X

pour p = 4- °°.

6.2. Il est aussi naturel de considérer le problème de Cauchy non homo-
gène associé à (6.1) : Trouver ueW^( l ; X) H L ^ ( l ; DA) solution de

(6.3)
( A^(Q -u'(f) =f(f) ( /e l ) ,
\ u(o)=if^.
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Pour cela il sera plus commode de partir du résultat « symétrique »
que l'on obtient en utilisant simultanément les théorèmes 6.1 et 6.5 :
si on suppose que

/ € W ^ ( I ; X ) n L ; ( I ; D A ( ^ ) ) (S7Z£1-\

avec f(o) = o dans le cas s > L. alors on obtient u solution de (6.1) avec

^ u ' , v^eW^( l ; X ) n L ; ( l ; DA(^)).

Si pour simplifier l'écriture, on note

W ( ^ ) = : W ; ( I ; X ) n L ; ( I ; DA(^)) Çsç]o, i[)
et

W ( s - } - ï ) = [ u ; u, u1, AuçW(s) } (sç]o, i[).

il est évident qu'il est nécessaire de connaître les traces de ces espaces,

c'est-à-dire l'espace décrit par f(o) lorsque f décrit W(^) (lorsque s> ï-\

et l'espace décrit par u(o) lorsque u décrit W(5+ i ) ; ce problème a été
résolu dans Grisvard [1] (chap. II, § 1, n° 3) :

LEMME 6.6. — L'application u^u{o) est linéaire continue de W{s)

sur DA^ — ^; pj pour o < s — ^<i {s ̂ i) et l'application u M. { u ( o ) , u (o)}

est linéaire continue de W(5+i ) sur D^s + ï — 1 ^ p\ x DA^ — 1-^ p }

pour i < 5 — , < 2 — - 5 où on désigne par DA^+O- ;? ) le sous-espace
de DA formé des x tels que AxçD\{(J^ p) pour O < Œ < I .

On en déduit le

THÉORÈME 6.7. — On suppose que A est inversible et que A est le géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe, alors pour fçVf(s),

UO€DA^+I— ^ p j [ s ^ - \ ^ le problème (6.3) admet une solution

^ew^+i) .
Démonstration. — On considère en premier le cas s> ̂  alors

f{o)çDA[s—^ pj et u o e D A ^ + i — 1 ' , p\ et par conséquent

f{o) — A u o € D A ^ — - p j et grâce au lemme 6.6, il existe w€W(5 +1)
tel que

w (o) =1/0,

^(o)=A«o-/(o);
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 44
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pour résoudre (6.3), il revient donc au même (en posant u = v + w)
de résoudre le problème suivant :

( ( ; eW(^+i ) ,
(6A) \^t)-^{t)=f(t)-Aw(t)+^(t)=^(t),

{ P (O)=O.

On a évidemment g€W(^) et g(o) = o, donc le problème (6.4) admet
une solution d'après ce qui précède. Le théorème est prouvé dans le

cas 5> -; le cas s << - se traite de la même manière avec cette simpli-
P P '

fication qu'il n'y a pas de condition à imposer à w'(o).

6.3. Suivant les mêmes idées, on peut utiliser le théorème 3.1, avec
le même choix de E et B qu'au point 6.1, mais en considérant plusieurs
opérateurs Ai, . . . , An. Le problème (3.1) est alors équivalent au sui-
vant : f étant donné dans L^(I ; X), trouver u € W ^ ( I ; X ) n L ^ ( I ; D,\)

où DA== F^ D\ est muni de la norme
/=i

u étant solution de l'équation

(6.r.) ( A^(Q+...+A,^)-^)=:/(Q (tçl),
( u(o) == Ho.

Concernant ce problème, on démontre le résultat suivant (analogue à
celui du théorème 6.7), en partant du théorème 3.1.

THÉORÈME 6.8. — On suppose que Ai , . . . , A^ sont inversibles,
que Ai, . . . , A^ sont des générateurs infinitésimaux de semi-groupes holo-
morphes et que

[^ ̂ ^=0 (J'^k, t.s^o),

alors la solution du problème (6.5) est unique^ elle existe si on suppose de
n

plus que Uo € (^\ D^,(s — - + i, p\,
k=l

/ e W ^ ( l ; X ) n L ; ( I ; D A , ( ^ ; 7 ? ) ) n . . . n L ; ( l ; D ^ ( ^ / > ) )
et alors on a

^ e W ^ ( I ; X ) , A . , ^ € L ^ ( I ; D A , ( ^ ; ^ ) ) ( A - = i , 2 , . . . , n ) .

REMARQUE 6.9. — De même qu'en 6.1 et 6.2 l'hypothèse d'inver-
sibilité pour les A/,, / c=i , 2, . . ., M, est inutile si on suppose que T est
fini (c/*. Remarque 6.2).
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6.4. Pour terminer on étudie dans ce numéro les conséquences des
théorèmes 4.1 dans les équations d'évolution abstraites. On fait le même
choix de E et B qu'au point 6.1; on fixe ensuite une famille d'opérateurs
fermés A{t) de domaine DA(,) dans X, dépendant de tçî, (on suppose T
fini), puis on pose

DA=:{^, uçE, ^)€DA(,)P.P., A ( t ) u ( t ) ç E ] ,
(Au) ( t ) = :A ( t ) u ( t ) .

Le problème (1.3) est alors équivalent au suivant : f étant donné
dans L;(I; X), trouver u telle que u(t), u ( t ) , A(t) u(^)eL;(I ; X), solu-
tion de l'équation
^) [ A ( t )u ( t ) -u ' ( t )= f ( t ) (tçî),(6.6)

\ U(0)=ZO.

On va prouver le

THÉORÈME 6.10. — On suppose que pour tout tçï, A{t) est inversible
et est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe; on suppose
de plus que pour ReX^o, la fonction t ̂  (A{t) — X)-1 est continûment
dénmble à valeurs dans ^(X) (l'algèbre des opérateurs linéaires continus

dans X) et quil existe une constante Co, a€ o, i] et 9o> 7r tels que

W lA^-^x^Co ( < € l ) ,

W 1 ( A ( ^ ) -^hox^Col^]-1 ( ^€ l , [ a r g 7 [ ^ 9 o ) ,

(c) ^ (A^ )-^ -1 -=W\^ (^€ lJargÀ|^Oo) ,

alors la solution du problème (6.6) est unique^ et si de plus

w ^ ( A W - À ) - 1 - ll^^"^"1 ^C^t-s^ AI-0' (^€lJargÀ[^Oo),x-^-x
(e) (A(t) -^)- l-(A(5)-À)- l |x^x^Co t - s ^Àl-1 (tçî, |arg^[^6o),

alors pour f donné dans W^(I; X) ,5<Œ, ^ ^ ^ \et f{o)=o pour s> ^1?

Za solution du problème (6.6) ^15^ ^t e^^ ^ p;u5 telle que

^ € W ^ ( I ; X ) .

Démonstration. — II faut d'abord voir que (a), (&) et (c) impliquent les
hypothèses (i), (ii) et (iii) (c'est à peu près évident), puis l'hypothèse (v)
du théorème 4.1 (a). Il faut calculer

[B, (A-7)-^=p;
on a évidemment

''^) = ̂ [ (A(^ - ̂ )-1 "(^1 - (A^) - À)"1 ^(^) := [^ (^-(^ - À)-1] ^ (^).
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d'où utilisant (c) :

puis en intégrant
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^W |x^Co|^ -^\u(t) |x, P. P. ,

r E^Co À -^«.IE.

On utilise ensuite le fait que | ( B — A ) " 1 |E>E^ ReX pour

ReÀ < o, ( R + Â — À ) - ' | E ^ E ^ R e À — À d'où / •_ReÀ|- i

puis
(B4-Â• -À) - 1 [B+^ (A -À) - 1 ] ^ E

=\ (B4-Â- -À) - ' [B , (A-À) - ' ] ^

^ C o [ À | - a ( Â • + | B e À [ ) - l | ^ . |E
^CiÂ-5 ÀI-^ReÀI- 1 -^ ^ |E

en utilisant l'inégalité élémentaire Q/c5 ReX l1""2^^-|- ReA où on
fixe £ assez petit pour que a > £ > o ; alors pour argA === ̂  Oo, on obtient

G, À—
Àl'-^-^

( B + À • — À ) - 1 [ B + Â ^ ( A — À ) - 1 ]

c'est l'inégalité (v) avec K=C2/c~ £ et a remplacé par a — £ > o ; on
peut rendre K aussi petit que l'on veut en augmentant k, et par conséquent
le théorème 4.1 (a) assure l'unicité de la solution du problème (6.6) où

on remplace B == ,, par B + ^? c'est-à-dire du problème

i\.u\t)-n'(t)-ku(t)=:f(t) (tçï),
u (o) ==o

(G.^)

mais comme on a supposé T fini, l'unicité de la solution du problème (6.6')
est équivalente à l'unicité de la solution du problème (6.6)
{cf. Remarque 6.2).

Ensuite il faut voir que (d) et {e) impliquent la densité de
DA^; p)i ïDB(5; p) dans Dc(<?; p) ==W^(I ; X) et les hypothèses (vi)
et (vii) du théorème 4.1 (&). Pour vérifier la densité, on fixe / '€W^(I; X)
et on approche f(t) par fn{t) =—n{\.{t)—n)"1/1^); il est évident que
/ n e D ^ C D A ^ ; p); pour voir que fnÇD^s', p), on écrit

/, (t + A) -/„ (Q == - /z S (A (^ + h) - n)-^ - ( A (Q - /,)-' ^/(^ + A)

- /i (A (t) - n)-^ \f(t + h) -f(t) j,

d'où grâce à (&) et (e) :

(6.7) \fn(t+/t)-A(t) ^C,\f(t-}-/i)-f(t) x+Co^< 7 | / (^+^) |x
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PUIS

-,T-A

h~~^~l / 1/ .(^+/Q -/.W \idtdh}
t^n /

,!-/,

-^-' / \f(t A)-/Wi^r fA)
* • • ( >

+ c/ f^-/- ̂ y (/ f'iy^) ^ ̂ y
\'7» / \^(i ' 7

pourvu que a>s; ceci prouve que ^€W;(I ;X), mais aussi, comme
évidemment f^t) ̂  f(t) p. p. lorsque n->+oo, le théorème de Lebesgue
et 1 inégalité (6.7) prouvent que fn converge vers f dans W'(I; X)
lorsque p est fini [dans le cas où p=+oo, on utilise le fait que
W^(I ; X)CW^(I ; X) avec g<+oo, pour prouver l'existence de la
solution à l'aide du théorème 4.1 (6), et on obtient la régularité à l'aide
du théorème 4.1(c)J. Le calcul fait au début de cette démonstration
prouve aussi que

| [B+/ , , (A-À)- . ] (B+/ / -À)-^^ C ^L
[ A [l+a -

pour a r g Â = ± 6 o avec s c — £ > o ; on en déduit l'inégalité (vi) avec B
remplacé par B + k et K aussi petit que l'on veut et a remplacé par a - £.
Enfin reprenant l'identité

cl[ B, (A-À)-J/<( , )= -(.\(Q-^)-.L«),
dt

on a

[[B,(A-À)-J,/|,^,)

P \ f
"/Y ^ n

d
~dt^

>T ,,T

(A(t) -À)-1 „ ( / ) dt

"U f. \^-^\'-w-\^w-^\,.w1^-X ^ — T [ ' + ^
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pour s <<o'; ensuite par le même raisonnement qu'au début de la démons-
tration, utilisant l'inégalité élémentaire

1 (B + k - À)-1 [ D ,̂̂ D^)^ C,Â-^ | À |-1-

pour arg A = -^ 60, on obtient

[ (B + k - ̂  [B + Â^ (A - À)-] ^- ID )̂̂  C.k-^——^^

on obtient enfin (vii) avec B remplacé par B 4- h et a par a — s > o
à condition de prendre k assez grand. Les théorèmes 4.1 (&) et (c) montrent
alors que la solution du problème (6.6') existe et vérifie

^ € W ^ ( I ; X ) ;

on en déduit aisément le théorème 6.10 (cf. la Remarque 6.2).

REMARQUE 6.11. — L'hypothèse (e) a été faite pour obtenir la densité
DA^; p) HDe^; p) dans Dg^; p) ; elle est conséquence de (c) dans le
cas particulier où a = i (on a alors o-==i ) . On peut de toutes façons
supprimer V hypothèse [e) lorsque « une puissance fractionnaire » de A(^) a
SOM domaine constant : précisément si il existe un espace de Banach Y
tel que

^ A ( / ) ( P ^ ) = Y ( ^ € l )

pour un Pe]o, i[, avec équivalence uniforme des normes :

C-1 | x [y^ | x [x+ [ t^ \ A (t) (A (t) — T)-' x x ^ G [ ^ y

pour tout ( € l (avec C indépendant de t), alors on vérifie aisément que

D A ( P ^ ) = L ; ( I ; Y ) ,

il est aussi facile de vérifier que

L ; ( I ; Y ) n W ^ ( I ; X )

est dense dans W^(I; X) (pour p fini), par conséquent D^(^; p ) n D B ( 5 ; p)
est dense dans Dp^; p), pourvu que 5^?.

7. ESPACES DE SOBOLEV DISSYMÉTRIQUES.

7.1. On verra aux n08 8 et 10 que des espaces de Sobolev et de Besov
dissymétriques interviennent de façon naturelle dans l'étude de certains
problèmes mixtes paraboliques et quasi elliptiques. On va les définir et
en donner quelques propriétés dans ce numéro. Pour r, s réels > o,
I^P^4-00? on pose
(i ) W;'s (R- ; R-) = L;, (R- ; W^ (R-) ) n W^ (R- ; L;,(R-) ) ;
(ii) B^'s (R- ; R-Q = H, (R- ; B^ (RQ ) n B^ (R- ; L^ (R^) )
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(dans ces identités on a identifié les fonctions définies sur R'^xR^ à des
fonctions de rrçR^ à valeurs dans un espace fonctionnel défini sur R").
A présent, on fixe û ouvert de R'71 et G ouvert de R^; on notera x la
variable dans û et y la variable dans G. On a la

DÉFINITION 7.1. — Pour r, s réels > o, I^p^+005 on désigne
par W^(t2; G) [resp. B^(IiS$ G)] l'espace décrit par u == v Q^^ lorsque v
décrit W^R^ R") [resp. B^R"; R")].

Ces espaces sont des espaces de Banach (de Hilbert pour p == 2) lorsqu'on
les inunit de la norme naturelle. D'après les résultats du point 5.2, on a

W ^ ( ^ ; G ) = B ^ ( ^ ; G )

lorsque r et s ne sont pas entiers, et dans tous les cas on a

B;/5^; G)cW^(^; G) pour i^^2,
W^' " (t2 ; G) c B;;'" (^ ; G) pour 2 ̂ p ̂ + oo.

De plus, dans le cas p = 2, on a

Wî'^; G^B;'^; G)=IP^(^ ; G),

où H^û; G) désigne l'espace décrit par < ^ = = ^ | û x G lorsque ^ décrit
pp^R^; R^ et ce dernier espace peut être défini par transformation
de Fourier : ^ € H['' (R^, R") si et seulement si

^ ( I+ IS1 2 ) 2 +( I+ ïîlï^^Tî^MR-xRO

(^ est la variable duale de x et ïj la variable duale de y).
Par cartes locales on peut définir des espaces analogues lorsque û ou G

sont des variétés difîérentiables compactes.
Dans la suite on utilisera fréquemment le lemme suivant qui sera prouvé

dans l'appendice n° 1 :

LEMME 7.2. — Pour u€B^ ' (û ; G) on a
à^ u, jB^(^ ;G) ,
àx\ oyf '

avec
p. _ y _ / j k

On a un énoncé analogue si û (ou G) est remplacé par une variété diffé-
Ô^ / 6^ \rentiable compacte et si —y (ou -r~k) est remplacé par un opérateur

différentiel d'ordre / (ou k) à coefficients de classe C30.
Dans ce qui suit, on suppose que û est un ouvert borné régulier de R^'

ou un demi-espace de frontière F et que G est un ouvert borné régulier
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de R" ou un demi-espace, de frontière S. On notera — (resp. -à\ laôn^ \ r on y J
dérivation dans la direction normale à F (resp. S) vers l'intérieur de û
(resp. G). On a alors le

THÉORÈME 7.3. — L'application u^{f/,^ [ g j ] définie par

É '̂ u \ à 1 u \_ ô]

 u
8 ] — ~ . •àn^ FXGA= an1-. |QxS

avec j <r— -^ k<s — ^ applique l'espace W^' ' (û ; G) [et l'espace
B^(Î2; G)] sur le sous-espace de

Y[ B^/.(^;S)x [~[B^^(r;G)

défini par les conditions

àifk ̂  à^j
àni àn^. sur FxS pour '/ + -1 < i — ^ f 1 + I ) ;1 r ' s p \ r ï s ^

C^fk(ii) jf U ̂ '—"^ ô'^s' •--^r(^;r+T/^.) l ' d t— d<j^ ao'y

pour ^ + ^ = i — ^ ^ - [ - ^ ( 2 3 ) ; les nombres p/,, g/,, [J-y ^ Vy sont définis

par les relations

^l^lL
r s

P

Ce théorème est prouvé dans toute sa généralité dans Grisvard [1]
(chap. II, n° 4, § 2) et une démonstration plus simple, particulière au
cas p = 2 est donnée dans Grisvard [2]. Qu'il suffise de remarquer ici
que les conditions de raccord (ii) n'interviennent que dans le cas particulier

où il existe un couple d'entiers (/, k) avec o ^ / < r — ^ ? o^/c < 5 — I- et
7 / \

,̂ + " = i — - ( - , + - ) et que les autres conditions de raccord (i) sont

naturelles puisque lorsque J- -{- -^ = ï — - I - / - - ) - - l ^ la trace1 1
p\r/ »5 D \ ̂  ^ /

à^u
àn^àn\. r^s

(23) d^ (resp. d^y) désigne une mesure de Lebesgue sur r(resp. S) et § un nombre > o
assez petit pour que x + ^n^eû et y + t'^n, eG pour tout fe]o, ô[, xçT et yeS.
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est définie (théorème 5.2), on a donc nécessairement pour ces valeurs
de jet k :

àîfk _ à^ku __ à^j
àn^ i;xs ôn^ôn^ r^s àn^. r^s

De ce théorème on déduit aisément d'autres résultats de traces de la
forme suivante : u^->\]h\ est linéaire continue de B^'fT; G) sur

\\ B/ ; / -^(r;S)
^4

par exemple.

7.2. Pour la suite l'intérêt essentiel du théorème 7.3 est un théorème
d'interpolation qui s'en déduit, et qui permet de déterminer les
espaces D^ (<?; p) définis au n° 2, dans la plupart des situations pratiques
provenant de l'étude de problèmes aux limites en équations aux dérivées
partielles.

On fixe une famille M = { M y } ' ^ d'opérateurs différentiels dans iî
ouvert borné régulier de R"'.

On a donc
Mjii\x)= V, a^a-D" u(Jc),

j a | ̂  j n ,

où les a/, a sont des fonctions de classe C^ dans û; m/ est l'ordre de My.
On utilisera la

DÉFINITION 7.4. — Pour û ouvert borné régulier de R7" on désigne
par W;^(û) [resp. B;^(i2)J le sous-espace de W;;(û) [resp. de B;(û)]
défini par les conditions

(i) Mj-u = o sur F pour m/<. r — -;

(ii) / MjU po~i dx << + 00 pour mj= r — -? ou p désigne la distance à la
J^î P

frontière F.

Il y a une norme naturelle d'espace de Banach sur W^ ^(û) qui en fait

un sous-espace vectoriel fermé de W^(t2) lorsque m / y ^ r — - pour tout /

(c'est en particulier le cas lorsque r—- n'est pas entier).

Ceci posé, on a le (cf. Grisvard [2] pour la démonstration dans le cas
plus simple p = 2)

THÉORÈME 7.5. — On suppose que le système M est normale c est-à-dire :

(i) nij^nih pour j ^ k (24);

( ' 2 / ' ) On peut toujours supposer 7ni< 771.2 < < . . . < mj.
Aim. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 45
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(ii) la frontière F de û ̂  non caractéristique pour My, / = 1,2, . . ., J ( 2 5 ) ;
alors on a les identités

(7-!) (W^,M(^), M^o^B^M-0^)

^

(7-2) (B;;,M(^),4(^))o^+B^^O)(^).

Démonstration. — On remarque d'abord que l'identité (7.2) résulte
de (7.1) grâce à la proposition 5.4.

(a) On commence par prouver (7.1) dans le cas où r — -1- et r ( ï —6) — î-p \ ) p
ne sont pas entiers. Dans ce cas la définition des espaces qu'on utilise se
simplifie puisqu'on a seulement à considérer la condition (i) dans la défi-
nition 7.4. On note Z l'espace inconnu (W^(ti), L^,(û))o,/, et on utilise
le théorème 5.12 : par conséquent, on à

(7.3) y,ez

si et seulement si il existe

«el^(F
telle que

uçL,(-R^ W;;,^(t2))nW^(R+;L^^))

/0= ^\i=0,

et grâce à la définition 7.1, il revient au même d'écrire

( ^eW;/^;R_),
(7.^) M, u = o sur F x R+ ; m, < r — - 5

P
u\x, o) =/o(^),

avec Q ^ ^ (donc s>1- puisque Q<ï^ Ensuite, utilisant le théorème

7.3, on voit que (7.3) a lieu si et seulement si /o€B^(û) et si il existe

une famille de fonctions gj avec / < r — ï- telle que

(7.5)

^•eB^(r;R,) U<r- -L

^=^ surf etpour^o, ^<z - ^^+^

m,

VMy^=o surTxR+, w . < r — ^ - 5
/?

/=o Jl

(2t)) En d'autres termes, le coefficient de —r. dans M/, ne s'annule pas sur r.
Oîï-v 1
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où les opérateurs My,/ sont définis par
m,

,.•=2;
/=0

à'v
(7.6) ^^S^^ (,/=i^...,J) surr

pour ^€W^(î2) avec p ^ m y - p " ' L'opérateur My,/ est donc un opérateur

différentiel d'ordre ^mj—l sur F, à coefficients de classe C00.
En résumé, compte tenu de l'identité

^—C-jO—O-^)^1-^
on a prouvé que / o € Z si et seulement si
(7.7) /o€B^-0)(.Q)

et il existe un système de fonctions gj vérifiant (7.5).

Il en résulte que pour — ^ < i — - ( - . + " ) » c'est-à-dire pour

i /' , ., im,<ir — — — — == /• ( i — 0) — — ?7 p ps ' ' p
on a nécessairement

ni,
My/o==VMy//^ \^= o sur F,

/=:o
et par conséquent on a
(7.8) /oeB^-0^).

Réciproquement, on doit montrer que partant de /o vérifiant(7.8),
on peut construire des fonctions gj vérifiant (7.5). Pour cela, on remarque

d'abord que —/0 est donné dans B^"7"/^?) [cf. théorème 5.10) et que

grâce au théorème 5.12 et à la proposition 5.9, l'application g^ g 1=0
i

applique B^'^r; R+) sur B^-/--/;(^). Ceci permet de construire les gj
pour / ^ { m i . m s , . . . , m y } , il reste alors à construire les g,,̂ . avec

nij<,r— -- A ce point, on utilise le fait que le système M est normal

1=0

(on définit ainsi successivement g,,,^ g,^ . . . ) ; de cette façon on obtient

gyGB^'^r; R+) etV]M/,^= o pour m/< r — -; il reste à vérifier que
/=0

^//o ,. ^/ 1 / I I \g,n.-==- ——- snr 1 pour ^==0 et — < i — - - + - ;0 1 àn^'i i r p\r s j '
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pour cela on écrit :
P. GRISVARD.

gin y | /=o == — M/; ;̂ . ^ ^ My . / g

=-»„,„2«,,,g ^_M^,|,,_^
\ ^=0 / ' ^ l<

puisque l'hypothèse (7.8) implique que M//o= o sur F pour

my < r ( i — 0 ) — 1-.

Ceci prouve le théorème 7.5 dans le cas où r — ï- et r ( i — 9) — î- ne
7^ Psont pas entiers.

(fc) On considère à présent le cas où r — L n'est pas entier et où

r(i — 6) — _ == m^ pour une certaine valeur /o de /.

Suivant le même raisonnement qu'en (a) on voit que (7.3) a lieu si

et seulement si il existe une famille de fonctions gj avec / < r — î- telle que

(7.10)

et

( 7 . 1 1 )

À-'/eB^-^r;^) ^<,.--LY
m/
^j My,/^/ ==o sur r x R+, m. < /• — ^5

— pl=o 1

—— == gj sur F et pour t = o, y < I — ^ - ( ^ ^ - ^
,̂r ^ 7? \ /" S

f f. ^(-+^•)-^(^^/^.t -00 (y= /7^/•o)•^ ^r

Raisonnant comme en (a) on voit que (7.10) implique que /oeE^"0^)
et My/o=o sur F pour / '< /o . Pour vérifier la condition sur M^/o on
emploie une méthode différente :

On utilise la proposition 5.4 et l'identité (7.1) dans les cas où elle est
déjà prouvée; de cette façon on peut écrire

Z:=(B^)^(^);B^O)-(^)),

te}0'
ÎVVoetW^'^iW^'^)

en choisissant £€ p, l- h on en déduit que pour /o€Z, on a
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grâce à la proposition 5.11, d'où

M/o/o€W^2)

grâce à la proposition 5.9, puis enfin

/ \M/J^ /?û-1 ^<+oc;
^Q

ceci achève de prouver que /oEB^'^^û).
Réciproquement partant de /o vérifiant (7.8), on doit construire des

fonctions gj vérifiant (7.10) et (7.11). On utilise le même procédé qu'en (a)
consistant à construire d'abord les g y p o u r / ^ { m i , . . ., mj} et à en déduire

les g,̂ . au moyen de (7.9) pour m y < r — - - II reste seulement à

vérifier (7.11) : Notre hypothèse sur /*o implique que ( 2 6 ) :

n.
on a

(f'fVo ^T

^c\^
r

-</".,\ « - / o î

/" / „ — ' .

+c

+c

II reste donc

(TV ^ o

à"1"/,
àt'

C j

2
/=0

u
à

X

^'0

c
.̂
a
" L
vérifier que

/ à 1 f
M/,/^ -^^-^-tn^ -

( /y | ^»i \ fy \ T' '
\^ i ^ i ' l x ) !~>inf \t~ f

M/

"li,
^M,,^(^+^,)
/==0

m^

V i»/r ^/o /Zj^»'7 ̂  ^-^
1=0

^ " ^ ( r + t ,
••'"/.^'"A. (•r+'/

y "--(^'•r
./p \ l7"

"'/o / ''\
.̂M,,̂ ;̂ r;

/==0

h tl

1 "
t^

^)

+ tn:c

r
, dt \
^-"-t ] •

-ê'I

^

)

î

p \
j dt\^--r)

(.;.))

)

/'

l >

d./-

, dt
chx t

v[/•»,'",•„é

)-^-

\ 7'

It

t '

1r̂̂
 ̂  ; ^v

/^

(.̂ ))

/ , rfA
^T^

)

P

1

^

1

' ' , ^Yd a - 1 )

i
, dt \"
td7x t )

(2()) En fait l'hypothèse porte sur M/ofo, mais il est facile de voir que
"'/'o

? = M/,/o-^ M//-^0 (^ + ̂ )
/=0

1

coïncide avec un élément de W^ (û) au voisinage de r.
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pour l = o, i , . . . , m^—i. On a /o€B;°(û), ^eB^r; R^) et
^/o-^-=gi{x, o) pour ^çr

donc grâce au théorème 7.3 il existe w€B^ ' (û ; R+) tel que

ô1 w
w(œ,o)=f,{x) et -^-^,t)=gi(œ,t), xç.T^

on en déduit grâce au théorème 7.2 que

M^^çB;-7"^'^——^^^;^)
et comme on a

r — m^+ l ~~ ï p\ + ~s) r—rn^l^

une nouvelle application du théorème 7..3 montre que

et ceci achève de prouver (7.1) dans le cas r ( i — 0 ) — ï- entier.

(c) On remarque pour terminer que l'identité (7.1) dans le cas où r — -1

et r ( ï — Q ) — _ sont entiers résulte de (7.1) dans les cas déjà examinés,

grâce à la proposition 5.4.

7.3. On va encore déduire du théorème 7.2 un autre résultat qui sera
utile au n° 10 et qui en fait est une généralisation du théorème 7.2. On consi-
dère û (resp. G) un ouvert borné régulier de IV (resp. R71) et de frontière
notée F (resp. S). On considère P = {P,{x ' , D,) }3^ (resp. Q = { Q,(y; D,) }^)
un système normal d'opérateurs différentiels dans û (resp. dans G) à
coefficients de classe C00 dans il (resp. G). On note dj le degré de Pj et bj,
le degré de Q/,. On peut donc supposer que

o^ai<^.2<. . .<aj,
o ̂  b, < b.z <. . . < ̂

et le coefficient de
àai 1 D-.— dans P,

àiz^ J

ne s'annule pas sur F tandis que le coefficient de ——^ dans Q/, ne s'annule
pas sur S.

Ceci posé on a le

THÉORÈME 7.6. — L'application u\-^ [^i,\ {^j} définie par

(7-!2) ?^=Q^|ûxs, ^=:P^rxG
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avec a j < r — ~ , b/,<s—-^ applique l'espace W;;'^; G) [et l'espace
B^(û; G)] sur le sous-espace de

[j B;^(^;S)x U B^''S-(r;G)

^-^ -/<^

défini par les conditions
(7.13) P,.cp,=:Q,4, ^r r x S

p.»^+^<,-^(;.+^),^a=^^_i^-,y,^J,
à condition qu'il ny ait aucun couple (ay, &/,) ̂  çue al 4- -Â: == i — ^( -J - - ! -^ .r 'ç /? \ r s 1

On peut également résoudre le cas exceptionnel où il existe un
couple (a/, h/,) avec ^ + -^ = i — ^ J + I ) en introduisant des conditions

i A p \r s j

intégrales dans (7.13), mais on n'aura pas à utiliser cela dans la suite.

Démonstration. — (a) Le théorème 7.3 et le lemme 7.2 montrent que
les y/, et les ^j sont définis et que

^eB;;^-(^; S), ^•eB^''S(r; G)
et de plus que

P/Q^lrxs
est défini pour ueW;;'^; G) [etB;;'(D; G)], à condition que

^+^<I-^ I4- I);r ^ p \ r s ) J

il en résulte que

Py?/.|rxs= PyQ^ \rxs= QkP/u [rxs== Q^/lrxs.

(&) Réciproquement, partant d'une famille { y / , } { ^ j ] vérifiant les
conditions du théorème, on doit construire u€W^"(û; G) [ou B7'(û; G)]
satisfaisant aux identités (7.12). Pour cela on écrit

Ctf

Fy^S^a^ sur I\
a==o

pour ^ ^ C ^ û ) et
^k

Q^=^Q,^^j sur S,
,3=0 y

pour weC^G), avec Py,a opérateur différentiel sur F d'ordre ^o /—a
et Q/,,p opérateur différentiel sur S d'ordre ^&/c—P. D'après le théo-
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rème 7.3, il suffit de construire une famille de fonctions {/'/;}, { g , } avec

/,<=B^(a; S), ^,eB^(r. G)

pour / '</• — -et A- < s — -? avec

T^ C- / ^ 1 / 1 1 \(^^ s.u.rxssur 1 x S pour - + - < ï — - - + - ?/• .ç p \ r s )

(7.14) ^ P/, a^a = ^y sur F x G, Oj <r— î-,
a=o

^/,

^ Q^, ?/? = ?/-- sur ^ X S, b/, < s — 1-,
r-i=o 7?

(c) Pour cela on déterminera d'abord les

avec

. à'fk ^ eB^-^A.(r; S)
7 1 A ^|rxs~ ^f|rxs '

a/ ,^__(3 / , / - P_ _ __P_^
s

II faudra évidemment que ces h^/, vérifient

(7.15)

ô'^f af k2 T^ / u T/ M / /^'
P^a^a , /^——^? -2+ - <I

^Â. /• S p \ r s ^
a==o

^-
Y r\ 1 ài^^ 1 b^ I f 1 ï^,y/.,3^7,?= -—^ - 4 - — <i— - - + -^ ' / k ^ ^ ^ ^ v s

Ce système est facile à résoudre grâce aux hypothèses sur les systèmes P
et Q : les Aa ,p pour a < a, et ? < & / > , déterminent A^,? pour P < &/, et
^a,^ pour a << ay, et ainsi h^.^^ est déterminé de deux manières différentes :

/ r i j — 1 \

'^"^ \^-^^-11^1.

à0! cp/, _^S-^^ 0-^^=: \ ^^ "Zj V^P^^? iy^/.'\ 'r 3=0 y
II faut vérifier que ces deux expressions sont compatibles : En expli-

citant Aa,^, on obtient

^^.(à—
^--i \

—^ Q^P^a,^ ) ,
[3=o /
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d'où
a,—1 a,—1 b^—î

/^=P^,( ̂ t -2 P/.aQ^^+.S Ij P/.aQ^Q^^P
\ ' a=o a=-o ^=0 /

et de niêrne en explicitant A^ç on obtient
/ aj—ï

^P-PA-^-SP^P^^r"^1 7-0-^/ '
\ y a=o /

d'où

^= Q^ fS -ÏQ^A.S +Ï1 SQ^P/:^^^,?) ,
\ •"' [3=0 .̂  p=o a=o /

on doit donc vérifier que
n.—l bk—i

Q-^'-S^-.^^S S^.^P^P
y a==o "t' a==o ^=o

^—i ^ ^—i ^—i
F/^i^k Y ^ ^+/ V Y ^ o /

^^-l^^^l ^Q^P/,a/.a,p77^1'
P=o r ;3=o a==o

pour —'- l - '^^ i — - ( - . 4 ~ - ) • La relation ci-dessus est évidemment vérifiéer s p \ r s ]

grâce à (7.13).

(d) Pour achever la démonstration, il reste à résoudre (7.14) en utili-
sant une solution de (7.15) : on choisit d'abord //, pour k^{ &i, b^y . . ., b^}
et gj pour / ^ { o i , 02, . . ., Oj}, vérifiant

Ô ' f k j -^ a J 1 / 1 1 \ À-
—- = hj,k sur r x S , • / - < I — - - + - — -î
^ y ^ ^ \ ^ «î / <?

^Â^'/ / - i ^ o ^ I / 1 l\ /—^-^h^k sur r x S, - < I — - - + - — • / -
^ / ^ p\r s ) r

et on pose ensuite

^•=^•(^-2 ̂ ^p .
.\ a==o /

/ ^-1 \

A^Qi,^^ ?^-^ Q/^/p )
\ P=o /

(on définit ainsi successivement g^, g^, . . . et /ô^, /* ,̂ . . . ) .

Les relations (7.15) impliquent que

^^h,,, s u r r x S
c/n^

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 46
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et

Ç^=A , s u r I - x S
àn'y '

et ainsi le théorème 7.6 est complètement démontré.

8. PROBLÈMES MIXTES PARABOLIQUES (I).

8.1. On utilise dans ce n° 8 les outils étudiés dans les précédents
numéros pour résoudre les problèmes mixtes paraboliques de la forme
suivante. On fixe un ouvert û borné et régulier dans R71, de frontière F.
On pose

/
a(^ ; r , q)=^ a,(^)^

Â-=o
l—î

^(^;^)==^iz/.^;0^
Â-==0

ces fonctions sont des polynômes en ^ et q pour tout rceû; on suppose
2 77îque le rapport d == —. est entier et on suppose que

a(^;^)

est un polynôme de degré im en ^ et g, à coefficients de classe C00 dans û,
et que

jîi;(^;^)

est un polynôme de degré m/ en ^ et y, à coefficients de classe C00 dans û.
On cherchera u solution (en un sens qui sera précisé plus loin) du

problème
( CXO; D^, Dt)u=g- dans Q== ^2x1, I=]o,T[,

(8.1) \3Xij(x\ D^, ^i)u-===.o s u r l = = r x l ( y = = i , 2 , . . . , m ) ,
D^== o pour t =o ( /c==o, i, . . . , / — i ) ,

OU
i à _ ( i à i à— . 1 ( 7 { 1 U 1

D < = 7 ^ et D^.= -—-,... ,-——— ~ ~ï~ 6Ï' ]L^ X——— ( ~ '"Ti———5 * * * ? . -»
l Ôt \l ÔX^ l OXn

Pour fixer les idées [et donner un sens précis à (8.1)] on supposera
que g est donné dans Ly,(Q) et on cherchera u dans Wj^'^û; I).

Pour se ramener à une équation opérationnelle de la forme (1.3), on
effectue la réduction de l'ordre de la manière habituelle par rapport à
la variable t, posant

î={u, DtU, . . ., D^-1^},
c'est-à-dire

MA:==D^ (À-=0, I, . . ., / - - l ) ;
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on obtient ainsi le système suivant ( 2 7 ) :

361

l—i
^D^_i+a7-1 (x)^ak(x-, D^Uk=a^ {œ)g dans Q,(8.2)

( BiUk=Uk+i (Â-=:0, I, . . . , / — 2 ) ,

avec les conditions aux limites

(8.3)

/—i
> 3Vi^kUk=:o sur Z,

k=0

u/c == o pour t == o ( Â " = = o , i , . . . , / — i).

Pour préciser les espaces dans lequels on travaillera, on pose
i—ï

E^j^W^-^1^0^; I) ,
/.=0

l-l

DA== âe]~[w^-^°(^;l); ^.m;,,(^;D,)^==osur^[,
Â-=U Â:=0

DB== { uçE-, D/^çE, u= o pour ^=== o }

et le problème (8.1) équivaut à chercher ueD^nDc solution de (8.2)
avec g donné dans Ly,(Q). On obtient enfin un problème de la forme (1.3)
en posant

,-̂o> .„ ^ auBu=^=-^

et

avec

Au = h = { Ao, Ai, . . ., A/-i },

hk=iuk+i (Â'==o, i, . . ., / — 2),
/—i

^-l==—^z(^)- l^^(^; D^)^.;
Â-=O

et alors le problème (8.1) prend la forme

(8.4)
^eD^nDB,
> T»>-

-^

AS-B£=/,

avec

/r=io, 0, ..., -^a71(^)^(^, t) j.

(27) Dans toute la suite on supposera cX/(;r) -^- o pour rce^.
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8.2. Le problème (8.4) est de la forme (1.3) avec cette particularité
•>

que f est donné dans le sous-espace vectoriel F fermé dans E, ainsi défini :

F={/€E; /o= .A=. . .=^=oL

Pour résoudre ce problème, on utilisera le théorème 2.9; il faut en

vérifier les hypothèses. On vérifie sans peine l'hypothèse (ii) avec Q^= -î

car — B est le générateur infinitésimal du semi-groupe défini par

e-^f(œ, t)=:[f^^ ^ - A ) ^>7^
( o (o<t^h).

Pour aller plus loin, il faudra fixer des conditions sur CX et les 3Vij qui

assureront l'hypothèse (i) avec un 6^ > -- Pour connaître le compor-

tement de l'opérateur (A — ^"S il faut considérer le problème suivant
relatif à A :

îiçD^
(8.5) * •> ^ •> _/.A u — À il -==. j ,

avec f donné dans E. Compte tenu de la définition de A, ce problème
équivaut au suivant :

^eW^-^°(^;I) (/c=o, i, ...,/-i),
iuk^—tuk=fk (k=o, i, .. ., / -— 2),

^-i
—iai{œ)-^CLk(x; D.^)^—}^/_i=//_i dans Q,

/-=o
l—i

^^1I/^(^; D^)u/,==o sur 1
a-=o

ou encore

(8.5)

^eW^'°(^; I)[ . . . . , .
\ a^œ', D^., Â^o==^(^)//-l— ?(^) dans Q,

f <m/^; D ,̂ ^^=—^/(^) suri,

avec
k—i

/ À Y ^1V/ÀY/,.._,
^=[-,)^^

j=.9

(/.=!, . . . , /-!)

et
/ l;—t

1 v^ v^ /ï\'
(? a) = ? 2 2 ( ̂ y^-(a'; Dr) •/<-1-^ - -s<:l/ (a;) /'-' '
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puis

^•a)=^2 ^(^y^^^5^^-1^ (./=i^..., m).' :— ^— \ i /
On remarque que dans le cas particulier où /*€ F, on a y (A) = o et

^y(X) =o, j == 1,2, . . ., m, pour tout À.
Pour résoudre le problème (8.5) on utilisera le résultat suivant prouvé

dans Grisvard [3] et Geymonat-Grisvard [1].
Pour obtenir ce résultat on fera F

HYPOTHÈSE 8.1 :

(i) L'opérateur el(rr; Da;, £ Df) est proprement elliptique dans il X R,
£€C, £ [ = = i , [ a r g i £ < ÔA.

(ii) Pour tout Xo ç F, on note n la normale à F issue de Xo et orientée vers
l'intérieur de il, et on note Ç' un secteur tangent à F en Xo, et on suppose
que pour ? fonction continue bornée dans [o, + °°[? le problème

^ ^ \ aOro^+D^,^)^)^^) ( ^ > o ) ,
) ^îly {XQ ; ^ + D.,.^, ÊT^) a (5) == o pour 5 == o (/ == i, . . ., m)

admet une solution unique a telle que a, a', ..., a^1) soient continues et
bornées dans [o, + ̂  pour ^ou^ T€R, ^ / | + [ T T^o .seC, £ | = i,
arg^|<9A.

On sait d'après Agmon-Douglis-Niremberg [l], Schechter [l], Peetre [i],
Agranovitch-Vichik [1] que cette hypothèse équivaut à supposer que
CX(rc; Da, sD^) est proprement elliptique dans il X R, et que le système
des <7îl/(rr; D^., £D^) vérifie la « condition complémentaire » par rapport
à (ïl(rr; Da;, £D^) relativement à l'ouvert û X R.

On a alors le

THÉORÈME 8.2. — Sous l'hypothèse 8.1, il existe R^o tel que pour
A ^R et |argX[^6^, le problème (8.5) admet une solution unique Uo,

et il existe une constante Co telle que

(8.7)
/ /

V, 1 ^ |7 ] UQ \ïm-jd, p ̂  Co \ \^L ( X ; D.z., - ) Mo
^0 (I \ ^ 0,,.

+^ ^/^; D,^ |^0

pour |X ^R et ( a rgÀ|^6^ (2 8).

(28) De manière générale v^>\u\s,p désigne la norme dans l'espace de Sobolev W;;
relatif à Q ou à r selon les cas.
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La première démonstration de ce théorème dans le cas particulier l = i
est due à Agmon [1] ; ce théorème est prouvé dans le cas l quelconque
mais p == 2 dans Agranovitch-Vichik [1].

Appliquant l'inégalité (8.7) à la solution du problème (8.8) on obtient
/-i 1-1
^, \ ̂  | - 1 Uk \îm—(k-}-l)d,p^=^.\ ^ l '̂4"1 | UQ \'im-(k+l)d,p

k=0 k=.0

/_! k—ï

+2 S^i7"1!^-1-^2—^^
k=l 7==0

1—2

^Co|//-i ]o,yD+ Ci (l4- l^l)^1^ \fk\tlm-(k+i}d,p,

k=0

où Ci est une constante indépendante de X et f\ en intégrant cette dernière
inégalité par rapport à t dans I, on obtient

1 ^ 1 . 1 ^ E^C^I+I^D^I/L C,=sup(Co,Ci)
>

et dans le cas particulier /*€?, c'est-à-dire /*o==. . . = fi-i = o, on obtient

I^I.I^IE^COI^IE.

De cette manière l'hypothèse (i) du théorème 2.9 est vérifiée pour
[X|^R; pour obtenir l'hypothèse (i) pour [ X < R, il suffit que ( A — X I )
soit bijectif pour ]argX ^9^ et A << R [de cette manière on aura
aussi vérifié (iii)] ; pour cela on fera 1'

HYPOTHÈSE 8.3. — On suppose que le problème (8.5) na pas de valeur
propre dans le secteur argX[^9^ et à l'origine.

D'après le théorème de Geymonat-Grisvard [l], ceci implique que
( A — X I ) est bijectif pour la rg^l^ô^ et pour A -= o.

L'hypothèse (iv) du théorème 2.9 est évidemment vérifiée.

8.3. Ayant vérifié les hypothèses du théorème 2.9 on peut l'utiliser
à présent.

THÉORÈME 8.4. — Sous les hypothèses 8.1 et 8.3 avec 9^ > - et pour g

donné dans W^û; I) avec cr et a — - non entiers avec i < p < + °° et

D/^- (^ ,o )==o pour J ' < ^ — - f

le problème (8.1) admet une solution u unique telle que

D^€W^(I;W^-^(^)) (^=0,1, . . . , / ) .
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Démonstration. — On écrit Œ == h + s, avec /i entier et o << s << i et
on applique le théorème 2.9 avec E remplacé par D^, donc F remplacé
par FnDB/* et D^ et DB remplacés respectivement par {xçï)^r\D^
A.xçD^h] et DB(/.-H). Dans ce cas D^(s'y q) est l'espace des w tels que
{cf. prop. 5.9 et 5.11) :

^.eW^lîW^-^1^^)) (A-==o, i, ..., /-i)
et que

D/ Wh (^, o) =: o pour j < (7 — - •

On obtient donc une solution u telle que

D^eW^^I; W^1-^-1-1^^)) (^=o, i, . . . , / - i) ,

et il reste seulement à vérifier que

^ € W ^ ( I ; W ^ ( ^ ) ) ;
pour cela on écrit

(8.8)

€L,{œ', D^)u==^-^ak(œ; D.,)D^eW^(I; 4(î2)),
k=l

Jîly,o(^; D^u= -^oîly,,(^; D^D^eW^IîW^'^'^r))
Â:=:l

et on remarque que grâce à l'hypothèse 8.1 utilisée avec T === o, le pro-
blème (8.8) est elliptique au sens de Agmon-Douglis-Niremberg [1] pour t
fixé, on a donc l'inégalité

)
U\^n,p^=:C | ̂ o^; ^.v)u\0,p-^- \U\Q ^4-Vpî^o(^; Dr) U\ 1 /

-"- '^n-mj--^p{
j=-ï ' ]

avec une constante C qui ne dépend pas de (; on en déduit immédiate-
ment que

^eW^(l ;W^(^) ) .

On va déduire de ce résultat le

COROLLAIRE 8.5. — Sous les hypothèses 8.1 et 8.3 avec 0^ > - et pour g

donné dans W^'^û; I) avec i < p < + °°? o < CT < i, o-cî noyz entier^

(j — - non entier, et
P ?

IV^'^0)11^ po^ y < o " — - 5

^ problème (8.1) admet une solution u unique telle que

«eW^4-2771^4-^^; l).
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La démonstration est basée sur le lemme suivant qui sera prouvé dans
l'Appendice n° 2 :

LEMME 8.6. — Pour I < p < + G 0 3 a ^ r f entiers^ o < a- < i, (jd non
entier, on a

W^(I; W, a + ( / (^))nW^ 4 - l ( I ;W^(^))cW^(I ;W, a 4 - ( 7 ( / (^)) .

Démonstration du corollaire 8.6. — Comme les hypothèses du corol-
laire 8.5 impliquent celles du théorème 8.4 on sait déjà que

D^çW^I; W^-^(^)) (^==0, i , . . . , / ) ,
d'où

Df^eW^l; W^-^^nW^^I; W^-^^^cW^l; w^-^+l)û?+(7rf(i2))

d'après le lemme 8.6 pour /c = o, i, . . ., ^ — i. On a donc

D^zeW^I; W^-^-^^)) ( / c = i , 2 , . . . , / )
puis

z
ao(^ D,)^=^-^a,(^; D,)D^€W^(I; W^(^)),

(8.9) l k-1Â-=I
/—i

OU,,o(^; D,.)^= -^^,^(^; D,)D^eW^(I; W^-^-^-^^^)).
/-=!

Toujours grâce à l'hypothèse 8.1 le problème (8.9) est elliptique au
sens de Agmon-Douglis-Niremberg [1] pour t fixé, on a donc l'inégalité

( m }
\ U\^n+ffd,p^C< \CLQ(X', ^^-)u\ad,p^- \ U \o,p +V ] Dïi^ o (^ ; D.z.) U \ i }

i ^^ 'lui—m,— -+ad,p 1

avec une constante C qui ne dépend pas de t; on en déduit immédia-
tement que

^ € W ^ ( I ; W^-^^)), d'où ^W^4-^4-'7^; I).

REMARQUE 8.7. — On peut étendre le corollaire 8.5 au cas Œ > i de
la manière suivante : si on suppose o <; o" < i mais /'çW^'74'1^^1^; I),
on obtient la régularité de u suivant t grâce au théorème 8.4, puis la
régularité de u suivant x grâce au lemme 8.5 dans les cas déjà démontrés
et en appliquant la méthode habituelle des « quotients différentiels ».

8.4. Les résultats obtenus ci-dessus supposent que g vérifie des condi-
tions aux limites peu naturelles. On va maintenant lever cette restric-
tion sur g et en même temps introduire des conditions aux limites non
homogènes sur S. On utilisera pour cela le
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LEMME 8.8. — Si on suppose que le système des 3Yij est normal (2 9) , V appli-
cation v -> { fk} { çy} définie par

fkW =D^(^, o), k<r— ï-^

9; {œ, t) ==^(^; D^ Dt) v^œ, t), mj<rd— 1-

applique V espace
W^^;!)

sur le sous-espace de

fjB^)xJjB^(r;I)
^ 7

défini par les conditions
1 — 1

(8.10) D??y(^ o)==^OU;^./^ pour ^ef
/•==o

e(

A m, i / i i \ -/ , i \- 4 - ^ < ^ i — _ 4-- p avec pk== d \r — k — - hr r^ p\rd r ) r \ p )
-, ird—m.— -

^ ^ &• :̂ __-__£,
rd r rd ^

intj-^- -
à condition que r + - ——^—^ ^ ^o^ un entier ^ o pour aucun
j == i, 2, . . ., m.

Démonstration. — Elle repose uniquement sur le théorème 7.3.
(a) On part de peW^^Û; I), alors d'après le théorème 7.3 et le

lemme 7.2, on a
(8.11) /,€B^-(^), k^r-1-

et
(8.12) 9,€B^(r; I) , ^.<^--1-

et de plus d'après le théorème 7.3, D?JTl/^ a une trace sur F pour ( = o,
à condition que

h m, i ( i i \- + — < i — - —, 4-- ;r rd p\rd r ) ?

(29) C'est-à-dire mi < 737.2 <...< mm et le coefficient de ( - . — ) dans 3\ij ne s'annule
\(7^/

pas sur r.
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 47
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on a donc
/-i

D^JTlyp {x, o) =D^cpy(.r, o) =^01Zy^(^; 'D.^fk+k pour .z-er
À-=0

et pour ces valeurs de h et m/. Ceci prouve la nécessité des conditions (8.10).
(&) Réciproquement, partant d'un système de fonctions fj, et <py véri-

fiant les conditions (8.10), (8.11) et (8.12), on doit construire une
^eW^'^ti; I) telle que

fk{x) ==D^(^, o), ^€^, k<r—1-

et
cpy(^, <) -=i3Xij{x', Da,) P(^, ^) , ^eF, <el , m j < r d — 1 - ' )

on écrira dans la suite
77Z, /n,—kd_/ /_ _ ^ j

3îl^(^)=^ ^ aTC/.^D^/ pour a-er,
Â-=:0 /==0

où <?î^^ désigne un opérateur différentiel d'ordre ^rrij—kd—l sur F.
Grâce à l'hypothèse 8.1, JTl̂ ' est une fonction inversible sur F.

Utilisant une fois encore le théorème 7.3, il suffira de construire une
famille de fonctions gj vérifiant

T'f'1 ___ Ï ___ __

(8.13) ^,eB^(r;I), ,<rd-1-, ^==^-=———^——p '

(8.U) D^-(a',o)=^|(aQ, a-er, ^ + k < r - - l-(- +i^,

//i, w,—kd

(8.15) cp,==^ ^ .̂,D^ suri, m^rd--.
k=o i=o

L'identité (8.15) équivaut à

(8.16) ^=W/())-1/?/- 2 ^-^V
\ l+kd^m, ]
\ Km, J /

Par conséquent g,̂ . est automatiquement déterminé par, les gi avec
l = o, i, . . ., îrij— i. La construction des gj peut donc être faite comme
suit : on construit d'abord les gj pour / ^ { m i , . . . , m m } , solutions
de (8.13) et de (8.16) en utilisant le théorème 5.12 et la proposition 5.9,
puis on en déduit les g .̂ vérifiant (8.13) au moyen de (8.16). La condi-
tion (8.15) est alors automatiquement vérifiée; il reste à vérifier (8.14) :
On le fait successivement pour g^, g^, . . . : on voit en tenant compte
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de (8.10) que

D ,̂,.;̂ , o) = (.m'?/.)-1 (D?cpy(^, o) - ^ .m^.D^^, o))
1+kd^m.j

l<m,

=(OTI^-YD^(^O)- ^ ^^\
\ l+kd^m, ]
\ t<mj /

( m, mj m;_i \

= W/o)-1 S^'^^-S^'^^-S ̂ 0 ̂  )
k=:0 Â-==l /==0 /

=(^/.-.)-( '̂.^)=S
grâce à l'hypothèse (8.10). On a ainsi prouvé l'existence des gj donc celle
de ^. Le lemme est complètement démontré. On en déduit le

THÉORÈME 8.9. — Sous les hypothèses 8.1^8.3 et si le système des Jîly
est normal l'application u\-> {g ; /*/„ Çy} définie par

( a(x; D^ Dt)uz=g- dansQ,
(8.17) ^ JU;(^; D ,̂ D^^===îpy 5Mr i (y=:i,2,...,m),

( î)^u==zfk pour t=o (Z:=o, i, . . . , / — i )

e^ UM isomorphisme de W^^'^^^^û; I) 5ur ;e sous-espace de
l—l m

W^^; I) xFjB^(^) x]~[B^P/(r; I) =R,
/:=o 7=1

a^ec
,- d(7-}-2m — m,—-

,/ , , i \ a. P; ^
pk=d{ O - + / — Â - — - ? -,——7—— = -t-L-,= ———-—————J-A ^ ^y d(7-}-'2m o-4-/ d(7-\-im

défini par les conditions m]
(8.18) D^;(^,o)=^^U,^(^; D,)/^

k=0

pour
h m. i / i i \

___________ [ ____________J______ ^ T ____ ___ j _____________________, 1 , ___________ 1 .

(7 -i- / d(j-\-ïm p \ d < j - ^ - ' î m v - ^ - l )

où fi+j est défini par la relation de récurrence

( l-l \
(8.19) //+z=^1 (^) ( ̂ (^ o) -^d4(^ D,)/,̂ . ^ (y^o),

\ k^O J

1 W7+^à condition que 0" ^ CTCÎ ne soient pas entiers et que a -{- l — - — —,—

ne soient pas entiers ̂  o pour j' = i, 2, . . ., m, a^ec i << p < + °o.
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Démonstration. — (a) Partant de ue^V^2^^^; I), on voit en
appliquant le lemme 8.8 que { /•; /o, . . ., fi_, ; g^ . . .; g^ } ç R et les
relations (8.18) sont identiques aux relations (8.10). Pour vérifier (8.19),
on écrit

§-=a(œ; D^ Dt)u,
d'où

D^=^(f4(^ D,)D^ (y^o)
k=0

puis
/

^(^ o) ==Ve4(^; D^)/^D^(^ o) =^a,(^; D,)/,^.

pour / < o- — -? en posant

/^•=D^(^o)

pour /c + / < cr + l — — Ensuite utilisant l'hypothèse 8.1, on voit

que 0Li{x) est une fonction inversible sur û, on a donc

f^-= ay1 (x) j D/^(^, o) -]^(^; D,)/^. [,
( k--Q }

relation qui définit fi+j par récurrence, à partir de fo, /\, . . ., ^_i; on a
ainsi prouvé la nécessité des relations (8.18) et (8.19).

(&) Réciproquement, partant d'un élément dans R vérifiant (8.18)
et (8.19), on doit construire u solution de (8.17). On procédera ainsi :
on cherchera u sous la forme v + w avec

/ ^eW^4-2^4-^; I) ,
^ J1Z;(^; D^ D, )p==cp; suri ( y = = i , 2, . . . , w) ,

(8.20) D^=/^ pour^==o (k== o, i , . . . , / - 1 ) ,

D / ( a ( ^ ; D . ^ , D ^ p — ^ ) = = o p o u r ^ = = o ^ y < ( 7 — - 1 ^

et
/ ^W^^2771'^^; I),

g ^ 1 Oîly(^; D.̂  D , ) w = = o suri (./==!, 2, . . . , w),

( D ^ w = = o p o u r ^ = o (^==0, i, . . . , / — i ) ,
a(^;D.,,D,)w=^-a(.r; D,, D,)p.

L'existence de w résulte du corollaire 8.5 et de la remarque 8.7. Pour
prouver l'existence de p on utilise le lemme 8.8 : la dernière des rela-
tions (8.20) peut s'écrire

/ /-1 \D^ == ai (^)-i ( D / g -^ ex, {x ; D,) D^' ̂  )
\ k=Q )
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pour ( = = o ; donc on voit par récurrence sur / et en utilisant les rela-
tions (8.19) que v doit vérifier

D^ v == fk pour ^ == o, k^v -\- l — — .

D'après le lemme 8.8, la condition suffisante pour que p existe est la
relation (8.18), donc ceci prouve l'existence de v et le théorème est
démontré.

REMARQUE 8.10. — Ce résultat est le meilleur possible relatif à l'espace
W^'4"2^''7^^; I), puisqu'il donne des conditions nécessaires et suffisantes
sur le second membre de l'équation et sur les données aux limites du
problème (8.17) pour que la solution existe. On pourrait lever la restric-

i
nij + -

tion qui impose à r + ï- — ——)- d'être non entier en partant de l'énoncé

du théorème 7.2 dans le cas général sans restriction sur le couple (r, s\
on obtient alors en plus des conditions (8.18) des conditions de raccord
de type intégral très déplaisantes à manier. Il est beaucoup plus inté-
ressant de considérer le cas a entier; c'est le but du numéro suivant.
Cependant, par interpolation ( 3 0 ) à partir du théorème 8.9, on obtient
directement le

THÉORÈME 8.11. — Sous les hypothèses 8.1 et 8.3 et si le système des 3Tij'
est normal l'application u ^-> { g ; /'/,, (py} définie par (8.17) est un iso-
morphisme de B^7^27"''7^^; I) sur le sous-espace de

1—1 in
B^'^a; I) X"[JB^(^) x]~['B^,P/(r; I),

k-^0 f-^l

avec

pk == m o- -t- / — À- — — ) ? GHj •==. d^j = do- + 2 m — mj — - 5

défini par les conditions (8.18) et (8.19) à condition que cr > o, o " — -
ïin ,-i- -

I T)
non entier et cr + l — - ~ —~j— Tion entier j = ï, 2, . . ., m, avec

ï <p < + 00.

REMARQUE 8.12. — Cela donne une extension du théorème 8.9 aux
cas G" et (jd entiers dans le cas p = ï puisque dans ce cas les espaces B
et W coïncident.

(30) On utilise le fait que (B^0^; I); B^^û; ï))^p == Bp^^ÇQ; I) avec
ro == (ï — 6) fo + ^i» o < 6 < i , i ^ p ̂  +00, qui résulte de Grisvard [1] (chap. I, n° 7).
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REMARQUE 8.13. — Dans tous les énoncés de ce n° 8, l'hypothèse 8.3
est inutile lorsque T est fini.

9. PROBLÈMES MIXTES PARABOLIQUES (II).

9.1. Le but de ce n° 9 est d'étendre le théorème 8.10 au cas Œ entier.
Le cas le plus important est évidemment le cas où a = o. Pour éviter
d'alourdir outre mesure l'exposé, on traitera ici seulement le cas où l'équa-
tion est du premier ordre en t, c'est-à-dire où l=i. Il sera clair d'après
les démonstrations que la même chose peut être faite dans le cas
général l > i.

On décrit de nouveau les notations en tenant compte de la simplifi-
cation Z = i . On considère les fonctions (ît(n;; ^) et Jïtj(x'y ^ ) , / = = i , ...,m,
où CX est un polynôme en ^ER^ de degré 2m, à coefficients de classe C00

dans û, et où JTly est un polynôme en ^ de degré my< 2m, / ==i , 2, ..., m
à coefficients de classe C00 dans û.

On fera les hypothèses suivantes (qui correspondent aux hypothèses 8.1
et 8.3) :

HYPOTHÈSE 9.1. — Pour tout XO^T on note n la normale à T issue de Xo
et orientée vers V intérieur de û, et on note ^' un vecteur tangent à F en Xo,
et on suppose que pour p fonction continue bornée dans ]o, + ̂ E? Ie problème

(9.1) a(^o; ^+D,z i )a(5) +£^a(5)=[3(5) ( ^ > o ) ,
^/(^o; ^+D^) a (s) =o pour s=o ( ./==i, 2, . . . , w),

admet une solution unique a telle que a, .... a^ soient continues et bornées
dans [o.^"00!^ pourtout T€R, Ç' | + ^ ^o^eC, £ ==i, argi£[<<6A.

HYPOTHÈSE 9.2. — On suppose que le problème

l ^oeW^(^),

(9.2) ^ 0(^; D^)^o+ ^UQ=O dansai,

\ 3Xij(x\ D^)UQ=O surT (y==i, 2, . . ., m)

na pas de valeur propre dans le secteur arg X ^9^ ^ à l9 origine.

Ceci posé, si on considère — id comme un opérateur non borné A dans
l'espace X = L^(û) (i < p < + oo) et de domaine DA=W;;M(^), on
sait d'après le théorème 8.3 (ou directement en appliquant le résultat

d'Agmon [1]), que si OA> -? A est le générateur infinitésimal d'un semi-

groupe analytique dans X et que A est inversible.
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Le but est de prouver le théorème suivant :

THÉORÈME 9.3. — Sous les hypothèses 9.1 et 9.2 le problème
DtU-+-a(x; î)^)u=^ dans Q,

(9.3) 3Xij\œ',^u=.o sur î (j= i, 2, . . ., m),

^(^,o)==o,

avec g€L^(i2; I) admet une solution unique u telle que u, DtU et
D^u€Lyj(û; I) pour |a|^27n, avec i<p<4-°°.

On ne démontrera pas ce théorème directement; on démontrera d'abord
plusieurs résultats préliminaires.

9.2. Dans la suite l'utilisation d'un nouvel espace fonctionnel B ° ( I $ L^(û))
sera essentielle :

DÉFINITION 9.4. — Pour X espace de Banach réflexif, on désigne

par W^(I; X) le dual de W^/(I ; X') où X' est le dual de X et AI + ï-, = ipar W^(I; X) le dual de W^/(I; v'^ -" v' — 7 - 7- 7 7 - - I • I

on désigne par B^(I; X) l'espace

(W^I ;X) ,W, 1 ( I ;X) ) ,
2 ? y.

Ces espaces ont de nombreuses propriétés. On utilisera les suivantes :

LEMME 9.5. — L'opérateur iD^+i est un isomorphisme de B1(R+; X)
sur B^(R; X).

PROPOSITION 9.6. — Les images par Inapplication

u [-> { u (x, o) ; ov^ (^; D,̂ ) u |r, ..., 3Yim. (^; D^) u |r \

des espaces

et
B;( I ; I^ (^ ) )nB; ( I ;W; / / ^ (^ ) )

W^IîL^^nL^IîWJ/^))
5on( identiques

PROPOSITION 9.7. — On a les inclusions

B;;(I;L^))cL,,(I;L^)) pour i < p ^ ' 2
et

L,,(I; L^^cB^I; L/,(^)) T?O^ 2^^<+oo.

Toutes ces propriétés seront prouvées dans l'appendice n° 3.

9.3. A présent, on prouve l'unicité de la solution du problème (9.3)
sous les hypothèses du théorème 9.3. Pour cela on applique le théo-
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rème 2.7 (unicité de la solution) avec le choix suivant de A, B et E :

E=L/ , ( I ;X) ,
DA=L/ , ( I ;DA) ,

(Au) (t)=Au(t) ( < e I ; « e D A ) ,
D B = S » - e W ; , ( I ; X ) ; M ( o ) = = o } ,

B«(Q^,

X et A ayant la même signification qu'au point 9.1.
La preuve de l'existence de la solution est beaucoup moins simple,

on procédera par étapes.

PROPOSITION 9.8. — Sous les hypothèses 9.1 et 9.2 et pour
^€B;,(I;L^)), ^ ( ^o )=o ,

le problème (9.3) a une solution u telle que

^ e B ^ ( I ; L ^ ^ ) ) n B ^ ( I ; W ^ ( i 2 ) ) .

Démonstration. — Avec le choix indiqué ci-dessus de A, B et E, et en
appliquant le théorème 2.7 (existence de la solution) on construit un
opérateur

g-\->U=zSg-

continu de

W;,(R^; X) dans W;,̂  (R^; X)nW^(R^; DA) (o<s<i),

tel que u soit solution de (9.3) (31).

Ensuite appliquant le théorème 2.7 avec E remplacé par De, on voit
que S est continu de

W^(R+;X) dansW^R+^nW^R^DA) ( i<^<2).

Par interpolation, au moyen de la proposition 5.9, on en déduit que S
est linéaire continu de

Ê;(R_,;X) dansB^(R^ ;X)nB; (R^ ;DA)

et ceci prouve la proposition 9.8.
On en déduit la

PROPOSITION 9.9. — Sous les hypothèses 9.1 et 9.2 et pour
^(=B;(I;L^))

(:il) II est évident qu'on peut toujours se ramener au cas 1 = R+.
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le problème (9.3) admet {au moins) une solution u telle que

^eB;(I ;L^))nB/°(I ;WJ/"(^)) .

Démonstration. — On se ramène au cas R+ et on utilise l'opérateur
J=(iD,+i)-1 . D'après le lemme 9.5, on sait que f= Jg€B^(R+; X)
et que f{x, o) = o. Soit

^ € B J , ( I ; X ) n B ^ ( I ; D A )
la solution du problème

( D^+CZ(^ ; D.^)^=/ dans Q,
3Xij {x ; D.,,) p = o sur i (/ z= i, 2, . . ., m),

I v (^, o) == o dans î

fournie par l'application de la proposition 9.8; comme f{x, o) = o on a
aussi Dt^{x, o) = o et en posant

u== (^.+1)^

on obtient u solution de (9.8) et telle que

^ e . B j , ( l ; X ) n B ^ ( l ; D A ) .

De la proposition 9.9, on déduit le théorème 9.3 dans le cas particulier
1 < P ^=L.^ en remarquant d'abord que l'on a le

LEMME 9.10. — Sous les hypothèses 9.1 et 9.2 et pour i<p^2 si
on fixe ^eW;(I;4(û))n4,(I;W^(û)), il existe

^eW;(I ; I^ ( .Q))nL/ , ( I ;W; /" (^) )

solution du problème
DtU + Cl {x ; D.^) H == o dans Q,

(9.^) • «(^, o ) = = ^ ( ^ , o) dans t2,
01ly(^; D,.)^==^.(^; D^)p ^r.S C/=i, 2, . . . , ,7Q.

Démonstration. — Utilisant la proposition 9.6, on associe à v une fonc-
tion weB^IîL^û^nB^^W^Û)), telle que
^ ^ ( w(^, o) ==P(.^o) dans ^,

( ^1ly (x ; D,,,) ̂  == ̂  (^ ; D.̂ ) ^ 5^^ 1 (j = i , 2, . . ., m).

Ensuite on pose g = DiW + Cl(^; D,,)w, on a évidemment
^•eB;(l;4(P.)),

et par conséquent en appliquant la proposition 9.9, on construit une
fonction ?€=B;(I; L,,(û)) nB;(I; WJ/^Û)), solution de

^ D,îp + CZ (.r ; D.,) 9 == ̂  dans Î2,

(9.6) ) ̂ . (,:r;; D.,,) c? = o ^/- ^ (./•== i, 2, . . ., 77i),

[ cp (x^ o) == o dans 12 .
Ami. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 48



On obtient u sous la forme w — 9 : (9.4) résulte de (9.5) et (9.6) et
on a

u ç. B; (I ; L, (.Q) ) n B;; (I ; W;/" W ),

mais comme on a i<p^2 , la proposition 9.7 montre que

^eW;(l; L^))nL/.(l;W;-^(i2))

et ceci prouve le lemme 9.10.

Démonstration du théorème 9.3 dans le cas i<p^2. — On se ramène
aisément (par l'artifice de Korn) au cas où Cl est un opérateur homogène
de degré im et à coefficients constants (^(Da;); dans ce cas l'hypothèse 9.1
implique que l'opérateur D^+ <^(Da;) a une solution élémentaire E dont
la transformée de Fourier partielle par rapport à xçW est E(E, t)
définie par

r r c ,^-J exP-itaW (^°)-
^ ^-l o (t<o)

et d'après les travaux de Franck Jones [l], Arnese [1] et Krée [l], cette
solution élémentaire a la propriété que pour tout a avec a = m, il existe
une constante C dépendant seulement de a, p et q telle que

(9.7) | Î E * C? L,(R^(R"))^ G Cp |l^R;L/,(R"))

pour toute fonction yeLy^I^L^R")) à support compact.
Alors partant de geLy,(I; L,,(û)), on prolonge g en g par zéro en dehors

de Q, puis on pose v= E*g. Il est clair que l'on a
( ' e L / , ( I ; W ; / / / ( I 2 ) ) n W ; ( I ; I ^ ( . Q ) )

et
D^' + CX (D,,) c =g- dans Q,

(9.8)
c (x^ o) ==o dans Î2,

car E est à support dans I^Xl^-. On construit ensuite Uo solution
de (9.4) en appliquant le lemme 9.10.

Posant u == v — U o , on obtient une fonction u qui est évidemment
solution de (9.3) avec

^L/,(l; W^(.Q))nW;(I; M.Q)).

REMARQUE 9.11. — La démonstration précédente utilise la technique
des intégrales singulières, c'est-à-dire une technique essentiellement diffé-
rente des techniques utilisées dans toutes les autres parties de ce travail.
Cependant, la démonstration précédente n'est pas une extension pure et
simple de la démonstration faite par Agmon-Douglis-Niremberg [l], dans
le cas des problèmes aux limites elliptiques, car on a évité ici la construc-
tion de potentiels, qui est remplacée par le lemme 9.10.
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9.4. On déduira du théorème 9.3 dans le cas i<p^2 , le théo-
rème 9.3 dans le cas 2^p<+oo, par dualité. On est ainsi amené à
considérer le problème adjoint au problème (9.3), c'est pourquoi on doit
supposer que le système des c?îl/ est normal. Alors d'après Aronszjan-
Milgram [1] et Schechter [l], on sait qu'il existe trois autres systèmes
d'opérateurs différentiels { 3 .̂ };̂  { 51, };̂ , { ̂ . };̂  dans Û d'ordre inférieur
à 2m et tels que

\ 0. (A- ; D,.) cpÇ dx — ( 9Cl*(.r; D^ dxJ^ ^o.
^ m

=2 f^/P^^-Y f^^y^dcr
/=iJr . ^JY

pour tout ©eW^(û) et ^eW;;'(û), i + - L = i .

Alors les techniques précédentes appliquées au problème adjoint à (9.3)
permettent de prouver le

THÉORÈME 9.12. — Sous les hypothèses 9.1, 9.2 et si le système des {3ïij}
est normal, le problème

—D^4-Cl*(^; Ï)^)u=zg' dans Q,
(9-9) .)îl,.(^;D^=0 SUrI (7=1 ,2 , . . . , 7 7 Z ) ,

u{œ', T)==o (^ei^)

avec geL^(I ; L^,(t2)), i<p '^2 arfm^ une solution unique

^ e W ^ ( I ; L ^ ( ^ ) ) n L ^ ( I ; W ^ ( . Q ) ) .

Démonstration du théorème 9.3 rfan^ Ze ca5 2^p<4-oo. — On trans-
pose le résultat précédent. Pour cela on pose

E = 4 / ( I ; L ^ ( . Q ) ) ,

D^ = { uçW^, ( I ; 4, (^2) ) n4/ (I ; Wj- (.Q) ) , ̂ . (.,.; D,) „ == o sur ^
pour j = = i , 2, . . . , m, u\x', T) ==o} ,

-^=:-D,+a*(^; D^);

avec ces notations ^ est un isomorphisme de D^ sur E et par consé-
quent J?* est un isomorphisme de D^ sur E* si on désigne par J?* l'adjoint
de £ au sens des opérateurs non bornés. On a évidemment

J^==D,4-a(^; D,,),

donc il faut seulement vérifier que

D ^ = = ^ e W ^ ( I ; L ^ ( i 2 ) ) n L ^ ( I ; W J / " ( ^ ) ) ^ m , ( ^ ; D , ) F = o s u r i
p o u r y = i , 2, . . . , m, v^x, o ) = = o { .
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Comme D^ est contenu avec injection continue dans W^(I; L^(û)) on
a pour ^€D^* avec J?*^==g :

(9.10) ] v [E*^ G max ] (^) |,

où C ne dépend pas de p et où le maximum est pris par rapport à toutes
les u€W^(I;L^(t2)) avec u{x,T)=o :

1 ^Iw^IîL^Q))^1?

car £ est un'isomorphisme de D^ sur E.

En utilisant la méthode des quotients différentiels, on va déduire

..eE*. Pour cela, on posede (9.10) que ..eE*. Pour cela, on pose

( h-^^x.t-h) -v(x,t)\ (t^h),
VIÀX. t) ={
' \ -A-1^ t) . (t</i)

pour hç. I, et on définit gh de manière analogue. On va vérifier que v^ç, D^*
et que £^^h= ghy ce qui permettra d'appliquer (9.10) à Vu' On a en effet
pour u€D^ :

{^u, Vk) ==— ^-J (-^^, ^) 4-A^ ^ ^ (— D^/.4-^*(^; D^)^) ̂ x^T^~h) dtdx
Jii ^û

/-^'-^ ^ ____
=— /r J (X^, c) + A ' ^ ^ (— JJ^/ 4- Cl*(^; D^)/y.) (./;, / + A) v {œ, / ) 6-̂  ̂

^o ^Q
== (^U/,, ̂

avec
U (^ (h-^u^x.t-^h)-^^^)} (t^T-h),

h {—h-^u^x.t) (T—h^t)',

on a ainsi
^a, p/0 == (^U/,, v} -=. (UA, ^) = (^ ̂ ) = (^, ^F/O

car g/^eE* et donc ^/^eD^* et ^^ ^h= gh, l'inégalité (9.10) appliquée
à Vh montre alors que

(9.11) | ('/, [E*^ G max | (^ „>•,) = G max (U^ ^) [ ̂  G | g \^

car on a | U/, e^l ^ I w ^ O i L '(Q))^ i- Comme l'espace E*==Ly,(I ; Ly,(û)) est
réflexif, on déduit de (9.11) que —€ Ly,(I; L^(û)).

Pour continuer on écrit

a(^D^:=:^-D^:=^-D^eL,(l; 4(^))

comme on sait déjà que ^eL,,(I; Ly,(û)), on peut d'après Lions-Magenes [4]
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définir 3TCj{x',Dsc)^ comme élément de L^(l; W^'/^r)} et on a pour
u€D^ :

(J?^, P) — (u,s-)==o
m ^

= = — ^ ^(.r, o) ^(.^ o) ̂ +V j ^3V-{x\^^)L(^ 3Xij{x\ï)^)^ dt
û ^"i °

i i
où le crochet désigne la dualité entre W^^^r) et W^^F).

En faisant varier i^ on en déduit que ^(x, o) = o et que 3Tij[x'y Da.)^ == o,
/ = = = i , 2, . . ., m, ce qui par une nouvelle application de Lions-Magenes [4]
prouve que ^€Ly j ( I ; W^^ti)) (3 2) et ceci achève de prouver le théorème 9.3
dans le cas 2^p<+ 0 0 -

9.5. Revenant à la situation du n° 8, on énonce les résultats généra-
lisant le théorème 8.10 qui peuvent être prouvés en utilisant les méthodes
de ce n° 9.

THÉORÈME 9.13. — Le théorème 8.9 est vrai pour a entier ^o, à condition
i

mj + -
que a" -\- l — - — —-r-~- ne soit pas entier pour j = i, 2, . . ., m.

p u ^

REMARQUE 9.14. — Les résultats précédents peuvent être étendus
facilement au cas où (X = 0L{x, t; Dr, D<) et les <?îl/= ^/C^? ^ Da;, D^)
dépendent aussi du temps et vérifient les hypothèses 8.1 et 8.3 uni-
formément pour tçï avec T fini. Il suffit pour cela d'appliquer l'artifice
de Korn.

REMARQUE 9.15. — Suivant à peu près les mêmes idées, on aurait pu
obtenir des résultats analogues pour g €Ly(I ; L^(û)) ( i<p , ?<+ 0 0 ?P7 Z Z ^) •

10. PROBLÈMES MIXTES QUASI-ELLIPTIQUES.

10.1. Dans ce numéro les données seront les suivantes : on fixe deux
ouverts û C R771 et G C R", bornés réguliers de frontières T = ̂ û et S = ^G.

On notera x la variable dans Q et y la variable dans G. On donne €L(x\ Dx)
opérateur elliptique de degré 2^ à coefficients de classe C30 dans û et
JTl = [yitj }^i un système normal (3 3) d'opérateurs différentiels de
degré ^2 [^—i à coefficients de classe C^ dans û; on note mj le degré
de 3VLj et on suppose que le système Jît vérifie la condition complémen-
taire (34) relativement à CX dans û. On donne également tô(y, Dy) opéra-

(32) On utilise le fait que ®eL^(û), Ct(x; D.^)oeL^(û) et 3Xif(x, D.̂ ) y = o, j == i,
2, ..., m sur r implique que s? € Wj/^û).

(33) Au sens de Aronszjan-Milgram [1] et Schechter [l], cf. aussi n° 7.
(34) Au sens de Schechter [l], Agmon-Douglis-Niremberg [1].



380 P. GRISVARD.

teur elliptique de degré 2V à coefficients de classe C00 dans G et 9t = {51^. }̂
un système normal d'opérateurs différentiels de degré ^ ^ v — i à coeffi-
cients de classe C00 dans G; on note n^ le degré de 91^ et on suppose que le
système 9t vérifie la condition complémentaire relativement à (R> dans G.

On cherchera ueW^'^f^G) solution du problème

QL{x\ D^) u — tô(j; Dy) u=z f dans ^2 x G,
(lo.i) <m;(^; D^)u=o s u r r x G ( , /== i , 2, . . . , ^),

^l/,(j; D^) u=o sur ^2 x S (Â'== i, 2, . . ., v ) ,

avec /* donné dans Lp(ûxG). Des problèmes de ce type ont été étudiés
dans Pagni [1].

Le problème (10.1) est évidemment de la forme (1.3) et on pose

E = I ^ ( . Q x G ) ,
DA= { u ç W;/'° (i2 ; G) ; Olly (,r ; D.,) u = o sur F x G, ./ = i , 2, . . . ,^. j ,

A ?/' == Cl (x ; D^) i/ pour u € DA ;

DB^j^eW;; 2^^; G ) ; ^/,(j; D^.) ?/== o sur ^ x S, / . = i , 2, . . . , v },
13 ̂  == d3 (j ; D y ) ^ pour ^ ç DB.

On appliquera le théorème 2.7 pour résoudre ce problème.

10.2. On fixe maintenant des hypothèses sur les opérateurs diffé-
rentiels donnés qui permettront d'appliquer le théorème 2.7.

HYPOTHÈSE 10.1. — Pour tout ^eR7", S 7^0 et xçiî, on a

a^^o^^lci,^;^!,

où CX.̂  désigne la partie homogène de (9L de degré 2p-.

HYPOTHÈSE 10.2. — Pour tout x^T, on note Ux la normale à T issue
de x et orientée vers Vintérieur de û et on note ^ un secteur tangent à T en x
et on suppose que pour p fonction continue et bornée dans [o, 4"Qo [? Ie

problème
( 0(.r; ^+D,7/ . , )a(5) - e ^ r ^ ^ ^ ^ Ç s ) (s>o),
\ Orly (.T ; ̂  4- D,./?,,.) a (s) = o pour s=o (/ == i , 2, . . ., ,a.)

admet une solution unique a telle que a, a', ..., a02^ soient continues et
bornées, dans [o, + °° [? p^î^ tout r^o, ^|+ r7 z z o•

HYPOTHÈSE 10.3. — On suppose que le problème
i^çwyw,

€i (x ; D.^) ?/o — ^Uo= o dans ^2,
cmy(^; D^)^o=o sur r ( y = : i , 2 , . . . , ^ . ) ,

n'a pas de valeur propre pour argÀ == 6, | X ^o.
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D'après Agmon [l], ces hypothèses impliquent que A est « admissible dans
la direction 6 » et inversible. De manière analogue on fera les hypothèses
suivantes :

HYPOTHÈSE 10.4. — Pour tout ^eR", ̂ o et y^G, on a

^v(j;0^ ^(j;;)|

où (%^ désigne la partie homogène de (Jï de degré 2V.

HYPOTHÈSE 10.5. — Pour tout y€S on note Uy la normale à S issue
de y et orientée vers l'intérieur de G et on note ^ un vecteur tangent à S en y
et on suppose que pour ^ fonction continue et bornée dans [o, + oo [, le
problème

( d3(j; Ç+D^,.) a(6-) - e ^ r Œ ( s ) = = ^ ( s ) (s > o) ,
( ^/.(j; S+D^) a(6-) ===o pour s=o (À- == i , 2, . . ., v)

admet une solution unique a telle que a, a', . . . , a^ soient continues et
bornées dans fo, + °° [? pour tout r^o, ^ j + r ^ o .

HYPOTHÈSE 10.6. — Le problème

i ,^w^(G),
< ^(j; D^.) po — ^'o= o ^a/̂  G,
( <^-(j; D^)po=o ^rS ( Â - = I , 2, . . . , ^ )

M'61 pa^ rfe valeur propre pour a rgX=6, |À > o.

Ces hypothèses impliquent que B est « admissible dans la direction 0 ».

10.3. On applique le théorème 2.7 en remplaçant éventuellement E
par DA/CUDB/C {k entier ^o) et en tenant compte du théorème 7.4.
On obtient ainsi le

THÉORÈME 10.7. — On suppose que les hypothèses 10.1, 10.2, 10.3
sont vérifiées pour 0 j < 0^ et que les hypothèses 10.4, 10.5, 10.6 sont
vérifiées pour | 0 — n < 71 — 0^ avec O B < O , , alors pour /'eW^'^^û; G)
vérifiant

3Vij 0^ f = o sur r x G pour nif + 2 [j.y. < 2 p7 — - •»

01/, ôï^ f =z o sur i2 x S T?O^/' /4. 4- 2^(3 < 2^0- — -•»
(10.2)

avec Œ, 20-[j. — ^ 2Œv — , non entiers, le problème (10,1) admet une solution

unique uçW^^^^^ G).
Les conditions (10.2) expriment que (^YeD^ pour a < cr — i et

^fçD^s; p) pour a < c r et de même que fB^eDe pour ? < Œ — i
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et tô^e Di^; p) pour P < o-, avec 5 = G- — [cr] ([o-] désignant la partie
entière de cr).

10.4. Pour résoudre le problème aux limites non homogène corres-
pondant à (10.1), on utilisera le théorème 7.6 :

THÉORÈME 10.8. — On suppose que les hypothèses 10.1, 10.2, 10.3
sont vérifiées pour 6 < 0^ et que les hypothèses 10.4, 10.5, 10.6 sont
vérifiées pour 6 — TI < n — 0^ avec Oj^ < 0^, alors l'application u \-> (/*, { gj }^y
{^}Li) définie par

a (œ ; D.̂ ) (/ — ^(.y ; Dr) n === / ^m.î ^2 x G,
(10.3) <m;(^; D^==^/ ^/-r x G (y==i, 2, ..., p.),

<9r/,(y; Dy )?/.=: hf, sur ^ x S ( y = = i , 2 , . . . , y ) ,

^( u^ isomorphisme de W^^'^^^û; G) ^ur ^ sous-espace de

^ v

W^'2'^^^; G) xl^B^'^r; G) xJjB^'^^.Q; S) =R
7=1 k=l

défini par les conditions
i-i

, ( 10. ̂  ) Wy CX^ ///, — c^/, tô^^- =y c)1ly 3Zk ̂  ̂ /-a-l / .<?^/' 1' X S (3y )

7 , ^/ i ^ À - i I / I I I ^ 7 ^ • ^pour 14- — + — < Œ + 2 — - — + — p l entier —^o, a^ecr • 2 fJL ' 2 ̂  ' 7 ? \ 2 f J L ' 2 v 7 —— ?

(0-4- 1 ) 2 ̂ . — ^^/ — — ((7 + 1 ) 2 ^ — /?/, — —

a/=———-———^————p . p,==———;———:————^7 ((7+1)2^. • ( O - + l ) 2 y

7. . , i / i , i \ m/ /ÎÂ. . . .
a condition que ^ et ^ -{-1 — ~\ — + — — — — ne soient pas entiers —^o

P\<Î[J' 2 V / ^'P1 2^ —
6^ l<p <+oo.

Démonstration. - (a) Partant de ueW^2^4-1^^; G), on voit en
appliquant le théorème 7.3 que {/*; gi, . . ., g^; /ii, . . ., /i^eR.

Pour vérifier les conditions (10.4) on remarque que pour u véri-
fiant (10.3), on a

tVu — (^hi ==:V aa^-a-i (Ou —C^u)
a==o
/—i

==V a^^-^f dans ^ x G,

(3a) On adopte la convention suivante 7 = o.
a=:o
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d'où
on/cor/, {iVu — ^ 1 1 ) •==- y^^i^it — ffii^y^ju

i-i
^Va3^-0'-1/ d a n s ^ x G (3(i).

a==o

Comme ueW^211 -^^(û; G), la fonction précédente a d'après le n0 7
T^ r^ -» T • ? i m / i /î/: i J / I i ï \une trace sur I X S a condition que l+ — + — < ^ + 2 — , ( — + — ) 5

^S N/. -4 l/ y/ \ î̂ ^A .4 V j

pour ces valeurs de l, on a donc

^VLja'hk— ^^^•^Vex0'^^-7--1/ sur r x s.
a==o

Ce sont les relations (10.4).
(fc) Réciproquement partant d'un élément de R vérifiant (10.4) on

doit construire u solution de (10.3) : on cherchera u sous la forme v + w
avec

^W^^2^^1^; G),
^1ly {x ; D^) ^ = gj sur r x G (j =: ï, 2, . . ., ^),
^(j; D^)t '=:/^ sur i2 x S (Â-=I , 2, .. ., ^ ) ,

(10.5) ï
Oîly Cl0' ( CIL p — d? ̂  — f)=o sur F X G, my 4- 2 ̂ .a •< a ;Ji<7 -

p

/̂:<Bi3 (dl^ — (Sbv — f) == o sur ^2 X S, 7^ 4- 2 |̂3 < 2 ^o- — -5^
et

(10.6)

weW^( (7+l)'2^a+l)(^; G),
OUy (^ ; D.^) w == o sur r x G (y == ï , 2, .. ., ^),
fftk(y\ Dy)w=o sur ^ x S (/.:== ï , 2, . . . , ^ ) ,

Ow —(^w-==if— {€Lv —(^v} dans i2 x G.

L'existence de w résulte du théorème 10.7. Pour prouver l'existence
de v on utilisera le théorème 7.6 avec

et
p == {^ . . . , ̂ ; 3R,a, ..., ̂ a^ -s ̂ a^ ..., ^a01»

Q=={^i, ...,^i,;^itô, ..., ̂ r,^"-1, ^1^0^ ...,^/,^^^

ï
^4- 2^.ao< 2^(0- + ï ) — - < inf( /y^+ 2fJ.ao+ 2^, /n^4.i+ 2^.ao),

ï
^4- 2 v p o < 2 y ( < r + i ) — - <inf (^ i+ 2^po+ 2 y, /4o+i+ 2^j3o) ;

^

ces deux systèmes sont évidemment normaux d'après les hypothèses sur
les systèmes {<^/}^i{^}Li et l'ellipticité de (9L et Û3.

(36) L'opérateur c^/, commute à (^L car ce sont deux opérateurs en des variables indé-
pendantes; il en est de même pour 3\i/ et ffi]^1.

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 49
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Il est plus commode de réécrire les conditions (10.5) : on doit avoir

i
77îy+ -

3Xij a^ v == oxij a^ cfï r + 3VLj a^ f sur r x G, a < <7 — ——P-
9. p.

et on a
a

miyO^1 V == ̂ ly^41 F + ̂ /V 0^^-^ (0^ — Obv) ,
P--o

d'où

my+^-
^•^-^^'^^^^^^^.^-.^^•^^(Cl^—tôp) } surr X G, a < Œ — ————^.

ô ^

On a aussi des relations analogues avec les opérateurs 3l/,; on voit
ainsi que les relations (10.5) sont équivalentes aux suivantes :

3XijV=g^ s u r T x G (y =1, 2, . . . , y.),

my+ i

^lyCZ^1 v = tô^-^y+^^-^UyaP/ sar T x G, a < <7 - ———p,

(10.7) . ?:=0

Siti,v •==, h/, sur ^2 x S (À- == i, 2, . . ., v ) ,
Y I
T ^/. + -

^^-^= CZT^A.-^aï-P^,^/ sur ^ x S, y < ̂  - ———^.
P=o

Appliquant le théorème 7.6 on voit que v existe si et seulement si on a

c-nzyc-i^-1 ( (TP ' //^-^aT-Pc9r/,^P/ )
\ ^0 /

/ a \
^^tôT4^ ^a41^•4-Vd3a-P.)îlyaP/ )

V P-o /

sur FX S pour

m, + 2^ . (a4- i ) 727,4-2^ (y + i ) _i/ 'JL _^_\_L-
2^(0-4-1) 2 ^ ( o - + i ) T /?^^ + 2"i ï^(7+r

y compris a == o ou y = o.

Il est facile de voir que ces dernières relations sont équivalentes aux
relations (10.4). Ceci prouve l'existence de ^ et par conséquent le théo-
rème 10.8 est démontré.

REMARQUE 10.9. — L'extension du théorème 10.8 au cas o- entier se
fait sans difficulté dans le cas p = 2, par interpolation et dans le cas p 7^ 2
il faut suivre la même méthode qu'au n° 9. On peut aussi étendre le théo-
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I l
m, 4- - Uk + -

D T)rème 10.9 au cas où o - - 4 - 2 — — — — - - — — — - - peut être entier pour une
' 2|JL IV ï- i

valeur du couple (/',/c) ; dans ce cas, en plus des conditions (10.4) il faut
imposer des conditions intégrales [voir exemple plus bas).

10.5. L'exemple le plus simple d'application de ce qui précède est le
suivant :

(a) On pose
t V u ï V^ °~^'2 . /v V r}'2-y—5 Cî3==— A,.=:—.7.àx-, - ^ <

i = \ J /•=:!

a == A, =>,-Y— ^ ^==—-\,.=—.^.-,—.^-j ^ ;̂- " ^ ̂ j/,

cTn est réduit au seul opérateur ï de même que c^l.
On obtient le résultat suivant : le problème

/ A?/==f dans 12 x G,

(10.8) ^ ^=0'' s u r F x G ,
( u == A sur f2 x S

admet une solution dans W^^ûxG) si et seulement si /'eW^ÛX G),

AeW^^QxS), geW^^^rxG) et

Ai.À - (- A^^A.^- A,)^-V; /< ^ + 2 - ̂
a=o

sur FxS, à condition que 0 - 4 - 2 — - ne soit pas entier, a^o.

Dans le cas p = 2, le premier cas exceptionnel correspond à o" = - ; en

reprenant les raisonnements précédents dans les cas où interviennent des
conditions de raccord intégrales on voit que la solution de (10.8) existe

A A
dans H ' (ûxG) pour/ '=o si et seulement si AeH^ûxS), geH^FxG) et

h == g sur F X S,

f f f[ (A.,A) (.^+^,,y) + (A^) (.r,j--f-^r) ^h^ch^ <+oo,
^o ^T ^s

ces condi.tions ne déterminent pas un sous-espace fermé de

IP(^ xS) x t P ( r x G ) ,

ce qui prouve qu'il n''existe pas de constante C telle que

(10.9) \u n^xG^CpA^ ̂ ^^-\^^^^\k ̂ ^

alors que l'inégalité (10.9) est bien connue lorsque Û X G est remplacé
par un ouvert à frontière régulière.
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(b) Si on pose

ta==A.^, d3=:—A^ 3R=i, 91 =:c—,
on y

on obtient ceci : le problème

A^ == f dans ^ x G,
u=.g s u r T x G ,

au
•- 1i sur ^ x Son.

admet une solution dans W^-^IÎX G), si et seulement si /'eW^(ûxG),

Aew^-^ûxS), gew^-^rxG) et

^^-i^^^
a=o

A^-^-(-^^-S^-.Aa(-A^)/-a-l/. ^;<- < 0- + 2 — -
2 ^

3 isur FxS, à condition que cr+ ^ — -^ ne soit pas entier, o-^o.

(c) Si on pose

cl == A.^, ^ = A^., .)H == i, ^ == i 5 ̂ ,

on obtient ceci : le problème

/ A^ - A .̂ = f dans ^ x G,
^==^- sur F X G,
^r= A^ sur ^î x S,

^
^/lr

: //-2 sur ^ x S,

admet une solution dans W^4-2'4^4^; G) si et seulement si ̂ eW^'^û; G),
geB^(r;G), ^eB^'-^^î^^^B^4^^;^ et

4 \ ^.

ao=i
27? ((7 + I) ^=:1 I+Âp

47?(o-+ i; (^=0, I),

o 3 3

à condition que <7+ i — ̂  et <7+ ^ — ̂  ne soient pas entiers, CT^O.
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APPENDICE N° 1.

On démontre le lemme 7.2, qui résulte du suivant :

LEMME. - Pour u € B;'5 (R" ; R71) on a -^ € B^ (R7" ; R") awc
u. v i r . ,
- == - = i — -,? pour - rationnel, r > i.

Démonstration. — On doit donc vérifier que pour

./. € B^ (R- ; L,, (RQ ) n 4 (R- ; B^ (RQ ),
on a

^€B^-1 (R- L^(R-)) nL^R- B;~^(R-)).

Il est évident que

^€B;-(R-L,(R-)).

Pour prouver l'inclusion

r\ (fîm. Ti^rf-Dn^}^-^^\n , t̂ , ^ ;/,

on utilise le fait que B^R7"; R71) est un espace d'interpolation : on fixe a

et P entiers > o tels que - == /s? alors on a

(Wï' P (R-; R-) ; L, (R- ; R-))o^ = (W^ (R- ; L, (R-)) n L^ (R- ; W^ (R-)); L/, (R- L^(R.)))o ^
^^a(i-0)(R,^ L^(RQ)nL^(R-; B^-0) (R-))
^^ ga(i-0);p(i-6) (R//^ R^)

d'après le théorème 8.1 (chap. I) de Grisvard [1]. De ce théorème on
déduit aussi :

(W^P(R- ;RQ;L^(R- ;R /Q)o , ,
=(W^(R-; L^(R-)) ; 4(R- 4(R-) ) )o , ,nL^(R- ; (W/P (RQ ; L/, (RQ)o,i)

CW^ l-o)(Rm; L^(RQ)n4(R-; Wg ( l-o)(RQ)
^^a(i-0),p(i-0)(R,^ R/.)

C(W^(R-; Ï^(R-)); L^(R-; L^(RQ)o, .nL^(R-; (W^ (RQ ; L,, (R-))o,.)
--= (W^ P (R- ; RQ ; L,, (R- ; RQ ) r, ..

Dans la terminologie de Lions-Peetre [l], cela signifie que
W^-^-^R^R"), appartient à la classe Kf^W;^ (R"; R") ; L^R7"; R"))
et par conséquent d'après ces mêmes auteurs (théorème de réitération), on a

B^(R- R-) == (W^-"(R-; R') ; W^^(R-; ROo^
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à condition que
r _ /^, _ /^ _ a

^ ~ ^ ~~ ^-i -— [3

avec r,<r <r,, s,< s < s^ r == (i — 0 ) r o + Û ^ , À' = (i — 0)^+ O ^ i .
Dans la suite on prendra y-o = i et ri entier > r, on posera ri == Z, on a
donc l'identité

(A.1.1) B^R-; RQ^W^R-; RQ;.W^(R- R^o,/..

') •s

II est clair que u h->—^ est linéaire continue de W^R^R7') dansL/^R^;^).

D'autre part, d'après Lions [3], on sait que u h-> —/- est linéaire continue de
. 0'V-\

W^^R-; R") =W^(R-; 4(R/ / ) ) nL^R-; W^R72))

dans 4^; (w^R"); I^(R"), ). Utilisant (A . l . i ) , on en déduit que
\ 7 5 0 0 /

ÔLL T , .u ̂  .— est linéaire continue de

B^- (R- ; R//) dans L/R- ; (-L, (R-) ; (-W1^ (R/) ; T^ (R^))^ ^ ^
V \ r ^ j ^ p / 1

et ce dernier espace coïncide avec

L^R-;B;~-(R/))

d'après le théorème de réitération de Lions-Peetre [1].
Ceci prouve le lemme.

APPENDICE N0 2.

On prouve le lemme 8.6, dont on rappelle ici l'énoncé :

LEMME. — Pour i < p < + o o ? o < c î • < I , a et d entiers ̂  o, o-rf non
entier, on a F inclusion

W ^ ( I ; W ^ ^ ( I 2 ) ) n W ^ + l ( I ; W ^ ( i 2 ) ) c W ; ( I ; W ^ ^ ( ^ ) ) .

Par la méthode habituelle de prolongement, il suffit de prouver le lemme
dans le cas particulier 1 = R et û = 'Rm.

La démonstration utilise une variante du théorème 2.7 relatif au pro-
blème (1.3) :

LEMME A 2.1. — Sous les hypothèses du théorème 2.7, la solution u du
problème (1.3) avec feD^s'.q) vérifie BuçD^s^q).
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Démonstration. — On utilise la formule explicite (2.4) :

^==4--^ ^ (A-^ - 'd î -À\ (A-À)- ' ( l î -À)- ' /^
(Y v

2 ̂  .y^

où Y est un contour situé dans P A Ï Ï P B ? joignant oo e"'00 à oo e'00 avec
Q B ^ ^ O ^ O A e^ passant « à gauche » de l'origine pour fixer les idées.
On a alors pour t > o :

(A — t)-1 u = + -j— f (A — t)^ (A — }.)-' (B — ̂ )-'/^

=+2^•/ (< -À ) - ' [ (À- ' ) - 1 - (A-À) - -1 ] (B-À) -^^

i
27:^

I

27:
•̂ (A-Q- 1 / ^-^-'(B-^)-'/^
' ^v

-̂. f (t — À)-1 (A — À)-1 (B — ?0-'7^
27T Î

d'où

(A- / ) - ' , /=+——. / 0 - - / ) - ' (A-À)- ' (B- -À) - 1 ^f (^ - /)-• (A - À)- - (B - À)-V^

car

^/(^-^-(B-^-V^^o.

Utilisant ensuite l'identité A (A — t)~1 = i + t (A — ^-1, on obtient

A(A-0-1B^/==+-^-. / ^ (À-Q- 1 (A-?0- 1B(B-7)- J /^ .
2 7T ( ^/^

Comme fçD^{s', q), on a À ' [ B ( B —/^-^l^yd À |) pour À e y avec
9 €LÎ, d'où

| ^A(A - ̂ )-^ Bu [^ C f\~k-t \-^——\\ (| À |) | ̂
*/v \ 1 /l /

et on déduit facilement de cette majoration que

; ^ ( A — ^ - ^ B ^ l E e L ^

c'est-à-dire que BueD^; ç).
On appliquera le lemme A 2.1 de la manière suivante, on prendra

E^L^RîW^R-)) , D^L^RîW^^R-)), D^= W;, (R; W^ (R-))

et (en notant ^ la variable dans R et rc la variable dans R^1) B = = = . - ?
d

A == (i — Aa;)2 (défini par transformation de Fourier). Il est facile de

voir que les hypothèses du théorème 2.7 sont vérifiées avec 0^== o, Og = 7r.
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On a évidemment
D«(^)^W^(R;W^(R-)) ,
D,(^)=4(R;W^^(R-))

car o <; G- << i et crrf n'est pas entier. Alors si on part de

^eW^RîW^^R^OnW^^RîW^R^OcD-AUDB,
on a

f=.\u - Bu= (i - A,)2^ - ̂  eW^(R; W;KR-)),

c'est-à-dire
/€DB(^ ; / ? ) ;

du lemme A. 2.1, on en déduit que

^=B^eD^;^)=L^(R;W^(R-)) ,

c'est-à-dire que
^eW;,(R; "W^+^R^)).

Ceci prouve le lemme dans le cas où ^d n'est pas entier.
Dans le cas où ^d est entier on obtient

DA(^ ;p )=L^(R;B^ C T < / (R- ) ) cL^(R;W/ a + Œ < / (R- ) )

lorsque p ̂  2 et la démonstration précédente donne encore le résultat.

APPENDICE N° 3.

On prouve le lemme 9.5 et les propositions 9.6 et 9.7 concernant
l'espace B^°(I; Ly,(û)) qui ont été utilisés dans le n° 9.

1. L'énoncé du lemme 9.5 est le suivant :

LEMME. — L'opérateur i D ^ + i est un isomorphisme de B^R^X)
sur B;(R,; X).

Démonstration. — D'après la définition 9.4, on a

B°̂  (R^; X) = (W.; (R^; X), W,1 (R^; X))^ ^

d'après la proposition 5.9, on a

B^R,; X) = (W5(R,; X) , L,(R,.; X) ) ,^ .

On note J l'opérateur i D < + i et K l'opérateur de convolution par
k(t)=e~1 pour t^o et k{t)=o pour t < o. Il est élémentaire de vérifier
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que J est linéaire continu de W^(R-4_; X) dans W^(R+; X) et de L^(R+; X)
dans Wy^R-^X) ( 3 7 ) , que K est linéaire continu de W^(R+;X)
dans W^(R+; X) et de W^(R+; X) dans 4(R+; X) et que

KJcp == cp

pour toute (p^W^R^; X). Par interpolation on en déduit que J est
linéaire continu et surjectif de B^(R+; X) sur B^(R+; X).

Pour voir que J est injectif, il suffit de remarquer que pour u€B^(R+; X)
telle que Ju=o, on a u-}-u==o et u ( o ) = = o , d'où évidemment u = o
[alors que J considéré comme opérateur de L,/(R+; X) dans Wy^R-^; X)
n'est pas injectifj.

2. L'énoncé de la proposition 9.7 est le suivant :

PROPOSITION. — On a les inclusions

B ; ( I ; L ^ ( ^ ) ) c L ^ ( I ; 4 ( ^ ) ) pour i<7^2,
et

4(1; 4(^))cB;(I ; L^)) pour 2^<+oo.

Démonstration. — D'après le théorème 5.1 (chap. I) de Grisvard fl],
on a

(B^(I; L^(^) ) ; B^(I; L^(^)))o,^=B^(I; L^(^)) ,
avec

— = = — — — + — (o < 0 <i; 1^/^0,^1^+00).
PQ Pô Pi

Ensuite d'après les inclusions (5.7) (chap. I) (loc. cit.), on a pour X,
espace de Banach quelconque :

B ? ( I ; X ) c L , ( I ; X ) ,
L , ( I ; X ) c B ^ ( I ; X ) .

Enfin lorsque X est un espace de Hilbert, on a

B,° (I ; X) = (W.1 (I; X) ; Wi1 ( I ; X)), =L, (I; X)
2 5 2

d'après le théorème de Lions-Peetre [1] ; en particulier, on a

B ; ( I ; L , ( ^ ) ) = L , ( I ; L , ( I 2 ) ) .

De ce qui précède, on déduit les inclusions

B ^ ( I ; L ^ ( ^ ) ) = ( B ; ( I ; L , ( ^ ) ) ; B ; ( I ; L , ( ^ ) ) ) o , ^
C ( L , ( I ; L , ( t 2 ) ) , L , ( I ; L,(^)))ô.^=:L^(l; L^))

(37) Wy^R+î X) est formé des distributions de la forme f + g ' avec f, ^eLy(R+; X).
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 3. 50
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lorsque
-L=:(I_O)+° (o<0<i)
Pu 2

c'est-à-dire I < P Q < < 2 $ de même, on a

B ^ ( I ; L ^ ( ^ ) ) = ( B ^ ( I ; L , ( ^ ) ) ; B ; ( I ; L , ( ^ ) ) ) o , ^
D ( L , ( I ; L , ( ^ ) ) , L , ( I ; L , ( ^ ) ) ) Q , ^ = L ^ ( I ; L ^ ( ^ ) )

lorsque
- 1 -= 0 (o<0<i).
/^o 2

c'est-à-dire 2 << p^ <; 4" °° •
Ceci prouve la proposition.

Remarque. — Par une extension évidente de la démonstration précé-
dente, on peut prouver que

B^(I;L^))cW^(I;L^)) pour Kp^2,
W^(I ;L^) )cB^( I ;4 (^ ) ) pour 2^<+oo

et
B ; ( I ; W ^ ( ^ ) ) c L ^ ( I ; W ^ ( i 2 ) ) pour Kp^^
I^(I;W^))cB;(I;W^)) pour 2^p<+^,

pour tout entier k ̂  o.

3. L'énoncé de la proposition 9.6 résulte du suivant :

PROPOSITION. — Les images des espaces
B^L^^nB^IîW;/^))

et
W;(I ;L^( .Q))nL^(I ;W^(^) - )==W^. l (^ ; I )

par l'application
( / , i au à^-^ii } ^,\u->^u(^ o)^|^ ̂  ̂  ..., ̂ ^ ^=T(u)

sont identiques pour -i < p <; 4- °° *

Démonstration. — D'après le théorème 7.3 l'image de W^7"'1^; I) et
l'image de B^'^ii; I) par T coïncident. Pour i<p^2, d'après (5.7)
et la remarque ci-dessus, on a

B^^I^B^IîB^^nB^IîB^^))
cB^(I ;L^))nB^(I ;W^(i2)
cW^(l; L^))nMl; W^(^)) =w^1 (^ l)

et ceci prouve la proposition pour i<p^2. Dans le cas 2 ̂ p < 4-Qo

on a les inclusions en sens inverse.
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