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APPROXIMATION ET INTERPOLATION

DES

FONCTIONS DIFFERENTIABLES
DE PLUSIEURS VARIABLES

Par M. Cumistian COATMELEC.

INTRODUCTION.

Ce travail est une contribution a 'approximation et a l'interpolation
des fonctions de plusieurs variables. Nous nous sommes efforcé de donner
des procédés explicites d’approximation et nous avons réalisé, au moins
dans le cas de fonctions définies sur une partie de R*, des expériences
numériques dont nous donnons un aper¢u en (IV.3), (IV.4) et (IV.DH).
Ces résultats numériques sont développés dans (Coatmélec et Houssais [1]).
Un probléme assez général, qui demande naturellement a étre précisé,
est le suivant : étant donnée une fonction [ définie sur un pavé de R"
et contenue dans un espace fonctionnel A il s’agit de réaliser une approxi-
mation de f sur ce pavé, par une fonction P[f] appartenant & un espace
donné B, en n’utilisant que les renseignements qu’on posseéde, pour f,
sur un fermé F de R".

Le théoréeme du prolongement de Whitney (Whitney [1], Glaeser [1],
Schwartz [1], Malgrange [1]) résout un probléme trés important de ce type.
Nous utiliserons ce théoréeme plusieurs fois. Il ne semble pas que ce théo-
reme de prolongement, dont 'importance en mathématiques pures n’a fait
que croitre, ait attiré suffisamment I'attention des usagers de l'analyse
numérique. Cela tient au fait que les démonstrations connues sont présen-
tées sans souci de constructivité. Nous avons fait un premier pas pour
construire des majorations et des algorithmes utilisables. Notons pour
Pinstant que le théoréeme de Whitney permet de définir correctement une

fonction m fois contintiment différentiable dans un fermé de R".
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272 C. COATMELEC

Dans le chapitre I, aprés avoir précisé des notations et définitions, nous
démontrons une généralisation de 'inégalité de Markoff dans le cas d’un
convexe d’intérieur non vide de R”. Cette inégalité nous servira souvent :
elle n’est pas une généralisation triviale de 'inégalité classique pour une
variable sauf si l'on considéere un parallélotope rectangle de R”. Des
constantes de majoration sont précisées pour quelques convexes de forme
particuliere dans R”. Nous définissons ensuite, sur Pespace W"(E) des
champs tayloriens définis sur un compact E de R”, une norme umifor-
mément équivalente a la norme quotient [ W”(E) est isomorphe au quotient
de Pespace €"(C), des fonctions m-fois continiment dérivables sur un
cube C contenant E; par I'idéal J”(E) des fonctions m-plates sur E].
Nous précisons les constantes d’équivalence de cette norme, avec d’autres
utilisées par Whitney et Glaeser, et montrons I’équivalence entre un théo-
reme de Whitney et un théoréme de Dubovitsky.

Dans le chapitre II, nous démontrons tout d’abord quelques résultats
qui concernent ’approximation au sens de la norme
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Cette C"-approximation de f par des polynomes d’interpolation nous
permet, dans (11.2), de donner un théoréme concernant la recherche

o
systématique de formules d’approximation pour ZT{(M) au point M

en fonction des valeurs de f sur un systéme de points « voisins » de M.
Dans (11.3), au lieu de prendre un point de vue local, nous traitons de
la €"-approximation, sur un compact C, par des polynomes d’interpo-
lation : nous formons une suite { Ly[f]} de polynomes de degrés N et nous
insistons sur l'ordre infinitésimal de convergence. En particulier, nous
démontrons que s1 k et p sont entiers positifs quelconques et f€C*(C).
On a

lim {|f— Ly [ f] 6N = o.

Nt %

Le paragraphe (1I.4) étudie un probléeme différent : il ne concerne
plus 'approximation par des opérateurs linéaires d’interpolation mais par
des opérateurs linéaires positifs. Nous généralisons & R" un théoréme,
dt & Korovkin dans le cas ou n=1. Nous précisons des conditions néces-
saires et suffisantes tres utilisables pour le cas olt le domaine de définition
est un simplexe de R”. La conséquence immédiate est alors une généra-
lisation des polynomes de Bernstein a un simplexe de R". Cette généra-
lisation est sans doute connue mais les méthodes exposées nous précisent
immédiatement des bornes d’erreur qui coincident dans le cas ou n=1
avec les bornes d’erreur classiques.
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Le chapitre 111 est consacré a lexploitation de la donnée d’un champ
taylorien d’ordre m sur un ensemble E de points arbitrairement répartis
dans R". Il est facile de construire et d’expliciter une fraction ration-
nelle Qy définie par

N

Ox (M) =¥ si(M) Ty, (M),

1

ou les s; ne dépendent que des points A;, qui résout le théoréme de Whitney
dans le cas d’un ensemble fin1 de points. Malheureusement sans méme
parler des difficultés numériques, ce procédé est en général divergent comme
le montre 'exemple de Runge (Montel [1], p. 55). Nous avons alors pensé
a introduire des « pseudos-splines » analogues aux splines de Schoenberg.
Nous définissons une fonction, polynomiale sur chaque simplexe d’un
recouvrement simplicial de I’enveloppe convexe de E, et de degré pas trop
élevé. Aux points de E la fonction ainsi définie est m fois contintiment
dérivable et induit sur E le champ donné. Nous donnons des théorémes
de convergence qui sont néanmoins insuffisants pour construire effecti-
vement un prolongement lorsque E est un compact quelconque de R".

Dans le chapitre 1V nous étudions la convergence d’'une méthode fonda-
mentale en analyse numérique : I'extrapolation a la limite. Nous nous
bornons dans (IV.1) a ’énoncé et a la démonstration des deux théorémes
principaux que nous avons obtenus. Une étude plus vaste sera faite dans
(Coatmélec [2]). Les deux théoréemes démontrés dans (IV.1) suffisent
pour expliquer Defficacité d’une méthode que Laurent, dans (Laurent [1]),
a appliquée systématiquement & de nombreux problémes d’analyse numé-
rique. La fin du chapitre 1V indique quelques résultats numériques relatifs
a ensemble de ce travail et une application a I'intégration dans R” lorsque
les points sont irrégulierement répartis.

CHAPITRE 1.

MAJORATIONS RELATIVES AU THEOREME
DU PROLONGEMENT DE WHITNEY.

(I.1) EnoNcE DE QUELQUES DEFINITIONS. — R’ sera rapporté :
> >
a. & une base orthonormée (E,, cee E,,) de sommet O : les coor-
données de M seront (X,, ..., X,);
b. & une base normée quelconque (Z,, R 73,,) de sommet A: les coor-

données de M seront (u,, ..., w,);
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c. a un simplexe de R", ¢’est-a-dire a (n+1) points Ay, ..., A, , non
coplanaires et alors M sera défini par ses coordonnées barycentriques
Yy

. -
relativement aux A; : x,, ..., Ty, Tu.y, avec in: 1. Nous dirons que M
i=1

est dans le simplexe S(A,, ..., A,.,) st 'on a : o=—a,=1 pour 1=1,
2, ..., n+1.

La distance de deux points M, et M. de R" sera toujours la distance
euclidienne notée M, M.,.

S1 E désigne un compact dans R" nous poserons avec k; entier “~o
et pour [ k-fois différentiable continiiment dans un ouvert E, de R”
contenant E :

()Kj._.__ ()/'I'+/‘.'-’>“‘+AA"€/. ‘ k= (/‘Als /'.'_’~ sy /"Il)ﬁ

P) ) o) VA LN [ Sy Sy SR
. . - J
1/ lle= s LFAD T et (1 lle= may | 0_55 e
. v v f
M=, o

Pour fe " (E,) et A€E, nous appellerons T,[f] le polynome de Taylor
de f en A. Clest un élément, pour A fixé, d’un espace vectoriel a

m—n . . , . ,
m, = ( N ) dimensions, défini par exemple par les données des m, valeurs

réelles (A), ou K est un multi-indice prenant toutes les valeurs possibles

oy
oXk
telles que o=k~ m. La valeur en M&R" de T,[f] sera notée T,[f](M).
Une fonction f€C”(E,) induit sur E le champ de polynomes défini
par A — T,[f]. Ce champ est appelé le champ taylorien associé a f sur E.

Réciproquement, étant donné sur E un champ (de polynomes de
degrés =~ m) défini par A — T, les conditions auxquelles doit satisfaire
ce champ pour qu’il soit la restriction a E du champ taylorien associé
a une fonction f€ ¢ (E,), ou E, est un ouvert contenant E, ont été données.

2

par Whitney : Whitney [1] et sont rappelées en 1.4.3.

(I.2) MoburLeEs DpE conTINUITE. — Dans ce paragraphe nous géné-
ralisons & R" une définition de De la Vallée-Poussin [1] et un théoréme
de Steckin et Efimov [1] pour introduire naturellement le module concave
de continuité utilisé par Glaeser dans (Glaeser [1]).

(I.2.1) Module de continuité d’une fonction [ uniformément continue sur
un convexe C de R". — Si f est uniformément continue sur C nous poserons

W (fy8) = sup [S(M) —f(OL) [, avee MeG et MG

La fonction w(f, .) de R" dans R* définic ainsi est le module de conti-
nuité de f sur C.



APPROXIMATION ET INTERPOLATION. 275
Les propriétés suivantes sont vérifiées par o(f, .) =
(I.2.1.1) w(f, 0)=o0;
(I.2.1.2) wo(f, .) est non décroissante;
(I.2.1.3) wo(f, .) est continue a l'origine;
(1.2.1.4) off, 81+ %) =o(f, &) + ©(f, 3.) pour ¢;=~o0 et S>o.
La continuité de o (f, .) sur[o, 4o0[ en résulte. Pour démontrer (1.2.1.4)
on utilise la convexité de C. ‘
De plus, on a
(1.2.1.5) w(f, No)=No(f, ) pour N entier >0 et 3> o0;
w(f, 12) Z (% + 1) o(f, 2) pour ¢ et A >>o0.

(I.2.2) Module de continuité. — Soit @ fonction de R* dans R* satis-
faisant a :

(I.2.2.1) w(o)=o0;

(1.2.2.2) pour h et 3 positifs quelconques :

0= w (34 h) —w(d) <wh).

Nous dirons que ® est un module de continuité et nous désignerons
par H(a, w, C) Pensemble des f uniformément continues sur C telles que

w(f, 0) Zuw(d).

(I1.2.3) Module concave de continuité. — Soit & une fonction de R*
dans R* telle que :

(I.2.3.1) ®(0)=o0;3

(I.2.3.2) ® est non décroissante;

(I.2.3.3) @ est concave;

(I.2.3.4) & est continue a lorigine.

Nous dirons que ® est un module concave de continuité.

Le théoréme de Steckin (Efimov [1]) s’énonce ainsi :

St w est un module de continuité défini sur un segment [o, d] de R* comme
on Ua fait en (1.2.2), alors il existe un module concave & de continuité défint
sur [o, d] tel que :

(1.2.3.5) (@) L3 Law(3).

La constante 2 ne peut étre remplacée par 2 — ¢, avec ¢ > o.

(1.2.4) k-module de continuité de f sur C. — Pour C convexe de R”
et f€C*(C,) nous poserons (avec M, €C et M, € ()
N ' ot ox
w(f, C, k,d) = max <“‘n‘1l?>a E}TfK(Mi)—-d—XZK(Mg) )

kit b=k
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et s’1l n’y a pas d’ambiguité :
(’)(fﬂ k, 9) :w(fv G, &, 3).
Nous avons ®(f, 0, 2) = o(f, 3).
Par (1.2.3.5) nous pouvons toujours associer & o(f, C, k, .) un k-module

concave de continuité o(f, G, k, .) Z20(f, C, k, .).

(I.3) Intcarités pE Markorr pans R". — Soit C=[a, b] dans R'
et soit P un polynome (une variable X) de degré =~ N. Nous connaissons

I'inégalité de A. A. Markoff (A. A. Markoff [1])

dP 2 N2
dX .= l)— 174

[P e

Cette inégalité se généralise 1mmédiatement a un parallélotope rec-

> >
tangle <, lorsque 0y a ses cOtés paralleles aux vecteurs (E,,, cee E,,)
de la base canonique de R". Soit, en effet, (hi, ..., h,) les longueurs des
cotés de €. Pour M€, on a

JopP o N2

|5 0| =2 1Pl
et donc

1| oP

aii = /l ” l

De proche en proche on en déduit

dK P

CofNE(N — )2 (N — A +)
- Rk oo fkn

(1.3.0) l 2HPH_¢R‘

Nous proposons d’étendre les résultats a d’autres convexes compacts
de R".

Sans chercher & savoir si les constantes introduites sont les plus petites
(ou les plus grandes) possibles nous nous sommes attaché a mettre en
évidence, au second membre des inégalités, non seulement une fonction
du degré du polynome, mais aussi des expressions de nature géométrique.

De telles inégalités sont utiles lorsqu’on veut effectuer des approxi-
mations mettant en cuvre des polynomes de degré de plus en plus élevé
définis sur des découpages, d’une partle de R”, en morceaux variables
de plus en plus petits.

(I.3.1) Inégalité pour un parallélotope quelconque €. — Soit un parallé-

N

>
lotope & quelconque défini par les vecteurs (I,ML, Ll ..., L)
dans R", Soient h,, ..., h, les n hauteurs de ¢, Considérons une base
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v
’ > > \ Ayt \ Ag 7 )
normée M(ej, ...,e,,) de sommet M a cotés paralleles aux cotés de @

>
et solent %, ..., %, les composantes de E; sur cette base normée.

Apres avoir calculé «,, rapport, de deux déterminants, dont le numé-
rateur est inférieur a I'aire d’une face du parallélotope construit sur

> > . . . . ;
M(e., ..., &) et le dénominateur est égal (au signe prés) au volume de
ce parallélotope, on en déduit
I
\ %pi | o
/ 7,

- , . > > .
ou 4, est la hauteur, du parallélotope construit sur M(e,, ce en), relative
a la face non paralléle & e,

hy L,

De plus, T;, = "L et donc :

Lial

R ekl
(I.3.1.1) f o | = »
qui est indépendant de ¢.

On en déduit le THEOREME :

(I.3.1.2) St @ dans R, a pour hauteur h,, ..., h,, alors

opP /1 I\
wl o+
()X ‘27') Q/M + + /’n )
. P ’ >

En effet, st u,, ..., u, désignent les coordonnées par rapport aux e

on a
oP JP JapP
= == e i |- M
| 5% 0 |l | 5 ) [t - )|
et
()I | <|x,,-1 | otui |
= 2N Plg SR
"“ ” +1 Il IIH—1 lll)

qui, par (I.3.1.1), donne I'inégalité (I.3.1.2).

Remarque. — Si h:infhi on a
. 7] on N2
(1.3.1.3) ﬁ”‘l’/ "2 .

Lorsque < est rectangle, on peut améliorer légérement en appliquant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la“[ + b 71

)
I// +1 I//

/ P o/
(]314) o0X @, / 2N /If +.. 1“ H‘lR
et

. oP an\’ ,

(1.3.1.5) X[, =77 P ey
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(I.3.2) Inégalité pour une boule de R,. — Soit C une boule de R,
R son rayon. Tout point M de C est contenu dans un hypercube @,CC

An s 2R
de c6té h= ==, on a donc
\/ll

1P Nem o
')x(‘“)]éT“P
et donc
v or
(1.3.9.1) ()\H =51 P e
(1.3.3) Inégalité relative & un simplexe. — Soit C un simplexe de

sommets A,, ..., A,, A,., et de hauteurs respectives hi, ..., hyy hys.
Recouvrons C par (n+1) parallélotopes %; définis pour t=1 a n

L,

comme 7, : T, , est le parallélotope de sommet A, , et défimi par les

A/H—i ’\ 1 f\/H—I An
vecteurs PR .

2

h n,
Les hauteurs de ,., sont A'w ,»; et 'on a pour M€, ,

)P
: -(m‘é’( ot i')N;’II P e

En raisonnant de méme dans les ; on a finalement

ap 1 I
=4 |
(1.3.3.1) X <,“ Fe g ,,M NP
et si h =infh; :
wn oo IV (1)
(1.3.3.2) x| = —,—1\ P e

S1 'on désigne par r le rayon de la sphére inscrite dans C :

opP
X

4 ) St ! .
NPl e f= gk

(1.3.3.3)

Remarque. — Si C est équilatéral il résulte de (I1.3.3.3) que s1 R désigne
le rayon de la spheére circonscrite a C :

H()P |IIN |(II—{—

I Plle= DN Pl

(I.3.4) Cas ou C est un convexe compact quelconque. — Soit C un convexe
compact dans R” et FR(C) sa frontiére. Soit II_ I’ensemble des polynomes
(de degrés non bornés). Si N(P) désigne le degré d’un polynome Pell
nous appellerons épaisseur de C le nombre
2 NP fle
opP
X ||

G(C)= inf
rell,
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Nous démontrons au théoréme (1.3.4.1) que st C a un intérieur non vide,
alors G(C) > o et nous donnons des minorations positives de G(C).

Soit T (M) I’ensemble des bases normées (Z,, . e,), en général non
orthogonales, de sommet M€ C et (M) &€ T (M). Les droites définissant (M)

découpent sur C des longueurs [, ..., L,
>
Soit E une direction donnée.

Posons

—[——:sup< inf (m—t—%——la'—'i))a
(-!,"l-:((j) MeC \gMeT M l, /, )

>
ou (%, ..., x,) sont les composantes de E sur &(M).

Soit g(C) = inf g,(C).

([.3.4.1) Tutorime. — St C posséde un intérieur non vide, alors
Jpr 2 N? .
[ — Pl J ¥ > (G .
[ox |l gy Pl et GO =e@) =0
Démonstration. — En opérant comme en (I.3.1.2), on a
i|oP aNz e
jgiuégﬂnnlm etdone  G(C)==g(C),

et s1 g= g(C) 1, alors

PN Nkt

}) /.:4 i
1Pl = .

G(C) et g(C) sont assez difficiles a calculer dans le cas général. Nous
allons minorer g(C) par ce que nous appellerons « rondeur » de C, et montrer
que cette rondeur est strictement positive si et seulement si C n’est pas
contenu dans un hyperplan (de dimension =~ n —1) dans R".

On vérifie d’abord la

Prorosition. — Pour qu’un convexe C de R" soil contenu dans une variété
affine de dimension = n — 1, tl faut et il suffit qu’tl existe M, dans C, tel que
tous les sumplexes, de R", qui contiennent M et qui ont leurs sommets sur F R(C)
frontiére de C, atent un rayon de sphére inscrite nul.

Supposons maintenant que, quel que soit M&C il existe r,> o tel que
un simplexe S,(M) de sommets sur F R(C) et contenant M ait un rayon
de spheére inscrite égal a r,. Il faut et 1l suffit pour cela que C posséde
un point intérieur.

Soit £,(M) 'ensemble des simplexes qui ont leurs sommets sur F R(C),
qui contiennent M et qui ont un rayon de sphére inscrite >r,. Le rayon
de sphére inscrite de S(M)€X,(M) est une fonction continue, sur une

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 36
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partie fermée de (F R(C))""', et atteint donc son maximum (M) pour un
simplexe de X, (M).

St G, est un convexe contenu dans C, on a : g(C,) = g(C). Par (1.3.3)
on a done

1 l11| |1//|> 2
inf <————|—...+-———- = .
somerm\ 4 L, )7 o(M)

Soit r(C) = inf &l_) (’est ce que nous appellerons rondeur de C.
Med

Nous avons donc g(C)>r(C).

Supposons que r(C)=o0 : C étant compact il existe alors M&C tel
que ¢(M)=o0 et tous les simplexes ayant leurs sommets sur F R(C) et
contenant M sont dégénérés, C est donc dans une variété affine de dimen-
sion =—n—1 et 'on a alors FR(C)=C. Il en résulte que (1.3.4.1)
est vérifié et donc que

aP aN2
(1.3.4.‘2) {’)Y”Cé }m H] H(.
. [ > > .
Remarque. — Soit (\Ei, R E,,> la base canonique de R” et X; les coor-

données : en posant g;(C) =g, on a

OEPI o NN —1)2 . (N — b +1)?
(1.3.4.3) ld—\m == ( U-A)w t()‘/," ) P e
- St con

Dans R,, A. A. Markoff obtenait trivialement une inégalité de ce type
comme corollaire de I'inégalité concernant || P’|. En utilisant une inégalité
due & W. A. Markoff (W. A. Markoff [1]) nous obtenons une inégalité
plus fine :

JfpP 2PNT(N2—12) .. (N2— (A —1)?)
s v r .
(1.3.4.9) ‘ OXK —gﬁ"...;{ﬁ"1.3...(9,/.',~1)...1.3...(9&',,—[)HPH("

(I.4) RaPPELS DE RESULTATS CONCERNANT LES THEOREMES DE PROLON-
GEMENT DE WuITNEY. — Soit E un compact de R, C un hypercube de R"
contenant E. Définissons par A~ T, un champ de polynomes de
degrés =~ m, champ défini sur E. Posons

o ) _ [ Ts (M) — Ty (M) |
(Lh.r) / & (A, B, T, nz)_;g};" (AN 5 B\

pour A et B dans E,

K| K
o — G )
(L.h.2) T (A, B, T, m) = sup »

OZhk=m A Bm—t

pour A et B dans E.
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Le Tutorime du prolongement de Whitney s’énonce :

Pour que le champ donné A — T, défint sur E soit la restriction a E
du champ taylorien d’ordre m associé a une fonction f€C”(C) il faut et il
suffit qu’il existe un module de continuité concave @ tel que

(1.h.3) VAcE, VBel: ©,(A B T, m)—=a(AB).

La construction de f est donnée dans (Whitney [1]). Whitney donne,
dans (Whitney [3]), des majorations pour || f||¢'. Ces majorations dépendent
de la forme de E. Dans cet article 1l n’existe pas de majoration pour le
m-module de continuité.

Dans (Glaeser [1]) le théoreme de Whitney est démontré en remplacant @,
par B, et les majorations suivantes, indépendantes de la forme de E
sont démontrées : d étant le diametre de C, 1l existe I', et I', tels que

1A ()K f | ol m A m—hk 1N .

(L.h.h) || e S+ Ty (m, n, d)y d"8(d);
l)X'\ C ¢

(1.%.5) o(f, Com, )L (m,n, d)d(.);

Etant donné un champ T satisfaisant a (I.4.3), nous dirons que c’est
un champ taylorien et Whitney a montré qu’on peut choisir un prolon-
gement f(T) analytique dans C — E : mais un tel prolongement n’est pas
obtenu en général par un opérateur linéaire continu de prolongement.
Au contraire, pour m fini toujours, la méthode indiquée plus haut fournit
une fonction f définie par un opérateur linéaire continu de prolongement :
nous dirons « prolongateur » et f est dans C”"(C — E). Par contre, f est
en général seulement m fois contintment dérivable sur C méme s1 T est
le champ induit sur E par une fonction g€ " (E,), avec k>>1. Il n’y a
exception que si E est fini.

Si W (E) désigne l’espace des champs tayloriens d’ordre =~ m définis
sur E, W"(E) est isomorphe au quotient de ’ensemble ¢ (C) par I'idéal
fermé des fonctions de ¢ (C) qui sont m-plates en tout point de E. Sur W” (E)
la norme || f|li' est bien moins importante que la norme suivante introduite
par Glaeser :

g = max(“f“i.’;’, (hax T, (A, B, T, m)).

€E Be

li Yespace W"(E) est complet alors qu’il ne I'est pas
|.|it. Cette remarque nous laisse prévoir une

Pour la norme ||| . |
en général pour la norme
certaine complication dans les majorations que nous donnerons.

(I.5) Norion pE couvercLE. — Lorsqu’un ensemble @ n’est pas
convexe et varie nous serons amenés a lui associer un couvercle C(AQ).

(I.5.1) Les U-couvercles. — Si E est une partie compacte de R” dési-
gnons par d(E) le diameétre de E. Lorsque E est de plus convexe son épais-
seur sera notée G(E). ‘
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Soit U un sous-ensemble de I’ensemble V des parties compactes de R”
et C une application, de U dans V, telle que, quelle que soit @€ U :

(I.5.1.1) C(AQ) est un convexe, d’intérieur non vide, contenant (;
(I.5.1.2) 1l existe K,(n) tel que d(C(Q))—K,(n) d(Q);
(I.5.1.3) 1I existe K.(n)> o0 tel que G(C(AQ))>>K.,(n)d(AQ).

DErintTioN. — St ces trois conditions sont satisfaites nous dirons que C(Q)
est un U-couvercle pour €U ou plus briévement un couvercle s’il R’y a pas
ambiguité sur U.

Exemples et contre-exemples :

— Soit U =V, enveloppe convexe n’est pas un U-couvercle. La boule

de rayon minimal contenant (U (cette boule existe et est unique, C est

donc défini) est un U-couvercle, on peut prendre K,(n) =2 et K.(n) = ll’

Pour une évaluation plus précise de K,, ¢f. (Favard [3]).

— Soit U ’ensemble des parties de R" obtenues a partir d’une partie
par le groupe T des transformations affines inversibles. L’enveloppe convexe
n’est pas un U-couvercle car ([.5.1.3) n’est pas satisfait. Au contraire,
si nous prenons ’exemple précédent en remplacant T par le groupe des
similitudes, alors 'enveloppe convexe est un couvercle. On peut prendre

- - G(C(ay))
I\1-——[ et l\._)__ W‘

La boule de rayon minimal est aussi dans ce cas un U-couvercle.

— Soit U I’ensemble des segments AB de R”, nous serons amenés a
considérer le couvercle « boulique » de AB : c’est la boule de diameétre AB.
On peut alors prendre K, (n) =1 et K,(n) = % Nous pouvons aussi a tout
élément de U associer son couvercle cubique orienté : c’est ’hypercube,

i —>

a cOtés paralleles a (E,, Cey E,,), dont le centre est le milieu du segment AB
et dont la longueur des cotés est égale a AB. On peut alors prendre

K, () :\,/}; et K, (n) =1.

(I.5.2) Les T. U-couvercles. — U ayant été défini comme en (I.5.1)
et conservant les notations de ce paragraphe, considérons une famille T
d’applications 0 de R” dans lui-méme. Nous supposerons que, quel que
soit 0T :

(I.5.2.1) Q€U entraine (@) € U;
(I.b.2.2) C(H(@))=0(C(a0)).



APPROXIMATION ET INTERPOLATION. ) 283

Derinttion. — St C et T satisfont a (1.5.1.1), (I.5.1.2), (1.5.1.3),
(I.5.2.1) et (I.5.2.2) nous dirons que C(Q) est un « T. U-couvercle ».

Exemples et contre-exemples :

— 51 U=V, la boule de rayon minimal contenant U est un « T. U-
couvercle » si T est un sous-ensemble du groupe des similitudes, mais
n’en est pas un si T est le groupe des transformations affines inversibles.

— St U est ensemble des parties de R" obtenues a partir d’une partie
compacte , par les similitudes T (de rapport > o), la boule de rayon
minimal contenant @ est un « T. U-couvercle ».

Remarque. — Nous pouvons nous donner d’abord une partie compacte €,
et un convexe de forme quelconque d’intérieur non vide et conte-
nant &, : C(@,); soit ensuite T une famille de similitudes, nous pouvons
définir U comme 'ensemble des transformés de €, et définir C enfin comme
Papplication qui, & @ =0(&,), associe C(A)=10(C(A,)). Nous aurons
alors un « T. U-couvercle ».

[.6. D#érinNiTioN DE ©,. INEGALITES D'EQUIVALENCE SUR LES ®; —
Dans le paragraphe (1.4) nous avons défim &, et . et

S = mzlx[“f“{f{, max G| A\, B, T, I)L_l:l.
AEE BEE
La norme |- || qui rend W”(E) complet est uniformément équivalente

a la norme quotient. Cette propriété est encore vérifiée en remplacant G,
par G., B, a 'inconvénient de mettre en évidence des polynomes et leurs
dérivées jusqu’a l'ordre m. ®, a avantage de ne plus introduire les déri-
vées partielles, mais utilise le sup d’une fraction rationnelle sur R". Nous
allons définir &, qui ne fera intervenir que les valeurs de polynomes sur
des couvercles (qu’on peut choisir cubiques).

Remarque. — 11 est naturellement intéressant de savoir calculer la
norme quotient. Ce probleme difficile dans R" est résolu dans (Favard [2])
et dans (Glaeser [2]) lorsque n = 1.

Soit U I'ensemble des segments AB, ot A et B sont dans un compact E.
Considérons les couvercles associés a tous les segments AB par une appli-
cation C de U dans V. Nous pouvons prendre par exemple les couvercles
bouliques ou les couvercles cubiques orientés définis a la fin de (1.5.1).
Nous supposerons d(E)="1.

Posons

. . . [Ty (M) — Ty (M) | || Ty —Tyllcan
1.6.1 By (N, B, T, m) = sup ——2 = 2.
( ) s (8 By T, ) M;clg,\m ABm A
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(I.6.2) Prorosition. — T éltant défini sur E et K, et K. désignant
les constantes intervenant en (1.5.1.2) et (1.5.1.3) dans la définition des
couvercles, alors :

ceoam(ml)?

S (A, B, T, m) Ze®, (A, B, T, m) = o G (A, B, T, m)
> 2 1y2 |
= [—% T (AL BT, m).

Démonstration. — Par application de la formule de Taylor pour un
polynome :
ITA\(M) o T];(M) i P 1 / o ,\l))nlfl \L\l . ANIIH \ ) ’ -

M By = By M T e ) B LB T
et

. - 1 1 o m e
T (A, B, T, m) é(l—%— et ;n—,>'@._»(f\, B, T, m)=Ze®, (A, B, T, m).
\ ! !

D’autre part, par I'inégalité de Markoff généralisée,

o 1
B (A BT, m) — sup |Ty(w) —T 2 iy L
-( s 1 3 )_Hel(l;I:\];)i ‘\(l ) B(f‘l‘) I;AI)/"( ) l\g

et

2" (ml)?

T (A, B, T, m) < T (A, BT, m)

K7
: " Ap+Buyr Ty () — T (p) |
T (A, BT, m) £ sup ——5—"— suy ! 5
( T m) —ge\c%\n. ABm peuls\m (Ap—+ Bp)m

T (N, B, T, m)y Z 27, (N, B, T, m) K.

La proposition en résulte. Rappelons que pour les couvercles bouliques :

1 . . , ;-
K,=1 et Kq:ﬁe pour les couvercles cubiques orientés : K,=\yn

Le théoréeme de Whitney peut donc s’énoncer comme en (I.4.3) mais
en remplacant ®, par &, ou %,. On peut de méme, dans la définition de
la norme || .| qui rend W”(E) complet, remplacer %, par %, ou %..
Nous donnerons dans le chapitre IV un algorithme assurant le calcul
approché de || Py ||, ou Py est un polynome et indiquerons I’erreur commise.
Lorsqu’on utilise un tel algorithme le choix de &, (au lieu de &, ou &,)

se révele avantageux.

(I.7) U~ NOUVEL ENONCE DU THEOREME DE WHITNEY. — Si fest m fois
continiment différentiable dans un ouvert de R”, contenant E, il existe
o(f, m, .) tel que

M

. e, AMm .
[S(M) =T\ [ f] (M) | == Y o (f, my, AM),
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ce qui entraine que si A et B sont dans E, alors :

| TAl /1) = Ty /] (M) [ = (AM# 6 (o m, AM) + BM™ o (/, m, BM)),

Réciproquement, nous avons le :

TutorimMe. — Si, étant donné un champ T sur E, il existe un module
de continuité & concave tel que

(1.7.1) [Ty (M) — Ty (M) | = ;’,17 (AM™ & (AM) + BM™ & (BM))

sott vraie quels que sotent A€ E, B€E, M€ C(AB), alors les conclusions
du théoréme de Whitney sont vérifiées.

Cette condition semble bien plus faible que les conditions sur @;, en fait
il n’en est rien : si ([.7.1) est vérifiée, alors, pour tout p&C(AB),
ona:Au-—K,AB etil en est de méme pour By.. En utilisant une propriété
de ® on en déduit

T ' " Kimr»l‘,
S 6
et
2]\’(//L-rl)
B (A B, T, m) = —L— 5 (AB) = 6, (AB),
Remarque. — Une conséquence immédiate de ce théoréme est la propo-

sition sulvante énoncée sans démonstration dans Dubovitsky [1] :

Etant donné un champ T défini sur E, s’il existe une fonction ¢ (non
nécessairement continue) définie sur un cube C contenant E et s’il existe
un module de continuité o tel que

| T\(M) —o (M) | ZAM"™ @ (AM) pourtoul AeE et tout Me(,

alors le champ T défini sur E est un champ taylorien.

(I.8) Dérinition. — Dans la suite nous dirons qu’une fonction f
est m fois continGment dérivable sur un fermé F de R" si Pon peut
prolonger f en une fonction m fois contintiment dérivable dans un ouvert

de R" contenant F.

Dans R" pour n 2, le probleme est posé de savoir a quelles conditions,
portant sur les valeurs de f sur F, une fonction f est m fois contintiment
dérivable sur F. Ce probleme est résolu pour n=1 dans (Whitney [2])
et dans (Merrien [1]).
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CHAPITRE I1.

INTERPOLATION ET APPROXIMATION PAR POLYNOMES.

r
CONVERGENCE POUR LA NORME | . [[i
(I1.1) L’interroraTioN pANs R". — Un polynome homogeéne de
N+ n—

, . . . 1 ,
degré N a n variables contient Q N ) termes et, par conséquent,

/

le polynome le plus général de degré N a n variables contwnt( : ") termes.

N \ o , .
Posons N,:( ;”). Etant donnés N, points A; dans R”, appelons &
Iensemble de ces N, points. Posons d(@)= sup A;A;, diamétre

Vo i</ =Ny

de @ et, étant donnés deux ensembles de N, points €L et @, soit :

d (A, @B) = inf(sup;\l-lim,;,) en désignant par ¢ une permutation des N, premiers entiers.
G i -

Si les N, points A; ne sont pas sur une méme hypersurface algébrique de
degré N dans R”, alors le probleme classique de l'interpolation, par un
polynome de degré N, d’une fonction f définie sur @0 posséde une solution
unique. Nous dirons alors que @ est unisolvent. Le polynome d’inter-
polation ,[f] est défini par la relation

Xy o N o NT XA
U Xy, o Xox oee N oo NXixo f(Aw) N
LNy Ny N X [T

Ce polynome peut s’écrire :
NI

Dol S] (M) :2/‘(,\1) O, (a, M)
i—=1 :
ou les polynomes Q;(&, .) ne dépendent pas de f.
Soit C un compact de R” ayant pour diametre d(Ql) = d et contenant A,
L’opérateur qui a f&€ €(C) fait correspondre <, [f] est un opérateur linéaire
qui conserve les polynomes de degré = N. En prenant comme norme

sur ¢(C) la norme || . || définie en (1.1) la norme de Popérateur %, est
Ny
1.1, @ o= max ¥ [, (4, M) 1.
(I 1.1) [ Pafle ;;IE';2‘1 di(e, M) |
i=1
(I1.1.2) Tutorime. — |2yl est tnvartant lorsqu’on fait subir a &

\

et a C la méme transformation affine inversible quelconque.
Démonstration. — Soit 0 une transformation afline inversible :

L0
A-»A, et GC-»0C,.
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Par la transformation 0, le systéme unisolvent U donne un systéme
unisolvent @,. Considérons la fonction Q;(,, .)o0 : ¢’est un polynome
de degré N qui vaut 1 en A; et 0o en A; pour j<:. On a donc

Qi (&, ol =0;(a, )

et donc pour tout MeC :

kg

N
M@, M 1“_) Qi@ ) 0 0) (M) [= N 1Qu(et, M) |-
i=1 i=1 =1
Dans la suite nous prendrons, sauf précision contraire, pour C un convexe
de R” contenant . Nous supposerons que le diameétre de C est 1.
Considérons alors I’ensemble Il des polynomes de degré =~ N. 51 nous
désignons par E(f, m, N,C) ou E(f, N, C) st m=o0 la distance de f
a Iy pour la norme || .|’ nous avons le théoréme d’approximation
suivant :

Tutoreme. — Q et C d’épaisseur g étant fixés et posant
(N, m) =N2(N —u1)* .. (N—m—+1)?
nous avons pour m =N

(I1.1.3) L — | S = Loy NG| e 20 0 (N, ) e e |-

o
2

Démonstration. — €L étant fixé, opérateur T, est un opérateur linéaire
qui conserve les polynomes de degré =~ N. Puisque Il est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de €(C) il existe dans Iy un polynome Py[f]

tel que
1S = sl = ”‘lf[ /= QI =E(f, m, N, ).

Nous avons alors
W=l SIS — Pl S+ PSS — 2 [ ST
Par (1.3.4.3) on a

()hl) 0 )/ (1\ /I )
]
St g=_1, on a donc
‘ Y |ym 2" @ (N. "l)
HINH(J _/—_~—-————H 1) H

)

N

et
| f—2qlSIE=E(f, m, N, <>+;ﬂ(\1 m) || Px[f1—2q[f]]IE

“(J, my N, ()+@’?(V m) || Talf— s/

K (f, m, N, () ll - "i;’o(l\ m) IRFRIE

o

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 37
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Nous allons utiliser ce théoréme pour obtenir des théorémes d’approxi-
mation dans R”. Nous nous restreindrons & un sous-espace a préciser
de ¢(C) pour indiquer des procédés d’approximation & convergence rela-
tivement rapide. Pour cela il nous faut préciser, pour une classe suffi-
samment restreinte, la quantité E(f, m, N, C). Ce sera I'objet du para-
graphe (II.3). La quantité ||, [/ ne dépend que de la disposition des
points A;. En (II.4), nous ne restreindrons pas €(C), mais en revanche
nous obtiendrons des procédés d’approximation a convergence relati-
vement lente méme lorsque f est analytique.

Donnons tout d’abord une remarque de caractére négatif. Considérons
une suite | Ay | de systémes unisolvents contenus dans C. Les @, sont
indépendants les uns des autres mais chaque ensemble @y, posséde exac-

N+ . . .
tement N1=< N n> points de~C. On peut alors se demander s’il existe
une suite { @y, | telle que
(11.1.4) lin

Ny >+ =

i

a., H(: <+ .

S’il en était ainsi, de la suite définie par uy, = }f‘?a\ . on pourrait

extraire une sous-suite ,‘uxl,i convergente et de limite [ <<+oo. Par

application de (11.1.3) et compte tenu du fait que lim E(f, o, N, C) =o

N>+ =

d’apres le théoréme de Weierstrass, on aurait

VY fec(C): lim Hj— 'L"’cl,\/,

N,, >+ »

[«:: 0.

Mais déja dans R', comme I’a montré Faber (Faber [1]), ce dernier
résultat est faux. Nous renoncerons donc dans R” a essayer de former
une suite de systémes unisolvents et une suite de polynomes d’interpolation
convergeant uniformément vers f pour tout f&C(C).

(I1.2) APPROXIMATION DES VALEURS, EN UN POINT M FIXE, D'UNE
FONCTION ET DE SES DERIVEES PARTIELLES. — Dans tout le paragraphe M est
fixé.

Il est classique de réaliser une approximation de chaque forme linéaire L,

p
définie par f~- L.([f]::))TJK(M), lorsqu’on connait les valeurs de f aux

sommets d’un quadrillage (en général défini par un n-pas h=(hy, ..., h,)
destiné a tendre vers zéro). De telles approximations sont ainsi utilisées
dans le traitement numérique des équations aux dérivées partielles ou I'on
remplace les opérateurs différentiels par des opérateurs aux différences.
Les obtentions d’une part, les démonstrations de la convergence d’autre
part, sont parfois assez différentes lorsqu’on passe d’un Ly & un autre.
Nous allons montrer comment on peut obtenir stmultanément des approxi-
mations de chaque Ly pour k=1 a m. La démonstration de la conver-
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gence indiquera en méme temps l'ordre de cette convergence. De plus,
les points utilisés pour définir une forme linéaire approchée de Ly seront
beaucoup moins « particuliers » que les points du réseau régulier rectangle
traditionnel.

Soit A, un systéme unisolvent contenant m, = (m j “) points et C(&,)

\

un convexe compact contenant &, et M.

Soit T une suite de transformations aflines inversibles 0; telles que,
st C;=10,(C,), alors il existe H, tel que : pour tout entier ¢ :

(I1.2.1) Me(;
(11.2.2) d(C)=d;=H,G(C)=H, g;
(I1.2.3) lhm d;=o.

>4 o
(I1.2.4) Derintrion. — Si les trois conditions précédentes sont satis-
faites nous dirons que ;= 0;(@,) tend réguliérement vers M lorsque i tend
pers - 00.

Si U désigne D'ensemble des @, nous avons défini une famille de
T. U-couvercles entourant M.

(I1.2.5) Tutorime. — Si [ est m-fots contintument dérivable dans un
potsinage ouvert de M et st Q; tend réguliérement vers M lorsque i tend
vers + 00, alors il existe H tel que pour k—m :

g | /]

K¢
TR (M) — SO | =Wy o0 (f ).

JXKk

Démonstration. — Soit T[f]le polynome de Taylor de degré m au point M
et 4 [f] le polynome d’interpolation de degré m sur &,

/= <L LT[ 1 — Tl SINE A |2 LT — Tul ST ]|E.-

Par (1.3.4.3) le dernier terme est majoré par

.
i:fAfSO(In, k) H Tc’t;lf,l — Tl /] H!ﬂ

D’autre part,

0
Gy

2o Lf]— Tulf]]

v _~
C;=

H‘)c‘ciHu,-Hf_TA“l-fl
Par (I[.1.2) : |

P, ||, = || T ||, est constant. De plus,
1S —Tu|f]lE.Zdrm*w(f, m, d) (pour d;Z1).

Par (I1.2.2) : &= H, g;.
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On a donc

Hj_ ‘?clilf| H‘/,é(' + 2f Q (”l» /‘) Hf H 'q"cl» H‘io) Hllnhk(l -+ “l) S"im“k ® (./7 m, gi

et la conclusion suit.

Nous utiliserons ce théoréme au chapitre 1V. Signalons dés maintenant
quon obtient des @, tendant réguliérement vers M en faisant subir & @,
et son couvercle C(@,) des transformations 0;= R,;oH, ou H; désigne
une homothétie de centre M, de rapport r; tendant vers zéro lorsque ¢
tend vers -+ o0, et R; désigne une rotation arbitraire autour d’un axe
(variable avec ¢ comme I'angle de rotation) passant par M. Dans ce cas,
M est invariant par toutes les transformations 0, Examinons le cas
particulier ou ;= H,.

(I1.2.6) Prorosrrion. — St, quel que soit i, 0; est une homothétie de
centre M et de rapport r; (lim r,~,=0>, alors en posant A',=10;(A;) le coeffi-

>4

cient de f(A') dans Uapproximation de Ly[f] est de la forme (—I%—),]_,-, ou

ne dépend pas de 1.

En effet, en opérant comme en (II.1.2), nous posons

iy

oo O
LALST= 0 (D) g (Q7 (€4 ) 0 0) (M),
j=1
Comme 0; est une homothétie de centre M et comme M est invariant,

o UN® 1 0RO (@ M)
LS =D (A G LG M),

J=1

L’intérét de ce résultat du point de vue calcul est évident : en chan-

geant de valeur de ¢ les seuls calculs nouveaux a exécuter sont ceux
de (r;)" et des m, valeurs f(A’).

(I1.2.7) DegriNition. — Soit f une fonction k fois contindiment déri-
pable dans un voisinage de M. Appelons covecteur dérivée k' en M le

. s dkf
covecteur D*[f] (M), élément de 2 (ORy, R), de composantes < o xR (M), . >

o K est un multi-indice prenant toutes les valeurs possibles telles que
kv +...+k,=Fk

La notion de différence divisée est classique pour les fonctions d’une
variable : on peut déffnir la K™ différence divisée sur [x,, ..., z;] par
récurrence par

A ([@oy ooy s f) =

A= [ty ooy i o ) — A ([, ooy s j').

Ty — &
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Cette définition ne s’étend pas aux fonctions de plusieurs variables.
La définition suivante, au contraire, est valable pour les fonctions de
plusieurs variables :

On appelle covecteur « différence divisée » d’ordre k relatif au systéme

. ' ke .
unisolvent A [contenant ( M ") pomts] le covecteur

)Kc“’~ A
AL(a, f) :<...,’—7‘%ﬂ(1\4), >,

ou 7T, est Popérateur d’interpolation de Lagrange sur L et ou K prend
toutes les valeurs telles que ky+...+ k,= k.

Chaque composante de A“(A, f) est indépendante de M puisque @, [f]
a pour degré k. Le théoréme (1I.2.5) entraine alors :

(I1.2.8) TutorEMe. — St les systémes unisolvents Q; tendent régulie-
rement vers M alors, pour chaque entier k=1, ..., m,

lim A%(Q, f) = DA f] (M).
>+ =
Remarque. — Nous donnons dans le chapitre IV une famille remarquable
de systémes unisolvents et les approximations correspondantes.

(IT.3) APPROXIMATION, PAR DES OPERATEURS D INTERPOLATION ET
POUR LA NORME || ||, DES FONCTIONS DE cLAsSE C".

(I1.3.0) Remarques préliminaires. — Soit C un hypercube de R?,
d la longueur de ses cdtés supposés paralléles aux axes. Soit C Iintérieur
de C. Dans tout le paragraphe nous serons amenés a considérer des suites
d’opérateurs { Py} satisfaisant aux conditions :

(I1.3.0.1) Py opérant sur € (C) est linéaire;

(I1.3.0.2) Py est un projecteur sur un sous-espace 7wy de I'espace
des polynomes de degrés =~ N.

Soit U,, I'ensemble des suites { Py} satisfaisant aux conditions (I1.3.0.1)
et (I1.3.0.2).

Lorsqu’on ne recherche qu’un théoréme de densité il n’est sans doute
pas difficile théoriquement de trouver une suite [Pyj€U, telle que,

en posant
px (m [y =[1f = PxIA1E, - Lim px(m, f) =o.

La suite {Py} réalise la conclusion du théoréme de Weierstrass pour la
m

norme || . ||". Considérons simplement le cas ou n=1, C=[qa, b] de R
et m=o0. Les opérateurs classiques, tels que lim py(o, f) =0, s’ils
N>t

entrainent la conclusion du théoréme de Weierstrass ordinaire, ne sont
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pas satisfaisants car, en général, lorsqu’on les applique & une fonction de
classe C™ tres simple (z ~>2* par exemple) ils donnent une décroissance
de ¢y (en fonction de N) qui n’est pas trés forte. Dans (Golomb [1], p. 248)
le théoréme suivant est démontré : si Ly est, pour tout N, un opérateur
positif et si { Ly{ € U,, alors en désignant par e, la fonction z ~>1 et par w,

2

la fonction z ~>(t — x)?, on a
— ou bien
lim N|[Lyle, | — e[| &> 05
N>+»
— ou bien

lim N2Lx[w] (¢) > o.
N>+
Les opérateurs linéaires positifs qui donnent une démonstration cons-
tructive du théoréme de Weierstrass ne donnent jamais lieu & une précision

. [N . . R
meilleure que 13 méme lorsqu’on restreint €°(C) a la classe des poly-

nomes du 2¢ degré.

D’autre part, les opérateurs d’interpolation ne réalisent jamais le théo-
réme de Weierstrass sur C°(C) lorsque n=1. Ceci résulte du théoreme
de Faber (Faber [1]). Plus exactement par (Golomb [1], p. 253), il
existe K, > o tel que, pour tout Py satisfaisant a (I1.3.0.2) et (I1.3.0.1),
avec m =0, on a

| Pyl > K, Log .

En revanche, lorsqu’on applique une suite {Py| d’opérateurs d’inter-
polation a une fonction de classe " on peut, par un choix convenable des
nceuds d’interpolation, obtenir une décroissance trés rapide de goy(m, f).
(C’est ce que nous démontrons dans ce paragraphe. Le choix des nceuds
a été fait en remarquant que la suite {Ly| qui lul est associée satisfait
a || Ly||°~ K,LogN et qu’on ne peut faire mieux que K, LogN. Les calculs
ont été développés en utilisant ces nceuds particuliers obtenus a partir des
zéros des polynomes de Tchebichef. La démonstration serait inchangée
en les remplacant par des nceuds « normalement » distribués au sens de
(Golomb [1], p. 210), mais au lieu de contenir, au numérateur des majo-

n

rations, un terme en (LogN)" nous obtiendrions un terme N*.

Le théoréeme (II.3.1) suivant est une généralisation a R" du
lemme (II.3.2). Cette généralisation peut, du point de vue qualitatif,
étre considérée comme un cas particulier d’un théoréme de Dieudonné
(Dieudonné [1]). Nous avons développé les produits tensoriels pour obtenir
une majoration relativement fine de |[f— Ly[f]]l¢: c’est le résultat
quantitatif,
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L’opérateur Ly peut étre utilisé pour obtenir séparément des approxi-

of orf

mations de f, %o - 5% Nous dirons que Ly appliqué a chacune de

ces fonctions donne des approximations séparées de f et de ses dérivées.

Nous obtenons en (I1.3.6) des résultats positifs qui, méme dans le cas
de R', nous semblent nouveaux. La méthode utilisée s’applique évidemment
a R' mais n’est pas une généralisation d’une méthode applicable a R'.

Ces résultats sont relatifs 4 Papproximation de f au sens de la norme || . ||,
¢’est-a-dire a approximation simultanée de f et ses dérivées : si f est sufli-
0% Ly| f] orf

samment dérivable converge vers < uniformément sur C et

oXK
nous préciserons l'ordre infinitésimal de décroissance vers zéro de
| f— Ly[f]l]¢ lorsque N tend vers - co.

Les résultats qui suivent sont intéressants par le fait que || f— Ly[f] ]l
décroit plus vite que N[7 lorsque f est suffisamment dérivable (p est un

entier positif convenablement choisi).

(I1.3.1) Tutorime. — Pour tout entier N> (2m — 2)n nous allons
définir un opérateur linéaire Ly opérant sur C™ (C) tel que :

(a,) Ly[f] est un polynome de degré =N ne faisant intervenir que les
valeurs de f dans C;

(a.) St fec”(C) posséde des dérivées d’ordre m bornées dans C par M,
il existe K,, K, et K, ne dépendant que de n et m tels que

M, (fs ©)

A \ n
X X -+ VO n
N e N e

ou
) B} : M, (f, C
| Ll f] o= K (Log Ny Ml O

Nous démontrerons auparavant le lemme :

(I11.3.2) Lemme. — Etant donnés q -1 points
a+b b—ua 20—1 . .
P — cos T (pouri=—iaqg-+ri)
% 2 ‘2(/—1—‘2

de R, st L, désigne Uopérateur linéaire qui, a f€ C"[a, b], associe son poly-
nome de Lagrange de degré =q relatif aux points z; on a (avec

M,.[f]= sup. [f™ ()| et pour g>>~2m — 3> ‘\
€T

m

- - M/Il
(IL3.2.1) [ f =Ly [ f] 0 < <9 -+ %LOQ(‘] -+ 1)> Z,Ef] (b —aym m
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Démonstration du lemme. — Dans R, L, conserve les polynomes de
degré = q et donc

1= Ly (SN e =ZE (S, 0, g, [a, 6]) [1 [Ty || 1001]-

Comme || L, || ..,, est invariant par déplacement et homothétie en utilisant
une inégalité de Bernstein (Bernstein [1]) et (Golomb [1], p. 204), on a

4
Ly o=l Ly [ =1, 41128 + ELOg((l"— 1).

D’autre part, pour ¢g>~2m — 3 on a, en utilisant un résultat de Golomb
(Golomb [1], p. 129), une majoraton fine de E (f, o, ¢, [a, b]) :

M (s o) (22

Nous obtenons cette inégalité aprés des simplifications de calcul dans
le passage de la meilleure approximation par polynomes trigonométriques
a 'approximation par polynomes ordinaires. Nous savons que (Achieser [1]
et Favard [1]) les résultats obtenus dans la théorie de 'approximation par
des polynomes trigonométriques ne sauraient &étre améliorés en ce qui
concerne 'ordre de grandeur de la meilleure approximation. L’inégalité
précédente ne saurait donc étre notablement améliorée.

"

(11.3.2.9) E(f, 0, q. [, b]) = =03 g

5 . Loy . . . N ,
Démonstration du théoréme. — Soit q= partie entiére de - Décou-

pons C par ¢ 4+ 1 hyperplans paralleles a OX,, ..., OX, et d’abscisses

. a—+0b b—a 20 —1 . i .
X, = — cos T, avec a= inf X; (M) et b= sup X; (M)
2 2 24+ 2 Mec Met

Opérons de la méme facon pour chaque coordonnée et posons

r[ (X — X))

Lik (Xﬂ) —_— JF ik -
n (X, — Xij)

e

Soit Popérateur Ly défini par Ly=L,QL,Q... QL,= ® L, :

q—+1 q-+1 4 g +1
(11.3.2.3) ]‘N{f](M):ZL,.1(X1)<ZLiﬁ(z\'g)>< <2‘1 (X)) S Xy X )>>

=1 i1 in=1
741
En utilisant I'identité ZL Xi)=1 et le fait que
=1
SJXay oo X)) — X - X))
= (Xa, Xay ooy Xa) — F(Xaty Xay oy Xo) o+ £ Xty Xay + ey X)) —
—I—f(Xm, ooy Xin—typr Xu) ——f(X“»” vy X))
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q+1
et posant B,= Y |L, (X,)| on a, d’aprés le 1 :
P r= 2l i (A , d’apres le lemme :
i.=1

_ / 4 ) Mm R Jrqrin
SO0 =Ly 7100 (g + T Loggen) ) Tl 0 2

o ( 1+ q)m

[By+ By By+...+ByB,..B,_].

Nous majorons B, par B=8 - 73 Log(q+ 1) et obtenons

1 B'—B 1 m gy Jm "‘ f (J)

SO0 =Ly [£1O0) | = (B ) B2 Ly g M0,
T () N nofm M"l( R C
1= Ll (8+“Loo<,,-+l)) @Ml )

qui donne 'inégalité annoncée si 'on pose

/
K,(K2+ iLo;rg
T RN 9 K.— 8 ot K.— T '
2 — 3=

Ki=—m—— %,
am = Log 2

Remarque. — S1 m =1 certains calculs précédents ne sont pas valables,
mais on a cependant le résultat pour N>>1

. . M, . M, (f,
I/ — Lyl /] H(‘.é]\1<]\’+ - Log N) —(<—['g‘/]\;:(]40.2' IT)"([—(Q‘

Remarque. — Ly[f] est un projecteur sur I'espace des polynomes dont le
degré par rapport a chaque variable est =~ ¢q. Bien que L[f] soit de degré nq

il ne contient que (¢4 1)" coeflicients et non pas <"qn_'q_ ”)-

Le théoréme précédent nous donne une borne supérieure pour E(f, o, N, C)
dans R” dans le cas ou [ posséde des dérivées d’ordre m bornées
par M, (f, C). Nous pouvons aussi obtenir des résultats pour diverses
classes de fonctions f.

Nous nous contenterons d’énoncer les résultats qui s’obtiennent, mis a
part les calculs, de la méme fagon qu’en (II.3.1).

(I1.3.3) Tutorime. — St f posséde sur C un m-module de conti-
nuité w(f, m, .), Uopérateur Ly réalise une approximation telle que :

3 P ndm d . g A d
1= Ll e K (K o N ) (S ) 2K (Lo Ny S, )-

Pour calculer une borne supérieure de K nous utiliserons un résultat
de Korneicuk (Korneicuk [1]) relatif & ’approximation des fonctions d’une
variable réelle. Ce résultat qui ne peut, d’aprés (Korneicuk [1]) étre
amélioré, est le suivant :

(11.3.3.1) E (g, o, q,[u,b])ém(g, o,l%qi])
Ann. Eec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 38
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Par utilisation de l'inégalité E(g, o, q) = pyrp

E(g’, 0, g—1) valable
sur [—1, 4 1] on majore K, et K.

- Nous avons étudié le cas d’un hypercube C; considérons maintenant
un compact E quelconque de diameétre d dans R” et un hypercube C de
cOté d le contenant. Supposons défini sur E un champ taylorien T d’ordre m

tel qu’il existe ® satisfaisant a :

B (A, B, T, m) Z&(AB) pour tout couple (A, B) € 2.

Nous pouvons donc prolonger T en une fonction m fois contintiment
dérivable dans C de telle sorte que par (1.4.4) il existe I',(m, n, d) tel que
Sl =Ty (m, n, d) (maxé} (AB) + HfH’{')

A€E
BeE
et, par (I.4.5), il existe I'.(m, n, d) tel que
o(fym, .)=Ts(m,n, d)yd(.).

Les théorémes suivants en résultent :

(11.3.4) Tutorime. — Etant donné un champ taylorien T d’ordre m
défini sur E on peut approcher f par un polynome d’interpolation de degré =~ N
de telle facon que

1

IA n
1 f— L[l ==K (m, n, (l)[Kz—q—-;:_—LogN] NITH (’.‘)<N>éK/(L0;{N)nN'T”@<;I>.

(I1.3.5) Tutorime. — S’il existe un module de continuité ® tel que,
pour tout couple (A, B)€E* on ait

) = F(B) | o mmm O (),

alors Ly[f] converge uniformément vers f sur E.

Ce dernier résultat est naturellement vrai si f est holdérienne d’expo-
sant a(o <a<1) sur E et les résultats sont du méme type que les critéres
classiques du type Dini-Lipschitz dans R' pour Papproximation par poly-
nomes trigonométriques.

Nous allons maintenant étudier || f — Ly[f]|¢. Nous montrerons en parti-
culier que si f€ C”(C) on a, quels que soient les entiers indépendants p et k,

lim N7 || f— Ly[ f] H:: 0.
N>+

Le théoréme suivant nous permet, & partir de polynomes réalisant
séparément de bonnes approximations de chaque dérivée partielle premiére
de f, de construire un polynome approchant f d’une part et dont les déri-
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vées partielles approchent simultanément les dérivées partielles premiéres
correspondantes de f.

(IT.3.6) Tutortme. — St C est défini par les vecteurs de base et sl
existe n polynomes Py (t=1 a n) de degrés N —1 tels que
pouri=r1an,

[#re

~ on peut construtre n polynomes Pﬁ, de degrés N, tels que pour chaque j =1
d n on ait

/= PLl £ GN 1) (B4 - ).
df ’ 0
dx PN—1 I Cé
sur [o, X,] de %L (w,, Xay .o, X,] = P, (ur, Xay -0y X,) on forme Q4
de degré N tel que

LSO o, X)) — QL (Xay ooy X)) — (S0, Xan oo . X)) — QL (0, Xay ..., X)) | = 0r.

Démonstration. — Soit Py, tel que

¢;. Par intégration

— >
Considérons maintenant Qy obtenu comme Qy en échangeant E, et E,
puis faisons X, = o. Nous obtenons

(0, Xar + o X,) — Q0. Xa 20 Xo) = ((0. 0. Xan -1 X,) — Q3 (0, 0. X+, X)) | = .

De proche en proche nous formons des polynomes et ﬁnalement nous
obtenons Py défini par

PLX, Xoy ooy X)) = Q4 (Xay Xay +vvy X,)— QL (0, Xoy ooy X))+ Q2(0, Xoy oy X)) —
+Qx (0, ...y 0, X)) —Qx (0,0, ..., 0)+ f(o,0, ..., 0),
P, satisfaisait a
Wf—=Pille=o+. =+ o Xy _p
Pt 0On dX1 N—1°

> >

Opérant de la méme facon en permutant des le début E, et E; nous
obtenons finalement n polynomes P/ de degrés = N qui, pour chaque j =1
a n ont les propriétés

af IPL| .
(I1.3.6.1) 'd—x,_d_x, :‘;é‘oﬂ
(11.3.6.2) Nf—P{le Z o1+~ pns
J
(11.3.6.3) 32 Py
\ h N 2
Il nous reste & majorer HO_X, ax .
0P’

of 0P
X, oK,

“ apy
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En utilisant U'inégalité de Markoff et (I11.3.6.1) :

o

P}
5%~ o

+ o N[ Py = PLlle = o+ a N2 (L = PR [e + [/ — P& Y-

Par (II.3.6.2) on obtient le théoreme.

(I1.3.7) Tukorime. — Si C est défint par les vecteurs de base et si U'on
connait des polynomes Py ;. de degrés = N — k tels que, pour chaque multi-
indice K=(ky, ..., k) avec ki + ...+ k,=k, on ait

[oxe s

0

é Ok =Tk

IXK Nk

alors on peut construire un ensemble Q de polynomes Qy, de degrés =N,
tels que quel que soit Qy€Q on ait

1= Qyllfaz (35 Nk 1)k,

Opérons comme dans le théoréme précédent : on peut remonter de chaque

orf . . o
)—\—{ a f par un nombre fini de « chemins » différents et
chaque chemin définit un polynome Qy. Soit Q V’ensemble de ces poly-
nomes.

Pour chaque multi-indice I(t="k) on peut trouver un chemin et donc

un polynome Qy€Q tel que
of QL

JX! T oX1

dérivée partielle

0
=n ‘—ily./-"

Soit Qy arbitraire dans Q :

If IO
IX! T oX!

IO IO
oXt T oX |,

/n’ 'u—i—l

le
k=l oI N2 (N — 1) L (N — 74 1) QL — Oy |I0
e e O L\ EL CTLV DR L U

- Finalement pour : =~k et pour Q,€Q :

o'

W(‘/ﬂ(‘)l\) <;<1)1A*»)-IN2A"7‘-I)”/;,./\__

Démontrons maintenant le théoréme :

(I1.3.8) Tutorime. — St f€C(C) et st k et m sont des entiers tels
quon ait m — 3k =p > o, alors pour ¢ compris strictement entre o et p,
on «a [en prenant pour Ly Popérateur d’interpolation défint en (I1.3.2.3)]

Jim N~ £ Ly ] =
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Plus précisément, on a :

(1138]) \I;I-:lf (] (,N)ull-/ L\[j Hl = 0.

Démonstration. — En appliquant & chaque dérivée partielle ()X{ Popé-
rateur Ly_, on obtient par le théoréme (11.3.3) des polynomes P§_,
tels que

()hj R 0 P (LO,,;\)/L
}M.\ PY s "mtmmﬂ(/ "”V—/.>

Par (I1.3.7) on peut former Qy tel que
, Log! )
/= Qxlic = s (V(?/l—k (f, ’”»;1)'

Remarque. — Nous avons donc déja formé Qy satisfaisant [a la place
de Ly[f]) a (11.3.8.1)],
1= L[S HIEZ L — Qullé + 1Qx — L[] ]I6

qui, par U'inégalité de Markoff et I'inégalité triangulaire, donne

1= L lSTIEZ S — Qu e+ 2N — Q[ 4= of N || f — L[ f] -
On a donc
1=l 1 RS o (fom ()-
(I1.3.9) Cororraire. — St f est indéfiniment dérivable sur C alors,

pour tout entier k et tout entier p, on a
lim N#|| f— L[ f] [l = o.
N>+ =

Il suffit de prendre m =3k + p 41 pour conclure.

(I1.4) THEOREMES D’APPROXIMATION ET DE CONVERGENCE CONCERNANT
L’APPROXIMATION PAR DES OPERATEURS LINEAIRES POSITIFS. — Dans tout
ce chapitre Q désigne un compact de R". R" est rapporté ou bien a
une base orthonormée de coordonnées X; ou bien a un véritable
simplexe de sommets A;. Les coordonnées barycentriques par rapport
aux A; sont =z, ...,x, et &, =1—a, —...—x, Nous désignerons
par E,, E; E;;, e, e, e;; respectivement les fonctions M —1, M - X;(M),
M- XMX;M), M—>1, M—»>a;(M), M- z;(M)z,;(M), L, désigne, pour
chaque entier k, un opérateur linéaire positif opérant sur C(Q). Nous
poserons s’il n’y a pas ambiguité || g[lo = || g[|. Le lemme suivant généralise
a4 R" un théoréme dit & Korovkin (Korovkin [1]) dans le cas de R'.

(I1.4.1) Lemme. — Pour que llim W Lif1—fll=o0 pour tout f€C(Q),
il faut et il suffit que /_l‘im | L. g] — gll=o0 pour chaque g de Uensemble
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{Eo, E\, ..., E,, E{ contenant n-+ 2 fonctions, E désigne la fonc-

tton M—»E X/ (M
i=1
Démonstration. — La condition nécessaire étant évidente, supposons
quon ait sur Q
Ll B | (M) == By (M) - Ay (M),
Lel Bo | (M) = E, (M) 4 Ay (M),
LB ] (M) = E (M) & A (M)

et que Ay, Ay, Ay tendent uniformément vers zéro sur Q lorsque k tend
vers - o0.
. . . . ~N ’ . .
Soit u, la fonction M — M* et soit o un réel > o arbitraire.

Pour tout couple (u, M)€Q* les inégalités suivantes sont vérifiées :

Zf(M)— f(r) Zo(/, 6)+%&1¢M'—’.

En effet, si uM ¢, on a
LS(M) — [ (@) | Zo(f, 9)
et si uM>~ 2, alors :

SO — sy 1 =11 =B e,

On en déduit les inégalités fonctionnelles :

r’”é{“ ,/ j([J)rnW“)(f 3) By 2120 H/”

—n(f, 8) Ey—
Appliquons alors opérateur linéaire positif L, aux fonctions qui inter-
viennent dans ces 1négalités en tenant compte du fait que

up—E — 02] (W E A+ E()E,

=1

() 3) L Fy | — llfll [L,J E|— o Z}c,;(,” Li| B |+ E () Ly] |<:‘,|J

i=1

Ll S ] — () L B | =

Comme
LalE () — o B () Ll Br] () + F () Lal Eo ] (1)
i=1
=Ep) + A (p)—2 ZIC,}" () —2 ‘\:‘ Bi(e) N () = E () + E ) Ap ().

i=1 i=1
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On a

n

Lil EJ () — 2 3 i) Ll Bl () + B L B[ () | = Bi(p),  avee tim [ B =o.

Pour k > k(c), on aura donc
=SB —o(f o) i+l —eZ el [T () — J(p) = () + o ([ 0) 1+ 2|+
et uniformément en p. on aura

i Ll ] Jl| = 0).

N . . . p , .
Comme o est arbitraire et f uniformément continue, c¢’est que

Ll ] —-f||~0

Iun l

Soit maintenant un simplexe Q de R". On en déduit facilement du lemme
la proposition :

(I1.4.2) Proposition. — Pour que lim [|[L,f]—f[=0 pour tout
k>4 =

fec(Q), i faut et il suffit que lm ||L,[g] — g|l=0 pour chaque g de
k>4 = .

(n+1)

L+ 2 .
(n+ 2) fonctions.

Pensemble {e,, ..., e, ..., e, ...| conlenant -

Considérons alors 'opérateur de Bernstein a n variables dans le simplexe :

A
N N " il Al ar i
LH'/](M)_Z 2 B L e ‘ 2 1'1!...1',,!(/-‘~l')!'/</._"”"7\‘)
=0 iyl —=1i
o RV N At 1 A%
_2‘(/‘"1) (1— 2y o— ) ps T </\Wa...,/{
=0 .y =i
Il est clair que L[e,] (M) =1
I3 . i .
Ja ) — DA AR
o e Yh—i R
Lile; J(M)_a T ) > Tl L
=0 Iyl =1
et, puisque I’égalité 1 = o entraine i;= o, on a
k o
A N’ o, k=Y A
I/I(/,|(\l)~ﬂ(/ t)‘( Xy .— ) 7 (ry+....1,) l(i——l)!’
i=1
(ll.’ln.fl.l) Lk[ejj (I\I) :x/:ej(M).
Pour [ on a aussi
‘
3 1
L/‘Ie//'J(I\/l) sf (A )Y(l .—‘J"")A ‘. /(l'1+ .+ T/L)l—- (—1_—;)—?7

N\
(“."la.‘)‘.’l) L/cl e,iJ (Al) - ‘I‘[(l,‘/’< 1— /l“) :(’//(l\l) ——/ll(}[/(i\l)
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Pour j =1 enfin on a

k . i .
Il o AT AN
Luley/ ] D =2, (_/__)'(‘_‘”‘_"'_‘””)’”*T‘i< )2 1'11.1..(ij—/—1)1...l'/l!lj>

i=1 A+l =i—1

et, en écrivant i;=1¢;—1-41, on a
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Nous avons alors par application du lemme le résultat concernant
Papproximation au sens de Weierstrass de f€ C(Q). Nous allons préciser
les résultats. La démonstration qui suit n’utilise d’ailleurs pas le lemme
et suffit & montrer qu’on a lim ||L,[f] — /|| = o lorsque L, est 'opérateur

k> »

de Bernstein.

Pour M€, nous avons (puisque L,[e,] =1)

O — Ll £ / M)
1
. i i,
en appelant v, le point <7§’ s 7;) et
| k! o -
Y e 714 | xrin — . — — o—i
/)1(1\)_1.1!.”1.”!(/“”l.)!(l,....zn(l Zy—. . Zn)

On a alors

|j(M)_LA|j|(,\1)1/Z<1+' .\1)0)( >1;.(M)

pour tout A > o et en désignant par ! la longueur du plus grand coté du

simplexe,
/(M) — Le] f1( M)Iém< ;{ |1+ \/Zm\l 1/[(1\1)J

Comme

M= 5’ ( )\,m\

>
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On a, compte tenu des approximations des L;[e;] et L.[e;],

o, —— ——>
ZIJ'IM PI(M)— E(x/—x n+1A —2 Z xllﬂxlAn+1A/'-An+1Al

1£j<l<n

Exl n+le (An+1M)

Il en résulte que pour un simplexe quelconque dont le plus grand coté
a pour longueur [ :

=i =s(A5)[ 7

et, en faisant A = \/k, nous avons le théoréme :

(I1.4.3) TutortMe. — L’opérateur de Bernstein donne lieu & une
approximation

1/ — Ll /] néw(f, ﬁ)

Supposons toujours le simplexe quelconque mais f holdérienne de telle
fagcon que o(f, ¢) = K&~

Nous avons

1=l f] HéK[«[;H+ lﬁ ]

Choisissons A pour que le crochet soit minimal : A = —— \/k, on obtient
T—a

K/~
(ILk.4) 1 — L1222 6 (),
k)
avec
[ — o\ o \li—)
o=(2)+(25)
ou

CP(a):a'—a(—‘I_IT)ECéQ.

—
Lorsque les cotés A,. 1 A; sont orthogonaux, nous avons

EHIM pr(M) 4/{ Z (zj—
j=1
) n
. Y 9 .
Prenons le maximum de Z(xj—x;) dans le simplexe.
j=1
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n 2
u o (30)

n

Nous avons

j=1 j=1

. I . I
et pour n>2 le maximum 1— n est atteint <pour a;,:)—l>~

On a donc (pour n>>2) dans un simplexe multirectangle :

(I1.4.5) 1 f— L[/ [14m<f, u>[1+\/1_~]

22
Pour n=1, Z}LIMﬂ pi(M) éﬂf

I —Lal ) =2 w(f, >

CHAPITRE III

INTERPOLATION, D’UN CHAMP TAYLORIEN,
PAR DES FONCTIONS POLYNOMIALES PAR SIMPLEXES.

(II1.0) InTRODUCTION. — Supposons donné, sur un compact E de R”,
un champ taylorien T d’ordre m. On peut étre tenté d’approcher un prolon-
gement du champ T en réalisant une interpolation polynomiale du champ T
sur un ensemble fini F de N points A; de E. Le probléme revient a trouver
N fonctions s; telles que :

a. s; est m-plat en A; pour 1J;
b. La fonction M~+sl(M) — 1 est m-plate en A,.

La fonction Qy(M ZSL W résout alors le théoréme du

prolongement de Whltney lorsque le champ T est défini sur un ensemble
discret. Il est raisonnable d’exiger en plus que, lorsque T est le champ
induit par un polynome de degré m sur R", Qy soit identique a ce poly-
nome. Ceci entraine alors la condition supplémentaire :

N
c. E&(M) =1.

Les fonctions s; constituent ce que nous appellerons une partition de
P'unité relative & I’ensemble F.
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Sans méme parler des difficultés numériques qui s’opposent a la formation
et a l'utilisation d’une telle partition de I'unité, ce procédé présente tous
les inconvénients, connus depuis Runge, Borel, Faber (Runge [1], Borel [1],
Faber [1]), de T'interpolation par une formule du type de Lagrange-
Hermite. L’interpolation est divergente en général sur ’ensemble E lui-
méme.

Nous avons alors pensé tenter une approximation d’un type voisin de
celle utilisée par Schoenberg (Scheenberg [1]), mais dans le cas de R" au
lieu de R, Schoenberg utilise une fonction P polynomiale par intervalle,
de classe C* sur R et de degré pas trop élevé : ce sont les « splines ».

Dans (III.1), nous définirons un recouvrement, de I’enveloppe
convexe EC(F) d’'un ensemble F fini, par des simplexes ayant pour
sommets les points de F. Nous définirons alors plusieurs partitions de
I'unité relatives aux sommets d’un simplexe.

Dans (III.3), nous préciserons une partition qui nous semble impor-
tante : c’est une partition polynomiale de I'unité.

Dans ce paragraphe (1II.3) nous nous sommes efforcé de donner des
majorations aussi fines que possible pour les dérivées des fonctions s;
de la partition polynomiale. Ces majorations sont importantes lorsqu’on
veut étudier « I'erreur d’interpolation » en un point M de E C(F).

Dans (III.4) et les derniers paragraphes du chapitre III, nous étudions
I'interpolation associée a une telle méthode.

Dans le chapitre IV nous utiliserons la partition polynomiale pour une
étude numérique d’intégration avec points non réguliérement répartis
dans R".

Remarque. — Nous serons amené a dériver ou bien par rapport aux coor-
données barycentriques z; ou bien par rapport aux coordonnées de la base
canonique de R". Pour préciser les notations de (I.1) nous mettrons z
(ou X) en indice lorsqu’il y a ambiguité. Ainsi M, ,(f) désignera le M, (f)
de (I.1), ou les dérivées sont prises par rapport aux ;.

(II11) La N-triancuration. — Etant donnés les N points A;(N>xn-1)
nous commengons par rechercher I'enveloppe convexe E C(F) de F ainsi
que les sommets du polytope définissant E C(F). La frontiere de E C(F)
est constituée par des facettes a (n — 1) dimensions au plus. Il peut arriver
que des points A; ne soient pas strictement des sommets du polytope
définissant E C(F) mais soient intérieurs aux facettes de EC(F) ou sur
leur frontiére. La construction générale donnée plus loin s’appliquera en
changeant n en n—1 pour la triangulation de ces facettes frontiéres
de E C(F). Nous avons ainsi construit un polytope P limité par des facettes
a n— 1 dimensions. Soit I, ’ensemble des points A; situés sur la fron-
tiere de P et F, ’ensemble des A; strictement intérieurs a P.
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Pratiquement pour obtenir F, nous considérons n points A; et nous
cherchons d’abord si ces n points définissent un hyperplan & n — 1 dimen-
sions. Formant I’équation de cet hyperplan il suffit de voir si tous les
autres points A; sont (au sens large) d’un méme c6té de I’hyperplan;
on peut, par exemple, utiliser les produits de puissances analytiques par
rapport a I’hyperplan. Différentes techniques de programmation linéaire
peuvent étre utilisées pour diminuer les temps de calcul. Si tous les points
sont, au sens strict, d’'un méme c6té de I’hyperplan les points définissant
Ihyperplan définissent une facette. Si un point est dans 'hyperplan nous
avons recours a la construction générale en changeant n en n—1

(ou n— p).

(II1.1.1) DérinitioN. — Nous appellerons n-triangulation dans E C(F)
un recouvrement de E C(F) par des simplexes de R" ayant pour sommets
les points A; de F de telle maniére que :

(IIT.1.1.1) tout point A;€F est sommet d’au moins un simplexe;

(IIT.1.1.2) les stmplexes du recousvrement ont deux & deux au plus une
facette simplexe & n — 1 dimensions en commun;

(II1.1.1.3) les sumplexes fermés recousrent E C(F).

(II1.1.2) Construction générale. — Nous allons définir un algorithme
construisant une n-triangulation dans E C(F).

Ayant obtenu F, qu’on triangule en appliquant le raisonnement qui suit
en changeant n en n — 1 nous opérons de la maniére suivante :

— Si F, est vide nous prenons un point A dans F, et nous le joignons
aux points de F, extérieurs aux facettes de F, (& n—1 dimensions au
plus) contenant A. Il nous reste alors a trianguler dans ces facettes et
par récurrence descendante sur n le raisonnement s’applique.

— S1 F, n’est pas vide nous opérons de la méme facon en joignant A€F,
a tous les points de F,. Nous obtenons un premier recouvrement de E C(F)
par des simplexes ayant pour sommets les points de I, et A. Ensuite nous
prenons les points restants dans F, : Soit B un tel point. S1l est strictement
intérieur 4 un simplexe S du premier recouvrement nous supprimons ce
simplexe S et nous le remplagons par les n-41 simplexes ayant pour
bases les facettes de S et pour dernier sommet le point B. Si B est sur
la frontiére de plusieurs simplexes, en joignant B aux sommets de ces
derniers nous remplagons le recouvrement précédent par un autre recou-
vrement ayant les mémes propriétés (III.1.1.2) et (III.1.1.3). Nous
continuons jusqu’d épuisement des points B de F,.

Pratiquement pour savoir si un point B est 4 I'intérieur d’un simplexe S
on forme les équations des hyperplans contenant les facettes et ’on cherche
si le produit de la puissance analytique de B et de la puissance analytique
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du sommet opposé a la facette est >~ o. Il revient au méme de considérer
les coordonnées barycentriques. Dans le cas ou tous les (n - 1) produits
obtenus sont (strictement) positifs, B est (strictement) intérieur au
simplexe S.

Des calculs concernant la n-triangulation ont été effectués sur I'ordi-

nateur du centre de calcul. Nous avons groupé les programmes et les
résultats en annexe.

(I11.2) DivERSES PARTITIONS DE L’UNITE.

(II1.2.1) DérinitioNn. — Etant donné un simplexe S non dégénéré
dans R" nous dirons que nous avons réalisé une (n — m) partition de Uunité

\

sur S si nous avons trouvé (n+ 1) fonctions s;, t=1 & n-+ 1, satisfaisant &

n—+1

(ITT.2.1.1) ESi(M)EI pour M ER”;

(IT1.2.1.2) s;(M)>0 pour M€S;
(II1.2.1.3) s; est m-plat sur la face opposée a A,.

Remarque. — Si (II1.2.1.1) et (IT1.2.1.3) sont vérifiées, alors :

(II1.2.2) ProrosITION :

(II1.2.2.1) pour k%1, s, est m-plat en A;;

(IT1.2.2.2) (s;(M) —1) est m-plat en A,.

Dans la suite nous repérerons la position de M dans R"” par ses coor-
données barycentriques i, s, ..., Tny Tpoy=1— Ty —...— T, par rap-
port aux sommets de S. Pour que M soit contenu dans S, il faut et il suffit
que 0= 2;=1 pour tout t =1 & n+1.

Pour K= (ky, k., ..., k) et k= ki,+ ...+ k, nous poserons

Kl=klk!... k.
(II1.2.3) wune (N — m) partition rationnelle de Uunité :
D=D (M) :23}1’"“

i=1

posséde un minimum d(n, m)>o sur S puisque ;>0 pour tout ¢ =1
an-+r1 et

Lyt —=1— &y ...— Tp.
On a d’ailleurs d(n, m) = (n—_|_—ll)m atteint par D(M) au centre de
gravité des (n+ 1) points A,.
’ . ;g . , . xl{n+1
Il en résulte immédiatement que les fonctions s; définies par s;(M) = )

répondent a la question.
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(IT1.2.3.1) TutoriMeE. — La (n — m) partition rationnelle de Uunité

satisfait &
k(k+1)
Isilfs=2 2 (n+1yfm(m+1)kmt=" . (m 42— k).

Démonstration. — En appliquant la formule de Leibniz a

D (M) s;(M) = 2",

on a, avec A = min(D(M)),
k—1

AM, . (s1) é<2

p=0

<§) (m+1)...(m+2—k—+p) M,,,l.(si)>—|— (m-1)...(m+2—k)

et donc

k—1
Misilig (m—+1)...(m 42 —k) <1+Z<§)Hsi[|§>,

p=0
Msi|E=of(m+1). .. (m 42 —k) s ])F.

Ce résultat est naturellement valable en remplagant k par k,=k. Par
multiplication membre & membre on obtient la conclusion du théoréme.

Pour les petites valeurs de %, on trouve directement

8= 2(m—+1) (n+ 1) et [Is:]]2<Z (2m(n + 1)+ 4(m + 1) (n+ 1)) (M + 1).

Pour les calculs effectifs, on peut utiliser le fait que :
— sim=1 et n=2, on a
S =
et si m=2, n=2,
|sillh=b4 et |52 3 024.

(IIT1.2.4) wune (N, 00) partition de Uunité. — Soit g(z) une fonction
4 dérivée croissante indéfiniment dérivable contintiment sur [o, 1] telle

que g'” (o) =o0 pour tout entier p>>o. Par exemple, g(z)=exp (— ;)
pour z€Jo, 1] et g(o) =o.

Soit D =2 g(z;). Nous obtenons immédiatement la (n — o0) partition
1
cherchée, a savoir :

s (M) = ——]’g((‘;l)) :
(II1.2.4.1) Tatorkme. — Si v,=| g7 o 11

k(k-+1)

g I
llsilli,SéYl'YQ-..Yk.z 2

o) |
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En effet, compte tenu des hypothéses sur g, D(M) est minimal

1
pour x;—= n—_|_'—1 et

)\:nlinD(M):(n—l—x)g(n:_I).

D’autre part, en opérant comme en (II1.2.3), on a

[s:llzh =2y, lls(lt7" pour p=k

et, aprés quelques calculs, nous obtenons la conclusion.

Pour k=1, on a
2n
sl p
X n—+1
Pour k=1 et n=1 :
[ 8: === 15,
et pour n=2 :
(¢ l|2<= 74-
Pour k=2, on a
462”
n-—+1
. 808"”
= (n+1)

Il s llz==

b

[ st

et pour n=2 :
|| s:)|2< 30.000

(I11.2.5) Remarque. — On peut remarquer qu’il est impossible de
trouver une fonction g donnant lieu 4 une «faible» croissance de ||s;||%
lorsque k tend vers 4 co. En effet, dans le cas oit n =1, 1l résulte du théo-
réme de Denjoy-Carleman (Denjoy [1], Carleman [1], Borel [2]) que ||s;|/%

ne peut étre constamment inférieur & k*. En effet, s’il en était ainsi, on
1

1 y [ :
> - et la série de terme général - serait

I
VIsF— * VIsTE
divergente contrairement au résultat de Carleman (Carleman [1]).

aurait pour tout k:

Nous allons maintenant développer la (n — m) partition de l'unité la
plus importante et nous lui consacrerons le paragraphe (III.3).

(II1.3) UNE (n — m) PARTITION POLYNOMIALE. — Soit Dy le simplexe
obtenu en remplacant le sommet A; de S par M€S. Désignant par z,,
Loy euny Tny Tyt =1 — T4 — ... — T (YESP. biy oy bny vy by =1 — b — ... —1y)

les coordonnées barycentriques de M (resp. 1), avec M et p dans S, par
rapport aux sommets A; de S et posant

Ni(M)-—_—f---f‘t;"...t;{‘(l—t1——L‘g—...——-tn)’”dh/\.../\dt,L

i
Dy
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obtenons le théoréme :
(II1.3.1) Tutoreme. — Les (n-+1) fonctions s; définies par
N, (M) . . L
si(M) = N, (A, Sond des polynomes réalisant la (n — m) partition de U'unité
sur S.

En effet, par le changement de variables :
(II.3.1.1) t;=(1— 0/)u;~+wx; pourj=—ran,

avec 8/ = o0 si i5£] et 6,=1, le domaine Dj est transformé en S et

N; (M) :xi”“”f- . £ (g 4+ wgze))™. o (Uig + Wi )P U (Uigg + Ui T )™
X(I—Ug—. oo — Uy — Uy — oo . — Up— U (X1 o 2p))Pdug N ..\ duy;
N;(M) est donc un polynome de degré (n+1)m 1.
En posant s;(M) = %—:T(g{—; nous obtenons une (n— m) partition poly-
nomiale de I'unité avec des s;(M) polynomes de degrés (n—+1)m + 1.
- Remarque. — On peut développer N;(M) sous la forme d’un polynome

NM) =" (21, ooy Zigy 1— Xy — oo — Ty Tisety -y Tp),

ou ¢ est un polynome, de degré nm par rapport aux variables indiquées
entre parenthéses, et admettant pour coefficients des intégrales de Dirichlet

(Goursat [1], p. 376) :

/-nfu‘}‘i...u?j"(l—zq—...—-un)“"+idzl1/\.../\du,l
. s

T+ 0)...T(an+ 1) (e +1) )
T (gt oy o+ RT)

Ici les exposants «; sont d’ailleurs des entiers > o.

Dans ce chapitre, nous utiliserons cette (n — m) partition polynomiale
de préférence aux autres partitions. Il est essentiel de faire un calcul
assez fin de majoration pour || s;|% s.

Pour éviter des complications d’écriture, introduisons de mnouvelles
définitions.

(I11.3.2) DEFINITIONS.
(I11.3.2.0) Pour K= (ky, ..., k) et K= (ky, ..., kn, kn.1), posons

k=rly+...4kn, k=li=4 ... kn—+ knos, o=k — k;;
n—+1

(I1.3.2.1) Ny(M, Ay, ..., knoy) = N,(M, K):j f g ann...adu;

Dy j=1
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N:(M, K) .

(I1.3.2.92) si(M, Ky, ooy hpy) = 5;(M, K) = N

(I1.3.2.3)  ny(M, ky, ..., kois) = ns(M, K)

n-+1
:f...fH(uj+(1—8{)ulw,~)“fdu1/\ coo N\ dug;
s j=1

fc sic>o,

(11.3.2.4) W}}:? e

(I11.3.3) Lemme. — Avec les notations précédentes et pour K fixé :

n+1

(IT1.3.3.1) Esi(M,—K)EI pour MeR";

(I11.3.3.2) (M, K)>o0 pour MeS;

(IT1.3.3.3) s:(M, K) est k-plate sur la face opposée & As;

(I11.3.3.4) s:(M, K) est un polynome de degré k;+ ko, en x; pour j # i,
de degré ki+ k...t 1 en x; et de degré total k -+ 1.

Pour A = (ay, ..., %), on a

d‘ASi(. 5 K) °
dxr

ki+1
kT —a

(I11.3.3.5) H

2“<A—a+72+1> (/{—|—n)

Démonstration. — Par (I11.3.2.1) et (II1.3.2.2) :

n—+1 n-+1

Ni(A, K) :ffs T & e A A de="3, N0, K).
j=1 i=1

(IT1.3.3.1) est donc vérifié. Pour (1I1.3.3.2), c’est évident.
On a d’ailleurs par (Goursat [1], p. 376) la valeur de I'intégrale

n—+1

N;(A;, K) = ZN,(M )= —

(k—(—n)'
Il en résulte que pour ME€S on a

- K!
“N(M,K) £ ——" .
0 =N, K) Y

D’autre part, N;(M, K) est, par le changement de variables (III.3.1.1),
égal a N;(M, K) = zf+'n;(M, K) et (I11.3.3.3) et (II1.3.3.4) en résultent.
Par utilisation de la formule de Leibniz, on trouve

AN, (M, K) S‘(%)'”icﬁ(kiki! (k!

oz* = 2 )2 ! ki —py !

An—l—l‘ (kn+1—a1+p1)!-” ( )' A
(/‘n+1—“1+]71)‘ ( ) ! (knp1—a—+p)!"7
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 40
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avec
A:f---f (g == wyyYo—ra, | ulite—righ+t—pri
’ n n Fnpa—0tp
X[I—Zu,—i—ui<1—2w[>] dug N\ ...\ duy;
1
ANZNM, ky—piy ks—poy ooy ki—piy ooy kn— poy knr— a4+ p),
on a donc
A (ky— p1) 1...(/c_n—pn) U (kpr—a+p)!
— (k—a-+n)!
et
.o:\N,.(M, K)l 2 2% (k;+1) K!

dat fHhi+1—al} (k—a+n)!
et, comme par (III.3.2.2),

d‘AS,‘(M, K)

dxr

0AN;(M, K)

dx;

_ (k—i—n)'

s K!

:
le résultat (III1.3.3.5) en résulte.

La majoration précédente est uniforme sur S; donnons une autre majo-
ration qui tient compte de la platitude.
Majorons d’abord n;(M, K) et s;(M, K).
Dans n;(M, K) intégrale porte sur un produit de la forme :
wt

i ok ki—1 o,k ke ok
Lvil te V[ L*i "i ;+' WVt ()”n++|1,

avec
Oé(ﬁ R e il TR Sl SRS SN .—‘}—(’”_Hél.
Apreés quelques calculs tenant compte du fait que ¢;>~o0, on a

k iy Joki Ken [k
TSN e et ad N

k ki1 ki kn o ykn
vite 'Vt'—-i"/zdjfi‘ 1% Vn:;l é (7{— k >0i
— g
et
ok Kit ki ks
n(M, K) = il R KRR )
l (kitn) !t (90)%
< o iy Joki Ky A
SA<M K) - gl kit /\11. . 'ki—1’l‘i S, /.n++|1 (/\ 4 n) 1 .
' ’ = (/‘L+72)l ki!""“i!"'kn-&i‘ o'iqi

On peut démontrer assez facilement que pour tout n entier > o la double

1negahte< ) <n!<e (r ;:1) est vérifiée.

(n4-1) et

(i+1)...(0:+ ki+n) o7i(oi+1) %
(/i +n)! et ol

On a donc pour tout n entier >0 :

s:(M, K) = 2l
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Finalement, nous obtenons

—+1)? (g;+ 2). (A—l—n)
(ki+n) !

(M, K) = afe (2

Majoration pour les dérivées : Sans insister sur les détails de caleul,
nous avons
— kil kol iy Vhia Ve kg ! e(ei+1)K!
n; M K 4 A 1 i—1 +1 n—+1-. o; — 1
Z< ’ >_(ki+n)!e O',‘! ( Z+I) O'i!(ki—l—l’l)l

et, en utilisant la formule de Leibniz, on obtient

pp = Hahrt =2,

‘df‘si(M, K)

Par exemple, pour n = 2 et k;=2 pour j=1, 2,3, on a

dSi ()31 0281 ,
‘dxl =24 Hd:c.2 l = 224,
9%, 0%s,
“ 0x, 02, =336, ‘ 2 =672,
d 51 o (D) I — 560 ex?, ‘9 51 o (WD \ — 48 2.
Du lemme résulte le théoréme :
(I11.3.4) Tatorime. — La (n — m) partition polynomiale de Uunité

définte par
N;(M, m, m, ..., m)

Sl(i\l) jum

N:(A;, m, ..., m)
est telle que
o0rs; || m-1 N ,
‘ I S_mz (mm—+m—+n—a—+1)...(nm—+m-+n).
(IT1.3.5) Applications. — Nous allons expliciter lorsque n = 2, les
expressions des s;(M) sous une forme qui ne fait plus intervenir les inté-
grales.

Au lieu d’utiliser la méthode du changement de variables au début
du calcul, nous avons écrit

i

Mo =3 (7S (Y i m

j=0

en posant
Iu(p, 9) = H‘ t¢] diy dt,,

D

=8 o (S )|

i=0 j=0
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en désignant par P;(z.) le polynome en z, seulement (de degré m - j)

m-j—+1 N ( )k e jt
. . mAjA1\ (21 o .
P"(x"’)_< 2 (\ k )m—|—j—|—1> am i+ 2

k=0

(III.3.5.1) m=1; n=2:
v (M) =2}[3 — 22+ 62— 62y 25— 623 ],
(M) =2z3}[3+ b6z, — 22, — 62] — 62,2, ],
s$S(M) =(1— 21— 23)(1+ 22+ 225+ 62, 2)

Jds 2 ds 2

d—xii_—_ 6y (1— 2y +2x0— 32,2, —223), ?)"9712: 6z; (1 — x1— 22,),

082 ) 082 5
o = b6zi(1—2xy—a,), oz, = bx(1+2xy— 22— 33Xy 2,—227),
ﬁ——6(1——x—x)(w + 3z 20 + x3) gﬁi——ﬁ(1—x~x)(x + 3z 2y + 2}
oz, 1 2 1 152 2/ 0xs 1 2 2 1L 1)'

(II1.3.5.2) Pour obtenir les formules correspondant & n=12, m=2,
nous avons utilisé les résultats partiels suivants :

3 4
I(2, 2):%(1—%—3.&:2—!—6»@3), I(3, 2):?2—’5(14—4:102—0—109:3),
3 &
I(2,3)= %}(I—I— 3xy+ 623 +102)), 103, 3)= I‘go(l—l— foa, 410234 2023),
B 3
I(4,2)= SxT’O(I—F Szy+1dal), I(2,4)= E;ETL)(1~)— 3,4+ 62 + 1023 + 152}),

Nl (M):I(2, 2) _21"(37 Z) - 21(27 3) +21(3a 3) -+ I(‘-/h 2) +I(27 4)7
$1(M) = z}[10 — 152+ 302, + 62 — 602y 25 + G025 + 302; Xy
— 1oz, 2 — 1802} + gox} 2} + 1802, 2 + goat ]

$(M) =z} 10 + 3ozy — 152, + 6o 2] — 6oy 25+ 65
— 1802} — 1502} 2+ 3oz, 2} + goxy + 180 2] 2y + goxt 2} |,

sSMM=1—s M) — (M) =(1 — 21— @)1+ 3z, + 32, + 62} + 122, 2,

+ 6z + 3o}, + 3oz, ) + gox ] . /

Pour la suite (votr linterpolation) nous avons cherché les dérivées

partielles :

Os ) ) ) 2
OT;— =3doxi[1 —a2x,+ 3z + 2] — 8z, + 625+ St @,
1
— o0z, 2y + 152 2; + 2hx 2) — 182} + g2y |,
ds ; y ) ) e
dwj =r1ox}[3 — 6z + 122+ 32 — 3oz, 2y — Dhx; + 182 2y + DYyl + 3627 |,
3
d%s , )
dw-’l =60oxi[1 —3x1+ 3@+ 22} — 1272, + 62 1023 2
1
— 3oz, ) + Jox; 2} + 362, 2] — 182} + gt ],
dgs 9 9 9
*— — 302} [3 — 8+ 122, + Bl — hox/w, + 302} &, + 22y 2 — Bhal + 3623 ],
d$1 dxz
% s,

=20a][6 — 1bx, — Sqa,+ g} + b a2+ Bhx} ].
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On peut, a titre de vérification, voir que toutes ces dérivées sont nulles

(IIT.4) INTERPOLATION DU CHAMP TAYLORIEN. — On donne dans R”
N points A;(N>>n-+1) constituant F et sur F un champ taylorien
d’ordre m. Soit E C(F) l'enveloppe convexe de F. Considérons I'appli-
cation, associée a4 une n-triangulation, de E C(F) dans R :

n—+1 n-+1
(I11.%.0) M — P (M) :Esi(M) Ty, (M) :Zsi(M) T; (M)
i=1 i=1
en désignant par (si, ..., Spua) une (n — m) partition de l'unité, étudiée

en (III.3), sur un simplexe, de la n-triangulation, contenant M. Cette
application est définie en tous les points intérieurs aux simplexes de la
n-triangulation et sur la frontiére de E C(F) : c’est bien évident. En un
point commun & deux simplexes de la n-triangulation nous avons, au

n—+1

contraire, plusieurs fagons pour former ESi(M) T;(M) suivant qu’on
i=1

considére M comme appartenant & 'un des simplexes ou a un autre.

(II1.4.1) TrtoriMe. — L’application P : M — P (M) de E C(F) dans R
est bien définie par (I111.4.0). Elle est continue. La restriction de P & chaque
stmpleze de la n-triangulation est m-fois contintiment différentiable mats
Papplication de E C(F) dans R ne Uest pas aux points frontiéres de deux
simplexes de la n-triangulation. Néanmoins P est m fois continiiment dérivable
auz poinis A; de F et coincide en ces points ainsi que toutes ses dérivées par-
tielles jusqu’a Uordre m inclus respectivement avec T, et ses dérivées partielles.

St n=1, E C(F) est un segment [a, b] et alors P est m-fois contintiment
dérivable sur [a, b] et coincide en A; ainsi que ses dérivées jusqu’a ’ordre m
respectivement avec TA; et ses dérivées.

Démonstration. — R" étant rapporté a une base orthonormée soit
(X4y ..., X,) les coordonnées de M et (X', ..., X) celles de A;. Dans un

simplexe S nous avons

) —}
(IL.k.r.1) Ap M=z Ay A+ .2 Ap 1A,

donc les relations suivantes entre coordonnées et coordonnées bary-
centriques sont valables :

1 X ... Xt n
1 X, ... X, Zu§X,+H/r
— o xer L oxen | H
(L& x.2) TETTXT L XL | ’
roXEoLL XE | YedXE B
oXme L X | D
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avec
Xt X1
k-1 k—1
HE = (— 1)t X X
Xkt Xk
Xprto X

c¢’est la relation

__«volume » de D&
" «volume » de S

On a alors, en posant « volume » de S = D,

dxp  ut
hox.: oy __U;.
(III.%.1.3) X,
) N —
(I k. 1.4) % — projection sur OX; de A, A= af_, a}.
%

Ayant réalisé une n-triangulation il est clair que I’application de S
dans R : M—P(M) ot S est un simplexe quelconque est m-fois conti-
niment dérivable. L’application M — P (M) de E C(F) dans R est définie,
d’une part et continue d’autre part malgré 'ambiguité du choix du
simplexe contenant M aux points communs a deux ou plusieurs simplexes
de la n-triangulation : en effet, en un tel point M commun a deux
simplexes S, et S| les valeurs des coordonnées barycentriques de M prises
dans 'un ou l'autre simplexe sont les mémes d’aprés une propriété clas-
sique des coordonnées barycentriques. D’autre part, dans la somme

n—+1

Zsi(M) T;(M) les seuls T;(M) qui sont multipliés par un s;(M) différent
1

de o sont ceux qui correspondent aux points A; sommets de la facette
ambigué (qui peut avoir moins de n — 1 dimensions).

Aux points A; : P et T,, prennent les mémes valeurs et en tenant compte
des propriétés de platitude des s; on a la continuité pour P et ses dérivées
partielles jusqu’a I'ordre m ainsi que la coincidence de P et de ses déri-
vées partielles respectivement avec T,, et ses dérivées partielles jusqu’a
Pordre m inclus. Il suffit d’appliquer la formule de Leibniz.

En un point commun & deux simplexes S, et S|, d’aprés la platitude, seuls
interviennent les T,, correspondant aux A; communs & S, et S|, mais les

dérivées <g_§f>1 et <3—)‘2>1 sont d’apres (IIT1.4.1.3) en général différentes.
P n’est donc pas différentiable dans E C(F).

Nous avons, dans le cas de R”, réalisé une interpolation dans le sens
suivant : s1 nous prenons pour partition sur chaque simplexe la (n — m) par-
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tition polynomiale de (III.3) et si nous nous donnons le champ taylorien
d’ordre m induit sur F par une fonction f de classe €", alors P est :

— sur chaque simplexe de la n-triangulation un polynome de degré
(n 4 2)m + 13

— dans E C(F) une fonction qui, aux points A;, est m-fois continiment
dérivable et coincide, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre m inclus,
avec f et les dérivées correspondantes de f.

Remarque. — 1l semble assez évident qu’il existe des polynomes possédant
les propriétés signalées aux points A; de E C(F). Il en existe sans doute
qui sont de degrés bien inférieurs a (n-2) m+41. Dans le cas de R!

ceci est trés facile & montrer mais la formation du polynome corres-
pondant n’est pas simple (Heurtaux [1]). D’autre part, on n’a pas des

propriétés telles que 1>s;(M)>>o0 et E.S‘i(M)Z—I quil nous seront trés
utiles.

Lorsque n =1, les difficultés signalées sur la frontiére commune a
deux simplexes ne se présentent pas et 'on obtient le :

Cas particulier. — Ktant donnés N points a; (de R) constituant F la
fonction P, polynomiale par intervalle, de la forme

s(x) Ti(x) + [1—s(2)]| T (®)  sur [a, ],

est m fois contintiment différentiable sur [a,, ay] et le champ taylorien
d’ordre m qu’elle induit coincide en restriction sur F avec le champ T
donné a I’avance sur I : de plus, s(z) de degré 2m -1 est compris entre o
et 1 sur chaque intervalle.

(IIT.4.2) Calcul de P(M) et de ses dérivées. — (I11.4.2.1) Formali-
sation des calculs : Soit S la matrice ligne ayant pour éléments s,,
82y ..., Snet et soit T la matrice colonne ayant pour éléments T,, T., ..., T,.,.
Posons

n—+1
P (M) :Es,.(M) T;(M)=(S.T) (M) et P=S.T.
i=1
, . o% S . . ro SN
Nous désignerons par jox la matrice ligne obtenue en dérivant & 'ordre
multi-indiciel K chaque élément de S. En opérant de méme pour T et en
utilisant la formule de Leibniz nous obtenons

oKP K\ 0'S 9%-IT
XK — Z (1 X gXET

0£T<K
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Soit F la matrice colonne dont les (n + 1) éléments sont égaux a f.

n—+1

Nous obtenons [en utilisant Zsi(M)EI] la formule d’erreur

i=1

Mf—P) ¥ ( >ﬁ, ORI(F—T)
ToXK oX! oXK-t
0LTZK

En un point M commun & deux simplexes S, et S, de sommets respec-
tifs (Aq, Aoy Ag, oo, An) et (A, Agy Ay, .., Ayy) et admettant pour
facette commune le simplexe G & n — 1 dimensions de sommets A,, ..., A,.,
nous avons deux fagons pour choisir P : soit P-le polynome d’interpolation
sur S, et P’ le polynome d’interpolation sur S,

P=8S.T=s (Ti‘_ Thi1) + 8 (T‘z_ Ti) +.. .+ Sn(Tn’“ Tor) + Toss.
On a une relation analogue pour P’. En tenant compte de la platitude
de s, et s, sur G on obtient en tout point M de G :

OK(P—P) oK

XK dx}\[(s, ) (To—To) +. o4 ($u—8,) (T, — Thia) ]

En prenant pour s la matrice ligne a (n — 1) éléments (s;—s;) et pour ¢
la matrice colonne a (n — 1) éléments (T;— T,.,), on obtient le saut de
dérivée K" sur G :

I (P —P) dK(s t) ols o8 1¢
> (1)

oXk oXk X! X&'

0ZT<ZK

Posons

ISk 5=, max (lslfs) et S[hs=]S[E=max(]s]s)

(I11.4.2.2) Lemmes de majoration.

1T lemme : Dans le simplexe S, on a les inégalités

orS i

il < 1<, TR >nsnl,
‘dRSL”A A A A Sk
l(m Z " (Apa A" (A Ay) ” ”x,s,-

Démonstration :

dsl__ds, dx1+ +ﬁ%
d oz, oX; dx, 0X;

qui, par (I1I.4.1.3), donne

dSi _ dSi u} dSi u'}

dX; = 9z; Ds, " 0w, Dy,
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Considérons alors les j opérateurs de dérivation :

L—L wl () w' d>
dxi_Ds‘ /(71‘-1'*"..‘{— (Ia?n .

Par (II1.4.1.2) on a

de
X,

«aire » de la face opposée a A,
« volume » de S,

3 . . . N - . =
puisque |u’| est « 'aire » de la projection parallélement a E; de la face
opposée a A,. ,

En désignant par h; la hauteur, de S,, relative & A, on a

il
X,

n
- /I.k

. 9 ’ . . () N o . s
Appliquons Popérateur de dérivation Jgx; & une fonction g une fois

continiiment dérivable sur S,. On a donc

Jdg
0X;

o

ok LIS
Sl___n</l1 —+ . /ln) gl

En faisant décrire & g lensemble des dérivées partielles, d’ordre
total = r—1, des s;, on obtient la premiére inégalité du lemme.

Considérons de méme l'opérateur de dérivation :

9 0N d L 0N I
da; " dx; OX, T 9X; OX,)]

X,
ou les o7, sont constants.
.'l'/'
Par (I11.4.1.4) : | 2| 2 A, A, et
hoxg) |53 Z A
dl)'
|| vl s,

En faisant encore décrire a g ’ensemble des dérivées partielles, d’ordre
total =r — 1, des s; on obtient la 2€ inégalité du lemme.

Corollatre : Si h=inf(h;) et |=sup(A,. A)) :
— pour nl>1 : || S|EZnMSIK s

— pour nl=1 : ||S|EZIIS|E s

— pour r s [[SIE =S

h — A

— pour =1 ¢ ||| =] S

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 41
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2€ lemme : Considérons, comme dans (IIl.4.2.1), deux simplexes S,
et S| qui ont en commun un simplexe G a (n — 1) dimensions de sommets A,

As, ..., A, A, . En posant

le= sup (AA)) et [[| Tell|= max & (A, A, T, m),
N I

= 20 fon
ou B, a la définition donnée en (1.6.1), nous avons

‘ o8-y

dxk—]
En effet, soit C (G) un couvercle de G, de diametre 21, :

H JE-14 | ok '[”o P 1ML‘

OXK-T IXKH (;u;): v it

=K (m, n) ||| T ||| 5.

0

<]

et I'inégalité du lemme en résulte.

Remarque. — Nous pouvons expliciter les constantes en choisissant
pour C (G) un hypercube, de longueur de cdté [;, a cotés paralleles a la
base canonique, et contenant G. Nous obtenons

K(m, n)y Zof~tm2(m — 1) ..(m — k4 (1) (m)2am,

(I11.4.2.3) Majoration de Uerreur. — Soit f m-fois continiment déri-
vable sur S,, o(f, m, .) son m-module de continuité sur S,. En utilisant

la formule d’erreur donnée en (ll11.4.2.1) et le premier lemme on a
(s1 h=n?)

.
OK(f— Py | N n2t . R ‘
e =X () st et otmo

i=0

et Pon détermine facilement K, (k, n, m) tel que

‘ I (f—P)

D
Nous avons trouvé : K,==(m+ 1) (1+ 6mn’)".

D’ou le théoréme :

o SN .
)‘ éhl</z,> U (f, my ).

Sy

Tutorime. — St Uon triangule un polytope convexe E de telle fagon
que le nombre de points augmente indéfiniment en respectant les deux
conditions :

g . , ,
a. 5 est uniformément borné;

/
b. sup (l;) tend vers zéro,
|8 (=) || ,
alors x|, tend vers zéro pour o=k =_m.

(I11.4.2.4) Majoration des sauts des dérivées.
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Tutorime. — St P et P’ sont défints comme en (111.4.2.1)

I (P — P

=K, (i \A‘/;c'f'k 1T 1]}
T /l) N

IE(P— )

ety dans les conditions du théoréme (111.4.2.3), || —xx— “ tend unifor-
< G

mément vers zéro.

I suffit d’opérer comme au paragraphe précédent, d’utiliser le 2€ lemme
et la condition de Whitney : ||| T, || ==& (L).

Calcul de K, (k, n, m). — Utilisons (111.3.4)

é(/{.)llnH @H’t(//z\)l

i=0

[N (RN .
é(/z) Z<[,>n-.zl.(m+1) (nm—+m—+n—i—+1)...(nm—+m-—+n)

i=0
k
CINENa (R e N
é(\h> Z([.)n“‘.z‘.(/n+1)./nl.3'é(ll> (14 6mn*)* (m—+1).

i=0

Calcul de K, (k, n, m). — On a ||s

'~ 2||S|[. et donc on peut prendre

(m(”—;’/))'y (1 == 6 mu*)t (m —+1).

Ny (hy ey m) = of+! <

Remarque. — Précisons la portée pratique de ces résultats : ils sont
utiles lorsqu’on connait f et qu'on veut 'approcher par une fonction poly-
nomiale par simplexe. C’est ce que nous ferons en (IV.5) pour I'intégration
numérique. Par contre, pour prolonger une fonction définie sur un
compact E quelconque il ne sera pas toujours possible de satisfaire aux
conditions a et b précédentes. L’obtention d’un algorithme de prolon-
gement aussi général que la méthode théorique de prolongement due
a4 Whitney n’est donc pas résolue.

CHAPITRE IV.

QUELQUES APPLICATIONS A L’ANALYSE NUMERIQUE.

(IV.0) IntrOoDUCTION. — Nous allons dans ce chapitre donner quelques
applications des résultats précédents a l'analyse numérique. Le para-
graphe (IV.1)-est consacré a 'ordre de convergence d’une méthode tres
importante de cette discipline. C’est extrapolation & la limite. Un probléme
d’analyse est tres souvent discrétisé et cette discrétisation est définie par
une variable réelle A > o. La résolution du probleme discrétisé conduit,
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en général, au calcul effectif des valeurs d’au moins une fonction g de h
alors que pour le probleme posé on cherche g (o).

Laurent dans (Laurent [1]) a fait une étude numérique approfondie du
procédé d’extrapolation de Richardson. Mais I’étude théorique corres-
pondante ne tient compte en fait que de la continuité a droite en o de la
fonction g. Le théoréme de Whitney et des majorations analogues a celles
de Glaeser et Merrien nous permettent de donner des majorations bien
plus précises de 'erreur qui correspond a 'application du procédé d’extra-
polation. Nous modifions le procédé pour améliorer notablement les
résultats.

Le paragraphe (IV.2) est consacré a la recherche du maximum d’une
fonction f sur un hypercube C de R".

Un algorithme de recherche de ||| ne peut étre défini que si 'on sait
que [ appartient a une classe suffisamment restreinte 3 de C°(C). Nous
traitons complétement le cas ou cette classe @3 est Il

Dans (IV.3), nous avons appliqué les résultat du paragraphe (I1.2)
pour expliciter diverses formules d’approximation pour les valeurs des
dérivées partielles g)% en un point M. Ces valeurs sont approchées par
des combinaisons linéaires des valeurs de f sur des systémes unisolvents
« voisins » de M.

Dans (IV.4) nous donnons des résultats numériques qui correspondent
a la méthode d’interpolation étudiée en (III.4).

Dans (IV.5) enfin nous traitons des applications, de la méthode d’inter-
polation, a Pintégration numérique dans le cas ou les nceuds d’inter-
polation sont irrégulierement répartis.

(IV.1) L’EXTRAPOLATION A LA LIMITE.

(IV.1.1) L’extrapolation polynomiale des formes linéaires réelles. —
Soit H={ho, ki, ..., k), ... | une suite décroissante de réels positifs
tels que lim h,=—o. Posons H=HU{o] et désignons par L,(he€H)

Pt
une famille de fonctionnelles linéaires continues opérant sur un espace
de Banach @3 et & valeurs dans R. Soit L une fonctionnelle linéaire continue
de @ dans R telle que, pour tout f€®, on ait
lim Ly[ f] = L[ f].

fe>0
hen

Le prolongement par continuité d’une fonction uniformément continue
nous montre que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les condi-
tions @ et b suivantes soient vérifiées :
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>0

a. hm L,[g]=L[g] pour tout g€d,.d, dense dans 03;
hren .

b. il existe M tel que || L, | =M.

A tout h = hy€H associons L, défini par

5 I

Lid/1=N0lfl,  avee /= LZhZtiN .

i=0 I I (/It——

J Al =0 aN

L; [fTest 1a valeur en o du polynome de degré N qui interpole la fonction g
définie, sur (ho, hi, - .., hy), par h— g(h) = L,[fl.

D’apreés un théoréme de Laurent (Laurent [1]), pour que \]:?1 L, If]=L[f]
soit conséquence de \-]iI}_lm L, [f1=L[fl, il faut et il suffit qu’il existe k

compris entre o et 1 tel que pour tout p entier >o, on ait : h, ,=k.h,

L’extrapolation a la himite est intéressante si approximation de L[f]
par L,[f] est meilleure que 'approximation de L[f]par L,[f]. Nous donnons

. . . ) «
dans le paragraphe suivant une majoration en IL"/ |L[f]— L, [f]]
et ce résultat explique Vefficacité du procédé d’extrapolation de Rlchardson.

Les théoréemes (IV.1.2) et (IV.1.3) suivants donnent, l’un une majo-
. Ly
ration en Nl‘; <o,,<g, ;) Pautre simplement une majoration en - La diffé-

rence entre les deux théorémes réside dans le fait que, pour le premier,
on utilise existence d’une constante, alors que dans le 2¢ théoréme nous
avons explicité la majoration en fonction de k, &, et q. Dans le 1T théoréme
nous utilisons la construction trés fine de Whitney pour obtenir un résultat
meilleur que dans le 2€ théoréme ot nous construisons un prolongement,
distinct de celui de Whitney, trés élémentaire, mais qui nous fait perdre

le facteur (o,,(g, &)
(IV.1.2) Tutortme. — St H={h,, ..., hy, ... | satisfait ¢ hy="1 et

(IV.1.2.1) il existe k positif et inférieur a 1 tel que pour tout v : h; = kh;
et si g est une fonction, définie sur H, telle que :

(IV.1.2.2) il existe co,ciy...,c, dans R et un module de conti-
nuité ©,(g, .) tels que sur H

lg(h)y —cy—cih—...—c,h7| Z 1w, (g, 1),
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alors, en désignant par Py[g] le polynome d’interpolation de g sur
Hy={hq, ..., hyl, tl existe K,(q, k) tel que : pour N >gq

: hq fy
< o J— )v O 0 o 0 .
(IV.1.2.3) £(0) = Palgl () | = Ry g (4 vy )

Si (IV.1.2.1) est satisfait on a, pour tout ensemble de (r-+1) points
distincts (ao, a1, ..., a,) de H

(IV.1.2.4) n [a;— a; | >a] K,

JFEij=0ir

ou K, ne dépend que de k et pour o <k <1 on a K,(k) > o.

En effet, ayant fixé a;, soit o, le point de H le plus proche de a;. Quel
que soit j>%1 on a
lai— aj | > a;— ay | > (1 — k).

En utilisant le fait que les points sont distincts, on a finalement
(IV.1.2.4), avec Ku(k)>]](r — k).
/=1
Posons ‘
gi(h)y=gh) —co—cih—...—c,h.

Nous allons utiliser le théoréme de Whitney pour prolonger g, défini sur H
en une fonction g,, ¢ fois contintiment dérivable sur [o, k,] et de g-module
de continuité w(g,, g, .) inférieur & I'(q) w,(g, .).

Considérons le champ taylorien d’ordre g défini sur H par T,(M) = g, (A),
ot chaque polynome est réduit & son terme constant : la valeur en A€ H
de g,

_ [Ty (M) — Ty (M) | _ [ 70y (g5 ha) + Iy (8. hy) |
AB7 = [ ey — hy |

B (A, B, T, ¢)

en appelant h, et h, les abscisses de A et B.
Par (I.2.1.5) et (IV.1.2.4) nous obtenons

. hy / oy (& [ ha— hy )
S, (A, B, T | n AL S q B g (& | 1t B
'i( sy Py by q)_<1A<l+ il’l:\_/llﬂ )—l—/l“([-f— |/l.\———/l“] >> 1/[[\_11‘{"/
. , v ., I
le coefficient de w, se décompose en quatre termes chacun majoré par A
@, (A, B, T, — 3, (g, AB).
(A B T 9) = 7 o0 (85 AB)

Par le théoreme de Steckin (I.2.3.5) on peut trouver ®, module de
continuité concave compris entre ®, et 2w,. Par la condition (I.4.3) du
théoréme de Whitney on peut donc prolonger g, en une fonction g, ¢-fois
continiment dérivable.
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En prenant pour g, la fonction obtenue par la méthode de Whitney
et par ([.4.5) :
o (&1, [0, o, g5 ) Z T (),

I', dépend de ¢ et de h,, mais comme I', croit avec h, on aura

Ii¢g, ho) =T (g, ) =T (q).
Finalement,
W (21 q. ) ZRa(g, K)oy (g, ).
Posons
S =2 (k) +cot+crlo+ .o .

On voit immédiatement que w(g,, q, .) =w(g, q, .).

Soit alors Q, le polynome de meilleure approximation de g sur I'ensemble
discret de N + 2 points : HyU{o| et Q, le polynome de meilleure approxi-
mation de g sur C=/Jo, h,]. Nous savons que (de la Vallée Poussin [1])

|
qui par (I1.3.3.1) et (Golomb [1], p. 129) est inférieur a

i g RN i/ h N
e (B g —t ) 2T, . )
(N 1)1 07 “("’ q’ fz(N—z/)>“’r‘ (N+r)‘/w’<" N +r>

£(0) = Pxlg](0) [£]g(0) —Qi(0) [+ [Px[g—Qi] (0) ]

N

ol Dofo () . Y L )

& (0) }‘\lt’l(o”é<[+2ﬁllzi~—/f,~| I'Q(N—l—l)‘/w'/(”’l\l—l—l
i=0

D’aprés un résultat de Laurent (Laurent [1], p. 17) s1 ki =~ kh; avec k <1,
™ (/l/)

2= Ol Z 12— Qe =E (2. N. )

et

il existe A(k) indépendant de N majorant A,\x,‘.=2
Précisons cette majoration :
— pour j <1 :
hy < KT 1 et [hy— T, | >l (1 — A7)
— pour j>1, on a de méme
V= ;| > (A =)k

et
N(N+1) NN—1)
N k- k
Nk (r—A) (1—A%) oo (10— AY) + (r— A2 — 12y o (1 — AN
N—1) (N—2)
N kA 2 1
Py o Ty S ey iy & e B TRy s By Py S5
N ! LA,

TSP PR A By
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On peut prendre A (k) =| — I 2 1 : &
[Te-m]

j>1

La majoration (IV.1.2.3) est donc démontrée.

Ce résultat est amélioré dans (Coatmélec [2]). -

(IV.1.3) Tutorime. — St H satisfait ¢ (IV.1.2.1) et ga (IV.1.2.2),

on a -

. - h
(IV.1.3.1) |8(0) = Palg] (0) | =K (g, )

—w, (<, /)
4 l)'/ 7 (D ’ “)

et nous explicitons la majoration :

T (2¢g+1)! 4

Lo (L — k=
e

Démonstration. — En reprenant les notations du paragraphe précédent,

(V.1 3.2) K(q, k) =

définissons sur H le champ taylorien d’ordre ¢ défini par T, (M) = g,(A);
ou T, (M) se réduit au terme constant. Définissons un prolongement,
de g, sur [o, h,] en utilisant la (1, g)-partition polynomiale du chapitre II1.

Sur [hi.4, h;] le prolongement est défini par

;}1 (X) _— & (X) 81 (Ili+1) -+ 8y (X) S (/li)7

avec
h;
f (l*]l[+1)(/(}li——[)'/(lt
s (X) = x}” et $(X) =1 — 8 (X).
f (& — hier)? (hi— )1 dt
D
En posant

t:/'i+[+ l[,(lll'— /li+1) et X:/IL-,H—{—.T(/IZ'—/IH_.]),

1 x
f ul (1 — u)?du f wl (1 — u)7du
0

51 (X) = 22 et 5(X)=—3
f wi (1 — w)! du f w! (1 — u)? du
o v

nous avons

Par (I11.3.4), on a

drs, ||°

—_ - -
CZX" _tC(,.‘ (])

[hicens hi ]

I
(/’i_“ /11‘+I )I' ’
avec

C(r, q)équT-i——,,Q"(aq—i—Q—r)...('zq—f—r)
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et pour r=_q :
. 2¢ —+1)!
G (1” (/) Y g_._/__)_
- (/!

On a donc

| (& () — &1 (Niva) |
(foi— Dir)"”

M,.(24, [o. Z]) = sup C(r, q)

— sup hitwy (g, 1) 4+ I 0 (2, i)

: U= sy C(r, q)

qui, par (IV.1.2.4) et quelques calculs, donne

wy (&, ho)

M, (B [0 fig|) ol "
M, (24, [0, hy]) Z 2l Ty

C(ryq).

Par (I1.3.3.1) et (Golomb [1], p. 129) on a pour N >gq
T hi M

E 5151\ {0 /1“|)_Ar(., N, [0 /1<\l m i :,(-'1 IO /'o])
et
] T no 20, (&, 1y)
o (0) — Pyl (0) | = (A (K Mg 22 28 Tl
IH(U) ]\I‘H'(O);,”,( ( ) l)(\+|),/ ),/( ((I) (/) (.l*/‘.),/
(IV.1.5.1) est done démontré avec :
v w(2¢+1)! 1 4
K (g, i) = .
(] )__ {/y [] (I__/‘/)z (I__/.-)I/-H
j=
Remarque. — Les majorations obtenues prouvent que la convergence

est au moins de 'ordre de : ]orsque N tend vers 4 et ceci explique

Vefficacité du procédé d’extrapolatlon de Richardson.

Dans la plupart des problémes d’analyse numérique, la condition
(IV.1.2.2) s’exprime plus simplement : il existe ¢, tel que

gy —c¢ l = 1\]1/—4-1 her+1,

Il en est ainsi, par exemple, lorsque g est défini par une méthode de quadra-
ture, d’interpolation, de différentiation, etc.

Dans une publication consacrée au procédé d’extrapolation (Coat-
mélec [2]), nous préciserons les constantes de majoration et nous montre-
rons comment modifier le procédé d’extrapolation pour éviter de faire
décroitre trop rapidement h; vers zéro. Il suffit de remplacer Py[g] par le
polynome Py  [g] de degré N+ ¢ qui satisfait] a la condition d’inter-
polation sur Hy et dont les dérivées possédent les mémes propriétés de

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 42
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platitude en o que g. Cette méthode ne donne pas de meilleurs résultats

que Dextrapolation classique (au contraire) lorsque k est é; Mais

lorsque k est assez voisin de 1 la méthode est bonne.

(IV.2) RECHERCHE D’UNE VALEUR APPROCHEE DU MAXIMUM DU MODULE
D'UNE FONCTION A VALEURS REELLES.

(IV.2.1) Position du probléme. — Soit C(E) I’ensemble des fonctions
a valeurs réelles définies et continues sur un espace métrique compact E.
La distance de A, & A, sera désignée par A, A, pour A, et A, dans E.
Soit :
fec(E) et M, (/. E):\l('/'):l\ng:‘if(‘\)“.

La fonction

/(M) =S (As) |
(A A ) ~> aM(f) |

est uniformément bornée par 1. Posons

Lf(AD) —f (A
o aM([) =Qf ).

Pour [ fixé, Q(f, l) tend vers zéro avec [.

Considérons alors une classe ®CC(E) de fonctions [ telles que

Q(f. 1) =ZQ¢ (/) pourtoul feD, avec  lim&q¢ (/) =o.
/

>0

On a alors [[(A) —[(A.) | Z2M(f) Qs (A, A,) pour tout f€® et pour
tout couple (A, A,)e€E*.

Donnons-nous N, points de E : A;(i=1 a N,) et posons

P m;n( min 1\1\,-).

A€E \i——1aN,

Soit A* un des points ou |f(A)| atteint son maximum M(f)=|f(A*)].
1FA*) [ —[f(A) | Z2M(f) Q) et si Ton pose w(f)=max|f(A;)l,

1

on a
B () ZM) Zp () +2M () Qu (D).

En supposant [ assez petit pour que Qg (l) < -%, on a

e )
pN 2NN = —S5—7 NONGE
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Il en résulte que p.(f) est une valeur approchée de M(f) avec une erreur
relative uniforme sur ® qui est inférieure a

29(})(/) ,
a0 () Z 4 ()).

Nous possédons donc un critére de précision et nous pouvons espérer
donner un algorithme, de recherche d’une valeur approchée de M(f),
relative & une classe suffisamment restreinte ®C C(E).

(IV.2.2) Cas ou ®=1I,. — Soit E un hypercubo de R”, dont les

cotés de longueur h sont paralléles a F., cey En. En prenant dans E
un ensemble discret régulier contenant N, =(p 4 1)" points, on a

{ — max ( min AA; ) 4 \/“

A€E\i=1aN, 2D
(IV.2.2.1) ProrositioNn. — La discrétisation de recherche du maximum
de f(A) donne une précision relative inférieure a 2\/n— Le choix de p

pour une bonne précision est indépendant du polynome fe Iy qu’on consi-
dére et de Uhypercube E. Pour n fixé ce choiwx sera fonction uniquement du
degré N.

En effet, pour tout f€® et pour tout couple (A, B)€E?, on a par I'iné-
galité de Markoff

A =S

(f)AB.

Ny :
On peut prendre Q¢ (2) = - @ et l'on obtient

M(f):p(f)—;—fn\/ﬁ%zy(f). avec o0Z¢1.

La proposition en résulte.

Azt
Ars
Ao
As
A3

Fig. 1.

(IV.3) ForMULES D’APPROXIMATION DES VALEURS, EN UN POINT M
FIXE, D'UNE FONCTION ET DE SES DERIVEES PARTIELLES. — (e para-
graphe est une application de (II.2.5). Dans R" nous considérons un
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\ . k+n . .. .
systéme unisolvent &, de ( n > points « voisins » de M (pris comme

origine des coordonnées) et nous recherchons les valeurs en M des dérivées
du polynome %, qui interpole f sur &,.

Considérons un systéme unisolvent &, dans R" analogue a celui indiqué
dans la figure 1 p. 329 et associons-lui le systéme unisolvent @, qui

An
Ais
Ao
As

A3

Fig. o.

Fig. 3.

correspond & des pas égaux a 1 sur les axes (fig. 2). Soit A(k) la matrice
d’interpolation associée & @A, et A~'(k) son inverse. Dans R" la figure 1
correspond & un n-pas (hi, ks, ..., h,) et la figure 2 & un n-pas uni-
taire (1, 1, ..., I).

Posons H*=nh% .. k" et K!=Fk! ... k! et soit F(@,) la matrice
colonne ayant pour éléments f(A;) pour t1=1 a ( Aij{;")-

On vérifie facilement la
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(IV.3.1) Prorosirion. — Pour M origine des coordonnées : A~' (k) F(&,)

H' 9'%,

est une matrice colonne qui a pour éléments 77 oxt (M), approzimations

. H! 9t f , s i .
respectives des valeurs i (_)XT(M) L’erreur sur &—I(M) est o(h'™), oi

h=suph; st M est dans Uenveloppe convexe de ¢ et f de classe C".

Ao
As A9
~N As As
A3 A7
2 Ag
M
At \ \
Fig. 4.
Ao

As A9

\ k/ka
, Aa\
I K As A7

Fig. 5.

Nous donnons dans les pages qui suivent les expressions de A~'(k)
pour k=1, 2, 3, 4 lorsqu’on utilise la figure 1 avec M en A,. Par exemple,
nous obtenons par (IV.3.1), avec k=4 :

IS

T ™t [T TN = 310N % 37(N) 30 = 3£(\) — [+ (A ).

o f o ., . . .
o j, ~ | A 67O (A — () — 1/ (M)

— 9 (o) + 2/ (As) +10f(N) + 2/ (N) — (A1) —2f(\n) |
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Remarques. — Par translation nous pouvons aussi obtenir des formules

d’approximation du genre Everett-Stirling-Bessel : 1l suffit de considérer
la figure 5.

L’obtention de systémes unisolvents est assurée dans le cas de la figure 3 :
les points de @ sont obtenus en prenant A,, puis 2 points sur une droite
ne passant pas par A,, puis 3 points alignés sur une droite ne contenant
pas un des précédents, etc. En utilisant m droites on obtient un systéme
unisolvent d’ordre m, car si les points qui constituent @, étaient sur une
courbe algébrique, de degré m, celle-ci serait décomposée en une droite
contenant m 41 points et une courbe algébrique d’ordre m —1. Par
récurrence descendante, le systéme @, est unisolvent.

Dans le livre de Panow (D. J. Panow [1]) des formules différentes sont
obtenues pour d’autres systémes de points, mais chaque systeme de points
donne lieu a une méthode particuliere.

1 0 o 1 o o o o o
—1 I o 3 I

—_— = 2 0o — - o o
-—1 0 1 2 2

A" d’ordre 3; 3 1

, — = 0 2 o 0o — -

Polynome de degré 1 2 2
I I

- — 1 o ) o
2 2

1 — I —_— 1 o I (6]

[ 1

- o —1 o o -

2 2

A-' d’ordre 6; Polynome de degré 2

1 0 [¢) o ) [ o o 0 0
ir 3 I
_— 3 o — = 0 o A 0 o 0
6 2 3
LI o 3 0 0 s [ [ o :
6 2 3
5 I
1 - = 0 2 ) o — - o o) 0
2 2
5 5 I , ’ 1 I
2 — === - 3 —~ 0 — = -—- [6)
2 2 2 2 2 2
5 1
I o — - (o) ) 2 [ o o - -
2 2
! ! o ! o o ! o o 0
6 2 2 6
1 I 1 1
—_—— 1 —-  ——— —1 o 0 ~ o) O
2 2 2 2
I 1 I T
- 1 0o —1 -— = 0 o) . 0
2 2 2 9
1 1 1 1
- s 0 ~ o 0 - 0 0 0
O 2 2 )

A~ d’ordre 10; Polynome de degré 3
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(IV.4)
les figures
gulation.
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o o o o [ [ o 0 o [ o o
. 1
o -—3 [} [} 4 o o o — - o o 3}
3 i
i
4 o) o —3 o [o) o S 0 [ [ o)
2
19 7 11
o —= [¢) o — o o o — [¢) 0 o)
4 J 2/
13 1 1 1 1
— 7 6 Z -— — 2 — 2 — 0 = - =
3 4 4 3 3 3 4 3
13 19 7
- 0 o) - 0 o o — % o o o o
3 4 3
1
0o — 32 [o) 0 [ ) o — - 0 0 o
6 4
9 ~
3 ¢ 1 i > I 1 1
59 7 o o —' ',
2 4 2 4 2 2 2 2 4
, 1 C 1 5 1 1 1
3 - — 7Y o) - - - [¢) o — - — =
4 2 4 2 2 2 4 2
3 7
- o o — 2 0 0 o - [6) o o o)
2 6
I 1 o o 1
o) = o o — = — [ o 0
/l 6 24
I I 1 o 1 1 o o 1
- - = —_— — - 0 - o [¢)
6 2 2 6 2 6
1 I . I o i o o I
- - — e 0 > )
2 4 4 2 2 4
I o 1 I o 1 1 o 1
~ - - s} —_ - == o [¢ -
2 2 2 2 6 6
I I 1
- o] o) - o 0 o — o 0 0 )
6 4 6

A~! d’ordre 15; Polynome de degré 4.

RESULTATS NUMERIQUES RELATIFS AU CHAPITRE IlI. — Dans
6 et 7 nous avons donné les résultats d’un programme de trian-

Nous avons utilisé la figure 8 et les formules (I11.3.5.2) pour réaliser
une interpolation d’un champ taylorien d’ordre 2 défini sur un ensemble E

de points

gz* 4 16y*

contenu dans la région C, de R* définie par : 2>>0, y o,
=9

Nous donnons plus loin les résultats numeériques, concernant la valeur
absolue de 'erreur commise en remplacant la fonction f (qui induisait sur E
le champ donné) par notre fonction P polynomiale par triangle.

Nous avons pris comme fonction f :

j(E~ }) — et o8 (J/.z _‘_),2) + (22 (‘I’, )),

ou Q.(x, y) était un polynome de degré 2.

-
—

!

N
E=N

=]

-
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K7 Kp
Nous avons calculé %(M)—z—\l,; (M)‘ pour o-—lk-"2 lorsque M

décrit un ensemble de points réguliérement répartis dans C.
St A =|[f(M)—P(M)|,

Jaf ()l |

) ()j JP
()’(\I) “)17 el

|)__(\|)ﬁ

et A, ;A 1'(p1éstntcnt les erreurs sur les dérivées 2¢, en multipliant A,
par 10"; A et A; par 10*; A, A;) A, par 10° on oblient l(,s bornes d’erreur
de la page suivante.

Al
W —
26

19>
S

20 AW 22 "

18

QY >2/ 20,
46 6 1

Y

(IV.5) AppricatioN pE (1[.3) A L'INTEGRATION NUMERIQUE POUR DES
N@®UDS IRREGULIEREMENT REPARTIS. — Dans ce dernier paragraphe, nous
appliquons les résultats du chapitre 111 a I'intégration numérique.

Sur un simplexe S de R” nous approchons

L=/ //(\1 XD AN A AN,

par

,,,|/|~f fZMu o) TaXyy X)) ANGA LA dX,
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ou les T; sont les polynomes de Taylor, de degré m, aux sommets de S.
Par changement de variables nous sommes ramenés au calcul d’intégrales

de Dirichlet sur le simplexe canonique défini par

x>0, Zwiél.
pa . L3
3 > i
40
%
42
i
R
3 3 29
b fog 30
A5
2% 27
i 2 28
®) %5
D Q
19 |
7 I
8 7
2 T
)
3
9
. 3 A 0
%8
10 0 f
! 12
5 3
Fig. 7.

Dans (Coatmélec et Houssais [1]) nous développons cette question.

Bornons-nous ici & un exemple :

— ()
In—-hﬂl:cos 5‘<'d—2 +—b—2)dx/\dy

lorsque D est la région définie par

: nous nous proposons de calculer :
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Nous approchons le domaine D par des réunions de triangles dont les
sommets ne constituent pas un réseau régulier.

Nombre de Nombre de
T st e
n. points. triangles. I. n. points. triangles. L.
5 3 0,408 1 5 3 0,208 48
13 15 0,404 4 13 15 0,223 70
1 31 45 0,386 5 4 31 45 0,220 89
50 78 0,381 9 50 78 0,221 36
73 120 0,379 6 73 120 0,220 82
157 276 0,377 1 157 276 0,220 85
Valeur exacte : % = o0,3750 Valeur exacte : % = 0,220 893
5 3 0,215 09 5 3 0,204 37
13 15 0,289 08 13 15 0,201 00
9 31 45 0,294 30 5 31 45 0,199 52
50 78 0,295 27 50 78 0,200 24
73 120 0,294 67 73 120 0,199 8o
157 276 0,294 63 157 276 0,199 9I
Valeur exacte : %’—; = 0,294 52 Valeur exacte : % = 0,2
5 3 0,212 09 5 3 0,199 87
13 15 0,252 46 13 15 0,182 99
3 31 45 0,250 63 6 31 45 0,183 36
50 78 0,250 82 50 78 0,184 17
73 120 0,250 14 73 120 0,183 8o
157 276 0,25004 157 276 0,183 95
1 457
Valeur exacte : P = 0,25 Valeur exacte : 768 = 0,184 078
5 3 0,195 04 5 3 0,184 73
13 15 0,168 61 13 15 0,147 61
7 31 45 0,170 59 9 31 45 0,151 38
50 78 0,171 42 50 78 0,152 20
73 120 0,171 09 73 120 0,151 94
i 1579 276 0,17 127 \ 157 276 0,152 18
Valeur exacte : 3—65 = 0,171 428 Valeur exacte : % = 0,152 38
5 3 0,189 98 5 3 0,179 36
13 15 0,157 02 13 15 0,139 87
8 31 45 0,160 15 10 31 45 0,143 86
50 78 0,160 96 50 78 0,144 71
73 120 0,160 67 73 120 0,144 48
157 276 0,160 89 157 276 0,144 74
. 105z 1897
Valeur exacte : 3048 = 0,161 07 Valeur exacte 096 — 0,144 96
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Les figures g, 10, 11, 12 suivantes indiquent des triangulations consi-
dérées : elles comportent respectivement 5, 13, 31 et 50 points. Les résul-
tats numériques donnés plus haut sont relatifs a ces triangulations et & deux

Fig. 9. Fig. 1o0.
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triangulations plus fines (73 et 157 points). Nous avons prisa=1, b= _%’

n preud les valeurs 1, 2, ..., 10 et le champ taylorien utilisé est le champ
d’ordre 1 induit par la fonction a intégrer.
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