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CHAPITRE 1L

FAMILLES COMPACTES DE FRACTIONS RATIONNELLES.

L’étude de certains ensembles de nombres algébriques a conduit Salem,
puis Pisot & considérer certaines familles de fractions rationnelles ayant
la propriété de former un ensemble compact. Pisot a étudié dans [14]

I'ensemble & (q; k, ¢’) de fractions rationnelles f(z)=:—\)—2%a ou A(z)

et Q(z) désignent des polynomes a coefficients entiers rationnels avec
A(o) # 0, Qo) = g0 fixé; les fonctions f(z) satisfont de plus aux
conditions :

(1) Q(z) admet au plus k zéros (k>>o0) dans |z|=1, et tous situés
dans la couronne fixe o < &'=|z| < 1;

(2) |f () <1 sur |z] =1.
L’ensemble F (q; k, ¢’) satisfait alors au théoréme :

TuktorimE 1.1. — L’ensemble F (q; k, ¢') est compact pour la convergence
uniforme dans tout disque |z| =_r, r << ¢’ et dans tout disque |z|,<r,, r,<|q|,

Les fonctions f(z), holomorphes dans |z| << ¢’, admettent un dévelop-
pement en série de Taylor convergent pour |z| < ¢ :

~+»

f(s)= 2 w, 5"

=0
A ce développement nous associons les déterminants de Kronecker :
Uy Uy ... U,
D, — Uy Uy ... Uy
Uy oo el Uy
La démonstration du théoréme 1.1 est basée sur les conditions suffi-
santes :

a. Les fonctions f(z) constituent une famille normale au sens de Montel.

b. Si f*(z) est la limite d’une suite extraite de F(q; k, ¢’) le déter-
minant D) associé au développement de f*(z) vérifie

|D; | ZC(eg)en
pour tout ¢ << o; C(c) désigne une constante indépendante de n. Or il

existe une classe N de fonctions méromorphes dans le cercle unité possé-
dant les propriétés (a) et (b) et qui comprend Iensemble F(q; k, ).
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(’est la classe des fonctions méromorphes et & caractéristique bornée dans
le cercle unité.

DEFINITION DE LA CARACTERISTIQUE. — Soit f(z) une fonction holo-
morphe & lorigine et méromorphe dans le cercle unité. A cette fonction
R. Nevanlinna associe les fonctions

i f):#f“'gglﬂrefind;
N, f) :fr”»(f—)dt,

ou n(t) désigne le nombre des poles de f(z) situés dans |z| = t. La fonction
T(r,f)=m(r,f)+N(r f)

est appelée caractéristique de f(z). C’est une fonction croissante de r et,
par suite, lim T(r, f) existe. Si cette limite est finie, f(z) est dite a
>

caractéristique bornée dans le cercle unité. Signalons les relations :

T(r, fi-fo) =T (r, fr) + T (5 f),
T(r, /)= T<r, }.) —+ log | u |, (f(53) =wst+.. .+ w2 0).
Cette derniére n’est autre que la formule de Jensen.
Les fonctions de la classe N sont caractérisées par :
Tutorime 1.2 (R. Nevanlinna). — Une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une fonction méromorphe dans le cercle unité appartienne

a la classe N est qu’elle soit quotient de deux fonctions holomorphes et bornées
dans le cercle unité.

La démonstration de la condition suffisante est constructive. Elle montre
I’existence de deux fonctions cp<z,/£.> et ¢(z, f) holomorphes et bornées
par 1 dans le cercle unité, telles que, pour f(z) appartenant a N,

o)
¢ (5 /)

Se basant sur le théoréme 1.2 et sur la majoration d’Hadamard pour
les déterminants, D. G. Cantor a établi le résultat :

/(s) = el logly(o, /)| =—LmT(r, /).

LemMme 1.1. — Une condition nécessaire pour qu’une fonction, holomorphe
a Uorigine et méromorphe dans le cercle unité, appartienne a la classe N,
est que, pour tout ¢ > o, il existe une constante C(c) indépendante de n
de maniére que :
[D, | ZC(e).em
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A. Famirres F,(q, 3) DE FRACTIONS RATIONNELLES. — Nous désignons
- N\ . . A Pt
par F,(q, 0) l'ensemble des fractions rationnelles f(z) = Q—E_—; telles

que A(z) et Q(z) soient des polynomes a coefficients entiers rationnels
avec A(o) 3 o, Q(0) = g % o fixé, et vérifiant la condition :

Sup _ [limT(r, f)} = —Logd <+oo.
JEF:(q,0) Lr>1

.

La fonction T(r, f) étant, par définition, positive ou nulle, la constante ¢
vérifie 0 < ¢ 1.

Tutorime 1.3. — L’ensemble F,(q, ¢) est compact pour la convergence
uniforme dans tout disque |z| < r, r < ¢ et dans tout disque |z|,<r,,r,<|q|,

Démonstration. — Soient ()i (s’1l en existe) les zéros de Q(z) situés
7
dans |z| <T1.
D’aprés nos hypotheses,
T(’.’ f) é_ loga
quels que soient r <1 et f €F,(q, 2).

Les fonctions m(r, f) et N(r, f) étant toutes deux positives ou nulles,
nous déduisons

m(r, f)y < — Logo et N(r, f) £—logg,

et ceci a lieu quels que soient r <1 et f€ F,(q, ©).
La fonction N(r, f) s’écrit
"n(t
N(r,f):f "0 g =3 logr|6;1,
v 178

ou o si f(z) est holomorphe. Nous en tirons
7] 1
<1hvi=5

7

et, par suite, les zéros de Q(z), dans |z| <1, sont tous situés dans la
couronne fixe 0 < ¢ < [z| <1.

Posons

'»!-i(s):'[_[]_o/ﬁ et b(s) =1

6/—,5

J
si f(z) est holomorphe dans |z| <1.
Les fonctions {(z) sont holomorphes dans le cercle unité. Elles ne
s’annulent pas pour |z| < ¢ et vérifient
[4(s) =1 pour|s|<1,
[$(0) |=d>o.
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Considérons maintenant la famille des fonctions :
(5) =Jf(5)d(5).
Elles sont holomorphes dans le cercle unité et a caractéristique bornée, car

Tr,F)=m(r,F)=— f o<'|j blde =m(r, [)+m(r, ),

H

or m(r, ¥) = o puisque [kp(z)[él pour |z| <1, d’ou

m(r, ¥y =Zm(r, f) =Z—loga.
Du théoréme 1.2, nous tirons, pour I'(z), la représentation
(=
% (s F)

7

@
F(s) = ——3%

1--“_.

> : i (7B s
9 (0, Fy = ¢ iP5

ll

?Q
et
@(;, lf> 1
Les fonctions F(z) et U (z) constituent, dans |z| <1, des familles normales
au sens de Montel, ¢’est-a-dire que tout ensemble infini de telles fonctions,
nous pouvons extraire des suites partielles F,(z) et ¢, (z) uniformément
convergentes dans tout compact situé dans Iz[ < 1. Nous pouvons choisir
ces suites de maniére qu’elles convergent simultanément.

D’une part, les fonctions U, (z) tendront vers une limite ¢*(z), holo-
morphe dans |z| <1 et y vérifiant [{*(z)| < 1. Puisque [4,(0)| >0 > o,
la fonction limite $*(z) vérifie aussi [{* (0)[>~2, d’ou en particulier
¢* (z) = o. Nous savons que les fonctions {,(z) ne s’annulent pas dans
la couronne fixe o = [z| < ¢, il en sera donc de méme pour $*

, [o(s, Fyl=Z1 dans|s|<1.

D’autre part, les fonctions ¢, (z,%) et o,(z F,) tendront vers des
v

limites respectives ¢, (z) et ,(z), holomorphes et bornées par 1 dans le
cercle unité. De plus, comme 2,(z, F,) n’admet aucun zéro dans |z| < 1
et que |z, (o, F ]>?>0, ©,(z) n’admettra aucun zéro dans |z]| <1
et vérifiera |9,(o)| >

Par suite, les fonctlons F,(z) tendront vers une limite F*(z), holo-
morphe dans |z| <1, quotient de deux fonctions ¢;(z) et ¢.(z). Nous
déduisons que F*(z) est a caractéristique bornée dans le cercle unité.

Par conséquent, la fonction

wpoy 91 (%)
ARG

holomorphe dans |z| < 2, est limite uniforme des fonctions f,(z) dans
tout compact situé dans |[z| < ¢. De plus, c’est une fonction a caracté-
ristique bornée.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 3. . 28
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f* (z) admet un développement de Taylor :
“(5) :21(;;”

Les coeflicients u, sont limites des w,, de méme indice n. Or q’”" Un,y

convergent dans |z| < c.

est un entier rationnel, il en sera donc de méme pour les ¢""'u,, et par
conséquent a partir d’un certain rang dans la suite, les w,, finissant par
étre égaux a leur limite u,.

Considérons le déterminant de Kronecker associé au développement
de f*(z).

* * *
uy uy o ...ou,

* * * *
Dr=\u; u} cee Uy

*

"
L

La fonction f*(z) étant a caractéristique, en vertu du lemme 1.1, pour
tout ¢ > o, il existe une constante C(¢) indépendante de n telle que

Vl | C( )ﬁ”
Puisque pour v > v, u,,= u,, nous aurons aussi

[Duy|=1D,| pourv>v,.

D, ., étant le déterminant de Kronecker associé au développement de f,(z).
F. Dress [7], en se suivant d’identités sur les déterminants, a montré
que ¢***'D,,, est un entier rationnel. Par conséquent ¢**"' D, est un entier

rationnel et
[+ Dyl = qC(e) (sq°)".

1 . . . .
En prenant ¢ < 7 il existe un indice n, tel que pour n > n,
|(]21L—HD"L | <1,

soit ¢*"*'D, = o0 et D, = o pour n > n,.
Le critere de Kronecker nous affirme que f*(z) est une fraction ration-
nelle que nous écrirons : ‘

>

\(5)
TG

S (5)
avec

A"(3) =uy+ )5+ ..+, 5" el Q) =q"+qi5+...4q,5"

Nous pouvons prendre A*(z) et Q*(z) premiers entre eux. En appliquant
le lemme de Fatou a

I/“ 11 —II
g =S

n=0
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nous déduisons P'existence de deux polynomes, A, (z) et Q,(z) a coefficients
entiers rationnels, premiers entre eux, tels que Q, (o) =1 et

N (q3) Ay (3)

T0' (g5) ~ Qiz)

Il en résulte que les coellicients a; ct ¢; des polynomes A*(z) et Q*(z)
sont tels que ¢/a; pour j=~o ct ¢/ 'q¢, pour j>=1 soient des entiers
rationnels.

Se basant sur le vésultat u,,= u, pour v > v,, donc que les u, ., tendent
vers les u, au sens p-adique, Pisot [14] a montré qu'une suite partielle
extraite de la famille &,(¢, 2) converge uniformément dans tout disque
|z|,<r,, r,<|q|, D’autre part, en utilisant les inégalités de Cauchy
dans Q,, complété de Q, cloture algébrique du corps Q,, il a montré que
les rationnels a; et ¢, a dénominateur puissance de g, sont des entiers
rationnels. Par suite, les polynomes Q*(z) et A*(z) sont a coeflicients
entiers rationnels, avec Q* (o) = ¢.

*

. u . .
D’autre part, u,= —;est égal, pour v>v,, a

oy

q

o, d’ou A*(0) =uayZo.
D’autre part, la caractéristique de la limite f*(z) vérifie, pour r <1,
T(r, fY=T(r o})+T (r. 5‘) +T<r, ¢L>
La formule de Jensen, appliquée aux fonctions ¢,(z) et {* (z) donne
g =1(r. or ) log 2 (0) |
T(r, 4 = T<r. +—‘> - log | 4 (o).

Les fonctions ¢, (z) et $*(z) sont holomorphes et bornées par 1 dans le
cercle unité, d’ou
T(r ) =T(r, 9;) =0, ¥r<u.
Il en résulte
T(r, ") =—log| 2 (0) [ —log |} (0)].

Mais nous savons que :

log| 9 (o) | = lim log|e, (o, F,)|— lim [lim/n(r, fv)],
N ] V>

-2 r>1

log [d*(0) | = lim log| Yy, (0) | =— lim [limN(/', jv)]

Yot Votx |71
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Nous déduisons pour T (r, f*) 'inégalité
(ry J*) < im dim|m (ry o) | =Ny fo)] = Tim T (7, f),
Vord-o > ) Voo

soit
T (r, f*) Z—logd quel que soit r <C1.

, . * 1&* (5) . \ a7 N
Par conséquent, la fonction f*(z) =00 appartient a F(q; 0) et le
théoréme 1.3 est ainsi établi.
Remarques. — 1° Nous savons que pour v > v, a,= a,.,5 0. D’apres

la formule de Jensen,
T(r f) :1(;}) N

Les fonctlonsf sont a caractéristique bornée et appartiennent pour v > Y

v(3)
a la famille 7, (a,, ¢\), avec ¢,= cu,.

. . .o A*(3) . s

20 Il peut arriver que la fonction limite 05 appartienne a len-

semble F,(q’, ¢), ou ¢’ désigne un diviseur de ¢, si les polynomes Q(z)

ne sont pas primitifs, ¢’est-a-dire tous divisibles par un entier ¢”, la fonc-

tion limite 1\)*2 3 sera tellg que Q*(z) soit divisible par ¢”.

Quel que soit ¢”, diviseur de ¢, 'ensemble F,(¢', 2), ¢ = ¢’.¢4", est un
sous-ensemble de F,(q, ¢). En particulier, &,(1, ¢) est un sous-ensemble
compact de tout ensemble F,(q, 3).

- N ;e
B. FamiLres &,(q, 6) DE FRACTIONS RATIONNELLES. — Nous désignons

\ (5)
()( )telles que A(z)

et Q(z) soient des polynomes a coeflicients entiers rationnels avec
A(o) #£ 0, Qo) = g0 fixé, et vérifiant :
(1) lf )l sur 2] =1

(2) H [0;] = <—|—oo, ¢ étant une constante ; les 'Gl' désignent
/E 'Fz (VB 0 J

par F,(q, 5) ’ensemble des fractions rationnelles f(z) =

les zéros de Q(z ) situés dans |z| <.

Si le polynome Q(z) admet au plus k zéros situés dans |z| <1 et appar-
tenant & la couronne fixe o <<¢'=|z| <1, Pensemble (g, k, 2') sera
identique a ’ensemble ,(q, 5*).

La famille ,(q,2) est un sous-ensemble de F,(q, 2). En effet,
pour f€ F.(q, ¢), la condition (1) entraine li;qu m(r, f) = o. D’autre part,

lim N (r, f)_hm 2 logr|0,] =—loga,

r>
1/;|0{

d’ou
Sup [lim T(r, j)‘[ = —logs.
[€Fs(y,0) Lr>1
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Du théoréme 1.3, nous tirons le corollaire :

CororrLAIRE. — L’ensemble 7 ,(q, 3) est relativement compact dans F,(q, 3)
pour la convergence uniforme dans tout disque |z| < r,r < ¢ et dans tout
disque |z |, =1 r,<|[q|,

Remarquons que la condition (1) n’est pas nécessairement vérifiée par
A" (3)

la fonction limite G Par contre, si Q(z) admet au plus k zéros

A*(3)

Q ()1 =

dans |z| <1, donc dans le cas de F(q, k, ¢’), nous aurons

sur |z] =1 et F(q, k, ¢’) sera compact.

CHAPITRE I1.

ENSEMBLES FERMES DE NOMBRES ALG]E:ZBRIQUES.

Le théoréeme des familles compactes de fractions rationnelles permet
I’étude de certains ensembles de nombres algébriques, ensembles qui ont
la propriété remarquable d’étre fermés. Le premier exemple d’un tel
ensemble a été découvert par Salem [15] et il est défini comme suit :
un nombre réel appartient a S, s’il est entier algébrique et si ses conjugués
(autres que lui-méme) sont tous situés dans |z|<<1. Le théoréme de
Salem dit que S, est un sous-ensemble fermé de la droite réelle. Pisot [14]
a montré qu’il existe d’autres ensembles de nombres algébriques qui sont
fermés et qui comprennent S,.

DEFINITION DES ENSEMBLES S,. — Soit ¢, un entier rationnel non nul.
Nous désignons par S,, un ensemble de nombres algébriques réels ayant
les propriétés :

(1) O appartient & S, si 0 >1 et % est I'unique zéro situé dans |z|=1
d’un polynome Q(z) a coeflicients entiers rationnels tel que : Q(o) =gq.

(2) Il existe un polynome a coefficients entiers rationnels tel que :

A<6>7£0, [A(0) | >]q]| el A 21O ()| surls|=1.

Remarquer :

1 On ne change pas § en changeant Q(z) en — Q(z) ou A(z) en — A(z).
Nous pouvons donc toujours supposer g>>1 et A(o) >q.

20 La définition de S, n’implique pas que Q(z) soit nécessairement
irréductible. Nous pouvons multipler les polynomes A(z) et Q(z) par
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un méme entier, ce qui montre que S,CS,, si ¢ est un diviseur de q.
En particulier, 5, est contenu dans tout ensemble S,.

I3

Ces ensembles S,, généralisation de ensemble S,, possédent la propriété :

TutoriMe 2.1. — L’ensemble S, est un sous-ensemble fermé de la droite
réelle.

Tout d’abord, pour tout élément 0 de S,, nous avons, d’apres [14],
Pinégalité

1
0>I+ 7
49

ce qui nous permet de déduire que 1 ne peut pas é&tre point limite de S,.

Soit une suite 0, €S, tendant vers un nombre fini 0. A la suite des 0,
A, (35)
Q. ()
Cette famille de fractions est compacte. Nous pouvons extraire une suite

As)
()( )
dans |z|<1 et vérifiant toutes les conditions pour que 0 appartienne
4 S,. Si nous considérons les développements de Taylor a Porigine, des

est associée la famille des fractions rationnelles servant a les définir.

partielle tendant vers la fraction limite ——> ayan‘r 7 comme unique pdle

. A, (3) A (3)

fractions rationnelles 0. et Bk
Ale) Uyt oo Uy 5" -
(‘\)v(:) 0,v n,Ny ey
A(s) .
(\)(:) ——"0+-"_*‘ U, s +~-'s

nous savons que les coefficients w,., pour n fixé, sont égaux 4 partir d’un
certain rang a leur limite w,, ce qui nous permet d’écrire

A\ s A(s .
: )) ) MO (tyg ), — ) 4o

( —
ou encore :

(1) Ay (5) Q(3) — Qy(3) A (5) = 3107, (5).

M(v) désigne un entier tendant vers I'infini avec v. v,(z) est un polynome
a coeflicients entiers rationnels tel que ¥,(0)3£0, soit en particulier
[ (0)[=1.

Nous désignons par S, les ensembles dérivés de S,. De la méme maniére
que pour S{” [15], ils ne sont pas vides. De la relation (1), nous allons
établir une caractérisation de I’ensemble S, et quelques propriétés des
ensembles S,". En particulier, nous montrerons qu’il n’existe pas d’en-
semble demve d’ordre transfini,
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CARACTERISATION DE L’ENSEMBLE DERIVE S .
Ul

TutortME 2.2. — Soit 0 un nombre fini appartenant a S, (et pouvant
appartenir @ S, st ¢ est un diviseur de q). :

Une condition nécessaire el suffisante pour que O appartienne d S, est
quil existe un polynome A(z) a coefficients entiers rationnels, avec

A(o) >q, A(%)%o tel que :
[A(3) | Z]0Q(5) ] sur|s|=1,

Pégalité n’ayant lieu qu’'en un nombre fini de points.

Démonstration. — Condition nécessaire : 0 est supposé par hypothése
limite d’une suite infinie de nombres distincts 6, de S,. A la suite des 6,

est associée la famille des fractions rationnelle O—E;— et, d’apres (1), nous

avons
(1) Ay(5) Q(3) — Qu(5) A(z) = "7 (),

Q( ; désigne la fraction limite des gv 22 et définissant 0, fraction que

nous pouvons considérer comme irréductible.

Posons

P(:)EsszG) et B(s)=¢ ~hA< >
ou s et h désignent respectivement les degrés de Q(z) et A(z), et ¢, ¢ sont
choisis de maniére que P(o) et B(o) soient positifs. Supposons que
P(z) = A(z), nous avons alors sur |z| =T,

L -

AV () Q) [P (=) Qu(5) |-

Le polynome P(z) Q,(z) admet s zéros dans |z|<<t1. Puisque M(v) tend
vers I'infini avec v, alors a partir d’un certain rang, M(v) > s et le théoréme
de Rouché appliqué a (1) entraine v,(z) = o, soit

) __P()
(s)

A (
O (

3]
3]

(3]
~

-~
'~

3]

a partir d’un certain rang et nous n’avons pas une infinité de nombres 0,
distincts. A (z) est nécessairement distinct de P(z). Supposons maintenant
que I'équation |A(z)|=|Q(z)| soit vérifiée pour une infinité de points
sur |z] =1. Nous avons pour ces points :

Q(:)Q(§>~A(;)A(i>:o,
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si nous multiplions cette derniére équation par z"*"* nous obtenons une
1dentité qui s’écrit :
P(z).Q(s)=A(3).B(s) (h=s).

Comme les polynomes A (z) et Q(z) sont pris premiers entre eux, A (z) divise
nécessairement P(z), soit P(z)=7A(z) et il est immédiat de voir
que A =1, mais alors I'identité A(z) = P(z) est impossible.

Condition suffisante : Soit § un élément de S, défini par la fraction ration-
A o yepps
nelle Q%;’ telle que A (z) soit différent de P (z).
Nous allons construire une suite de nombres ), de S, admettant 0 comme
point limite.
En effet, pour cela nous considérons la famille des fractions rationnelles :
A(3) + g eV i=P (3)
Q(5) +&e'57B(5)

Jo(5) =

s v>xmax(1, §— /A +1) et Pl

Posons, au voisinage de P'origine,

A (=)
&

X

Uyt U5 A, 5

~

SG)Y=ug+ s+ Uy 5

Soit N un entier tel que
' U, =y, pourn <N,
UNFZE UN Y.
Nous avons alors
1. s<<h: N=v;
2. h<<s: N=v+/I—s;
3. h=s: N=v+4r,

r désignant le degré le plus faible du polynome,
ePQ — ¢'AB.

Il est facile de voir que u,>20. De sa formation, la fonc-
tion f,(z) est bornée par 1 sur le cercle unité. Pour N> o uy=wu,,>1
et u,, = u,# o et, d’aprés un résultat classique, nous déduisons que f,(z)
admet au moins un poéle dans [z| << 1. Or le dénominateur de f,(z) admet
au plus un zéro dans |z|<<1. f,(z) admet alors exactement un péle dans
|z] <1, soit O, I'inverse de ce pole.

Si Q(z) +1¢2’B(z) admet un zéro sur |z|=1, cet élément est aussi
zéro de A(s) + ¢ ezv"P(z). Soit alors D,(z) le P. G. C. D. de ces deux
polynomes, :

“Q(3)+ e sVB(s
A(5) + gesvti—P

) =D, (3) Q,(5),
( (
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d’otu, par combinaison linéaire :
Q) P(3) — ' 5A(5) B(5) =Dy (5) (657Qy (5) P(5) — ¢'5°A, (3) B(5)).
D,(z) est un diviseur d’un polynome fixe indépendant de v, son degré

est alors borné et celui de Q,(z) augmentera indéfiniment avec v et il y a
une infinité de nombres 0, distincts. Cette suite est définie par la famille des

fo(5) = Z%E”—;, avee d =D, (o),

et les 0, appartiennent a S,.

L’égalité Q, <%> = o entraine
v

NVE U
(\)<U‘~’>_—;¢| |)[m]~

Puisque 0,>1+ i’ 0; tend vers l'infini avec v et comme B[(;«] est

borné Q[%] tend vers zéro et 0 est limite des 0,. De plus, a partir d’un
. I . . I
certain rang, B [m] est de signe constant. En prenant ¢, = — ¢’ 5gnB [m]

ou g, =¢ SgnB[&]s nous remarquons que Q[&] est, soit positif, soit

négatif. Le nombre 0 est limite de nombres de S, simultanément & droite
ou a gauche.

Nous dirons dorénavant que f(z) = ?;E_::; est de rang fini s s1 A(z) = P(z),

de rang infini dans le cas contraire; par suite, si 0 est un élément de S|,
il est défini par au moins une fraction rationnelle de rang infini.

Nous pouvons aussi caractériser les éléments de S, par la valeur moyenne

A (3)

de s

X (")

2

sur |z|=1.

LemmE 2.1. — Sott une suite de nombres 9, de S, tendant vers le nombre
. . . . . A, (s Az
fini 0. Une suite partielle extraite de la famille des —Q—V% tendra vers ")E”;
. . . [A(3)
et st u. el W, désignent respectivement les valeurs moyennes de 00
ot |G oy |z| =1, nous avons
Q. (%) 7 ’
. 1
T Ty
Démonstration. — Si nous introduisons
1— 0z "_{1 N 1—0z 1—0v:Mw .,
( 0—s > =25 R ey :Ed”””

n=an n=—n

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. 29
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les valeurs moyennes u. et 1., admettent les expressions

E’S n 2
Q ~
(2) 7 :‘\-‘ Z(/,,ﬁ,u,, ;
Il_i'.ﬂ /l,,';i!
” « R
P Rl
(3) Y= Z(/,,_N,,‘.,u,, ;
n=u \ p=0
* n N2
QU QU
(%) ey == N\ duep oty

n=0 \p=0u

En raison de (2), pour tout ¢ > 0, nous pouvons déterminer un entier N
tel que

M n 2

Wl VUl
2‘ Z(/,,,, sl ) >p—s.

n=u =0

Quand v augmente indéfiniment, les d, ., tendent vers d,, quel que soit
Pentier n. Nous pouvons déterminer un entier n tel que pour v>m,
nous ayons

N n 2

~ Ql
(5) Z Z dy_pyu, | > p—ac.

"0 P =0

Soit alors, en tenant compte de (3),

» n 2

. ul
(6) 2‘ E dy_pyu, ) <2:.
n=N-~+1 p=n

\

Choisissons pour v une valeur assez grande (supérieure & m) de maniére
que la relation (1) soit valable avec v,(0)5£0. De |y,(0)|>>1, nous tirons

(7) ‘ [ty — Uy | = a,zv M (v) > N.

Compte tenu de (1), la relation (5) entraine

N n 2
-
(8) Z 2(/,,“/,,\,11/,,., | > p—oc
n=0 Ilt“
tandis que la relation
M (V)

2 llM_p‘y I(/, < \/E,

conséquence de (6), entraine en tenant compte de (7),

M(v)

~a

- doy
(9) Z(IM(‘/)—/J,‘/“/i,‘/ ET —\2e.

P =0
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Les relations (4), (8), (9) conduisent immédiatement a

- \/—> ‘
.4

En faisant tendre v vers I'infini et en remarquant que d,, tend vers

ey > -

I L
do= g nous déduisons

1
v lim ,— ———.
b= BT ey

A partir de ce résultat, nous établissons le théoréme suivant :

Tutorime 2.3. — Si un nombre O appartient & Uensemble dérivé S,
il existe un polynome A(z) d coefficients entiers rationnels tel A(o)>>gq
A(3)]?

et que sur |z| =1 nous avons |A(z) =~|Q(z)], la valeur moyenne de (j%

n

(q0)*

La démonstration se fait par récurrence. Le résultat est évidemment

\

vral pour n=o0. Supposons-le vrai pour n=p. Si O appartient a S/*"
il est limite d’une suite 0, de S/"\ Les fractions rationnelles associées aux 0,
) A}
donnent des valeurs moyennes u.,-~1— W, d’ou
N

étant au plus égale a 1 —

Ve (g9)*

A(s)

€ associée au nombre 0

et, d’apres le lemme 2.1, la valeur moyenne de

2

vérifie

. . 1 )+ 1
b lim gy — —— o — L

Vo (D) = (40"

ct le théoréme 2.3 est ainsi établi.

Dans les hypothéses du théoréeme 2.3, nous avons en particu-

. n ’
lier 1 — VIR > o0, ce que nous pouvons énoncer sous la forme :

Cororratre. — Le plus petit élément de Pensemble S,
1
0

a - et par conséquent augmente indéfiniment avec n.

est supérieur

Par suite, il n’existe aucun élément qui soit commun a tous les éléments
dérivés d’ordre fini,
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CHAPITRE III

SUR LES ELEMENTS D’ACCUMULATION DE S,.

D’apres le théoreme 2.1, tout ensemble S, admet un plus petit élément.
L’objet de ce chapitre est la détermination des plus petits éléments de S,.
Nous savons qu’un nombre 0 de S, est défini par au moins une fraction
A (=)
V(3)
polynome A (z) — Q(z) a permis a Dufresnoy et Pisot [8] de déterminer
le plus petit élément de S|, & savoir z,=1,61803g... zéro du poly-
nome 1z — z°. De plus, par une autre méthode ne faisant appel qu’au
« probléeme des coefficients » pour une fonction méromorphe dans |z| =1
et vérifiant |f(z)|=_|f(0o)| sur |z|=1, ils ont montré dans [11] que
Pensemble des éléments de S| inférieurs a 1,8 contient outre «, le nombre
%, =1,754 877 6..., zéro du polynome : 1—z+ 22°—z". La « méthode
des coeflicients » a permis a Marthe Grandet [12] de montrer que le nombre 2
est le plus petit élément de S'; elle n’a pas obtenu tous les éléments de S|
inférieurs & 2, mais toutefois elle a signalé parmi ceux-ci, les nombres 3,
zéros des polynomes

rationnelle de rang infini. La distribution sur |z|=1 des zéros du

(1 >1).
L’utilisation simultanée des deux méthodes indiquées, va nous permettre
de déterminer tous les éléments de S, inférieurs & 0*, zéro du polynome :
g—1+(g—1)5—(qg—3)52t— g3

En plus de la suite des [, signalés par Marthe Grandet, nous verrons
ue I’ensemble des éléments de S| inférieurs a 0* =2, contient la suite
§ )
des a,, zéros des polynomes

1— 3+ 3"(2—3) (rn>x1)
et un nombre particulier 0,, zéro du polynome
1— 25— 5"+ 3,

Le nombre 2 est le seul élément d’accumulation des nombres «, et 3,,
lesquels vérifient

=B < o< B << 0, < B << << 0, < B < Bt < 0

Nous retrouvons le résultat que 2 est le plus petit élément de S.
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Nous verrons aussi que les éléments de S, (¢>~2) inférieurs & 0* font
partie de la suite des a,, (pour ¢=r1, «,), zéros des polynomes :

¢ —14+5—q3*4+ 5" (g—14 25— ¢53%) (n>1).
Les nombres «, , inférieurs & 0* correspondent & n="3, soit
%1,y < 2w < ALy < 0.

Dufresnoy et Pisot dans [10] et [11] ont montré que la recherche des
plus petits éléments de S, et S, est intimement liée au « probléme des
coellicients » pour une fonction méromorphe dans le domaine |z|—r,
ayant un seul pole a Pintérieur du cercle unité et satisfaisant, sur |z| =1,
a |f(z)|=][f(o)

Soit 0 un élément de S, défini par la fraction rationnelle f(z) =

:\(,:).
Q)

Considérons
JE) =g+ u 54 ..o w5

le développement de Taylor de f(z) autour de I'origine. Nous le dési-
gnerons par
J= (g gy oyt L),

Nous savons, d’apres [10], qu’il existe un polynome E,(z) de degré n
avec E,(o) =1, tel que si nous posons :

1Y

P

D, (5) = — :."|<‘,L<—; ),
5

/

, D, (s s . . .
le développement de I,”(‘_; coincide jusqu’a lordre n—1 avec celul
o (5
de f(z), a savoir
b
o= (U Uy ey Wpgy Woy ooty

£,

w, étant déterminé d’une maniére unique. De méme, nous pouvons trouver
un polynome E,(z) de degré n, avec E (o) =1, tel que si nous posons

N I
D) (5) =3"E, (:>

\

, D, (s . . . . .
le développement de ;ZE_; coincide jusqu’a lordre n—1, avec celul
e A
de f(z), a savoir
D; .
E’,"- = (Ugy Uyy ooy Upgy Why o on),

n
w, étant déterminé d’une maniére unique et nous avons les inégalités

(1) : Wl U, LW

. oy A D,
Pune des égalités entrainant celle de f(z), avec
1



232 M. AMARA.
5’1l n’y a pas égalité, D,(z) et D,(z) ont chacun un zéro et un seul =,

et 7, dans |z|>>1 et vérifiant

(2) 17,0 <7,

Signalons enfin la relation de récurrence vérifiée par les polynomes D, (z)

. Wy — Wy .
(5) I)/H—'.’(:)E(]‘{“;)I)/H-J(:) ”h;'—”_k‘“——‘(!'_'l)n(s) (/’f_l)'
Uy — Wy
Puisque nous nous intéressons aux ¢léments de S, inférieurs a 0*, de (3)
nous tirons

0* 0
(4) Uppy — W < 1= V:J: ) ———l)lll):'(g*))) (et — wy) (1 2e1).

Les propriétés des polynomes D,(z) vont nous permettre de donner
Pallure du développement de f(z) autour de Porigine :

Lemme 3.1. — Les fractions rationnelles [(z) définissant des éléments 0
de S, inférieurs a 0* admeltent autour de Uorigine les développements
Y £ Pt

. 1 .
(9) <|,’/,u._,, > (=g u, = 3);
6 1,0 Uy . (2 =Z uy == 4, uniquement pour ¢ =1).
===, i p /
Démonstration. — Le cas ¢ =1 a ¢1é établi dans [12]. Nous supposerons

141

done ¢ >>2. Nous remarquons que les coellicients w, sont tels que ¢ 'u,
est un entier rationnel et il en sera de méme pour ¢"w, si wy=1. Nous
formons le polynome D,(z) =uwu,— 2z Nous en déduisons <, =u,=10.

Comme 0 <0* <1+ II/a il s’ensuit qu, < ¢0 < ¢4 1. Or, par définition

meéme de S,, qu,—-q, soit

y=—1.
Nous déterminons cnsuite le polynome

Dy(s)y=1+ —5—

(3]
e

et nous obtenons w, = o D.(z) admettant un zéro =, vérifiant pour ¢~ 2,
<0< 0* <0, (0 zéro du polynome ¢+ z — gz*), il en résulte

q D2 (0)) E<f/%‘- — |>0’<m
o1t qu, < 2. D’autre part, la condition D, (1) >0 donne qu,> 1. En défi-

nitive, nous avons
quy=1.
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Les relations (1) et (4) entrainent

) . . . B . <3 I
0L q* (U — wy) < 3, soil 1 qPur 3, car Pwy= -
2

si ¢*u*= 3, le polynome D, (z) admet Pexpression :
gD (35) =g+ (g —ns5—(qg—2)5F—q3",
de (1) et (4) nous tirons :
0 (15— wy) <3
si f(z) est de rang infim, D'égalité u,=w, est a exclure. En considé-
A(3) q Dy (s)

0G) i)’
rationnel, 1l vient

rant nous remarquons que ¢°(u;—w;) est un entier

2

(7) (/iillﬂ: 73_0(/+/l ou (/-_—’/"_‘/i;
s1 ¢*us= 2, le polynome D,(z) s’écrit
(8) IDi(3) =7+ (7 —2) 5— (g —3) 3= q3".

De (1) et (4), nous tirons
0= (g — wy) <2,

c’est ici qu’intervient le choix de 0*. 1 est déterminé de maniére que
¢’ (us — w,) < 2. Ce dernier nombre ¢tant entier rationnel, 1l s’ensuit,
st f(z) est de rang infini, que

(9) q* (10— wy) = 1.

L’étude des développements (5) avec ¢*u.=1 est inmédiate :

: " < f o S
Lemme 3.2. — Les éléments de S, définvs par f={1, >y, ...
! ) q 7 )
sont les nombres
Oy Oy Oy (00, et 0, pour g =1)
respectivement zéros des polynomes :
q(1— 3*) + 3,
q(1—3%) + 5" (g 4+ 5 — ¢3*) (10 >1),
q(1—3*) — 3" (q— 5+ q3%) (10 1)
Démonstration. — Nous elfectuons sur f(z) la transformation
v (5) = (g — 35— ¢3*) f(5) —q(1—3%) g —uy) A
" g — 33 f(3) — (g + 35— q3*) QU2
Il est immédiat de voir que g(z) vérifie | g(z)|="1 sur |z| = 1. Le théo-

réme de Rouché montre que g(z) admet au plus deux poéles dans |z|="1;
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0=y’
g(z) devient holomorphe dans |z|=_1 et quotient de deux polynomes
a coeflicients entiers. Si ¢*u.=1, le développement de g(z) est a coefli-
cients entiers rationnels et, d’aprés le principe du maximum,

or clle en admet deux a Porigine. Par suite, apreés simplification par

s(s)=o0 ou ' o(5) =g " (ss==+1, n>u1).

Le premier cas donne

Jie) =22

50
o — 55— (3"
fonction de rang infini, définissant 0 =0, élément de S,
Les autres cas donnent

qlr—3%) + &5 (g + 5— ¢3%) .
q— 55— g3+ g5t q(1— 3%)

J(5)

(1 =1),

I

’

fractions de rang fini donnant les nombres 0, et ?J/,,’,/. I est possible que

certains des nombres 0, 0,/ appartiennent & S,.

Examinons le cas g=r1. Siegel [18] a montré que 0, 0, sont les seuls
éléments de S, inférieurs a y2. D’aprés [8], toute puissance d’un nombre
de S, appartient a 8. Par suite, 07" et 0 appartiennent a Pensemble des
nombres de S| inférieurs & 2. Un calcul simple montre que 07=a,
et 02=10, le nombre particulier signalé dans 'introduction.

Les développements (5) et (6) jouissent de certaines propriétés particu-
licres :

19 Remarques sur les développements (5) : Ces développements montrent
que les polynomes A(z) et Q(z) vérifient

(10) ‘\(;)~—Q(::)£:.l,,(:), U, (0) =1.
De plus, st ¢*u.= 3 et f(z) est de rang infini, nous avons (g) et de la nous
déduisons l'existence d’un polynome U.(z), avec U;(0o) =1 et tel que
(1) { gA(3) E;;(;‘) —qgQ(3)Dy(3) =3"Uy(35),
gD (5)=q+(qg—2)5—(qg—3)3*— qs".
20 Remarques sur les développements (6) : Nous reprenons I’étude des
polynomes D,(z); nous avons dans ce cas :

Di(z)y=1—35, W= o0,

)

D, (3) =1+ 5 — 37, W, = 2.

Les relations (1) et (4) entrainent

0 Uy — Wy L0



ENSEMBLES FERMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES. , 235
Supposons que u,,— w, =2 poue 1=—m<=_n —1, nous déduisons
0L uy— wp 2,

(1—2)D,, (5) =1— 25"+ s+, W,y =2 — 9, 1<Zm<Ln.

et 6 = 2. Par

si _’pouI‘ tout m, Up — Wm = 2? f(Z) sera identique é — 923

conséquent, pour les éléments 0 de S, inférieurs a 2, il existe un plus petit
indice n tel que
Uy — W= 2, I =Zm=n—i,
oLu,— w, L1,

si f(2) est de rang infini, I'égalité u,= w, est 4 exclure.

Il s’ensuit u,— w,=1, d’ou la relation
(12) A(G)E, (5) —Q(5) D, (35) = 35"U,(5),

avec U,(z) polynomes & coefficients entiers rationnels et U,(o) =1.

Par contre, si f(z) est de rang fini et que les coeflicients u; sont des entiers
rationnels pairs pour i>>1, il existe un plus petit indice n tel que
Upn— wp=o0, d’ou

D, (s
) =g

En particulier, si u,= 2, f(z) admet ’expression

I1+32—23

So) ==

12

- 2
5— 5

La recherche des points d’accumulation de I’ensemble S,, inférieurs
a 0*) se raméne a la détermination des fractions rationnelles de rang
A(z)
Q (=)
vérifient au moins I'une des relations (10), (11) ou (12). Nous sommes
amenés a étudier des équations de la forme :

infini qui leur sont associées. Nous venons de voir que ces fonctions

Au(z) = Qu(5) = 5"Un(5),
ou A,(z), Q.(z) et U,(z) désignent des polynomes a coeflicients entiers
rationnels, avec U,(o) =1 tels que :
|An(5) | £ Qn(z) | sur|s]|=T1,

avec égalité ayant lieu en un nombre fini de points. De plus, Q,(z) admet
n zéros dans |z| <1, les autres étant situés dans |z| > 1.

Lemme 3.3. — Le polynome U,(z) admet tous ses zéros sur |z|=1 et,
de plus, distincts.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. 30
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Démonstration. — En effet, U,(z) n’admet que des =zéros situés
dans |z|>x1. Puisque U,(0) =1, le produit de ces zéros est I'inverse d’un
entier. Il en résulte que tous sont de module égal a 1.

De plus, ces zéros sont tous distincts. En effet, pour o < A <1,
s
larg (Q.(5) — A A, (5) —argQ,(5) | < S sur 5] =1.

Si U,(z) =0 admet une racine Y d’ordre 2 au moins, deux racines
de Q. (z) — % A,(z) = o tendraient vers Y quand A tend vers 1. Ces racines
sont toutes deux situées dans la région |z|>>1, puisque les racines de
Q.(z) — A A, (z) = o intérieurs au cercle unité tendent vers zéro. Au voisi-
nage de y,1’argument de Q,(z) — % A, (z) pour A voisin de 1, varier a au moins
d’une quantité voisine de 27, au contraire arg(Q,(z) variera trés peu.
Il y a donc une contradiction.

Lemme 3.4. — Léquation Q,4z"P,=o0, m étant un entier rationnel
et P,(z) désignant le polynome réciproque de Q,(z) de degré s,, admet au
moins | m -+ s,— 2n| racines distinctes sur |z|=r.

P, (s .
5 (<_)) =1 sur |z|=1. Si argz augmente de 27,
. (5) |

En effet, nous avons

P, (3)

arg[z’"m] augmente de [m -+ s,—2n]2n et prend donc au moins

|m + s,— 2n| fois une valeur déterminée, en particulier la valeur o ou 7.

1. ETUDE DES DEVELOPPEMENTS (I, 2, ..., U, ...). — La fonec-
. A (3) . . .
tion 5y de rang infini, est supposée telle que

g =(1,2, ooy Upy o0 )
Nous supposons dans cette partie, que g((i)) admetle développement (6).

B ()

Le cas ou 8 admet le développement (5) sera étudié ultérieurement.

Nous savons alors qu’il existe des polynomes U, (z) et V,(z), avec
U, (0o)=V, (o) =1 tels que

(13) A(5) E, (5) — Q(5) Dy, (5) = U, (), > 2;

(14) B(z) E,(5) —Q(3) D, (5) =3V, (3), ny> 2.

Nous pouvons supposer que n,>n,, quitte a permuter les roles des poly-
nomes A (z) et B(z).

Nous distinguerons dans notre étude deux cas, sulvant que hz%£s
ou h=s.
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1° Cas h#s. — D’apres le lemme 3.3, les polynomes U, (z) et V, (z)
admettent leurs zéros sur |z| =1 et de plus distincts. Nous pouvons écrire

1

T __ M La I
U, (5) =¢p,5 "1U,“<:); Vo, (3) = s'giz""an2<; )

avec a, = max(h,s), ¢, =¢ sl a,=s et ¢, =¢ si a,=h.

Le changement de z en %_ dans (13) donne, aprés multiplication
par g,z
(15) eey 8™ P (35) E,, (5) — &'en, B(35) D, (3) =U,, (5).

Compte tenu de (15), nous déduisons
AE, + ¢'¢) s+ m=BD, = QD, + e s EP, .
Considérons I’équation
(16) QD,,— eep, 5™ " PE, —o;
elle admet, d’apres le lemme 3.4, au moins
[Qu+nm—s+s+n—an | =ua,

racines distinctes sur |z]|=1.

Pour une telle racine vy, nous obtenons

A7) By, (1) + /2,7 = m =B (1) Dy (1) = 2Q (1) Dy (1),

Les conditions

TA ()

=B =10 ] et Dy (1) = E. ()]
entrainent '

AME, (v)—Q()D, (v) =o, soit U, (y) =o.

Par conséquent, I’équation (16) admet exactement a, racines distinctes
sur |z| =1 et toutes zéros de U, (z). Il existe par suite un polynome K, (z)
a coeflicients entiers rationnels tel que

QD,, — e,z *PE, =K, U,,
QD,, — ¢'ep, 5 +m=1BD, = (K,,+ 57) U,,.
a premiére de ces deux relations montre que K, (z) est un nome
L d d lat t K., t olyno
r s 14 . 14 2 I
réciproque, plus précisément Knl(z)z—z'”‘Km<;>- Le polynome D, (z),

n’ayant aucun zéro sur |z| =1, divise nécessairement K, + Z", il résulte
K,+72Z"=E,D,, et, par conséquent :

(17) Q(3) —&epz" " B (5) = By, (5) Uy, (3).
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Considérons le polynome

C(5) =e51~*PQ — ¢/ s+ " AB.
Des relations (13), (15) et (17) nous déduisons

(18) C(z) =€, Uz, (5)

et, par conséquent, la méme étude appliquée a (14) donne, en premier lieu :

U, (3) =V, (3).

* Par combinaison linéaire entre (13) et (14), nous tirons

BE,,— QD,,=Z=—n(AE,,— QD,,),

soit, en tenant compte des expressions de D, (z) et D, (z),
BE, — Q ==~ (AE, — Q),

. . . , A(z

relation qui n’est compatible avec les développements de A(2)

Q (%)

B ()
Q (=)

et
que si n,=n, et, par conséquent, puisque V, (z).=U,(z),
A(s) =B (5).

"

a. h>s : Nous avons dans ce cas, @, =h et ¢'=—¢,.
La relation (17) s’écrit
Q(3) +3"A(5) =E,(3) U,(5), n,—n,—n,
soit, en utilisant (13),

A[E,— 5] [E,+ 7] = Q[E, D,+ 5]

et, en remplacant E,(z) et D,(z) par leur expression :

(1—23) 1—23+3")A=(1—25+ 25" — z"2)Q,

le polynome 1 — 2z divise le polynome irréductible Q(z), d’ou Q (z) =1— 22
et nous déduisons la fraction rationnelle :

131

A (3) _ 1— 52
Q(s) —

) 1 e et 0 —o.

3]

b. h <s : La relation (17), compte tenu de a,=s et ¢=¢,, s’écrit
(17" Q — ez A =E,U,.

\ r

Nous sommes amenés dans ce cas a préciser les valeurs de Ientier s — h.
Pour cela, nous considérons (15) qui, associée & (17’), entraine

(19) 0 B =0\ "E
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Remarquons que la fonction EL admet le développement

I
E.EE(I, 2, 5, ...)

pour n>>2, ce qui est le cas.
Supposons s —h>>3; de (19), nous tirons

gE(I, 2,5, ...),

ce qui est impossible d’aprés le lemme 3.1.
Pour s — h =1, la relation (19) donne

3 =(1, 2+ €, 5+ fee’, ...).
Le lemme 3.1 nous affirme que ¢’=—1 et, par suite, 0, d’aprés le

! AI P v M
lemme 3.2, est un nombre 0, ou O, p>>1 et oS écrit

P ]2
—~ El—i—z—l—;'-’—l—z"[

Q

— 55— &P (1 — 5 4 3° ]

§)

A D, .
Supposons n>>3. Les EL”’ ot admettent les développements :

=(1,2,5,12,...),

E—,LE(I’Q’@"“);

il s’ensuit depuis (19) (e¢'=—1 et s — h = 1)

85(1,1,1,4, ),

. . .. p
ce qui, par comparaison avec la forme explicite de 5> donne une contra-

Q

diction. Par suite, n = 2 et de (13) et (17’), nous tirons

A(z)  14+5—23—23 Y
Q(s)  1—z—23+ 5 et 8=0,
Il nous reste la possibilité ot s —h = 2, avec ¢g’= —1. De (15) et (17'),

nous tirons
A(E2 — z2) = Q (E,Dy+ 57,
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d’ou, en tenant compte des expressions de E,(z) et D,(z),

A(z)___ 1— 3"
Q(s)  1—2z+ 5

(n>2)

et nous retrouvons la suite des nombres (3,(n>x2), signalée dans I'intro-
duction.

20 Cas h = s. — Si a,,= s, les coeflicients des termes en z' dans la rela-
tion (13) vérifient
— &+ =g,

’

ce qui est impossible, d’out en particulier ¢ = ¢’
Nous utilisons, pour v =1, la transformation définie dans la réciproque
du théoreme 2.2 :

_A+sP A AB—-PQ
(20) fl(»)zQ__m:_Q—“m'
Nous savons que f;(z) définit un élément de S,.
. P : A .
Si Q‘E(I, U1y Pay ...) et 0 = (1, 2, Us, ...), le développement f,(z)
s’écrit : '
fi=(, 2, a+0,— 4, ...

La relation (14) écrite pour z = é) montre que B( >> o0, soit en particulier

1
2
Q<i> +B<1\ >o.
2 2)

Ainsi la fonction f, définit un élément de S, inférieur a 2 et, par consé-
quent, fi(z) admet le développement (6), d’ou

2 LU+ — 4 £ 4.

Les coefficients u. et ¢, vérifient les inégalités u.="4 et v,="2, 1l résulte

=} et = 2.
Le développement de fi(z) admet alors I’expression
Si=,2,2, .00, Uy, .., d’ou fi(z) =
En permutant les roles de A(z) et B(z), nous obtenons

(1,2, 4y ooy Upy o .n)

Il

2l

et le développement du second membre de (20) s’écrit

(1, 2, 2, U+ ¢ —10, ...).
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Par comparaison avec celui de f,(z), nous déduisons

Us~+ 0y—=14;
or, d’apres les remarques que nous avons faites sur les développements (6),
u; =8 et ¢y, 4, d’ou une contradiction.

Le cas h==s ne peut pas se présenter dans notre étude.

%, > — Les polynomes A(z)
et Q(z) vérifient simultanément les relations
(10) A(5) = Q) =5Ui(5);

(r1) qE;A—¢D;Q =3*U; (5),

" ) .
2. ETUDE DES DEVELOPPEMENTS <I, 7’

ou ¢ D;(z) désigne le polynome
g+ (qg—2)s— (¢ —3)5*— gz°.

En vertu du lemme 3.3, les polynomes U,(z) et U;(z) admettent tous

leurs zéros sur [z| =1 et distincts, par conséquent ils s’écrivent .

U, (5) =¢) 54U,y (5) et U, (s5) = ¢3¢ U;, (;)
\ 5

Pour hs£s, les degrés d, et d, des polynomes U,(z) et U;(z) vérifient
dy=max (A, s) — 1 et dy— max (4, s).

1° Cas h%£s. — Si nous explicitons les expressions de A(z) et Q(z),
ABY=qg+ a5 +...+ apsh,
Q(;) =q+ Q54+ .+ g5,

les coeflicients des termes du plus haut degré dans la relation (11) vérifient
— qap= ¢, ou =

suivant que h>s ou h<<s. Ces égalités ne sont valables que si ¢=1

et nous nous trouvons dans I’ensemble S,. Par application des lemmes 3.3
et 3.4, nous allons étudier les conséquences qu’entraine la relation (10).

Le changement de z en
par ¢,zd,+1,

(21) e glrt—h B — gg| st —P = U, (5).

dans (10), donne aprés multiplication

1
S

d’ou, compte tenu de (10),

A — ¢/} st B = Q — ¢¢) gl P,

Considérons I’équation
(22) Q(5) + ee’y 54+ P (3) = o.
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Le lemme 3.4 nous affirme que cette équation admet au moins
ldi+2—s+s—2|=d;
racines distinctes sur |z| =1. Pour une telle racine Y, nous obtenons
A(y) = ey =tB (1) = 2Q(y)-
Des conditions |A(Y) | =|B(Y)| < Q(y) résulte 1’égalité
AN = Q) =0,  soit Ui(y)=o,

or le polynome U, (z) admet exactement d, racines distinctes sur |z| =1,
il s’ensuit que ’équation (22) admet exactement d, racines distinctes
sur [z| =1 et toutes zéros de U,(z). Par conséquent, il existe un poly-
nome K,(z) a coeflicients entiers rationnels tel que

(22") Q(3) + egh z4+—1P () = K, (5) Uy (3).

En vertu de (10), (21) et (22’) nous tirons pour
C(5) = esht1—sPQ—&'z%+1—1AB,
Pexpression
(23) C(s) =—¢) (Ki(5) + 5) Ui (5).
L’étude de I’équation (11) est analogue a celle que nous avons faite
pour la relation (12) dans la premiére partie, en particulier de (18), nous

tirons _
C(s) =¢&; Ul (5).

Cette derniére identité, comparée a (23), montre que le polynome K, (z)
doit admettre I’expression :
K, +:s=(1%x5)%

D’autre part, par identification dans (22), nous déduisons les expressions
sutvantes pour K,(z) :
Ki(2) =1—35+ 5 pour A>s,
K,(3)=1— 45+ z* pour h<s,
d’ol nécessairement h>s et K,+ z= (1 — z)* et, par suite,
U;(z) = (1—3) U, (2).
Compte tenu de cette derniére identité, les relations (10) et (11) donnent

AE; — 22 (1 — z) = QD; — z%(1 — 3),
d’ou
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20 Cas h=3s. — Si d;= s les coeflicients des termes en z* dans la rela-
tion (11) vérifient
q(as— qs) =€,
égalité entrainant ¢ = 1. Mais en vertu du lemme 3:1, nous avons
B(o) =¢a,=1 et p(o)y=cq,=1,
d’ou
g —e=z¢},

ce qui est impossible.

Supposons maintenant que d;<s — 2. Le coefficient du terme en z*
dans (11) étant nul, 1l résulte
(24) q(Gs—1— @s—4) — gs=o.

En vertu du lemme 3.1, 'entier ¢, vérifie [q,|=_q. Pour que (24) puisse
étre vérifiée, 1l est nécessaire que

g=1, gs— ¢ et Psp— U ==& = — &y,
en particulier d,=s — 2.

Le changement de z en

A

dans (10) donne, aprés multiplication par z',
A+B=P+Q
P ()

. B~ . .
st 5= (1, ¢4, 92, ...), la fraction rationnelle =——— B} admet le développement
(e, 34 sy ),

développement qui n’est pas compatlble avec les resultats du lemme 3.1

B (s )

st ;=1 et v,=2. Le lemme 3.2 nous affirme, puisque 6 est de rang

infini, que
B (z) 1 — z?

Q (=) 55—z

5)

et la fonction e n’admet pas le développement considéré dans cette

partie de notre etude.
Il nous reste la seule éventualité d,=s—1 avec di=s— 2. Nous

reprenons 1’étude de la relation (10) : Le changement de z en - dans (10)

I
:

donne, aprés multiplication par z° (¢ =2¢’ car d,=s — 2),

(25) B — P = ¢} 5~ 41U, (3).

soit, en vertu de (10),

B — ee) 2542 A =P — ee} 35— 4—2Q.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. 31



244 M. AMARA.

L’équation P 4 c2jz'"“*Q =0 admet exactement d, racines distinctes
sur | z| =1 et toutes zéros du polynome U, (z); il existe un polynome K, (z)
a coefficients entiers rationnels tel que '

(26) P4eci s —42Q =K, (5) Uy (5);
(27) B+ el st h—2Q = (K, + ¢ 241y U, (5).

Les relations (26) et (27) donnent
(28) AB — PQ =3 (K, + z&} z5~4—1) U2 (3).

La méme méthode appliquée a la relation (11) entraine, compte tenu
des résultats de la premiére partie,
(29) Q——.as';:‘lB_:_—ae’;ng;
(30) AB — PQ = — ey 5 U2
En vertu de (28) et (30) il existe un polynome U(z) & coeflicients entiers
rationnels, avec U(o) =1 et tel que

U, (3) = U (3) Uy (3).
D’autre part, aprés élimination de A(z) entre (10) et (11),
(31) (1+3)Q(s) =Ui(5) [gE;— U]
Des relations (27) et (29) nous tirons, compte tenu de (28) et (30),
(1+¢&e;a =) Q=U,U[gE;— 2 U],

soit, en vertu de (31),

no_n

(1+ ¢ et~ 4y =U @+ 3).
La substitution z = 51'* dans (31) donne

I 1] /0 —1 s —digglel N I
(5ol J= (5 - i )

. 'e*“‘“d‘_""*'e,;arzl;U I
ST A ) N\

Puisque nous nous intéressons aux nombres de S inférieurs & 6%, nous
. 1 . . .
devons avorr Q[?Jéo, ce qui n’est possible que si
0 =10 s—di—2 et gy =—1.

Par suite, d, =1 (car s = 3) et comme, d’aprés (31), U,(z) est un diviseur
de (1 z), nous déduisons

Up(s)=1+5 - et U; (z) =1— 3%
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Nous obtenons en définitive le nombre 0* défini par la fraction rationnelle

A(:) g9+ (q——Z)Z—(qmg)z'l__ ((/—1)53.

Q) g+ (¢g—3)s—(g—1)5 — (¢g—1)3*

2

—,> — Dans I’'étude de la
q

deuxiéme partie, nous avons constaté pour h=s, grice a la relation (11),
que les fractions rationnelles f(z) définissant des éléments 0 de S, infé-
rieurs 4 0* n’admettent les développements (5) avec ¢q*u.= 3, que si ¢ = 1.
Nous allons montrer qu’il en est effectivement de méme si ¢°u,= 2.

Plus précisément, nous démontrons le lemme suivant :

- i [ 1
3. ETUDE DES DEVELOPPEMENTS (I, 7

Lemme 3.5. — St h est différent de s, nous sommes dans le cas de Uen-
semble S,. Pour h=s le degré d, de U,(z) est au plus égal a s— 2.
St dy= s — 2, nous avons

Blo)=¢g—1 ou B(o)=g=u,
le cas d,= s — 3 entrainant B(o) = 1.

Démonstration. — Nous reprenons I’étude de la transformée g(z) de la
fonction f(z) = %—Ej—; du lemme 3.2. Nous savons que la fraction ration-
nelle g(z), holomorphe dans |z|=_1 et de rang infini comme f(z), s’écrit
(5
(5)

P
~—

g(x) =

bl

r

avec
O (o) =¢u et sA(5) = q(1—32) Uy (5) — A (3).

D’aprés (10), di= max(h, s) —1.

Pour d, = max(h, s) — 1, le polynome A(z) est de degré d,- 1. Si nous
posons
B(s) =— ezt X (),
nous déduisons

B(z)=q(— ;’) U, (5) + & zt+2=2B (3).

La fonction 3
B (=
Q(s

~

~

est holomorphe dans |z|=_1, de rang infini comme g(z). Le lemme de
Schwarz donne

ﬁ(o):q<Q(0):2, soit g=—1.

Pour h =, le résultat est en contradiction avec (10), qui donnerait

~ J— "
&E—=Ee=2g,,

égalité impossible. Il résulte que d,=_s — 2.
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Pour d,~s— 2, le polynome A(z) est de degré s—r1, a2 moins que
B(o) =—¢'¢} gq.

cq, ~ " /1 .
Nous pouvons considérer le polynome B(Z)EE’EIZ"_lA(:) ce qui

entraine
B(s) =B(s) + &)z~ h—2q(1— z2) U, (s).
Le lemme de Schwarz, appliqué a la fonction 62 ;, affirme pour :
a. di=s—2:
|B(0) + egjg| L, soit ¢ —1ZB(0)ZLgq et ggy =—1.

Le cas B(0o) = ¢>>2 ne peut avoir lieu. En effet, la relation (21) entraine,
compte tenu de 6 =10" et d,=s — 2,

B—P=2:U(s),

identité en contradiction avec les résultats du lemme 3.1 qui nous assurent
B(z) . P()
Q (=) Q (=)

Donc s1 dy=s — 2, I’égalité B(o) = ¢ est seulement valable pour ¢=r1,

t

que les développements de coincident jusqu’a lordre 1.

puisque (%%.peut admettre le développement (6), ce qui est le cas.

b. diZs—3 :
B(o) =1.

Nous distinguerons toujours dans notre étude, les cas h=s et h=s.
B (%)

1° Cas h*s. — La fraction rationnelle 6] admet I'un des dévelop-
pements (1, 1,2, ...) et (1, 2,4, ...) puisque, en vertu du lemme 3.5,
g=1 s1 h*£s.

a. gz(r, I, 2, ...): Nous utiliserons les résultats déduits de la rela-

tion (1o0) dans la deuxiéme partie. Nous remarquons dans (22") que le

polynome K, (z) est déterminé par la donnée des trois premiers coeflicients

du développement de 3—23 Les développements de Sg—f; et g%% coincident

jusqu’a l'ordre 2, par conséquent si nous posons :
B—Q=3zV,(5), Vi(o) =1
a partir de (22'), en permutant les roles de A(z) et B(z), nous déduisons
Q (5) + e&'z4+2=5P (3) = K, (5) Vi (3),

ce qui entraine, par comparaison avec (22°),

U, (5) = Vi (5), soit A (z) =B(s).
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En vertu de (21) et (22"), I'identité A(z) =B(z) entraine
(32) (Ki (5) + 5 — &) st i=1) A () = (K, (5) +22) Q(3),
K, (z) étant déterminé par identification dans (22), c’est-a-dire

5K1(5)EI—‘2Z z* pour h>s,

33
(33) | Ki(5) =1—35+32 pour h<s.

Pour h>s, avec ¢ =¢, et dy=h —1, (30) donne
(1—2)A(s) = (1+3*) Q(5),

cas a éliminer.

Pour h <s, avec ¢, =—¢" et dy=s—1, (30) devient
(32" (1—o2s+ 22—/ 55"+ A (5) = (1— 5+ 52) Q(3).
Les polynomes A (z) et Q(z) étant premiers entre eux, (32’) montre que A (z)
est identique, soit a 1, soit & 1 —z 4 z°.

Pour A(z)=1, (32') donne lexpression de Q(z)
I— 254 52— gzt

11— 5+ 352 )

Q(s) =

La condition Q(1) <o entraine ¢=1. Le numérateur de l’expression
donnant Q(z) doit étre divisible pour 1—z- 2% ce qui n’est possible
que sl s = 2, soit

Q(s)=1—15—3%

cas qui donne «, défini par la fraction rationnelle

A(s) _ 1 .
S Q(z) T 1—s5— 32

Pour A(z) =1— 2z 2% (31') entraine

Q(s) =1—25+ 3" =5+ 5° — 3%

La condition Q(1) <o exige ¢=1. La substitution z = ai dans D’expres-

1] 1 1
Ql === — =
| ds ay X

Puisque s > h =2, Q(i)éo, soit = a,. L’inégalité stricte est impos-
2

sion de Q(z) donne :

sible puisque «, est le deuxiéme élément de S, d’aprés les résultats de [11].

Nous retrouvons I’élément «, défini par

i

A(s) 1— 34 352
Q(r)  1—2z5+232—33
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2l =

b. 5=(1,2, ...): Les polynomes B(z) et Q(z) vérifient une relation
analogue a (12), soit
BE,— QD,=z"V, (s), V,(0) =1,
avec
(1—3)D,—=1— 25"+ s+, E,t:~;”D”<§>

et
I\
V.(5) =¢, sV, <— )
¥

L’étude faite dans la deuxiéme partie montre, en utilisant cette derniére
relation a la place de (11), que

(Ri(5) +5) Ul () =V (5).
Ce qui n’est possible que s1 K, (z) +z= (14 z)* (K, est de degré 2), soit

d’apres (33)
Ky (5) =1— 35+ 52, avec h<<s

et, par conséquent,
V.(3) = (1—3) Uy (3), dy=d, +1=5s el g =z,

Les résultats de la premiére partie, particulierement (17) ou I'on

remplace B(z) par A(z), U,(z) par V,= (1 — z) U,(z), donnent

(34) Q(s) —ed'zs A (5) = (1—z)E, U,.

De plus, (21) et (22') déduites de A — Q=1zu,(z), avec ,=—z¢
et d, = s — 1 entralnent

(35) Q(5) —ee' s B(3) = (1 — 3)%u,.

L’élimination de Q(z) entre (34) et (35) entraine, compte tenu de
(1—2)E,(zs)=1—22+ 2",

cg! gs—h+1 (B — ;ll—lA) =3(1— 3" U,

ce qui donne ¢&'= —1, s — h=1 et de (34), 1l résulte
q

A(:‘) . 1 — 3 4 3!

Q(s)  1—2s5+5*(1—3) (n>2),

d’ou la suite des a,(n > 3).
En conclusion, la deuxiéme partie (h=£s) met en évidence la suite

des «, définis par les fractions rationnelles

A(z) I— 5 4 z"+!
Q(s)  1—25+ sz (1—3)

(n>1).
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20 Cas h = s. — D’apres les conclusions du lemme 3.5, nous distinguons
deux cas, suivant que d;=s—2 ou d;=s — 3.
’étude du cas dy=s—2 et B(o)=P(0) =¢—1 (¢, = —1) est immé-

diate. En effet, d’apres (26),
P—0Q=K, U(s), K(o)=o.
Le degré du polynome P (z) — Q(z) est au plus s — 1 et, puisque d, = s — 2,
K, (z) est au plus de degré 1. La fonction —g—g—; admettant nécessairement
le développement (6), nous tirons
P—Q=a5U=2(A—0Q).

P(s)
Q (=)

a partir du rang 1, d’ott d’apres les remarques que nous avons faites sur
les développements (6),

Le développement de est alors tel qué ses coeflicients sont pairs

(1—z)P=1— 2574 zn+!

>
(=) Q=1—as 4zt =2

nous déduisons la suite des (,(n>>1) définis par

A(z) _ (1—35) (1—am")
Q(s) 1—asz—zn )

la nature du développement de va nous permettre d’établir une

relation, entre les polynomes B (z) et Q(z), qui sera trés utile pour la suite

de notre étude :

LemmE 3.6. — Il existe un polynome V,(z) & coeffictents entiers rationnels,
avec V,(0) =1 ayant tous ses zéros distincts et situés sur |z|=r1, tel que

Q(z) + 5B (5) =V,(5) Qn(s), g = 1.

Démonstration. — Nous remarquons a partir de (26) que K, (o) # o,
a moins que d,=s — 2; mais, d’aprés le lemme 3.5, P(0o) = ¢ —1 pour
di=s — 2 et K;(o) sera non nul méme pour d,= s — 2, plus préci-
sément K, (o) =—1, car e, = —1. Pour d,=s — 2, (26) donne

K;(0) =P (0) =1.
En conclusion :

K, (0) = e, gge=—1 pourd,—=s—2 et g=—=-+1 pourd,Zs—3.

Considérons la fraction rationnelle définie ainsi :

A()+esP(s)  A(s)  s[AB—PQ]
Q()+asB(s) Q) "Q(Q+esB)

Ji(z) =
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Du développement de 323 et de (28) nous déduisons le développement

de f, :
f15<1,é’é,-“>a !

f1(z) est une fonction de la suite que nous avons utilisée dans la réciproque
du théoréeme 2.2. Nous savons qu’elle définit un nombre de S, et qu’elle
est de rang fini; le lemme 3.1 nous donne son expression :

A 1—5%) + &,5" (g + 5 — g5° P,(z
Ji(s) = q;_;_)qzzz_ E(Qqq;n(l___ZZ)) = QnEZ; (n>1, &;==x1).

Les polynomes P,(z) et Q,(z) n’ont aucun zéro sur z=1. De plus, ils sont

premiers entre eux. En effet, soit R(z) le P. G. C. D. de P, et Q, :
P,=P,R(s) et Q,=Q), R(z).

X

Posons Q, (o) =¢' et R(o)=r, d’ot ¢=r¢/,

Po_(,
A A

. P, , : R
La fonction Q. est méromorphe dans Iz]<1, avec un unique pdle
n

comme f,(z), donc R(z) n’admet aucun zéro dans |z| <1.

Les polyndmes P/, et Q, étant a coeflicients entiers rationnels avec
!
n

Q.(0) =¢’, les coeflicients du développement de _ST sont tels que ¢"u,

n

est entier rationnel, d’ou r =1 et

R=1+....

\

polynéme a coeflicients entiers n’ayant aucun zéro dans |z|=_1, donc
nécessairement identique a 1.

Les polynomes P,(z) et Q.(z) étant premiers entre eux, il existe un poly-
nome V,(z), avec V,(o) =1 tel que
(36) A+ez3P=V,(3) P,(3);
(37) Q+esB=V,(5) Qu(s);
Q.(z) admettant un zéro dans |z| <1, d’aprés le lemme 2.2, V,(z) admet
tous ses zéros sur |z| =1 et de plus distincts.

Tout d’abord, nous appliquons le lemme 3.6 au cas d,=s— 2 avec
gge=—1, Blo)=P(o)=¢—1>>1 et ee|=—1.

En retranchant (37) et (36) et compte tenu de (10) et de (25),
(38) (1—2) Ui (5) = (1+ 222") Vo (5).

De plus, (27) et (37) entrainent :
(39) (1—2) Q(3) = VaQu+ 5[Ki (5) — 5] Ui (3).
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En multipliant (39) par (1 —z) et en vertu de (38), nous obtenons
(39) (1—=2)*Q(5) = Va(5) [(1—=3) Qu(5) + 5 (Ky—3) (14 e:5") |.
Puisque Q(z) n’admet aucun zéro sur |z|=1, V,(z) est un diviseur

de (1—2)?, or V,(z) n’admet que des zéros distincts sur |z|=1. Il résulte
les deux possibilités :

a. Va(z)=1: D’aprés (39), (1—z) est un diviseur de (K, (z) — z)(1 +¢.z").
Sile polynome K, (z) — z, de degré 2 et réciproque d’aprés (26), admet 1
comme zéro, il s’éerit K, —z= — (1—2)* et (39’) devient

(1—2) Q= Qu(5) —5(1—5) (1 + a").

La solution z=1 entraine Q,(1) =o0, ce qui est impossible. Par suite,
(1 —z) est nécessairement un diviseur de 14 ¢,z". En faisant z=1
dans (39’), nous déduisons

(Ki(1) —1)n=-+1, d’on n=1, K,(1)=oa2.
Par suite, K (z) =— 1+ 4z — z* et de (3g’), nous tirons
QG)=¢g—25—(¢g—1)%,
ce qui donne un élément supérieur a 0%, cas a éliminer.

B. V.(z)=1—z: Supposons tout d’abord K(1) —15£0, d’out ¢,=—1.
La condition Q(1)="—1 exige (K,(1) —1)n>o0, soit K,(1)>2, d’ou
s1 nous posons

Kigy=—1+hz— 23 (h>3).

La substitution z = % dans (3g’) entraine

I

0*'2(0*—1)Q[6—J =l2g— (k00 —2(¢—1) 0*2]<‘— 61_>— =
or

2g—(h+1)0"—2(g—1) 02 =Zo(1—0) [g+ (g —2) 0*] — 02 <o,

‘puisque ¢>>2. Il en résulte Q(%) <o, ce qui est en contradiction avec
Ihypotheése.

Nous avons nécessairement K, (1) —1=o0, soit K,(z) —z2=—(1—2)*
et, par suite, de (3g’), il vient

W) =g—25—(g—1)5+as(g—s—(g—1)3),
(38) donne U, (z) =1 c.z2", d’out

A(R)=¢—s—(g—1)2+ 8z (g—(g—1)7").
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 3. 32
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Nous obtenons deux suites d’éléments de S, respectivement pour ;=1

et ¢,=—1. Les seuls nombres de S, inférieurs a 0* correspondent
ag=-F1etn3:
' g < o g < 0t < 0%,

Il nous reste le cas di<s— 3, avec B(o)=P(0)=1. Dans la suite
de notre étude I'idée directrice sera de montrer que les polynomes U, (z)
et V,(z) des relations (10) et (33) sont identiques a 1, & ’exception du cas

particulier §=0,. Pour cela nous nous inspirons de la méthode de
MM. Dufresnoy et Pisot [8] utilisée dans le cas de S,. Nous établirons le
lemme suivant :

Lemme 3.7. — Supposons qu’il existe deux polynomes & coeffictents entiers
rationnels V, (z), avec V, (o) =1 et

an (58) = ¢'P) — 5 — q'P) 22 4 g, 2" (P (1 — z%)
tels que ,
(40) Q(5) + (—1)77157 B(3) =V, (3) Qq, (5), p entier > o.
Alors, & Pexception du cas particulier 9 =10, les polynomes U, (z) et V., (2)

sont tels que
Ui(z) =V, (3) =1.

Remarquons que pour p>>1, ¢q”=gq. De plus, pour p=o et g=1,
le lemme 3.7 englobe le résultat établi dans [8] pour les nombres de S, infé-
rieurs d o.

Démonstration. — Posons
P, =(—1)r"12%*2Qp, (5).

Le changement de z en é dans (37) donne, aprés multiplication par
(— 1)z,

(41) A+ (—1)rzrP =V, Q,,.

Pour p>.2, d’aprés la transformation du lemme 4.6 :
A L L
a=(ugz )

ce qui n’est pas le cas, donc o= p 1.
‘Nous reprenons I'étude de (28), & savoir

(28) AB — PQ =z (K, () + e}y 2°~%—2%) Ul (3).

Puisque B(z) EZ’A<§> et P(z)Ez"QG), nous avons sur |z|=r1,

(42) AB—PQ=z(JAP—[Q);
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or |A(z)|=|Q(z)| sur |z|=1, le premier membre de (42), quand il n’est
pas nul a méme argument que (—¢z’). Il en résulte que les racines de
AB — PQ = o situées sur |z| =1 ont une multiplicité paire.
Les relations (40) et (41) entrainent
(1—(—1)P e =427 Uy (2) = (1+ €25") Vp, (5).

Posons
X(5) =— (—1)Ptes) g~ di—2+p et Y (3) = &, 3™,

d’ou
+X)Ui=0+Y)V,.
Il existe par suite deux polynomes Uj;, V, premiers entre eux, avec

U (o) =V, (o) =1 et deux polynomes W(z) et D(z) tels que

1

(43) U,=U;W,; Vi, = V,',PW; 1—|—XEV;§PD, 1+ Y=U;D.

Les relations (27), (41) et (43) entrainent
(44) QVo,D=[V;,Qu— (—1)7~1ar Ul (Ki+ eef =4 1) JW (3).

ny
Il existe alors deux polynomes D* et G, avec D* (o) = G(0) =1 tels que
(45) D=D'W, K, + gg)z5—d—1= GV;:
[puisque (28) n’admet que des racines de multiplicité paire sur |z|=1],
et par suite, (28) et (44) deviennent
(46) AB —PQzUIV;, G;
(47) QD*= Qp,— (—1)'a7 UV, G.
Les relations (42), (43) et (46) donnent pour |z|=1,

e D (|A]P— Q) =3[U,(1+ X)]G.

Le polynome (1 X)U, est tel que ]
(430U = (= reserty () [ x (1)

d’ou

AP (JAP—|QP) =(—1?|(1+X) Uy )G sur|z|=T1.
Nous en déduisons
(48) argG = arg[(— 5)'7D?] sur |s|=1.
A partir de (48), nous montrons que, sauf pour le cas 8 = 0,, D(z) ne peut
pas se réduire & une constante. En effet, s1 D(z) était une constante,
il s’écrirait D(z)=1 et, d’aprés (42), G(z) est de degré 2(1— p), d’ou
deux cas a étudier :

a. p=1 : Tout d’abord G(z)=1 et, en vertu de (43),

U, (5) =14 ¢ 5%, Vo=1—ce1 5~ 4 (ny=d, et e=¢})
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et (47) entraine

Q=0Qu—zU,Vi=(q—z— qz*+ e 2°~ %) (1 + €} 534,) — 5;
d " I _ I n I I .
compte tenu de €&, gr—g <= g0 I + €, gz <1 4+ p=’ nous tirons

0*Q [%] Z(0"—1) (02— 0*—1) <o pour g2,
d’out une contradiction avec I’hypothése § < 6*.

Pour 6* =12 et d, > 2, Q<§>é—— %, ce qui est 1mpossible.

Le cas 0*=2 et d,= o0, donne Q<%>é— —;— » d’olt une contradiction.
Pour d,=1, le polynome Q(z) admet I’expression
Q(s)=1—(2— ¢} (5) — &) 5%+ ee| 557"+ 2%
Nous devons avoir Q <;> >o0, ce qui n’est possible que si e=¢
et s =14, ce qui donne le nombre 0 =0, défini par

A(s) I— 524 354
Q(s)  1—s5—a2z’+ 3

b. p=o0 : G(z) est un polynome de degré 2. Puisque
4 "oos—di—1 — p2(s—dyi—1) { 0 ze” t
1\1(5)—|—E€1Z‘ h—1=z 1 ]&1 :)—l—c,ﬁjm_—? )

de (42), nous déduisons
Gi)=1—0c5+ 2*
et, d’apres (48), ¢ > 2.
La relation (47) donne ’expression suivante pour Q(z) :
QR)=[g—c—ga2+ |5 42 (1—c3+352)] U, — 5
=y () Uy (3) — 5.

Nous voulons montrer que Q[WI*"-I < o; puisque U, [01—* ‘ > o0, 1l suffit
d’affirmer que ¢ [&] <o.

Il est immédiat de voir que G[ei] est négatif pour ¢>>3 et positif
pour ¢ = 2. Nous distinguerons les deux cas :
Pour ¢ =2 :

I 2 ¢ 0*—1)?
¢[W]éq—ﬁ"%*‘( e

En tenant compte de I’équation vérifiée par 6*, il s’ensuit

04| 4 | 2@+ 0 =2 0 1) — <o,
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Pour ¢ 3 :
1 4 q 1 %3 *
L!»[@—*]éq—g—ﬁ-g*—g-—ﬁ[e-_ce o]
Z(qg—2+¢g0) (1— 0" — 02 <o.
En conclusion pour les nombres 0 de S, inférieurs a 6*, exception faite
de 0, le polynome D(z) ne peut pas se réduire & une constante.

Dans la suite de notre étude nous exclurons le cas 0 =0..
Par définition, le polynome D(z) est le P. G. C. D. des deux binomes :

1+ X=1—(—1)ptgs—d—2+p et 1+ Y =1+ ¢, 3".

L’application de I’algorithme d’Euclide montre que D(z) admet la forme
D(s) =1+ 0z, dentier >1 et n—=1.
Posons
(49) D(s) =1—"7Z(s), avec Z(z) =—nszl.
Les relations (43) entrainent
(50) 1+X=V,D; 1 — 2 1+Y=UD=1—7m
ou m, et m, sont des entiers >-1.
Revenons a (47), nous définirons la fonction F(z) par

(51) 2F (5) = (— 1)UV, G=QD'— Q,,

or le polynome Q, (z) peut s’écrire

Qn, (2) = ¢ (1 —2*) U, D" — 5,
ce qui donne
(52) 5F(5) =5+ QD
zQ, désignant le polynome
(g7 + 5 —q72%) Q(5) — g (1—3*) A(5),
lequel polynome admet exactement deux zéros a l'intérieur du cercle
unité, dont I'un se trouve a lorigine. De plus, Q, n’admet aucun zéro
sur |z|=1.
De (49), nous tirons
D?E_z[z—zw ZL],
d’ou, a partir de (48),
(53) argG = arg[(—1)?5'"PZ] sur |z|=1.

Les relations (51) et (53) montrent alors

(54) argF —arg (U, V,,Z) sur |[s]=1.



256 M. AMARA.
D’autre part, des identités (49), (50), 1l vient

1 — ng N 1 — Zm,

1 — 7Zm? T 7

.
Ul=

Pour Z =1, c’est-a-dire pour les zéros de D(z) les polynomes Uj et V,
prennent des valeurs entiéres m, et m,. De plus, compte tenu de (54),
F(z) est réel positif ou nul.

Considérons un zéro { de W (z), donc aussi zéro de D(z). Se basant sur
les conditions :

D* ’*l r A
10 F(Z)——I—SE admet exactement un zéro et un podle dans |z| <<t

et n’est nulle que pour les zéros de D*(z);
20 F({) réel positif ou nul.
MM. Dufresnoy et Pisot ont établi le résultat suivant :
o ZF({) <.
D’autre part, d’apres (48),

1

[G() | = F() <1, m, et m, entiers > 1.

mym,
Soit

<1,

[} L9
J

ou les {; désignent les zéros de W (z).

[1ce)

]

Le nombre étant un entier est nécessairement nul.

Le polynome G(z) est divisible par W(z); puisque G(z) n’admet que
des zéros de multiplicité paire sur |z|=1 et que les zéros de W (z) sont
tous simples et situés sur [z| =1, il existe un polynome H(z) a coefficients
entiers, avec H(o) =1, tel que

G = HW?,
Soit
(55) QD= Q,,— (— 1) 5”U1Vn,, H.

De méme que pour le polynome D(z), le polynome D*(z) ne peut pas
se réduire a une constante. En effet, si D* (2) était une constante, il s’écri-
rait D*(Z)=1, d’ou

1+XEVnP, 1+ Y="U,.

Comme pour le polynome G(z), H(z) sera de degré 2 (1 — p) et la démons-
tration s’achéve comme dans le cas de D(z), en excluant toutefois le

~

nombre 0,
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Pour terminer la démonstration du lemme 4.7, nous considérons les
équations
1+X=V, DW=V, D (1+Y)=UD'W=U,D"

A partir de ces relations, de la méme maniére que dans [8] nous pouvons
montrer que pour les zéros 8 (k>>1) de D*(z),

| | Reen) Va0
k k

les inégalités n’ayant lieu que si U,(z) =V, (3)

=1, =1,

I.
D’autre part, & partir de (55),
| Qn, (8%) | = [ Us () |-| Vi, (9x) || H (%) |,

Qn, (36) =P (1 —0}) (1+ Y (61)) — Ok =— 0,

=@l [T 1Va 6ol [H G
k k K
est un entier, et par suite,

| S | RS
k k

égalités qui ne sont valables que s1
Ui(5) =V,,(5) =1

)

or

T1HE)

=1I,

et le lemme 3.7 est ainsi établi :

D’aprés le lemme 3.6, il existe un polynome V,(z), avec V,.(o)=r1,
tel que
Q+zB=V,(5)[qg— 35— g+ e, q5" (1 — 5%)]
et le lemme 3.7 (avec p =1) nous affirme que
Ui(z) =V, (5) =1.

soit

(56) A—Q==

et

(57) Q+sB=¢g—s5—g—eqz"'(1— 3%,

avec s = n>x3.
De (56), 1l vient
A (3) z

) |

—<1 I Tk q> >
ES 1 TR Banliswd Rl BRRRN K
q q 9 q
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. A , T
Par suite, pour que ) admette le développement considéré,

qr=—2

et, d’apres (7),

b—qp=q¢—29+4 ou  F—qg+14,
soit

(58) ' 1—gZgpZ2—q.
Examinons le cas ¢=1.

De (57), nous tirons pour n=3

D’apres le lemme 3.1,

d’ou a partir de (58), ¢ = —1.
Sigo=o0, Q(z) =1—22—2" et Q<é) < o, en contradiction avec 0 < 2;
nous avons nécessairement ¢,=1 et

g:(l7 I, «..).

Pour n>x4, (57) donne
— ~—’_(I I — )
Q =1, Gay oo )

Du lemme 3.1, nous déduisons ¢.="o et de (58), ¢.=o.

Ainsi quel que soit n>x 3, 353 admet le développement

(r, 1, ...).
Les développements (1, 1, 3, ...) étant antérieurement étudiés,
B
Q:([» 1, 2, )7
mais alors B(z) jouit des mémes propriétés que A(z) et, d’apres (56),
A(z) =B (s).

Enfin de (56) et (57), nous tirons

Q(z)=1—125—¢e5"(1— 5) (n>2).

La condition Q(é)éo exige ¢=—1, et nous obtenons la suite
des a,(n>>2) définis par

A(s) . (1—35) (1+3")
Q(z)  1—2s+5"(1—35)

(n=2),
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résultat d’ailleurs valable pour n>>1, en ajoutant celui obtenu dans le
lemme 3.2.
Il nous reste le cas g> 2.

Pour n=s>4, (57) donne, st B(z) =14 biz+...+ <z,

by=— q— 9
soit d’aprés (58)
— 2 LbZ—1.
Nous considérons la fonction :
: A—P
0(z) = 0—8B

En remarquant que pour s >4, les développements de g et g coincident

au moins jusqu’'a lordre 2 (B—P=cz""), la fonction ¢(z) admet le

développement
1 2+ b,
PE T =0 >

De la méme maniére que pour les fonctions f,(z) du théoreme 2.2, elle
définit un élément de I’ensemble S, ,; nous devons avoir

2+ b1,

d’ou by=—1, et

=)
et, d’aprés le lemme 3.6, en remplacant ¢ par ¢ —1, il existe un poly-
nome V,(z) & coefficients entiers rationnels avec V,(o) =1, tel que
Q—B=Vi(g—1—5—(7—0)5+ s (¢g—1) (1 =7
et du lemme 8.7 nous déduisons V,(z)=1 et
(59) Q—-B=(@—0s—(@—1)+as"(g—1)01—23).
Les relations (57) et (59) donnent
(60) QBRI =g¢g—2s—(g—1)&—az" (1—3  (1=3).

Nous obtenons une suite d’éléments de S,

dont le plus petit élément
est donné par :=—1, n=23; la substitution z= % dans le polynome

déduit pour ¢ =—1 et n=23 donne
Q*Z]Q[ﬁl;]:(l——e*)I:(q—l)(l—l—e*)—-(%J<O (g>2)

et les éléments définis par (60) seront tous supérieurs a 0*, cas a rejeter
dans notre étude.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 3. 33
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Reste le cas s = 3. De (56) et (57), nous tirons

Q(z)=qg—25—qs*+ 5 ou q— 25+ @25*— 35, avec @+ q 2.

La substitution z= 61"* donne dans les deux cas :

Q| 5 | 20— 0 (r—2+ (=18 <o pour g

en contradiction avec § < 6*.

En conclusion, pour ¢>2 et d;=<_s—3, il n’existe aucun élément
de S, inférieur a 6*.

L’ensemble de nos résultats peuvent étre résumé dans les deux théo-
rémes suivants :

TutoriME 3.1. — Les éléments de S|, inférieurs a 2, sont les nombres a,, {3,
et le nombre particulier 0,. Le nombre 2 est le plus petit élément de S..

Pour tout élément o,(n>>3) il existe trois polynomes A(z)==£P(z);
d’aprés le théoréme 2.2, nous pouvons construire au moins six suiles ayant %,
comme point d’accumulation. Par contre, pour tout (3., %, et ., il n’existe
que deux polynomes A (z) = P (z).

TutoriME 3.2. — Les seuls éléments de S, inférieur a 0* sont, outre 6%,
les nombres a4, %4, %3, A chacun de ces nombres est associée une seule
fraction rationnelle, nécessairement de rang infini.

CHAPITRE IV.

Prus PETITS ELEMENTS DE L’ENSEMBLE .

Nous connaissons, d’aprés [10], tous les nombres de S, inférieurs
1+/5

a oy = et méme ceux qui dépassent «, d’une quantité suffisamment
petite. Pisot [14] a déja déterminé les quatre plus petits éléments de S,,
en s’intéressant aux nombres de S, inférieurs a 0, , (nombre qui sera
défini dans la suite). Il a montré que, pour ces nombres, les fractions

rationnelles associées admettaient les développements :

lesquels développements déterminaient les nombres 0/, 0/, et 0, . Parmi

ces derniers, les seuls qui soient inférieurs a 8, , sont 0, , 0, et 0, .
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Nous dépasserons ce résultat en nous intéressant aux nombres de S,
définis par les développements

B
<1, ? us,, >, 12 QP us < 2.

Nous considérons en particulier les nombres 6, , et 0, , zéros des poly-
nomes P,(z) et P,(z) définis par les relations suivantes :

(1= Py (5)=R(z) =z P(3) (1)
(1— 5 ) Popya (5) EA(Z) —-z”“"f’(s) (n>0);

by (5)=R(5)+2 P(5) ()
(14 3) Py (3) =R (3) + 21 P5) ()

o>

ou P(z) et A(z) désignent respectivement les polynomes
Psy=qg—1+gs— (g—2)5"— 5%
L@ =g+ (g—ns—(g—n3—(g—13"
Le nombre «,,, défini par

A

est le seul point d’accumulation des nombres 0, , et O, -

Nous montrerons que la famille des éléments de S, inférieurs a «, ,
contient, outre les nombres 0, ., 1=~n "4 (tous les nombres 0, pour ¢ =1),
les nombres 0, , et un nombre particulier 67, zéro du polynome :

P(z)=q—5—(q—2)z2— 3+ 3 (1+ (¢ — 2) 5+ 25> — ¢z°).

De plus, les nombres de S,, qui sont supérieurs a «, ,, mais suffisamment

voisins, appartiennent a la famille des 9, , (et a la famille des 0, , pour g=1).
Nous pouvons remarquer que ce sont les seules familles de nombres
de S, tendant vers a;,, que le théoréme 2.2 met en évidence. En effet,

oy, 4 est défini par la seule fraction rationnelle ‘% pour g >~ 2; pour ¢ =1,

2

le nombre «, est de plus défim par I_l ;- En opérant comme il a été

5— 3
indiqué dans la réciproque du théoréme 2.2, nous formons la suite des
nombres 6, , (et 0, pour g = 1) et la suite des nombres b, , (et 8/, pour g = 1).

Signalons que les différents nombres mis en évidence vérifient pour g > 2:
B, = 01, < 00y < 05 < 00 g <O < 0y T << O < e O < O g <y

ces résultats fourniront une nouvelle démonstration du fait que %, , est
le plus petit élément de S,. On voit de plus que c’est un élément isolé.
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La démonstration du lemme 3.1, reproduite pour les nombres de S,
inférieurs a 9, ,, zéro du polynome :

7+ (q—2)s—(g—3)3"—q5’

identique au polynome D, (z) associé aux développements :

(5 7)
I, —y =y e-
7 7

montre que les fractions rationnelles associées aux nombres de S, infé-

rieurs a 0, , admettent les développements :

<1, éa U, ) 1= G us < o.

S . I 1 , . , .,
Les nombres définis par (1, 77 > étant entierement déterminés par

le lemme 3.2, nous nous intéresserons aux nombres de S, définis par

(1) A—<1 L2 u >
— = y Ty =5y ey Upy o a . )
Q 77

Nous appliquerons aux développements (1) toutes les propriétés des poly-
nomes D,(z) et D, (z). Ces propriétés rappelées dans le chapitre III sont
systématiquement valables pour n>>3 et seulement pour s>>n>>3 dans

. A(s) . e . .
le cas ou 0 ot de rang fini s. Nous utiliserons en particulier :
Premizre proprifiTé. — Lorsque ug, Ui, ..., U,y sont connus et

A . , .
que s >~ n <dans le cas oul i est de rang fini s> nous déterminons D,(z).

Nous en déduisons la valeur de W,. Nous devons avoir u,~~W,, I'égalité
entrainant 0 =<,

Deuxitme propritTE. — Nous formons ensuite le polynome D,.,(z)

par la relation de récurrence
Up— Wy

Do(s)=0+3)D,(5) —= D, (5).

n—1"— Wn_1
Nous devons avoir D, (1) >0, condition équivalente & w,=Zw,, I’égalité

ny
entrainant
. et Duvi(5) = (1—5) D}, (3),

(==
si les deux inégalités strictes, u,>>w, et D,..(1)> o0 sont satisfaites,

A(s
nous avons s—>~n - 1, dans le cas ou ng;

Nous allons associer aux développements de (1), celul de

/’i I 2%
(2) ~ = l,—7-—.,a---7(f‘,,,...>.
0 7 T

Soit N un entier tel que u,= ¢, pour n < N et uys=~ ¢y.

est de rang fini s.

(5)
(=

>

-
~
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Nous remarquerons & partir de (1) et (2) que N>>3. D’autre part,

A . . .
515 est de rang fini s, nous avons s> N. En effet, 1l suffit d’appliquer le

théoréeme de Rouché au polynome
(3) A)O(z) —A(2)Q(5) = ¢ (uxy— vox) 3N+ Ky 1. .,
avec

-

Le premier membre de (3) admet au plus s — 141 zéros a lintérieur
du cercle unité, d’ou N s.

A(z)
Q(s)
polynomes Dy(z) et Di(z) sont déterminés d’une maniére unique et
admettent toutes les propriétés signalées. Pour leur formation, nous utili-

Puisque N>>3 et s> N, dans le cas ou

est de rang fini s, les

serons les polynomes P,(z) et f’,,(z) dont les expressions ont été données
dans 'introduction.

Avant d’entamer notre étude, signalons le résultat :

LemMmE 4.1. — ky= ¢*(uy— ¢y) est un entier rationnel, Il en est de méme

pour le nombre
/\'\'
Ani1= @* (Uxs1— Oxs1) — 4 —(}—
Démonstration. — Le premier membre de (3) est un polynome a coeffi-
cients entiers rationnels; ky= ¢*>(uyvy) est, par suite, un entier rationnel.

Le terme en z°*' dans le second membre de (3) s’écrit

! 9 k
Ky=q* (Uns1— Ox11) + (q1+q —2) 7/N

puisque
Q(z)=qg+qrs+....
OG)=qg+ (g—2)5+...,

En introduisant le nombre ky_,,, nous obtenons
’ /‘GN
In=rlkyi1+ (@14 g+ 2) ‘q‘

D’autre part, a partir de

é:q—i—(l—l—c]i)z—!—agz‘l—k...:(I 12 >
Q g+ qs+@z+... '’

L’identification des termes en z* donne
q(a—q2) = q1+ 2,
d’ou
M= Ay 1+ (as— g2+ 1) ky.

Puisque ky et ky sont des entiers rationnels, il en sera de méme pour ky.,,.
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Dans la suite de notre étude, nous devons distinguer deux cas suivant
que N est pair ou impair.

A. Premier cas : N=12p, p>2. — Il est facile de vérifier que

p+2
p+1

q(1+3) Dy (3) =Py (3) + Py s (3).

Nous en déduisons :
p+2
1

1
Wap = a, — —;
2p 2p 5
7

P
Il résulte de la premiére propriété des D,(z) que

1 p+2
Usp > Wop == ¥yp — — L )
g p+1
soit
N p+2
Uy — Vo ~
q* (wap 2p) = P+‘,

or k. ,=q*(us,— ¢.,) est un entier rationnel, il vient que

Ié/\'gp.
Nous formons ensuite le polynome :

i ) (Usp— v
Dypia (5) = (1 + 5) Dy (5) — z(_u%Dm_, (5),
Uy — Wy
avec

I
qDsp 1 =Py, (3) et Usp1— Wap 1 == Vap_q— Wap == —

En utilisant la deuxiéme propriété, soit D, (1) >>o0, il s’ensuit

kop < )

p—1
sauf dans le cas p = 2, ou I’égalité k., = 2 est possible, 'entier k,, admet
seulement les valeurs —1 et 1.

a. ki,p= 2,avec p = 2: Mais nous avons alors D,,,,(1) = o et la deuxiéme
propriété des D,(z) donne

Dipri(s) =(1—3)Dip(s) et 0=x,
et un calcul simple montre que
D (z) = Popi (5) — 5Psps (5),
Soit D, (0,,,) > —0,,,P»(0, ,) > 0; il en résulte que D;(f, ,) < o, condition

équivalente a 61,q<'.:=6. Le cas ky,=2 est a éliminer puisque nous

limitons notre étude aux nombres 6 <0, ,.
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b. kip,=-+1 : Dans ce cas, le polynome D,p.4(z) se met sous la forme
plus simple :
GDs2pis (5) = Pop (3) — 3Psp s (5) = pg,,_, (5).

Nous en déduisons :

2(9—2)
Wopt1— Vapy1 — __i](]:}_,
soit, d’aprés la premiére propriété,

Kapir=q* (Uap1— Papi1) — é

\‘:u.\

Nous formons ensuite le polynome :

174 4 4
Dypia(5) = (14 5) Dypyy (5) — 5 — MDW( ).

Usp— W
Il en résulte, d’apreés la deuxiéme propriété,
4bp+6
kapral—2+—L T2,
p+p—1

ksprr étant un entier rationnel, d’aprés le lemme 4.1, et vérifiant les
inégalités

, .
+ 6
k0 g 2O
= PPp—1
nous avons les deux cas suivants :
(@) kopir=—2 : Mais alors usp1 = Wy, soit 0 =7s, =105, 4 ¢;

(B) kapra>—1, avec p=_4 : Si nous exprimons la valeur de D.j..(z)

our z =04, , ,, 1l vient
P19

p—l—l

D2p+‘l<62/)_1"/> Y —+

253 (Rapaa +2) 02p—1,¢ Doy (0sps 4) > 0.

Il en résulte les inégalités
0 > Top+2 > Ggp_1_(/> /67,]#

Nous éliminons ce dernier cas en nous bornant dorénavant aux membres

de S, inférieurs a 67,q.

¢. kyy=—1 : Nous obtenons
. N 2 — 2
qDuopia (2) =Pypy(5),  dlolt  wop1=rapps —(_q‘q;—)
et la premiére propriété de D,(z) entraine
: %
Kopi1= q* (Uspa1 — Paps1) + = 2

!
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Nous formons ensuite le polynome :
Dapis(5) = (14 5) Dapia) (5) — (p+1) (kypra— 2) 5Dy (5).

De la deuxiéme propriété, nous tirons

2(2p—1)

pP+p—1

/l.2p+1é 2 4+

Les deux inégalités bornant les valeurs de I’entier k.,,; montrent :
(«) ou bien kip. = 2, SOIt Uspis = W11, ce qui entraine 0 =10,, ,;
(B) ou bien ks, >3, avec p=2.

L’étude de ce dernier cas [sézp—l—2=6 si gg; est de rang ﬁni]

se poursuit de la méme maniére. Nous formons le polynome :
gDy(5) =qg— 35— (q—2)3+ (¢ — 2) 5" 4 25— ¢35
Nous utilisons ensuite
D;(5) = (1+ 5) Ds(5) — 3¢* (us— ws) Ds (5).
L’inégalité D; (1) >0 est équivalente a
N 2

7 (s — ws) = 3
et, d’aprés la premiére propriété, ¢°(us— w;)>>o0; ce nombre entier
rationnel est nécessairement nul. Nous en concluons que 0= =;, zéro du

polynome D; (z); c’est le nombre particulier représenté par 6” dans I'intro-
duction.

B. Deuziéme cas : N = 2p 4 1, avec p>1. — Il est facile de voir que
(/D2p+1: q? (u2p+1 — Vapig) > — 1.
Nous formons ensuite le polynome :

Uspq — W
Dyyia (5) = (14 5) Dapyy (5) — 5 22522 D, , (3),
u-z/:—— W‘Jp

ou D,,(z) désigne le méme polynome que celui que nous avons utilisé
au début de I’étude du premier cas.

Remarquons que nous avons

o 1 -+
Usp— Wap == Pap— Wap—= — -

=
©

I

<
N
~

d’ou
p+1
p+2

Dypis(8) = (14 5 Dspyy (5) — (kapir+1)3 Dy (5).
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En exprimant la deuxiéme propriété, soit D,,.. (1) > o, il vient

2(p—1)

/ﬂ? Z1—+
2p415= P p—1

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de I’entier non nul k.,
montrent que nous devons examiner successivement :
a. kipoi=—1 : Mais alors usp 1= wsp1, dott 0 =715, ,=10,,,.

b. kspi>>2, avec p=2 : En exprimant la valeur de ¢(1+ z) D,,..(2)
pour z = 621),!1’

~ ~ A —+ 1 ! A, N S
q(l -+ 02p,‘l> Dspia (Ozp,tl> N [I + 0, <2 - ﬁj T (Kapaa =+ 1)> — Kopra 03 JPZIJ (e‘lp,q)

Le zéro supérieur 2 1 de P,,(z) étant inférieur a 0,,,, nous déduisons
P.,(0,,,) < o. D’autre part, expression en 0,, est visiblement négative;
il en résulte

D2,1+2(02,,,,,) > o, SOIL Typyn > 0yp 40
Nous en déduisons les inégalités :
0> opse > 05p, g0 (r=<2).

Ce cas doit étre écarté, puisque nous avons limité notre étude aux nombres
de S, inférieurs & 0, ,<<b, ,.

A (z)
Q (=)

rang fini s] se poursuit toujours de la méme facon. Le polynome D.,..(z)

est de

c. kapoi=1 : L’étude de ce cas [01‘1 s>o2p -+ 2, quand

admet ici une forme plus simple, c’est-a-dire

253
g(1+45) Dapis (5) =Py, (5) + mpg,, (),

. 4
(/'(\"zp+2‘— V2p+2) = (} —\ 2+

et la premiére propriété donne

b = l«'2p+2: (]2 (U«-zp-e-z - "2/774--1) —_ =

.—.2_______
P2 q

Nous formons ensuite le polynome D.,.;(z), soit

A /('4_) 9+ 2
qDopis(z) =Py, (5) — 5 —pi’;— Py, (3).

Ann. Eec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. ‘ 34
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La deuxiéme propriété, D.,.,(1) >0, entraine

4
k'lp-klé_ 2 —-
P

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de l'entier k,,,. montrent
que nous devons examiner successivement :

(@) kopoo=—23, avec 1=p 2.

Le cas p=2 nous donne u,,.»= W, soit 0 =r,,,=7,; mais ce
dernier cas est a écarter, puisque le polynome ¢ D;(z) n est pas a coeflicients

entiers.

Tandis que, si p = 1, nous pouvons vérifier que
g(r+10;,) Du(8:) =02, 83, — 40, ,+ 1) P*(05,0) >0,

ce qui entraine 0 ><,>10, ,> 0. . Cette derniére possibilité est a éliminer

>

puisque nous limitons notre étude aux nombres inférieurs a 0, ,.
kspon>>— 1, avec p=4.
7 ’ s
La substitution z==%,,, zéro du polynome P.,(z) dans ¢D.,.;(z)
entraine

N PO Y
g Dopra(Byp,0) =—10sp T P, (0.,) >0

2
ce qui donne

0> Tapt+3 > e?p,l]> 63,4'

Nous éliminons ce cas, en limitant notre étude aux nombres § infé-
rieurs a f, ,.
(V) kapra=—2 [avec s>2p—+ 3 si QE ; est de rang fini s].

Nous poursuivons notre étude toujours de la méme maniére. Nous
considérons

qD‘-’p+3(:) = p'lp(z)‘

Nous formons ensuite le polynome :

D+ 2
D2p+AE (1+5) D2p+3 (5) — L A q- (U'Z[H—S - Wz;;—o—z) 5 D2p+z (5).

Les deux propriétés principales de D,(z) donnent, pour Dentier
rationnel ¢*(wz)s — Wapis),

8
P

0= G (Usprs— Wapys) <
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lesquelles inégalités nous conduisent a considérer les deux cas suivants :

. ~N
— @* (Uapas — Wapy3) = 0, mais alors 0 =70,, 4,
et
— @* (Usps — Wapi3) 1, avec pZr.

En exprimant D,,..(z) pour z= 62,,, s compte tenu de

Dpis (62}7,’[) = pzp (6‘3/7)7> =0

2 02}),‘7 P‘Zp <6~_yp,17)a

p—+2

‘1(1 -+ ézp,q) Dopis (6217,'7) -

nous déduisons
e':)z/l, I,

D'Z/H—»i (6‘-’%‘7> = m
2p,q

@ (Uspiz— Wapis) P?P<6'1P”’> =0

ce qui nous donne
0> 7,0 > @zp,qé 61&,7-

Nous écartons ce dernier cas, en nous limitant aux nombres de S, infé-
rieurs a 0,,,.

L’ensemble de ces résultats est résumé dans le théoréme suivant :

TutortmE 4.1. — Les nombres 0 de S,, inférieurs a 9., , et qui n’appar-

ttennent pas a lensemble des (6:,, 0, , e 0, ,/> sont les nombres 9, ,, les

nombres 8, , ot n>>14, le nombre 0”.

Le nombre a, , est le seul point d’accumulation des nombres Oééiw,.
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