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APPLICATIONS A PUISSANCE NUCLEAIRE
ET APPLICATIONS DE HILBERT-SCHMIDT

DANS

LES ESPACES DE BANACH

Par M. Pierre SAPHAR.

INTRODUCTION.

Ruston [9] et Grothendieck [6] ont montré que la théorie de Fredholm [2]
pouvait étre développée d’une maniére naturelle dans le cadre des appli-
cations nucléaires ou applications & trace. Par ailleurs, Smithies [12] a
construit une théorie de Fredholm généralisée dans le cadre des appli-
cations de Hilbert-Schmidt d’un espace de Hilbert dans lui-méme.

Dans cet article on essaie d’aller plus loin.

Dans une premiére partie, on construit une théorie de Fredholm géné-
ralisée pour les applications & puissance nucléaire. Cette théorie est utili-
sable dans des situations variées. Citons-en quelques-unes :

19 Soient H un espace de Hilbert et p un nombre réel positif. On dit

qu’une application linéaire compacte de H dans H est de puissance pleme
1
sommable si les valeurs propres de (T*T)* sont de puissance pieme

sommables. Si k est le premier entier supérieur ou égal a p, on montre
(votr [1], p. 1093) que T” est nucléaire. Rappelons que si p = 2, T est une
apphication de Hilbert-Schmidt.

20 Soient E Pespace de Banach des fonctions continues sur l'intervalle
fermé (o, 1) & valeurs complexes, (z, y) - K(z, y) une application continue
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de (0, 1) X (0, 1) dans G et « un nombre réel tel que o =~ « << 1. Considérons
Papplication linéaire continue T de E dans E définie par

'K
f—=>T(f)=F, F(x):f _l(_?%’)?/fl%}’)_dy'

S1 k désigne le plus petit entier supérieur ou égal a » on montre

I —a
sans difficulté que T* est défini par un noyau continu. Donc T* est nucléaire
(voir [6], p. 371). L’étude de ces applications a été faite par Poincaré [8].
Notre méthode redonne facilement les résultats de Poincaré.

30 Soit E un espace de Banach et T une application intégrale de E dans E
(voir [3], p. 124). Alors on montre que T* est nucléaire [3], p. 134). Nous
mettrons en évidence des propriétés particulieres des applications inté-
grales dans le chapitre I, § 4 de ce travail.

Dans une deuxiéme partie, introduisant une topologie sur le produit
tensoriel de deux espaces de Banach on obtient une notion raisonnable
d’application de Hilbert-Schmiidt d’un espace de Banach dans un autre.
On peut alors construire pour ces applications une théorie de Fredholm
généralisée analogue a celle de Smithies [12]. Enfin, on donne pour terminer
quelques exemples de telles applications.

Une autre théorie des déterminants a été congue par Lézansky [7] et
Sikorsky (voir [11] qui contient une importante bibliographie). Elle ne
sera pas utilisée 1ci.

Pour conclure, je voudrais mentionner que j’ai tiré le plus grand profit
pendant I’élaboration de ce travail de conversations avec MM. L. Schwartz
et J. Dixmier. Qu’ils veuillent trouver ici 'expression de ma profonde
gratitude.

CHAPITRE I

APPLICATIONS A PUISSANCE NUCLEAIRE.

Soient E un espace de Banach complexe, £*(E) I’algébre des applications
linéaires continues de E dans E,; £'(E) ’algébre des applications nucléaires
(voir [3], chap. I, p. 78) de E dans E. Pour tout entier k> 1, on désigne
par £%(E) le sous-ensemble de £ (E) formé des éléments T tels que T*
soit nucléaire. Le but de ce chapitre est de montrer qu'on peut faire une
théorie de Fredholm pour les éléments T de £(E), c’est-a-dire :

— Définir une application de £4(E) dans G: T — det.(1 + T) qui joue
dans une certaine mesure le role d’un déterminant;

— Exprimer la fonction méromorphe z - (1— zT)™" (z€0Q) sous la
forme du quotient de deux fonctions entiéres;
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— Donner des formules permettant le calcul des fonctions entieres
introduites.

Nous supposerons dans toute la suite du chapitre I, sauf mention expresse
du contraire, que les espaces de Banach introduits satisfont a I’hypotheése
d’approximation large (voir [3], chap. I, p. 164); k désignera un entier
supérieur ou égal a 1.

1. LE DETERMINANT DE FREDHOLM D’ORDRE k. — Définissons la suite
de fonctions entiéres suivantes :

~2 gh—1
91(3) =1, caeey cpk(z):exp[——s—i—%—l—...—l—(—l)"—’k_ ]

1

On sait que pour tout k, il existe une fonction entiére y; telle que :
(1+3) 9 (3) =1+ 24 (5).

Soit Te€L*(E). Il est clair que lapplication (1 4+ T)@i(T) — 1 est
nucléaire. Par ailleurs, si T est nucléaire, on sait (votr [6]) définir le déter-
minant de Fredholm de 1 + T que nous désignerons par det, (1 4+ T).
On peut alors poser la :

Diérinition. — Soit T€L£(E). On appelle déterminant d’ordre Fk
de 1 + T, et Pon désigne par deti(1 + T) P'expression : det, ((1 4+ T)oi(T)).

Tutorime 1. — Soit T€L*(E). Alors pour que 1 + T soit inversible,
il faut et il suffit que deti(1 + T) £ o.

Démonstration. — En effet, la propriété det,(1 + T) = o est équivalente
au fait que (1 4+ T) @.(T) soit inversible. Puisque @;(T) est inversible pour
tout T, le résultat voulu est obtenu.

2. Tutorie pE FrepnoLM cENfravLisie. — Soit Te€L(E). Puisque T*
est compacte, le spectre de T est dénombrable avec seul point d’accumu-
lation o. Rangeons les valeurs propres non nulles de T par ordre de module
décroissant : { zy, 22, ... }. On désigne par a; la multiplicité algébrique de
la valeur propre z; [c’est-d-dire le plus petit entier tel que la suite des
noyaux ker (T — z)" stationne pour n>>a;] et par b; la multiplicité
géométrique de z; [c’est-a-dire la dimension de ker (T — z)“]. On sait

que a; = b; et que l'ordre de multiplicité du pole Zi dans la fonction

méromorphe z - (1—zT)™"' est a;. Pour tout z de G, on pose
D, (z) = dets(1 — zT). On a alors le :
TrtoriEME 2. — La fonction z — Dy(z) est une fonction entiére de z.

L’ensemble des zéros de la fonction z — Dy (z) est Uensemble des < ;—) L’ordre
de chaque zéro <zi,> dans D(z) est la multiplicité géométrique b; de z;.

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 2. 15
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Démonstration. — Puisque la fonction w > det, (1 + u) de £'(E) dans G
est entiére (voir [6]), 1l en est de méme de la fonction z — Dj(z). Soit z; une
valeur propre de T non nulle. On sait que les sous-espaces E, = ker (T — z,)"
et E,=1Im(T — z)" sont supplémentaires topologiques dans E. De plus,
chacun d’eux est stable par (1 — zT)%,(— zT) pour tout z de G. Soient P,
et P, les projecteurs supplémentaires définis par Im P,= E;(1 = 1, 2).
Rappelons que

(1—s3T) o (—2T) =1+ (—sT)dp(—:=T).

D’apres ([6], p. 351), on peut écrire
Di(z) =det, (1 — (T)k s (— 2T) Py det, (1 — (sT) by (— =T) Py).
1 — (zT)y(—zT) P, est un isomorphisme pour z = z;; donc
deti (1 — (5 T) i (— 5,T) Po) 22 0.
Par ailleurs, puisque la dimension de E, est finie, on peut écrire

det, (1 — (3T)* (— sT) Py =det, ((1— 3T) ¢4 (— zT) | E)
— det, (1 — =T) | E,) det, (¢, (— =T) | 1)).

Puisque, pour tout z de G det, (¢, (—zT) | E,) est non nul, Pordre de z
dans D, (z) est égal a son ordre dans det,((1 —zT) | E,). Mais, E, est de
dimension b; et (1— z/T) | E, est nilpotent; on déduit que cet ordre est b;.
Le théoréme est démontré.

Posant alors, pour tout z £ z;,
Ri(2) =(1—sT)'Di(5),
on ale :

CororLraIrRE. — La fonction z — Ry (z) est une fonction entiére de z.

La connaissance des fonctions D, et R, permet la détermination
de (1—zT)"' pour tout z3£z. Nous allons maintenant donner des
formules qui permettent le caleul de D, et R,.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Désignons par F, Papplication
de € dans ’ensemble des matrices & n lignes et n colonnes :

x, n—1 ) 0 0

2 @, n—2 . .

(21, oy ooy ) —>F(2y, @3y ..y, ) =] - : Z, 9 :
@, 1

Zn Lyey Ly—o Xy a2y

Citons alors un résultat classique dont nous aurons hesoin :

»

. O , . o\ . .
Lemume 1. — Soit d(z) ::2‘ d,z" une série entiére convergente a coefficients

n==a



APPLICATIONS A PUISSANCE NUCLEAIRE. 117

<y d (= g
complexes avec d,5= 0. St Uon pose (/((:)) = — 2 0,1 2", on a, pour tout n>>1,

n==o

les formules

(l,l: (_ 1)” (/.. det(]:/l,(oh 0-2, ey 6,,)).

n!

Démonstration. — On obtient aisément le résultat par identification

de — d'(z) et de d(z) EO"“Z”'

n=u

Prorosition 1. — Soit TerL"(E), Di(z) = det,(1—zT). Alors, au

voisinage de z = o, on a
,/-‘ (F) — 21 —n—I Tn
[)lc(;) - ) tr(] )‘

n==~

tr (T") désigne la trace de T”, définie pour n > k puisque T* est nucléaire].
g ) p puisq

Démonstration. — Au voisinage de z = o, on a d’apres ([6], p. 350) :

Di(z) =exp(trLog ((1 — sT) ¢e (—=3T))) (Y.

En utilisant la continuité de la trace dans £'(E) on obtient

L(z) d. oy .
e _tr<(—ELO,(l — ) + - Log(ei(—<T)))

—tr (=T — zT)" T 4 3T ..+ 2 Th)

= N,
n=k

Tutorime 3. — Soit T€L*(E). Posons

Di(5) =dey, (1 — =T) :2 ag, (T) ="

n=u
On a alors o, (T) =1 et, pour n >1,
ap, (T) = (__'l) det(F,,v(o7 0, ...,0,te(TH, ..., tr(T”)))'
n. —_— T
Démonstration. — Le théoreme découle immédiatement de la propo-

sition 1 et du lemme 1 une fois qu'on a constaté que Di(0o) = o (T) =1.

(") Pour Ae 7 (E) avec | A| < 1, on pose

Log'(l+A)=A—AT-+....
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Nous aurons besoin dans la suite du corollaire suivant :

CoroLLAIRE. — Sotent E, et E deux espaces de Banach complexes
et T.e ™" (E;). Supposons que tr(T;) = tr(T;) pour tout n>=k. Alors

det, (1 — sT,) =dety (1 — 5 Ts).

Notamment T, et T, ont les mémes valeurs propres, chacune étant comptée
avec le méme ordre de multiplicité géométrique.

Tutorime 4. — Soit T€ L(E). Posons
Ri(5) = (1— sT)~" Dy () :Z Bin (T) 57

On a alors les formules :

ﬁk,O(T) =1,

(=)
Pin(T) = n! det © Fu(o, o0t (TH, o e (T7)

Tn

Démonstration. — On a
(1—zT) Rp(5) =Dy (5).

On déduit les relations
16/6,0 (T) =1,
l3/c,n(T) — T@,;,,L_l('l‘) :ak’n(T) (I'L__L_I).

Il est clair que ces relations déterminent complétement les {3, (T). Posons

1 n (8] [s)
. e v I
Pro(My =1 peu(T) = = det L F(0, .. 0, tr(TH), L e (T9)
Tu

Développant le déterminant qui intervient dans expression de ¢ .(T)
suivant la premiére ligne, on obtient

P/c,n (T) — a/:,n.(T) -+ Tpk,n——1 (T)~
On conclut que {;.(T) = ¢.,.(T). Le résultat est obtenu.
3. Genre pE Di(z).

Prorosition 2. — Soit T€L*(E). Alors le genre de D, (z) est inférieur
< 4. On a la formule

ou égal a 2 k — 1; en particulier, Z | z;
i
52.{

—1
2k — 1

ok
D (s) =exp (— r (T i/— — .=t (T
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St E est un espace de Ililbert, le genre de Dy (z) est inférieur ou égal a k — 1,

en particulier Z |z < +%; on a la formule

i
o,z )A—1
Dy (5) :H(l—ziz) exp<siz 4 (Z/:__)l )

i

Démonstration. — Supposons que E soit un ecspace de Banach. Pour

tout n > 2k, tr(T") ———ZZZ”, puisque T" est alors le produit de deux

applications nucléaires (voir [3], chap. II, p. 15).

La décomposition en facteurs primaires de D;(z) s’écrit donc sous la
forme

a2k —1

Dy(z) = exp(f(z))[l (1— 55) exp(;;[—i—. R w),

f (z) étant une fonction enti¢re. Done, pour | z | assez petit, ona

3

DL(:) :f/(s) — Z S/Ltl‘('l"l"")'

n=2k—1

Utilisant la proposition 1, on déduit que :

F1(z) = — g (TF) — .. — g% qp (T2=),
sk z2k—1

N ey A . .

J(5) == (T — e e (T2 -

Utilisant le fait que D;(0o) = 1 et la convergence uniforme du produit
infini, on constate que C = o. La formule désirée est obtenue. Supposons
maintenant que E soit un espace de Hilbert. Alors pour tout n>:Fk,

tr (T") :Z z; (voir [1], p. 1093). Utilisant la méme méthode que précé-
demment, on obtient la formule voulue.

Cororraire. — Soit E un espace de Banach et T € 2*(L1). Supposons que
Z'ZiP < +=. Alors

sz —tr(T?) zzl —tr (T?)

i

D, (5) =exp R - 5 I_[ (1 — z5;) exp (52).

2 3

Ce résultat découle directement de la proposition 2. On peut se demander
si 'on n’a pas
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Nous verrons dans les applications un certain nombre de cas ou la réponse
est positive.
Remarque 1. — Dans le cas ot E est un espace de Hilbert, nous verrons
dans les applications que le résultat indiqué dans la proposition 2 sur le
genre de D, (z) n’est pas améliorable. Dans le cas ou E est un espace de
Banach, la question est ouverte. Le probléme qui se pose tout d’abord
est de savoir si 'on peut trouver T € £/(E) de valeurs propres z; telles que
O ok ~ he
Z]:,I <+x et 2’|z,] =0 pour tout ¢ > o.
i i

Nous avons pu obtenir le résultat suivant :

Prorosirion 3. — Pour toul entier k >~ 1, il existe une application T
de puissance ki®Me nucléaire, de valeurs propres (z;) telles que :

2 | & [f+t < 400, E | 5; [f+1—*—=-+o pour tout & > o.
i i
Démonstration. — Soit T le tore a une dimension, L'(T) [resp. C (T)]
Pespace de Banach des classes de fonctions complexes sommables sur T
a valeurs complexes (resp. 'espace de Banach des fonctions complexes
continues sur T). A tout g€L'(T) correspond une application linéaire
continue A de C (T) dans C (T) définie par

J>A)=f*g (/% & est la convolution de fet g).

Pour que A’ soit nucléaire, il sullit que g% gk. .. % g (k facteurs) représente
une fonction continue. On sait, par ailleurs, que les valeurs propres non
nulles de A sont les coefficients de Fourier de g.

Considérons alors la série :

®

1 1 . . .
—_— —— Oy &z , y h) , o m . .
E w8 (Logn)t exp (ipn*—+ inx) (xeR, 3€R, yeR, zeT, p réel positif).

n=—2

C’est la série de Fourier d’un élément de L' (T) si

o<l a<lt, @::a Y >, p =1 daprés (|13], p. 202).
Reprenant la méme méthode que celle employée par Zygmund ([13], p. 200),
on montre que c’est la série de Fourier d’une fonction continue si

o< a<t, B+ PP vT>1, n réel positif.

Soit alors k un entier supérieur ou égal a 1 et g€L'(T) défini par la série

| 1 1

1 (Log n)*
n=2 pk+1 (Log )

e.\p<[nk7’ + ill;l;)'
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On vérifie que Papplication linéaire continue de C (T) dans C (T) définie
par f — A(f) = [ * g est de puissance k'®* nucléaire. Ses valeurs propres (z;)
sont telles que
3 N . N
2|:[ [F1 <<+ et )|:l [fl——= 1 o,
i i

C’est le résultat que nous avions en vue.

Remarque 2. — Nous aurons besoin dans le chapitre 11 d’utiliser certains
des résultats que nous venons d’obtenir dans des conditions un peu diffé-
rentes. Regroupons-les ici :

On ne fait plus 'hypothése que les espaces de Banach étudiés satisfont
a hypothese d’approximation. Soit E un espace de Banach complexe et T
une application linéaire continue de rang fini de E dans E.

Alors si V'on pose
det, (1 — T) =det,; ((1 — T) exp(T)) =det, (1 — T) exp (tr (T)),
on aura
=T =N oy, (T 7
det, (1 —T) f:oa_, (T)
les ,,, (T) étant donnés par les formules du théoréeme 3.
Pour tous les z tels que 1 — zT soit inversible, on définit :

R,(5) =(—sT)""det,(1 — =T) :252,,,('1‘) s

n—=u

Alors les $.,(T) sont donnés par les formules du théoréme 4. De plus,
R.(z) est entiére une fois prolongée par continuité a G. Par ailleurs, 'expres-
ston r,(T) = R, (1) vérifie la formule

(1—=T)r,(T) =7, (T) 1 —T) =deta (1 — T).
Enfin, si T, une application linéaire de rang fini d’un espace de Banach F
dans lui-méme telle que tr (T") = tr (T}) pour n >~ 2, on aura
dety (1 — zT) =dety (1 — =T)),
pour tout z complexe.
4. Cas pes espaces bE TYPE L, C ou H. — Nous dirons qu’un espace
de Banach E est

— de type L, s’il est isomorphe en tant qu’espace vectoriel normé a
un espace L'(M) (M espace localement compact, muni d’une mesure P
positive);
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— de type C, s’il est isomorphe en tant qu’espace vectoriel normé a
Pespace de Banach des fonctions continues sur un espace localement
compact M, « nulles a l'infini »;

— de type H s1 c’est un espace de Hilbert.

En application de résultats de Grothendieck [4] et de notre méthode,
on a alors le résultat suivant :

Tutortme 5. — Sotent F et G deux espaces de Banach complexes.

Supposons que F et G soient de type L, C ou H, les types de F et G étant
différents. Soit T une application linéaire continue de F dans F qui se factorise
sous la forme :
T: FAGLF,  T=BA,
A et B étant des applications linéaires continues. On a alors les résultats
sutvants :

19 T est de carré nucléaire;

20 Les valeurs propres de T sont de carrés sommables;

30 Si Uon désigne par (z) les valeurs propres de T, on a

Dety (1 — =T) :[[ (1 — 55;) exp (557).
Démonstration. — 1° s’obtient directement en application de résultats

de Grothendieck [4], p. 65). Démontrons 2° et 3°. Faisons un tableau des
différents cas possibles

Type de F. Type de G.
L | IO LAnSL
H | ST ubtLtn
C Moo, ciulc
Il Covrceeeen nichn
L Covvon . . LichL
C | P c3rbc

Dans le deuxiéme et le quatriéme cas, on sait (d’apreés [4], p. 65), que T
est de Hilbert-Schmidt et les résultats sont alors en évidence d’apres la
proposition 2. ~

Etudions le premier et le troisitme cas. Posons K = AB. II est clair
que K est de Hilbert-Schmidt. Pour tout entier n >~ 2, on a

tr (T?) =tr (BA.BA ... BA) =t (AB, ..., AB) = tr (K?),

(en elfet, d’apres [4], p. 65, ABA est déja nucléaire) (*).

(') Nous utilisons ici le résultat suivant :

LeMME. — Soient E et F deux espaces de Banach, T € £ (E, F), u un élément du produit
tensoriel projectif complété de E’ et F. Alors tr (uT) = tr (Tu).

Le résultat est immédiat si u est décomposé. On I’obtient par passage a la limite dans
le cas général.
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D’apres le corollaire du théoréme 3, on conclut que
dety (1 — 5T) =det, (1 — zK).
Mais
det, (1 — zK) :H (1 — z5;) exp ((52;)
i
d’aprés la proposition 2. Etudions enfin le cinquiéme et le sixiéme cas.

Prenons, par exemple, le cinquiéme cas. On sait (voir [4], p. 61) qu’une
application linéaire continue B : C — L se factorise sous la forme

CHAHSL,

B, et B. étant linéaires continues et H un espace de Hilbert. Donc T se
factorise sous la forme :
A B, B
L>C-$H-3L.
Le cinquiéme cas est alors ramené au premier. De méme, le sixiéme cas
se rameéne au troisiéme.

Lemme 2. — Sotent E et F deux espaces vectoriels, U une application
linéaire de E dans F, V une application linéaire de F dans E. Alors pour
tout entier n positif, dim ker (1,4 VU)"= dim ker (1,+ UV)"* (nous
convenons que la dimension d’un sous-espace vectoriel est un entier positif
ou nul ou + ).

Démonstration. — On constate que
(1g+ VU)”V:V(IF—f- UV)~,
Soit z€ker (1.+ UV)" et non nul. Alors Vaz€ker (1,4 VU)" et l'on
vérifie que Vz 3£ 0. On déduit alors que
dim ker(1g— VU)”> dim ker (1 + UV)~,

Le lemme s’en déduit immédiatement.

Prorosition 4. — Soit E un espace de Banach complexe et T une appli-
cation tntégrale de E dans E (voir [3], chap. I, p. 124) (on ne fait pas ici
Ihypothése que E vérifie la propriété d’approximation). Alors les valeurs
propres de T comptées avec leur ordre de multiplicité géométrique sont de
carré sommables.

Démonstration. — Si T est une application intégrale de E dans E, on sait
([3], chap. I, p. 162) qu’il existe un espace compact M et une mesure
positive U de masse finie sur M telle que T se factorise sous la forme :

E->L* () Lt () > E,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL — Fasc. 2. 16
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ou méme
ESclLw-" E,

C désignant un espace de type C [on sait que tout espace L” (1) est isomorphe
a un espace de type C]. On a alors T = DBA. Posons K = BAD. Il est
clair que K est de Hilbert-Schmidt ([4], p. 65). D’aprés le lemme 2, pour
tout z complexe et pour tout entier n, on a

dim ker(1r — zK)?*=dim ker (1 — z T)".

On conclut que K et T ont les mémes valeurs propres avec le méme ordre
de multiplicité géométrique et le résultat.

Cororratire. — St E vérifie Uhypothése d’approximation et st T est une
application intégrale de E dans E on a

det, (1— 2T) II](I—ZGi) exp (55;) et tr (T7) ZEZ? (n>2).
: i

Démonstration. — On démontre, sans difficulté, que pour n a2,
tr (T*) = tr (K") (car BADBA est nucléaire, voir [4], p. 65). Les résultats
en vue s’en déduisent immédiatement.

CHAPITRE IL

Propult TENsoriEL HILBERTIEN
ET APPLICATIONS DE HILBERT-SCHMIDT DANS LES ESPACES DE BANACH.

Dans ce chapitre, il n’est pas supposé, sauf mention expresse du contraire,
que les espaces de Banach étudiés satisfont & I’hypothése d’approximation.
Dans les paragraphes 1 et 2, ils seront, indifféremment, tous réels ou tous
complexes.

1. PrRoDUIT TENSORIEL HILBERTIEN A DROITE ET A GAUCHE. — Désignons
par [* 'espace de Hilbert des suites de scalaires de carrés sommables et
par (e, es, ...) la base orthonormale canonique de [*. Soit F un espace
de Banach. Rappelons (voir [5], p. 87) qu’une application linéaire continue B
de I” dans F est définie par une suite (yi, y», ...) d’éléments de F scalai-
rement de carrés sommables [c’est-a-dire telle que pour tout y’ de F’ la
suite (<{y; y; > ): appartienne a [*], a I’aide des formules : B (e;) = y..

Nous désignerons par M. ((y:):), ou M.(y;) s’il n’y a pas ambiguité,
la norme de I’application B. On a

1

:

M == a; Y| = < iy |2 .

() = sup, \E }‘ sup <Z|\y y>l>
Dlaipr=t EUE A

13
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Si une suite (y;) de F n’est pas scalairement de carré sommable, on posera
M.(y)=+o. St (yi, Y2, ..., Yn) est une suite finie d’éléments de F,
on peut, en complétant cette suite par des zéros, considérer qu’elle définit
une application de {* dans F. Remarquons par ailleurs que toute suite (z;);
scalairement de carré sommable de F’, définit une application linéaire
continue A de F dans I” :

A: z2—>A(x) :26,-(\.1‘, x; .

i

Puisque la boule unité de F muni de la topologie affaiblie est dense dans
celle de F”, on déduit que

|Al=M, (z}) = sup <Zl<w, w£~>|2> :

i

1ol

[z]=1
Enfin, on constate immédiatement que M. (y;) ne change pas sil’on permute

les y;. Si I est un ensemble dénombrable qui admet la partition I = U L
X
et si (¥:);,e: désigne une famille d’éléments de F scalairement de carrés

sommables, on vérifie que

M, ((y:)ier) éz M. ((yi):er,)-
2

Soient E et F deux espaces de Banach et u un élément de E @ F. Posons

£ () :Iulggzinf<21xfl2> M. (),
i

la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des représentations de u
de la forme

u :2 2 Q i
i
Posons aussi

dy (u) = | uly,= inf<2 [y,-|2>; M, (1)
i

Lemme 1. — Désignons par ¥ Uensemble des u de E Q@ F qui admettent
une représentation :

u:Zwi®y,~, avec leil?él et My(y:) <.
i

i

Alors ¥V est un ensemble convexe, absorbant, symétfique qui admet g, pour
jauge.
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Démonstration. — Soient u, et u, deux éléments de ¥V :

n
5
u1:2$i®yi, avec Z|x,~|‘lé1, M, (y:) <1;
i

i=1

n
u2:2 tQ siy avec Z]t,-Pél, M, (s;) =1
i=1 i
(on peut toujours supposer que u, et u, ont le méme nombre de termes).
Soient ¢ un nombre réel o, = cos®9, a, = sin’¢. Montrons que &, u, 4 %, u.
est un élément de ¥V,

n

Ql . .
Ay Uy + agugzz 2,039 Q y:cosg + ;sing @ s; sing.

i=1
Or, d’une part :
Z] ;|? cos?@ + | ;|2 sinQ <1 ;

i

d’autre part, pour tout y’ de F’ de norme 1, on a

DUy ¥/ 2 cosro + | (siy 'y [P sintg £

Donc o, u; + % u. est un élément de V; UV est convexe. Il est par ailleurs
clair que ¥ est absorbant et symétrique. Enfin, on vérifie immédiatement
que g. est la jauge de V. Le lemme est démontré.
Par ailleurs, on sait que E @ F et E’Q F’ sont en dualité. On ala propriété
suivante :
LEmME 2. — Sotent u€ EQF et W' €E' QF'. Alors
[ Cuy | Zu g | g,

Démonstration. — Posons

n P
u:in®yi, u’:Zx}@y'j.

i=1 j=1

Alors :
uy u'> :Z<xi; iyt Yy
< u’>|é<z<xi, x}>12>2<2|<%, y;>[2>2.
Or o l,/
DI @) LM () | @l
D’ou

PAREIEY =S HEAD NEAS
Ly i
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De méme,
' 2 QTN
PALETE T HEADNEAR
i i
Tutorkme 1. — d, et g, sont des normes sur EQF.

Démonstration. — Le fait que g. soit une semi-norme découle du lemme 1.
Soit alors u€ EQF avec |u|,=o. Puisque EQF et E'Q F’ sont en
dualité, on déduit du lemme 2 que u = o.

On procéde de méme pour d,. Le résultat voulu est obtenu.

On note EQ®,F (resp. EQ),F) le produit tensoriel de E et F muni
de g. (resp. le produit tensoriel de E et F muni de g, et complété). On dit
que E Q. F est le produit tensoriel hilbertien a gauche de E et F (resp. le

1

produit tensoriel hilbertien a gauche complété). On définit et I'on désigne
d’une maniére analogue E @, F et E®.F.

Remarque. — Soit u€ E @ F. Notons u — ‘u I'isomorphisme (algébrique)

naturel de EQ F sur FQ E. Alors | u|,=|u], et |u|,= |u],,.
2. ProprifTEs ELEMENTAIRES. — 10 Propriétés du produit tensoriel
hilbertien. — Nous allons mettre en évidence les propriétés élémentaires

des normes d, et g.. Nous énoncerons, en général, ces propriétés pour g,
seulement. On obtient sans difficulté les propriétés analogues pour d..

Prorosition 1. — Sotent E et F deux espaces de Banach, E' et F' leurs
duals topologiques, xr€E, ye€F, 2’ €E’, y'€F'. On a alors les propriétés
suivantes :

(1) [*Qyl.=Iz]|.lyl;
(2) |2’ Q@y'llq=2"|.|y'] (*).

Démonstration. — 11 est clair que |z @y

1]

Zlz|.|y|.

Par ailleurs, soit

ueE®.F, u=NaQy, «=2Qy;

lu, u :Z< X4, x’><yz7 Y

1
z

(< sl =( i x'>|2>§<2|<yi, y'>|2> i

< w>1é<2|xisﬂ>’ Ma(y) | /] -

i

(®) Soit u’e E‘QF’. Alors ||u’||y;, désigne la norme de u’ considéré comme élément
de (EQ.F)".
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On déduit
[{uy uy| Zlulg| 2.1 )]
Donc
[l 2] Y]

Posons alors v =2@y. On a

oy =Lz, 25y, s

<o, Wil ZlelallWllg=]z|.[2].|y].]¥]
Utilisant le théoréme de Hahn-Banach, on conclut immédiatement
2@y la=lxl-ly] et [ZQ)[lg=12"]15]

Prorosrtion 2. — Soient E, F, E,, F, quatre espaces de Banach, A une
application linéaire continue de E dans E,, B une application linéaire
continue de F dans F,. Alors A QB est une application linéaire continue

de EQ.F dans E,Q,F.. Si l'on désigne par A®,B lapplication
étendue par continuité de E@F dans E, ®g2F1, on a
|A®.B|=]A].|BI.
Démonstration. — Soit

ueE Q,F, u:2x1®yi.

i=1

Alors
(A ® B) (u) :ZAx,-@ By..
Or
<2|A<xi> |2>2M2<B<y,->> ZIALIBI(Blal) M.
On déduit
| (AQB) () [ A].|B.|ulg,.
Donc
|A®.Bl<|Al|B].
Mais

(AQ®B) (z®y) =AzQ By,
| (A®B) (2QY) lo=[Az][.|By]|.

On conclut
|A®gB|=|A].|B].
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Remarque 1. — Les propositions 1 et 2 indiquent que d. et g, sont des
normes tensorielles uniformes (uniform-cross-norm) au sens de Schatten
([10], p. 29). Par ailleurs, les topologies induites par d., et g, satisfont
aux conditions 1, 2, 3 de Grothendieck ([3], p. 89, 93) (toujours d’apres les
propositions 1 et 2).

Remarque 2. — Soient u€EQ,F fixé, M (resp. N) un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (resp. de F). Supposons que u€M & N.
Alors on constate immédiatement que la norme g. de u considéré comme
un élément de E Q). F est la borne inférieure, prise sur I’ensemble des
couples (M, N), des normes g, de u considéré comme élément de M &), N.
Cette remarque, jointe aux propositions 1 et 2, implique que g. et d. sont
des @-normes au sens de Grothendieck ([4], p. 8).

Lemme 3. — Sotent (x;) une suite dans E, (y;) une suite dans F telles que

2 | &P << 40 et M. (y:) < +.

Alors la famille (x;:QQy:) est sommable dans E®.T.

Démonstration. — Soit N D’ensemble des entiers >>o. A tout ¢>o,
on peut faire correspondre une partie A finie de N telle que pour toute
partie finie J de N vérifiant JNA = O, on ait

1

<2|$i|2>§< €.
i€l

Z M ((yi)ier) ZLeMa(ys).

52

Alors

2%‘@,}’1‘

i€l

Le lemme est démontré.
. P
Prorosition 3. — Soient E et F deux espaces de Banach et u€E Q. F.
Alors, il existe une suite (x;) de E, une suite (y;) de I' telles que

lei{‘2<—|—oo, M, (y:) <+, avec u:E%@}’r
i i

De plus,

1

|t ] = inf<2 | :/vl»l‘-’>~ M. (y:),

la borne inférieure étant prise sur Uensemble des représentations de u de la

formeEx,-@ Yi.
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Démonstration. — Soit u€E ®,F. Il existe une suite (un) d’éléments

de EQ.F telle que |u.—u

par une suite extraite, on peut supposer que |u,— U 1| g,==

N

»—> 0. Quitte a remplacer la suite (u,)
1
a2n?

On peut alors écrire
u=u + (Uy—uy) +. ..,

et aussi
k(n)

Up— Up_y :2 x50 Q Vi, n-
i=1

. . I o .
Par ailleurs, puisque [un—un_iléﬁg’ on peut choisir les z;, et

les y;,» tels que

18]

1
(lei,n12> é;’
N i

1
M, ((y1,n)1) éﬁ’

Donec

Nz <+o et M((yn)in) <+

On peut donc écrire
u—_—zxi®yi,
i=1
avec
lei]2< +o et My(y;) < +oo.

i

Posons V,,:in® yi. On a

i=1

o]~

M, ((yi)1zizn) é<2 | wi|2> M. ().

Par passage a la limite, on déduit

Iulg,é<2lwilz> M, (7).

i=1

/ n
= 21x:-|2>

i=1

-

Par ailleurs,

1

<2|$tl*) M. (y:) < <2!xi[2> +< > lxi[2> (M, ()1 222n)+ Ma ((¥2) > n))-

i=1 i=1 i=n-+1
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Soit ¢ > o. Quitte & bien choisir les x;, les y; et n, on peut supposer que

on— o < ¢, 'iv,l\g,é<2|xm> My (()1zezn) — & < > mv) <s

i=n—+1
M, ((ye)isa) <,

n 3
<Z | xl> 2K, M ((7)12i20) Z K,
i=1

K étant une constante qui ne dépend que de u. Alors

|

(lefP) Ma () |l -2+ Ke - Ke -2
i=1

1)

e

ou

o] =

(Elxi|ﬂ> Ma(y0) < |l + 25 + 2+ 2Ke.
i=1

Le résultat est complétement démontré.

20 Les applications de Hilbert-Schmidt dans les espaces de Banach.

Prorosition 4. — Soient E et F deux espaces de Banach. Alors Uinjection
naturelle de E @, F dans £(E’, F) se prolonge en une application linéaire
continue, de norme inférieure ou égale a 1, de E®,F dans £(E/, F). Cette

application sera notée u — u.

Démonstration. — Soit

veEQ,,F, uzzxi®y,—.

i=1
L’application % est définie par

x'—T(z) _—_Ey,( z;, &'
Désignons par [* I'espace de Hilbert des suites de carrés sommables et
par (e;) la base canonique de [*. Alors, on peut écrire & = BA, avec :
Ae2(E’, I’) définie par
x'— A (z) :2€i<xi, z'>;
Be £ (l*, F) définie par B
: ei——>B(9i) :yh

(on pose y,= o pour k > n).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 2. 17
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Il est clair que

19~

|A[:M2((xi)1éién)é(ZIxi[‘-’> et que ]B!:Mg(}'i).

Puisque |#| | A|.|B], on déduit que : |u|=|u

Lorsqu’on prolonge 1'application u — % QFE@)%F il y a conservation
de la norme. Le résultat est démontré.

Ba®

CororraIRE. — Il existe une application linéaire continue naturelle E' R.F
dans £2(E, F). Cette application sera encore notée u — U.

Dirinition. — On dit qu'un élément T de £(E, F) est de Hilbert-.
Schmidt a gauche si T appartient & I'image de ’application naturelle

de E’'®.. F dans £2(E, F). L’ensemble des applications de Hilbert-Schmidt
a gauche sera noté : L;(E, F).

On démontre d’'une maniére analogue qu’il existe une application linéaire

A

continue de norme inférieure ou égale a 1, de E'®,F dans C(E, F).
L’image de cette application est notée L}(E, F); les éléments de cette
image sont appelés applications de Hilbert-Schmidt a droite.

Si N est le noyau de I’application E’®, F - £(E, F), L;(E, F) peut
s'identifier a4 P'espace quotient E’&), F/N et on le munira de la norme
quotient qui en fait un espace de Banach. Si T€L.(E, F), on note cette
norme |T|,. D’aprés la proposition 4, on a |T|=|T|,. Par ailleurs,
il est clair que L;(E, F) est formé d’applications compactes. On procéde
de méme avec L;(E, F).

8e*

Remarque. — L’application de E'Q,F dans £(E, F) est injective.
On ne sait si elle reste injective si on ’étend a E’®52‘F. La liaison de
cette question avec I’hypothése d’approximation sera examinée dans la
proposition 10.

Donnons maintenant quelques propriétés immédiates des applications

de Hilbert-Schmidt.

Prorosition 5. — Sout uEE’®gQF, u Uélément de £2(E, F) associé.

. QU ., . . . ~
St Uon pose u =Zx;®yi, on a la propriété suivante de factorisation de u :

=1
A B
“: E-—>{-F.

St Uon désigne par (e;) la base canonique de I*, A est défint par

z—A(x) :Ze,(x, >

i=1
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et B par
ei— B (&) =y

On a uw=BA. Donc
() :Zy( z, T ).

i=1

<2 >,ona

| | = inf| A .| B,

Enfin, st Uon pose

la borne inférieure étant prise sur Uensemble des représeniations de 4 de la
forme u=BA, avec

Démonstration. — Ces propriétés s’obtiennent immédiatement par
passage a la limite, sauf la propriété lndlquee pour |&|, qui s obtlent en
utilisant la proposition 3 et la définition de

Remarque. — On peut énoncer des résultats analogues concernant les
applications de Hilbert-Schmidt a droite.

Soient E, E,, F, F, quatre espaces de Banach,
wueE'®,F, Aer(F,F,), Ber(E,E).
Alors (‘B®,A) (u) est un élément de E, &, F,. On pose
(‘B®4A) () =AuB.
On constate sans difficulté que 'application (A, u, B) — AuB est trilinéaire

et de norme inférieure ou égale & 1; on vérifie par ailleurs que

(AuB)~“AuB et aussi que A, (AuB) By=(AA) u (BB)).

De méme, on vérifie que si
u, €E) ®gaE’ Be £ (E, F), VIEFI®g2Fh
on a
) (9,B) uy=v, (Bw,).
On pose alors
v1Buy, = (»,B) uy=v, (Bu,).
Enfin, si uEE’®g2F et v€FR),.G (E, F, G sont des espaces de Banach)

on constate que Pu=¢it est un élément de E'®,G qu'on note su.
La multiplication que nous venons de définir est associative; elle est telle
que s [pour s’assurer de cette 1négalité, 1l suffit
d’utiliser le falt que l’application (A, u, B) > AuB mentionnée plus haut

est de norme inférieure ou égale a 1]. Il en découle que E'Q,E est une
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algebre de Banach (sans unité si E n’est pas de dimension finie). L’appli-
cation de E'®,E dans £(E) est un homomorphisme d’algébre.

Prorosition 6. — Soient E, E,, F, F, quatre espaces de Banach,
Aer(E, E), Be£(F, F,), TeL;(E, F). Alors BTA est une application
de Hilbert-Schmidt & gauche de E, dans F,. De plus, |BTA |, = |B|.|A|.|T

Démonstration. — Soit u€E/Q),F tel que & =T.

Alors BTA = B#zA. On déduit
IBTA g, < [B[.[A].[«]g

Eth

Donc
| BTA [, Z [ B|.]A].| T |,

Prorosition 7. — Soient E et F deux espaces de Banach et T une appli-
cation de Hulbert-Schmidt & gauche de E dans F. Supposons que ImT soit
contenu dans un sous-espace de Banach F, de F et soit T, Uapplication
linéaire continue de E dans F, qui prend les mémes valeurs que T. Alors T,
est une application de Hilbert-Schmidt a gauche et |T,|,=|T

B2 8e*

Démonstration. — D’aprés la proposition 5, il existe une factorisation
de T sous la forme T:E->1*-%>F, avec A et B linéaires continues
et |A], <-4 o. Soit M la fermeture dans I* du sous-espace B~'(ImT)
et P le projecteur orthogonal de I sur M. Désignons par B, I’application
linéaire continue de [* dans F, qui prend les mémes valeurs que BP.
Alors T,=B,A. 1l est clair que T, est une application de Hilbert-Schmidt
a gauche et que |T,|,=Zinf|B,|.|A|. (la borne inférieure est prise sur
I’ensemble des représentations de T de la forme BA; a chaque B on
associe B,). On a évidemment |B,|=|B|. On déduit que | T,|,=|T|,. Par
ailleurs, si ¢ désigne I'injection de F, dans F, on a T=1:T,. D’aprés la
proposition 6, on déduit |T|, =~ |T,|,. Le résultat est obtenu.

bt Sz

Cororraire 1. — Sovent E et F deux espaces de Banach, F, un sous-

espace de Banach de F. Alors Uinjection naturelle de E ®,.F, dans E®,F

conserve la norme.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat pour l'injection
de EQ,F, dans EQ,F. Utilisant P'application naturelle de E,F,

dans £(E’, F,) on se raméne immédiatement au résultat précédent.

Cororraire 2. — Sotent E et F deux espaces de Banach, E, un sous-espace

de Banach de E. Alors Uinjection naturelle de E, ®%F dans E Q. F conserve

la norme.

Remarque. — Avec la terminologie de [4], (p. 25) les corollaires 1 et 2
s’énoncent sous la forme : g, est injective a droite, d, est injective & gauche.
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30 Relations avec le produit tensoriel projectif. — Le produit tensoriel
projectif (voir [3], p. 28) de deux espaces de Banach E et F sera noté E @ F
et la norme d’un élément u de cet espace, | ulx.

Prorosition 8. — Sotent E et F deux espaces de Banach. Alors Uidentité
de EQ-F dans EQ.F (resp. EQ.F) est continue et se prolonge en
une application linéaire continue de norme inférieure ou égale d 1 de E Q. F

dans E ®32 F.

Démonstration. — D’apres Schatten ([10], p. 38) le résultat est évident
puisque la norme = est la plus grande norme tensorielle uniforme (uniform
cross norm). On peut en donner la démonstration élémentaire suivante :

Soit u€EQ@F. On peut écrire

u:Z?\iaﬂi(@yi, avec || L1, | yi| <L,
i=1
ou aussi )
u :E Vi zi @ VA i
Alors -

1 1
)

<2 W “"‘P)?é. <21 m>§
()

w2 | u|z. Le résultat est obtenu.

o=

s

Mt = s (B0 T)

Iyrl=1 \ 1

On déduit que |u

Cororratre. — Désignons par L' (E, F) Uespace de Banach des appli-
cations nucléaires de E dans F. Alors il existe une injection canonique de

norme inférieure ou égale 4 1 de L' (E, F) dans L;(E, F) [resp. L (E, F)].

Prorosition 9. — Soient E, F, G trois espaces de Banach. Alors Vappli-
cation de (E'Q. F)X(F'®,G) dans E'Q-G : (u, ¢) - vu est continue et
se prolonge par continuité en une application bilinéaire continue de norme
inférieure ou égale a 1 de .

(E’ ®§2F) = (F’®6,2G) dans E'® G,

Démonstration. — Soient u€ E'QF, veF' R G

n P

P— ! — V! / .

u—= xi@}’i’ Y= S}'®tiv
j=1

i=1

N ! ’
vu :2<.}'iv $;px; @t
t’/.
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Posons

Ci:2<)’ia S'/> ¢,
- .
alors

vu zzx;@ci;
i
le M3 (1) D1 i 50 1%
Dlal= M3 (1) X 1< yi 85> P ME (1) M3 () D11
i ij J

On déduit

P3

L] é()‘, |4 |>M () Ma () <2 | s’,~|‘1>

On conclut
B PR P

Le résultat découle immédiatement.

Remarque. — On obtiendrait un résultat analogue avec la norme d..

Cororratre 1. — Soit A€L;(E, F), Be L. (F, G). Alors BA€ L'(E, G).

Cororraire 2. — Soit u€E' Q. E. Alors pour tout entier k supérieur
ou égal a 2 Uapplication u — tr (u") est continue. '

CoroLrLAIRE 3. — Soit

B @E,  u=Ya @

i=1

avec E|x,|"< +o et M:(y)) <+ . Soit (e;) la base canonique de I*.

Posons v=2x;®ei et désignons par B Papplication linéaire continue
i

de 1* dans E définie par e~ B(e)=1y. Alors v€E'®,I* et u=Bo.
De plus, vBy appartient ¢ E' Q-2

Le résultat que nous allons donner maintenant est indiqué par Grothen-
dieck ([4], p. 15); nous le donnons ici pour étre complet :

Prorosition 10. — Soient E et F deux espaces de Banach. Supposons
que E ou T satisfasse a Uhypothése d’approximation. Alors Uapplication
canonique de E®.F (resp. E Q.F) dans £2(E’, F) est injective.

Démonstration. — Nous allons faire la démonstration pour g, seulement.

On sait ([3], chap. I, prop. 17, p. 94) que le dual de E®,F s’identifie
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au sous-espace vectoriel H de £(E, F’) formé des éléments A tels que
Papplication de EQ,F dans F/'Q:F : u— (A1) (u) soit continue.
Désignons par (A @ 1) application obtenue par extension par continuité

de E®gﬁF dans F'®-F. Pour tout u de E®g2F on a alors

{u, A>:tr(A®1> ().

Soient u€ E ®,.F, u1'élément de £ (E/, F) associé. Supposons que & = o.
Pour tout A€H, on a alors (AQ1)(u) ) =#‘A=0 (*). Si F satisfait
a I’hypothése d’approximation, on conclut que tr(A®1)(u) = o pour
tout A€ H. Donc u=o.

Le résultat est démontré dans ce cas. On peut faire la méme démons-
tration en utilisant la norme d. dans le cas ou F vérifie I’hypothése
d’approximation. Utilisant alors I'isomorphisme entre E®,F et FQ,E
on obtient la propriété voulue dans le cas ou E vérifie 'hypotheése
d’approximation.

Cororratre. — St F ou E’ vérifie Uhypothése d’approximation, Uappli-
cation canonique de BE'®,.F (resp. E'Q.F) dans £(E, F) est injective.

4° Relations avec le produtt tensoriel hilbertien de deux espaces de Hilbert
et les applications de Hilbert-Schmidt des espaces de Hilbert.

Prorosrrion 11. — Sotent E un espace de Hilbert et F' un espace de Banach.

Alors L. (E, F) est contenu dans L;(E, F).

Démonstration. — D’aprés la proposition 5, L;(E, F) est formé des
applications T qui se factorisent sous la forme E-5 125 F, A étant une
application de Hilbert-Schmidt (au sens usuel des espaces de Hilbert)
et B étant linéaire, continue. Les applications telles que T ont la propriété
de transformer toute base orthonormale de E en une suite de carré
sommable, en norme, de F.

Par ailleurs, on vérifie immédiatement que L} (E, F) contient les appli-
cations T, qui ont la propriété suivante :

Il existe une base orthonormale (f;) de E, telle que

DT <+

On conclut bien que L;(E, F) est contenu dans L;(E, F).

(*) On note aussi v — b I'application naturelle de F’®:F dans £ (E, F).
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Remarque 1. — Nous allons montrer, par un exemple, qu'on peut avoir
L:(E, F) < L:(E, F) :

Soit T le tore & une dimension. Prenons pour E 'espace de Hilbert L*(T)
et pour F D'espace de Banach des fonctions continues sur T, & valeurs
scalaires, C(T). Soit h€ L*(T) et T€ £(E, F) défini par f—>hx f.

Alors T appartient a L} (E, F). En effet, si (ex).c, représente la base
orthonormale de E, obtenue a partir des fonctions (z — exp (27tnz)), ey,
on vérifie immédiatement que 2|T(en) P<+ .

n

Prenons alors pour & I’élément défini & partir de la fonction h(z) = —

z*

<o <z<amo<a<< é) et le systéme orthonormal de E défini a partir

des fonctions

I —_— 2T 2T
= — ZxZ —
@) =\nn+n),  ——Zesos (),
T T
=o, oL x L 2 et —2—<x‘427r
n—+1i
2T
Alors, pour tout z tel que —- <z <27, on a
’.ﬁ
" de

() = (T(4) () = V22D f

22

(@ —10)*

n—+1

On déduit
q"” _2_7T_ - . o _I - 1
<n> S (n(n—i—l))E_a

Donc

K

¥l > ————r—>
(n (n +1))*
K2

Ry~ e

On conclut que
1

Nibp=+o i 4éa<é-
Alors I’application T appartient a L (E, F) mais non a L; (E, F). Le résultat

est démontré.

Remarque 2. — Soient E et F deux espaces de Banach, T une application
linéaire continue de E dans F qui a la propriété suivante : il existe deux
espaces de Hilbert H, et H. tels que : T se factorise sous la forme

T: EAH, SH,2F,
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"A et B étant deux applications linéaires continues et K une application
de Hilbert-Schmidt, au sens usuel des espaces de Hilbert. D’aprés la
proposition 5, on constate que T appartient a

L2 (E, F) nL3 (E, F).

L’exemple précédent indique que L;(E, F) contient d’autres applications
que celles qui se factorisent ainsi.

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Rappelons qu’on peut munir EQF
d’une structure d’espace préhilbertien, telle qu’on ait la propriété suivante :

S1 v, €E, y,€F (1 =1,2), on a
(21Q Y1y 22Q y2) = (21, X2) (Y1, ¥2)-
Siu€eE QF, on note | u |, sa norme préhilbertienne.

Prorosition 12. — Soient E et F deux espaces de Hilbert. Alors, sur E Q F,
les normes g., d. et la norme préhilbertienne sont identiques.

Démonstration. — Soit

veEQF, 17 _—_Z ;@ i
i=1

Désignons par (e;) la base orthonormale canonique de [*; si ’'on pose

et si ’on désigne par B 'application linéaire continue de I* dans F définie par

B(¢;)) =y (1LiZn)
=o0 ((>n),
on a
« = By.

La norme préhilbertienne de ¢ est

[¢l= <Z | z; |_,>t’

lafeZ | B L]

On a

Par ailleurs,
|, = inf|B].]¢]s,

la borne inférieure étant prise sur ensemble des représentations de u

de la forme By¢. Donc
|y,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 2. 18
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Par ailleurs, on peut trouver un systéme orthonormal (f;),_,_, de F, tel que

Il
u :2g,®j,
i=1

Alors

lul= <E |g,<|‘=\) .

)=

Puisque M. (f;) = 1, on a

RareEpamn
On conclut que | ul|,=|u|, et 'on démontre de méme que |u|,=|u|..
CororrLaire. — Sotent E et F deux espaces de Hilbert. Désignons

par HS(E, F) Uensemble des applications de Hilbert-Schmidt de E dans F.
Alors
L: (L, F) =L (E, F) = IS (E, F).

Remarque. — Grothendieck a introduit dans [4] 14 @)-normes « naturelles ».
Nous avons pu montrer que d. (resp. g:) n’est pas équivalente a 13 de
ces @-normes. Nous conjecturons que d. (resp. g.) est équivalente a
la @-norme H 7 (resp. \_H). Cette question sera étudiée dans un prochain
article.

3. Tutorie pE FrepHoLM pour LEs Novaux DE HiLBeErt-ScumipT
A DROITE ET A GAUCHE. — Dans tout ce paragraphe nous utiliserons
uniquement la norme g.. On pourrait faire une théorie analogue en utili-
sant d.. E désigne un espace de Banach complexe de dimension infinie.

1° Noyaux de Hilbert-Schmudt et noyaux de Fredholm. — L’ensemble
E'®.,.E est une algébre de Banach sans unité. Ses éléments seront appelés
noyaux de Hilbert-Schmidt a gauche. De la maniére habituelle, on munit
E'®, E d’une unité 1; on appelle H (E) ’algebre ainsi obtenue. On a alors
un résultat analogue a celut de [6] (prop. 3, p. 353).

Prorosition 13. — Soit ue E'@HQE. Pour que 1 4 w soit tnversible
dans H(E), tl faut et suffit que 1+ u soit inversible dans 7 (E). St 1+ @ est
inverstble, il existe y€E' @, E tel que (14 u)™'= 14 .

Démonstration. — Supposons que 14 u soit inversible dans H(E).
Son inverse est de la forme 1 4 ¢, avec vy€ E'Q, E, comme on le voit
en considérant I'algébre quotient H(E)/E'®,E qui est isomorphe a C.

Il est clair que s1 14 w est inversible dans H(LE), il en est de méme

de 1+ u dans £ (E).
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Réciproquement supposons que 1+ u soit inversible dans £ (E). Alors,
il existe V€L (E) tel que (1+ @)™ =1 + V. De 'égalité
(1+&) 1+ V) =1,
on tire
V=—aV—a.
Done, si 'on pose
p=—uV—u,
onaV=po.

Puisque &t 4 %.9+ ¢ =0, w = u + ¢ + ue appartient au noyau de
Papplication u — % et 'on vérifie que 14 ¢ — w est un inverse a droite
de 14+ w. On montre de méme que 1+ u admet un inverse a gauche.
La proposition est démontrée.

Appelons noyaux de Fredholm les éléments de E'Q).E et désignons
par Fred (E) 'algebre de Banach des noyaux de Fredholm a laquelle est
adjointe une unité 1. Soit ¢ I'application canonique de Fred (E) dans H (E)
(prop. 8). On a le résultat suivant :

Prorosrtion 14. — Soit w un noyau de Fredholm. Pour que 1 4 u soit
inversible dans Fred (E), il faut et suffit que 1+ $(u) soit inversible
dans H (E). '

Démonstration. — On connait la propriété ([6], prop. 3, p. 353) : Pour
que 1 + w soit inversible dans Fred (E) il faut et suffit que 1 4+ % soit
inversible dans £ (E). On obtient alors immédiatement le résultat a partir
de la proposition 13 et du diagramme commutatif :

Fred (E) —Ls 1 (E)
N
£ (A)

20 Le déterminant d’ordre 2 d’une application de rang fini. — Soit u un
élément de E'®,E. On sait qu'on peut identifier v a une application
de rang fini de E dans E. D’apres la remarque 2 (chap. 1, fin du para-
graphe 3), on peut écrire :

dety (1 + ) = dety (1 + u) exp (— tr(u)).
Prorosition 15. — Pour tout u de E'Q, E, on a la relation

|dets (1 + ) | Z exp <% lu |3>

Démonstration. — Posons u:Zx;.®xi, on peut factoriser u sous
i=1

la forme

uw: E—A>C"—B$E,
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avec, en désignant par (e;) la base canonique de G :
n
N \
A z—>A(2) :Zet(w, z;
i=1

B: e—>B(e)=ux.

Alors, det, (14 u) = det, (14 BA) = det, (1 + AB) (remarque 2, chap. I,
fin du paragraphe 3). On peut donc écrire

1+, &y > {a, &) ) e {apy 2y >
det (1 +u)=| ¥y 1+{a, by o (a2
s &), e S R

Utilisant P'inégalité de Hadamard, on obtient

[deu(t+w) =] | < v+ @)+ @ 2 )+ X [ x'k>12>.
i=1 k=1
Par ailleurs,

tr(u) = tr (BA) = tr (AB) :Z(wi, Z, >

i=1.

Donc,

n

| dety (1+ w) |é“ (exp ——( {ay ;) 4+ <:1:,-, rﬁ>))

i=1

x <x+<x,-, 2+ By + DIz x'k>|2> Zexp <Zl<xu A >

k=1

Or
N, @ P M () Y |2
i,k k

On déduit :
|dety (14 w) PZexp (|ul;,).

Le résultat est démontré.

CororLLAIRE. — Soit z€C. St lon pose

dety (1 — zuw) :2 oy (1) 27,

n=u

on a pour tout n>-1 :

n
(3
[ o0 (u) | £ -

" i " |r{-’lz'

n*
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Démonstration. — Puisque |det, (1 — zu) | éexp(él zU |§2> on a, pour
tout r > o :

o) | Zrresp ().
On obtient alors le résultat voulu en posant
r= n'17 R PR
Soit u€e E’'Q, E. Utilisant encore la factorisation de u sous la forme
w: EX¢c, B

On a le résultat suivant :

Lemme 1. — On a la formule

ry(uw) dety (1 — AB) +~ Bry, (AB) A

[voir la remarque 2, chap. I, fin du paragraphe 3 pour la définition de r. (u)].

Démonstration. — On a ict u = BA,
(1— BA) (dety (1 — AB) + Bry (AB) A) = (1 — BA) det. (1 — AB) + B det, (1 — AB) A.
Utilisant la relation det,(1 — AB) = det.(1 — BA), on obtient
(1 — BA) (dety (1 — AB) + Bry (AB) A) = det, (1 — BA).
On montre de méme que
dety (1 — AB) + Bry (AB) A) (1 — BA) = det, (1 — BA).
Donc, si 1 — u est inversible, on a

ro (u) = dets (1 — AB) + Br, (AB) A.

Alors, pour tous les z complexes tels que 1 — zu soit inversible, on a

ry (z) = det, (1 — sAB) + zBr, (zAB) A.

Les deux membres de cette égalité étant analytiques par rapport a z on
en déduit la formule voulue.

Munissant C” de sa structure naturelle d’espace de Hilbert on a le résultat
suivant :

LEmMMmE 2 :

|ra(AB) | Zexp( 3 (1 [ABIY) )

(| AB |, désigne la norme de Hilbert-Schmidt de AB).
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Démonstration. — Solent z = (hy, Aoy o ooy h) €t Y =iy Poay « vy Pon)
deux éléments de CG* de norme 1

|72 (AB) [sup | (72 (AB) 2, y) |-

A Taide des formules de Cramer classiques, on vérifie que si 1 — AB est
inversible :

o ,U-i ﬁ‘z e ﬁu
M 11— a2y . — L, XD

(rs(AB) @, y) = I:z exp (tr (AB)).
b —Layy 2,y .. 1—x, x),

On démontre alors de la méme maniére que précédemment que cette égalité
est vraie quelles que soient A et B. Utilisant I'inégalité de Hadamard,
on obtient alors

|r2 (AB) 2 H exp({ ay, &) >+, a7 )

i=1

x <Iw o1 — Cay g > — g 3 K x'k>|2>
éexp(l +2 | x’,(>|’>

Le résultat est obtenu.

Prorosition 16. — Soit ue E'Q, E. Alors :
| ro (1) | = exp ({ |2+ ulg, \/E)

Démonstration. — D’aprés le lemme 1 :

ry(w) =dety(1— AB) + Br, (AB) A.

D’apreés le lemme 2 et la proposition 15, on a alors
) ey | Zexp (s ) [BLIALI (AB) |

Soit (e;) la base canonique de G".

A est bien définie par une suite (z;),_,., d’éléments de E’ a I’aide de
la formule

x> A (x) :Z el x, ) >

i=1
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1A.|?:<2 | l>

Alors | A| < | A |.. De plus :
| |g,= inf| BI.| A,

Posons

la borne inférieure étant prise sur ’ensemble des représentations de u de
la forme BA. Par ailleurs, | AB|.=—| A |.|B|.
A partir de I'inégalité (1) on déduit alors, a 'aide du lemme 2 :

iy | Zesp (G luls )+ lulesp (04 Tu2) ),
s () | £ wlge) exp (i),

I . -
ey | zesp (Ll e

Le résultat est obtenu.

CoroLrLaIrRE. — Si lon pose
Ry (3) = ra (5uw) :z Ba,n (1) 27,
n—o
on a pour tout n >>1 :
exp <’9’ -+ \"/mz>
| Bo,n () | £ —————F| i
ne

Démonstration. — D’apres la proposition 16, pour tout r > o, on a
| Bo,n (1) | Z 77 exp (5— rlu ey ).

', on obtient le résultat désiré.

Posant r = n’| u|,
30 Théorie de Fredholm pour les noyaux de IHilbert-Schmidt. — 11 est
maintenant facile d’étendre la théorie de Fredholm aux noyaux de Hilbert-
Schmidt.
Proposition 17.— Définissons les applications u— 2, , (u) [resp. u— 0., (u)]
de B'®,.E dans C [resp. dans H(E)] suivantes :

s o (1) =1,

2o (1) = (—;);)ndet(F,,(o, tr(u?), ..., tr(un))) (n>1),

5‘3,"("’) =1,
I n o o
u F,(o, e (u?), ..., tr(u"))

Ba (1) = (= I')n det

n

lt”
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Alors on a les majorations

| atan (00) | = e |5, (n=m).

[ Bon(0) ™| £ ———F—— [l (nx=1).

De plus, les séries

®

Zag,,,(u) et Z(ﬁg,,,(u))”,

n=0

sont absolument convergentes et uniformément convergentes sur tout ensemble
borné de E'Q,E. Elles définissent des applications continues de E'Q,, F
dans G [resp. £(E)] notées u— det.(1 — u), u — ri(u).

Enfin, on a les majorations

| dets (1 — ) =Zexp (é | u [§2>,

o) e (£l ve )

Démonstration.— Il est clair que les applications u—a, ,(u) et u— (B, ,(u))”
sont continues de E’®), E dans G [resp. ©(E)]. Alors les majorations
indiquées pour a,,(u) et (B,,(u))” vérifices pour u€E'Q.E le sont
aussl pour u€ E'®,E par continuité [d’aprés le corollaire 2 de la propo-
sition 9, 'application u —tr (u*) est continue pour tout entier k supérieur
ou égal a 2]. Les séries indiquées sont donc absolument convergentes et

uniformément convergentes sur tout ensemble borné de E’®), E. Les appli-
cations u — det.(1 — u) et u — r.(u) sont alors continues et les inégalités
sur det.(1 — u) et r.(u) se vérifient par continuité.

Prorosition 18. — Soient u et ¢ deux éléments de E'X), E. Alors on a
Uégalité
dety (1 -+ u) (14 ¢) = dety (1 + u) dets (1 + ¢) exp (— tr (ur)).

Démonstration. — Soient u et ¢ deux éléments de E'®, E. On a

det, (1 + u) (14 ¢) =deto (1 + . + ¢ + up)
=det, (1 + u + ¢ + up) exp (— tr(u) — tr (v) — tr(ur)),
dety (1+ ) (1+¢) =dety (1 + w) dets (1 + ¢) exp (— tr (up)).

On obtient alors I’égalité voulue par prolongement par continuité.
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Tutorime 2. — Soit u€F' Q,E. Pour que 1 — u soit inversible
dans H(E) [ou pour que 1 — @ soit inversible dans £ (E)], il faut et suffit
que det.(1 — u) # o. On a alors la formule

~N 7'2(“)
(1—)™'= det,(1 — w)

Démonstration. — Soit u€E'®, . E. On a Pégalité

(r— ) ry(u) (1 — @) =dety (1 — )

(elle est vérifiée pour les u€E'®,E; on Pétend par continuité).
Supposons 1 — u inversible dans H(E). Alors

(1—u)y'=1—v ("EE'®{,’2E>.

Done (1 —u)(t —¢)=1 et Pon déduit de la proposition 18 que
det.(1 — u) = 0. On conclut alors que
) — _______r.l(u) .
(=) T dety (1—u)
Réciproquement si det.(1 — u) 2 0. On a immédiatement les résultats
voulus.

Tutorime 3. — Soit u€E'®,E. Désignons par (z) Uensemble des
valeurs propres non nulles de u comptées chacune avec son ordre de multi-
plicité géométrique. Alors la fonction entiére det.(1 — zu) a pour zéros

Pensemble des <,l> ; chaque zéro _L a pour ordre dans la fonction det,(1 — zu)

Pordre de multiplicité géométrique de la valeur propre z;. On a, de plus,

2 |5 P<<+ el dety (1 — zu) :[[ (1 — 25;) exp (55:),

Démonstration. — Soit u€ E'®, E. D’aprés le corollaire 3 de la propo-
sition 2, on peut écrire u = B¢ avec ¢€ E'®gzl" et Ber (I*, E).
Posons u, = ¢B. Alors u, peut étre identifié & une application de Hilbert-
Schmidt de I* dans I*. On a

tr (1?) = tr (B¢ By),
= tr (¢vBvB),
=1tr(u?)

I
\

car ¢Bo appartient a E'®.I?, d’aprés la proposition 9, corollaire 3).
On démontre de méme que pour tout entier k> 2, tr(u’) = tr(u}).
Alors, pour tout entier n positif ou nul o, ,(u) = %, ,(u;). On déduit que
det,(1— zu) = det,(1— zu,) pour tout z de G. Désignons par (z;) I’ensemble
des valeurs propres de % (ou de u,, d’aprés le lemme 2 du chapitre I),
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIT. — Fasc. 2. 19
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chacune étant comptées avec son ordre de multiplicité géométrique.
D’aprés la proposition 2 du chapitre I, on a

det, (1 — zu) :]_[(1 — 25;) exp (55).

Cororraire. — Soit u€ E'Q, E. Alors, pour tout entier n > 2,
L 4
tr (u”) :zz}l.
i
Démonstration. — En effet, on a

tr(u) =t (u?}) (n>092).
Or on sait que tr(u)) =2zf’, car u, est le produit de deux applications

il
nucléaires (votr [3], chap. I1, p. 15). Pour les applications, il est utile d’avoir
le résultat suivant :

Prorosttion 19. — Soit u€E' Q. E. Supposons qu’il existe k =
tel que ’
u :ET; R yi avec Zla’j <42 et My(y:) <+oo.
i=1 i

Soit (z;) Uensemble des valeurs propres de t comptées avec leur ordre de
multiplicité géométrique. Alors
lei << +2.

1

Démonstration. — Soit (e;) la base canonique de I°. Alors on peut poser

»
= By, avec ¢ =— E x; R e et Je £ (2 )
i=1
\

définie par e; > B(e;) = y:; u, = ¢B peut é&tre identifiée & une application

de Hilbert-Schmidt de I* dans I* telle que u, (e;) 228,;<yi, x, >. Désignant
par u, la transposée de u, on a /

i (e) = Xe; <y 710,
i
|l (e) | = Ma (32) | 2}
PNEHONELAIDNESS
Alors, d’apres ([1], p. 1116), u; est de puissance k""" sommable. Les valeurs
propres de u, sont donc de puissance k"™ sommables. Il en est de méme
de celles de u, et de u.
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DfrFiniTION. — Soit k& un nombre réel inférieur ou égal a 2. On désigne

par E'®, E Tespace vectoriel des éléments u de E'®, E tels que

1/:21'}@)/,», avec 2[1; <+ el M. (y;) <+=.
i=1 i
L’image canonique de E'®), E dans £(E) sera notée Li(E). On définit
de méme E'®Q,E et L:(E). On vérifie immédiatement que Li(E) est
un espace vectoriel et que si A appartient a £(E) et B a L;(E), AB et BA
sont des éléments de Li(E).

4. ExEMPLES ET APPLICATIONS. — La représentation des applications
de Hilbert-Schmidt par des séries permet aisément de montrer que certaines
applications usuelles sont des applications de Hilbert-Schmidt et de géné-
raliser certaines propriétés connues d’applications de Hilbert-Schmidt
d’espace de Hilbert. Nous allons en donner quelques exemples.

12 Soit T le tore & une dimension, E = L'(T), g€ L*(T). Alors 'appli-
cation linéaire continue A de E dans E définie par f— f* g est une
application de Hilbert-Schmidt & gauche. En effet, désignons par (z,),e,
les éléments de E’ définis par

S :ff(df) exp (— amwinz) dx
T

et posons { g, ¥, > = b,. Soit (¢,),ez I'ensemble des éléments de E définis
par x — exp (27 inz). Alors, on constate que

A= 2 bu, Q 9.

ne’

On vérifie que 2!1),13:'” *<+» et que M:(9,) <4 [puisque E

vérifie 'hypothése d’approximation on identifie E'®, E et L2(E)].

20 Soit T le tore a une dimension, F = C(T) I'espace de Banach des
fonctions continues sur T a valeurs complexes, g€L*(T). Alors, I'apph-
cation linéaire continue V de F dans F définie par V : [~ f%g est de
Hilbert-Schmidt a gauche. En effet, procédant comme dans 1°, on peut
écrire

\% :Zr%@ by, avec M, (2),) <+ et 2 [ 6,9, P<<+ .

ner n
30 Posons E,= L'(o, 1). Soit J, I'application linéaire continue de E,
dans E, définie par f— F, avec F(x) :ff(f) dt. Désignons par f,

Pélément de L'(o, 1) obtenu a partir de Papplication & —~ x. Désignons
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par (Pn).ez 'ensemble d’éléments de E, définis par x - exp (2 ninz) et
par (z,).ez les éléments de E| définis par

1
S, :f Sf(z) exp (— aminzx) dx.
Soit B I'application linéaire continue de E, dans E telle que

B(o) =5 (nZo0),
B (90) = fo-

Alors, on vérifie que

. 7 1 /
Ih=2,Q fo+ 2 7 Zn @ Pn— B.

ner
n=0

Donc &, est un élément de L,"*(E,) pour tout ¢ positif.

4° Posons E;= G (o, 1) et soit J, Papplication linéaire continue de E,
dans E, définie par [ F, F(z) = [ f()dz. Alors, on vérifie, comme
dans 3°, que J; est un élément de Lff"ns(E;,) pour tout ¢ positif.

Enfin, on sait ([1], p. 1116) que 'application J, de L*(o, 1) dans L*(o, 1)
définie par f—>F et F(x)= [7]"(15) dt est de puissance (14 )"
sommable.

Citons une application. Soit (z, y) > K (z, y) une fonction complexe
mesurable sur [o, 1] X |0, 1]. Nous dirons que K a la propriété (P) si elle
définit une application linéaire continue A de E = L'(o, 1) dans E a
I’aide de la formule

foAN =g g@ :f K (2, y) f(y) dy.

Supposons de plus que K soit absolument continue par rapport a y pour

chaque x et que 'application (z, y) — (7()—

v K(z, y) ait aussi la propriété (P).

Alors, on peut écrire

[ K (@, 2) () dy = [K (a, ) f NG (z[]:_ | f 1 ( ,—,‘9; K (2,7) f N0 dt) dy.

On constate que A appartient & L."*(E) pour tout ¢ > o. Donc les valeurs
propres de T sont de puissance 1+ ¢ sommables.
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