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SUR L’ITERATION
DES TRANSFORMATIONS RATIONNELLES
- DE I’ESPACE |
DE DEUX VARIABLES COMPLEXES

Par MM. T0§mo’_ NISHINO kr Tsengo YOSHIOKA.

1. InTroDUCTION. — Dans 'espace de deux variables complexes x et v,
considérons une transformation T définie par deux fonctions ration-
nelles ®(x, y) et W(z, y) :

(1) b e
Lor=W(x, ),

et ses itérées successives T2, T?,

2=, (@, y) = O ( Doy (2, ), Wi (2, 7)),
(T7) Yn=— Wz, y) =W (P (x,y), Wi(x,)))
(avec T =T, (D1_(I) ¥, =W).

Supposons toujours que le jacobien de la transformation T ne s’annule
pas identiquement. Dans nos présentes études, pour éviter la complexité
qui aura lieu & cause de la présence des points d’indétermination, nous
supposons d’ailleurs que les fonctions ratlonnelles ®(z, y) et W(x, y) sont
des polynomes en x et y. '

Il s’agit alors de connaitre 'allure des conséquents successifs (21, yi),
(@2, ya), (@3, Ys), ... d’'un point variable (z, y).

Au cas d’une variable, dans son Mémoire sur 'itération des fonctions
rationnelles ('), G. Julia a recherché I'allure des conséquents successifs,

(") G. JuLia, Mémoire sur Uitération des fonctions rationnelles (J. Liouville, t. 83, 1918,
Mémoire couronné par I’Académie des Sciences de Paris en 1918).
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avec un grand succeés, en portant son attention a I’ensemble des points
en lesquels la suite des itérées successives cesse d’étre normale ('). Pour
cette raison, nous nous dirigeons vers 1’étude de cet ensemble, que nous
appellerons ensemble de Julia de la transformation.

Dans le présent Mémoire, nous nous proposons d’observer quelques
circonstances qui peuvent surgir dans l'itération des transformations
rationnelles entiéres de deux variables, en donnant chaque fois un exemple
qui réalise la possibilité indiquée. Nos études seront faltes surtout sur
I'ensemble de Julia. - :

Tout d’abord, nous donnerons dans le n® 2 une définition de la normalité
d’une famille de transformations rationnelles entiéres. Remarquons que
la normalité dépend du choix des pomts a linfini, avec lesquels Pespace
fini est compactifié. Nous adoptons ici pour lespace compactifié 'espace
produit de la sphére de Riemann de la variable x et de celle de la variable y.
Lorsqu’on prend pour compactifié 'espace prolectlf complexe, admettant x
et y pour ses coordonnées inhomogénes, on aura uneé autre définition de
la normalité. La normalité étant définie, nous pouvons former I’ensemble
de Julia & d’une transformation rationnelle entiére T. Cet ensemble & est,
par définition, I’ensemble des points ou la suite des itérées successives | T"|
de T cesse d’étre normale. Dans notre sens, & est 'ensemble des points
auxquels au moins une des deux suites de polynomes {0, (z,y) et | W, (2, y) |
cesse d’étre normale dans le sens habituel.

Quant aux propriétés de I’ensemble de Julia & de la transformation T,
la premiére chose a savoir est 'invariance de & a la fois par T et par T ';
c’est-a-dire, tous les conséquents et tous les antécédents d’un point de &
appartiennent 4 &. Pour la démontrer, nous établirons dans le n® 3 un
lemme général, qui sera utilisé autrement deux fois plus tard. On observe
ensuite que & jouit d’une autre propriété fondamentale : & satisfait au
théoréme de continuité. Cette propriété-ci se déduira immédiatement
d’un théoréme général, dii aussi a G. Julia (*). Au cas d’une variable,
G. Julia a montré que I'ensemble de Julia possede la propriété d’homo-
généité (*). Mais, dans le cas de deux variables, & ne possede pas nécessai-
rement I’homogénéité, comme nous le verrons au n° 14.

La construction de I'ensemble de Julia était trés sunple dans le cas d’une
variable. D’aprés G. Julia ('), il suffit de former I’ensemble dérivé de celui
qui se compose de tous les points doubles répulsifs et de tous les groupes
circulaires répulsifs, & moins que la fonction rationnelle & itérer ne soit
linéaire. Dans le cas de deux variables, on verra, plus tard que, pour obtenir

(1) 11 s’agit des points irréguliers de la théorie des familles normales.
(?*) G. Juria, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables (Acla math.,
t. 47, 1926, p. 53).
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Iensemble de Julia, il n’est pas suffisant de former ’adhérence de I’ensemble
de tous les points doubles semi-répulsifs et de tous les groupes circulaires
semi-répulsifs, mais il est nécessaire de prendre certaines parties sur
certaines courbes analytiques invariantes. Nous pouvons, pour quelques
transformations particuliéres, construire ’ensemble de Julia a partir des
points doubles semi-répulsifs et des groupes circulaires semi-répulsifs et
par l'intermédiaire des courbes analytiques invariantes. Mais, pour une
transformation générale, nous n’avons pu y réussir.

Parmi les courbes analytiques invariantes, celles qui nous intéressent
beaucoup plus sont des courbes invariantes, dites de Poincaré, issues des
points doubles semi-répulsifs ou des groupes circulaires semi-répulsifs.
On peut s’assurer de I’existence des courbes invariantes de Poincaré en
vertu des fonctions transcendantes découvertes par H. Poincaré (*).

Selon les cas, une courbe invariante de Poincaré peut étre, soit algébrique,
soit transcendante. Lorsqu’elle est algébrique, son genre est, d’apres
E. Picard ('), o ou bien 1. Mais, sous "hypothése que les fonctions ®(x, y)
et W(z, y) sont des polynomes, le cas ou elle est une courbe elliptique
est exclu.

La restriction de la transformation T & une courbe analytique invariante C
donne naissance a une transformation = de C. Si la courbe C est une courbe
invariante de Poincaré et qu’elle est algébrique, donc rationnelle, on pourra
alors appliquer & < tous les résultats classiques, obtenus notamment
par G. Julia (') et par P. Fatou (°).

Un point de 'ensemble de Julia de = appartient a priort a 'ensemble
de Julia de T. Nous observerons dans le n® 16 que, si un point P, est un
point double semi-répulsif de T mais il est un point double attractif de =,
alors le domaine de convergence vers P, sur la courbe C fait partie de
I’ensemble de Julia de T. Or, dans ce domaine sur C la suite des itérées
successives de = est normale. C’est une raison pour laquelle la construction
de I’ensemble de Julia exige les courbes analytiques invariantes.

Finalement, nous étudierons les transformations du type particulier
survant :

=0 (z,y),

Y=Y, ‘
ou ®(z, y) est un polynome en x et y. Une telle transformation peut étre
considérée comme transformation rationnelle d’une variable  a un para-

(*) H. PoIiNCARE, Sur une classe nouvelle de (ranscendantes uniformes (J. Liouville,
t. 6, 1890, p. 313).

(*) Voir E. Prcarp, Legons sur quelques équalions fonclionnelles, Gauthier-Villars,
Paris, 1928.

(°’) P. Fartou, Sur les équations fonctionnelles (Bull. Soc. Math. France, t. 47, 1919,
p. 161; t. 48, 1920, p. 33 et 208).
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meétre y. A ce titre, elle mérite d’étre étudiée. Méme pour cette transfor-
mation tellement simple, I’étude de I'itération n’est pas si facile, quand la
transformation est non birationnelle. Quant & I’ensemble de Julia, nous
réduirons dans le n® 23 les possibilités. a trois. La premiére se réalise
toujours. Nous sommes moins heureux pour les deux .autres possibilités.
Jusqu’ici, nous n’avons pas réussi a les exclure ni & donner des exemples
qui les réalisent.

2. FAMILLE NORMALE DE TRAl\SFORMA‘TIONS ET ENSEMBLE DE JULIA. —
Dans I'espéce de deux variables complexes xety, considérons une famille %
de transformations rationnelles entiéres, dont chaque transformation S
est définie par un couple de polynomes (S,(z, y), S:(z, y)) en z et y.
Nous disons que la famtlle 5 est normale en un point P, & distance finie
s’1l existe un VOlsmage U de P, tel que, de toute suite infinie de transfor-
mations de %, on puisse extraire une suite partielle infinie

\ S, S, Se),

de maniere que, S étant définie par (S)" (m y), SY(x, y)), chacune des
deux suites de polynomes

S (e, y), Sy y), SV(x, ),

et
S(‘ZH(‘Z‘» )’), S(f)(xv '})7 S‘._ﬁ”(;v, )’)7

converge uniformément dans U ou bien vers une fonction holomorphe
dans U ou bien vers la constante infinie .

Cette définition étant faite, revenons a I'itération d’une transformatlon
rationnelle entiére T, définie par deux polynomes Oz, y) et W(z, y) en
deux variables complexes z ety :

xl—:q)(xa )/)')

T
(0 yi=W(x, ¥).

Supb(‘)'so‘ns toujours que la transformation T est non dégénérée, c’est-a-dire
que le jacobien
d0 IV 99 W

ne sannule pas 1dent1quement La transformatlon T pourra étre, soﬂ:
birationnelle, soit non birationnelle.

‘La n®™ itérée T de T (n=1, 2, 3, ...) est alors exprimée par

In: (I),,(JL', J’) = ((I)ILAI (1‘, )')7 'llr”" ( ((L‘, )’),
‘(T”) Yn=— lpn(‘t, }') = IF((I)”_, (*l"a L")7 ‘P‘u—l((xv )')7
} (avee T'=T, &, =0, W', =T).
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Les fonctions ®,(z, y) et W, (z, y) sont aussi des polynomes. Nous appel-
lerons le point (z,, y.) conséquent d’ordre n du point (z,y) et, inver-
sement, (v, y) antécédent d’ordre n de (x,, y,). En général, un point admet
plusieurs antécédents d’ordre n. D’ailleurs, il'peut arriver que les anté-
cédents d’ordre 1 d’un point forment une courbe analytique complexe.

Pour I’espace compactifié, nous prendrons toujours l’espace produit
de la sphére de Riemann de la variable x et de celle de la variable y. Mais,
dans la plus grande partie de ce Mémoire, pour les points dont I’allure des
conséquents est étudiée, nous n’envisagerons que des points a distance
finie. '

L’ensemble des points a distance finie ou la suite des itérées successives

de T :
T, T2 T?,

cesse d’étre normale s’appellera ensemble de Julia de T et sera désigné
par &. Cet ensemble & est, par définition, 'ensemble des points auxquels
au moins une des deux suites

(D1(.T,)’), ‘1)2(307)’), Qi’!(xv’y)? ety
Wi(z,y), Wiz, y), Wi(z,y),

cesse d’étre normale. Les points de & s’appelleront points de Julia de T.

Dans tout le cours du Mémoire, nous conserverons les notations et les
hypothéses que nous venons de poser.

3. PropriiTES FONDAMENTALES DE &. — L’ensemble de Julia & est
a priort un ensemble fermé dans I'espace fini de x et y. Il satisfait au théoréme
de continuité. En effet, d’aprés G. Julia (*), Pensemble des points auxquels
la suite {®,(z, y)} cesse d’étre normale satisfait au théoréme de conti-
nuité. Il en est de méme pour {W,(z, y)|. Toute réunion d’ensembles y
satisfaisant y satisfait aussi. Done, & y satisfait.

Tous les conséquents d’un point de Julia sont a priori des points de Julia.
Nous allons montrer I'inverse : Tous les antécédents d’un point de Julia
sont aussi des points de Julia. Pour ceci, établissons le lemme suivant,
qui sera utilisé encore plus tard.. :

Soient U un voisinage connexe de Porigine de deux variables z et y
et V un voisinage de I’origine de deux autres. variables z et w. Soient f(=, y)
et g(z, y) deux fonctions holomorphes dans U, telles que

(1) f(O’ 0) =0, g<0a 0) =0;
(i1) elles définissent une application holomorphe S de U dans V ;.

{ ==z ),

.
) | w=g(z,¥);
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(111) leur jacobien J(z, y) = g{ %— — gj’—r 3—’i ne s’annule pas 'identiquement.
Soit {A(z, w)} une famille de fonctions holomorphes dans V: Pour

chaque fonction A(z, w) de la famille, posons
Wi, y) = h(f(x, ), g2, )

Soit { H(z, y) | la famille des fonctions ‘holomorphes dans U ainsi obtentes.
Dans cette situation, st |H(x, y)| est une famzlle ‘normale  dans U,
alors { h(z, w)| est une famllle normale dans un voisinage, plus petit que V,
de Uorigine de (z, w).

En effet, remarquons d’abord que, lorsque le jacobien J(z, y) ne s’annule
pas a lorigine, le lemme est trivialement vrai. D’ailleurs, méme
st J(o, 0)=o0, le lemme est vrai, pourvu que l'origine de (z, y) soit un
point isolé de I'image réciproque par S de Porigine de (z, w). Car, on peut
alors regarder localement le voisinage U comme revétement analytique
sur V avec la projection S. Dans ce cas, S est une application ouverte a
lorigine; d’ou 1l s’ensuit immédiatement le lemme.

Il ne reste donc de le démontrer qu’au cas ou I'tmage réciproque o,
par S de lorigine de (z, w) est une courbe analytique sans point isolé.
Pour mettre en évidence le principe sur lequel reposera la démonstration
pour ce cas, donnons encore un lemme :

Conservons les notations du lemme précédent. Soit donnée une courbe
analytique C dans V, passant par l'origine de (z, w). Supposons que la
famille {A(z, w)| satisfait aux deux conditions suivantes :

(%) {h(z, w)} est une famille normale au voisinage de tout point de C,
différent de D'origine;

(3) les traces sur C des fonctions de la famllle forment une famille normale

sur C ().

Sous ces hypotheéses, |k (z, w)| est une famille normale au voisinage de
Porigine.

Commencons par réduire le premier lemme au deuxiéme. L’ensemble o
des zéros du jacobien J(z, y) contient la courbe g,. U étant supposé suffi-
samment petit, il existe une droite complexe C* dans U, passant par
Porigine, telle que C* ne rencontre 5 dans U qu’a lorigine. L’image C
de C* par S est alors une courbe analytique dans V, passant par I'origine
de (z, w), par rapport a laquelle les deux conditions () et (3) du deuxiéme

(°) Sans diminuer la généralité, nous pouvons supposer que C est I’ensemble. des zéros
d’une fonction holomorphe dans V; et que C est irréductible a 'origine. Dans la condi-

tion (), nous exigeons seulement la normalité de la famille correspondante sur la normalisée
de la courbe C,
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lemme sont remplies, d’aprés la remarque faite au début. Ceci achéve la
réduction.

Donnons ensuite la démonstration du deuxiéme lemme, dans le cas
favorable ou la courbe C est réguliére a I'origine. Dans ce cas, quitte a
changer les coordonnées locales, nous pouvons supposer que la courbe C
s’exprime par I’équation z= o. Nous pouvons trouver alors deux rayons
suffisamment petits r>o0 et ¢>o0, de. telle maniére que le poly-
cylindre A={|z|<r, |w|=¢| soit contenu dans V; et que, dans un
voisinage V,, connexe et contenu dans V, de 'ensemble {|z|Zr, |w|=7¢},
la famille {h(z, w)| soit normale.

De toute suite infinie de fonctions de la famille, nous pouvons extraire
une nouvelle suite infinie

(%) Ry (=, w), 4/1.2(:, W), Ma(s,w), ..

de maniére que (9) converge uniformément dans V, et que la suite corres-
pondante de traces sur C :

(8) Iey (0, w), Ju(o, w), hi(o, w),

converge uniformément sur C. Lorsque la suite (5) converge vers une
fonction holomorphe dans V,, alors le principe du maximum garantit la
convergence uniforme de la suite (£) dans le polycyclindre A. Au contraire,
lorsque (%) converge vers la constante infinie o uniformément dans V,,
la suite correspondante (5,) doit converger aussi vers . S’il en est ainsi,
toute fonction de (%), & partir d’un certain rang, ne prend jamais la valeur o
sur la réunion de ’ensemble { | z| <r, |w| =¢ | et du disque {z=o, |w|=Zp};
done, elle ne s’annule jamais dans A, d’aprés le théoréme de continuité.
Nous pouvons alors appliquer ledit principe a la suite

1 I I

(= w) (s, W)’ /t?,(:, w)’

Il en résulte que la famille {h(z, w)} est normale sur le voisinage A de
Porigine, dans le cas favorable.

Dans le cas général, en effectuant une transformation linéaire non
dégénérée des coordonnées convenable, nous pouvons supposer que la
courbe C s’exprime, pour un certain entier m>> o, par
§ ==t(2),

( W=,

(G)

ou {(t) est une fonction holomorphe au voisinage de 'origine dans le ¢-plan

et elle s’annule & origine. Considérons I'application S, de I'espace de deux
autres variables Z et W dans I’espace de (z, w), définie par

3) et

| w=Wm
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Considérons_ensuite la courbe C définie par

- s=1{(2),
(©) {W:t

et la famille {h(Z, W")| de fonctions holomorphes dans V=S~ (V).

Tout point de C, différent de Porigine, se transforme par S en un point
de C, diftérent de I'origine. Donc, la famille {h(Z, W™)| est normale en

tout point de C, différent de Porigine. La restriction de S est une appli-
cation holomorphe de C sur C. Donec, les traces sur C des fonctions

de {h(Z, W™)| forment une famille normale sur C. La famille { h(Z, W™}

satisfait ainsi aux conditions (%) et () par rapport a la courbe C, qui est
maintenant réguliére a Porigine. Cette famille-ci est normale au voisinage
de Porigine de (Z, W), d’aprés ce que nous avons montré dans le cas favo-
rable. L’application S étant ouverte, la famille initiale { k (z, w)} est normale
dans un voisinage de Porigine de (z, w).

Nous avons ainsi achevé la démonstration du deuxiéme lemme, donc
celle du premier.

Revenons a I'invariance de I’ensemble de Julia. Soient P, un point
et P, = T(P,) son conséquent d’ordre 1. En partant du cas trivial : n=1,
nous aurons, par récurrence sur 'ordre n,

(I)n—H (~T7 )) :d’(d),,(.T, ))7 qfu(x, )’)) o= (Dn(d)('rv )’), IF(Tv )’))

Ceci montre qu’a la famille {®,(z, y)! au point P, correspond la
famille {®,.,(x, y)} au point P,, au titre de la correspondance du lemme
précédent; il résulte de 1a que, si la famille {®,(x, y)}| cesse d’étre normale
en P, elle ne peut étre normale en P,. Il en est de méme pour {¥,(z, y)}.
Par récurrence sur Pordre n, nous voyons que tous les antécédents d’un
point de Julia sont aussi des points de Julia.

4. PoINTS DOUBLES ET GROUPES CIRCULAIRES. — Tout point a distance
finie, laissé invariant par la transformation T, s’appelle point double de T.
Tout point double appartient & 'intersection de deux courbes algébriques,
respectivement définies par

x—®(x,y) =0
et par

y—W(x,y) =o;
et, réciproquement, tout point a distance finie, appartenant a l'inter-
section, est un point double. Si ces deux courbes n’ont aucune composante

commune, il n’y a qu’un nombre fini de points doubles. Au contraire, il
y en a une infinité.
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Soit P, un point double de T. Nous appelons multiplicateurs de T au
point double P, les deux valeurs propres de la matrice jacobienne

RN

M, — dxz  dy

T\ ow 0w
d.I‘ d—y P,

de T en P,. Ce sont les deux racines de I’équation caractéristique de M,, :
22— (trMp,) 4 + (detMp,) = o.

On voit aussitdét que les multiplicateurs de T au point double P, ne
changent pas quand on applique une transformation analytique biréguliére
des coordonnées locales au voisinage de P,. En effectuant une transfor-
mation linéaire réguliére des coordonnées convenable, on pourra ramener P,
a Porigine et exprimer T sous I'une des trois formes suivantes :

() 5w1:ax—|—(l)’(x ¥),
( 1—b.)+q)’(x 1’),

(2) (:c1.__na'—1—fl)’(f ¥),

L=y + W' (2, )5

f

{

(3) xy—=ax+cy+®(x,y),
»n= ay +W'(x, ¥),

ou a et b sont les multiplicateurs de T en Py[a % b dans (1); a = b dans (2)

et dans (3)] et ®'(z, y) et W’ (z, y) sont des polynomes s’annulant a I’origine

avec 'ordre > 2. Remarquons que, dans la troisieme forme (3), on peut

choisir tout arbitrairement le nombre complexe ¢, d’autant qu’il ne soit

pas nul.

Lorsqu’un point P, a distance finie est un point double de la '™ itérée T"
de T et qu’il n’est pas point double de T™ quel que soit I’entier positif m
inférieur & n, nous appelons P, point double d’ordre n de T. Dans un tel
cas, les conséquents de P, :

P,—=T(P,), P,=T(P,), .... P, ,=T(P, )

sont aussi des points doubles d’ordre n de T et les n points Py, Py, ..., P,
sont distincts 'un de I'autre. Nous disons alors que les n points P,,
Pi, ..., Puy forment un groupe circulaire d’ordre n. Nous appelons multi-
plicateurs de T en ce groupe les multiplicateurs de la n*™ itérée T" de T
a l'un des points doubles P,, Py, ..., P, de T". Pour justifier la défi-
nition, remarquons que 'équation caractéristique pour T" est la méme
en tous ces points. En effet, la matrice jacobienne de T” en P,
(t=o0,1, ..., n—1) est

Npiz Mpi_‘ e Mpo Mp o Mp Mp..

n—1 i+1

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXII. — Fasc. 4. 42
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Or, les matrices Ny, Np,. .., Ny _, ont la méme trace et le méme déter-

1

minant. Leurs équations caractéristiques se coincident 1’'une avec I'autre.

5. PoINTS DOUBLES ATTRACTIFS ET GROUPES CIRCULAIRES ATTRACTIFS. —
Envisageons un point double P,= (2,,y,) de la transformation T, ou
les multiplicateurs a et b de T sont tous les deux plus petits que P'unité
en module :

zy=® (70, ¥,) et Yo=W(z,, y0);
< et [b]<r1.

Nous appelons un tel point P, point double attractif de T. En effectuant
une transformation linéaire des coordonnées convenable, on rameéne P,
a Porigine et 'on écrit T sous 'une des trois formes (1), (2) et (3), précé-
demment indiquées. D’ailleurs, on suppose que le coefficient ¢ dans (3)
est choisi suffisamment petit pour qu’on ait

ja|+]c|<<t.

Nous allons montrer que les conséquents successifs de tout point assez
voisin de P, tendent vers P,, d’une facon uniforme. En effet, on peut trouver
deux nombres réels positifs M assez grand et r assez petit, tels que, pour
tout ¢(o<<g=r), on ait

| @ (z, y)| <L oM,

| W' (o, ) | < oM,
si|xz|<p et |y|=p. En reprenant r plus petit au besoin, on peut supposer
qu’il existe un nombre réel positif A plus petit que unité, tel qu’on ait

| L] ]+ rM =0 <1

et

[o]+rMZ2 <u,
ou lon convient de poser ¢=o0 dans les cas (1) et (2). Si |z|=Zp=r
et [y|<p=r, on a

| @ (2, ) [Z(Ja|+le]+pM)p=1ip,

et, de méme,

| W (z, y) | < %o
Soit A, le polycyclindre de rayon g, ayant son centre a I’origine

(4,) lx|=p, |lyl<e.

Alors, nous voyons que la transformation T envoie A, dans la partie 4,
complétement intérieure a A, pour tout p(o <<g=r). D’ou, chacune
des suites {®,(z, y)| et {W,(z, y)} converge uniformément dans A, vers
la constante nulle. Le voisinage A, ne contient aucun point de Julia.
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Considérons ensuite un groupe circulaire Py, Py, ..., P,_, d’ordre nde T,
auquel les multiplicateurs sont plus' petits que I'unité en module. Nous
appelons un tel groupe groupe circulaire attractif de T. Le méme raison-
nement que nous venons de faire pour T s’applique; sans étre modifié,
a la n™ itérée T" en un groupe circulaire attractif d’ordre n. On pourra
trouver un voisinage A; de chaque point P; du groupe (it =o0, 1, ..., n—1),
de maniére que T" applique A; dans une partie complétement intérieure
a A, et que la suite de transformations

Ty, T,

converge umformement dans A vers la transformatlon constante TV
telle que T (A;) = Py, ol 7, j et k sont des entiers tels que

oZiZn —1, oL j~n—1u, oZLhZn—u, (+/=k (modn).

6. DOMAINE DE CONVERGENCE VERS UN POINT DOUBLE ATTRACTIF OU
VERS UN GROUPE CIRCULAIRE ATTRACTIF. — A chaque point ‘double
attractif P, de T correspond un domaine @ (P,), non nécessairement
connexe, formé de tous les points dont les conséquents successifs convergent
vers le point P,. Avec G. Julia, nous appelons ® (P,) domaine de conyer-
gence total vers le point double‘attbractif P,.

Pour voir ce domaine d’une fagon plus nette considérons I’ensemble
ouvert Q formé des points auxquels la suite | T" | est normale. Cet ensemble Q
est le complémentaire de Iensemble de Juha & dans Pespace fini. Consi-
dérons ensuite les composantes connexes de Q. On a vu que la suite {T"|
est normale au voisinage de P,. Done, P, appartient a 'une de ces compo-
santes connexes, soit ®,= @,(P,). Dans le domaine ®,, la suite |T"}
converge vers la transformation constante, envoyant @, en P,, d’une facon
uniforme a l'intérieur complet de ®,. Avec G. Julia, nous appelons @,
domaine de convergence immédiat vers le point double attractif P,. Si un
point P admet un de ses conséquents contenu dans ®,, soit P'=T"(P),
alors les conséquents successifs de P’, donc ceux de P, convergent vers P,
avec ceux de tout point assez voisin de P, d’une fagon uniforme. Il enrésulte
que la suite {T"| est normale au voisinage de P; que la composante
connexe de , contenant P, prend part au domaine @ (P,); et, inver-
sement, que M (P,) est contenu dans le domaine Q.

Observons le domaine de convergence total @ (P,), de TI'autre coté.
Comme nous 'avons vu dans le n® 3, les conséquents successifs et les
antécédents successifs de tout point de Julia sont aussi des points de
Julia. La frontiére du domaine de convergence immédiat @, vers P, se
compose des points de Julia. Prenons une des composantes connexes

de T~ (®,), soit @'. @' ne contient aucun point de Julia. Donc, il est

contenu dans une des composantes connexes de Q, soit @,. Nous allons
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voir que ' coincide avec @,. En effet, si @' possédait un point frontiére P,
intérieur a @, 'image par T d’un petit voisinage connexe de P ne contien-
drait aucun point de Julia. Cette image serait contenue dans ®,, puisqu’elle
est connexe et qu'elle a un point commun avec ®@,. Alors, ce voisinage de P,
suffisamment petit, serait contenu dans ®’. Cest absurde.

Le domaine @, coincide ou bien avec le domaine de convergence
immédiat ®,, ou bien avec une des composantes connexes de €, autre
que ®,. Dans le dernier cas, nous appelons @, antécédent d’ordre 1 de @,.
En tenant compte du domaine de Riemann de la transformation
inverse T7') lequel n’étant pas malheureusement un revétement analy-
tique dans le sens habituel, nous obtenons seulement un nombre fini
d’antécédents d’ordre 1 de @,. Remarquons qu’il peut se faire que @,
n’admette aucun antécédent d’ordre 1, c’est-a-dire que I'image réci-
proque T (®,) coincide exactement avec (D,.

Supposons que @, admette au moins un antécédent @, d’ordre 1.
Pour la méme raison, chaque composante connexe de T '(®,) est une
composante connexe de Q. Nous I'appelons antécédent d’ordre 2 de @,.
Tout antécédent d’ordre 2 est aussi distinct de @, que de tous les anté-
cédents d’ordre 1 de ®,. A partir de chaque antécédent d’ordre 1 de @,
on aura ainsi effectivement un nombre fini d’antécédents d’ordre 2 de @,.
Et, puis, a partir de chaque antécédent d’ordre 2 de (@,, on obtiendra
un nombre fini d’antécédents d’ordre 3 de @,, qui different de @,, de tous
les antécédents d’ordre 1 et de tous les antécédents d’ordre 2; et ainsi de
suite. S’1l existe au moins un antécédent d’ordre 1 de @,, ce procédé
continuera indéfiniment.

Nous avons ainsi vu que le domaine de convergence immédiat @, (P,)
vers un point double attractif P, est la composante connexe, contenant P,,
du domaine de normalité Q de la suite { T”{; le domaine de convergence
total @ (P,) vers P, ou bien coincide avec le domaine de convergence
immédiat @, (P,) ou bien se compose de @, (P,) et de tous les antécédents
de ®,(P,), dont le nombre est I'infini dénombrable et dont chacun est.
une des composantes: connexes de €2; le domaine de convergence
total @ (P,) se caractérise ou bien comme ensemble des points dont les
conséquents successifs admettent P, pour point d’accumulation, ou bien
comme ensemble des points .qui admettent un voisinage, dont les consé-
quents successifs de tout point convergent uniformément vers P,; la
suite {T"} converge dans ®@(P,) vers la transformation constante,
envoyant @ (P,) en P,, d’une facon uniforme a I'intérieur complet de @ (P,).

Ces énoncés sont absolument les mémes qu’au cas d’une variable (').

Dans les exemples donnés par G. Julia ('), on peut trouver. les possibilités
que nous venons d’indiquer. ’
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‘Aux groupes circulaires attractifs nous pouvons appliquer le méme
raisonnement. Soit ¢ = (P,, Py, ..., P,_1) un groupe circulaire attractif
d’ordre n de T. L’ensemble D (g) des points, dont les conséquents successifs
admettent pour point d’accumulation au moins un des n points P,,
Py, ..., P,_, du groupe, s’appelle domaine de convergence total vers le
groupe circulaire attractif g. On verra facilement que &(g) est la réunion
des domaines de convergence totaux, disjoints I'un de lautre, de
la n'*™ itérée T" vers les points doubles attractifs P,, Py, ..., P,, de T".
Il n’y a aucun point de Julia de T dans le domaine @(g). Done, @ (g)
est une certaine réunion, finie ou infinie, de composantes connexes de €.

7. POINTS DOUBLES NON ATTRACTIFS ET GROUPES CIRCULAIRES NON
attrAcTIFS. — Considérons un point double P, de T, tel qu’au moins un
des multiplicateurs de T en P, soit plus grand que I'unité en module.
Nous appelons un tel point point double semi-répulsif de T. Soient @ et b
les multiplicateurs de T en P,, avec |a|>1. Aprés une transformation
linéaire non dégénérée des coordonnées convenable, ramenons P, a I'origine
et exprimons T sous 'une des trois formes (1), (2) et (3), indiquées dans
le n° 4. En correspondant a ces formes, la n*" itérée T" s’exprime respec-
tivement sous les formes suivantes : ‘ ‘

(D

{ Tp=a"x 4+ ...,
Yu=bry ...}

(2)n

ZX,—a"x 4. ...
Yn=a"y +...1

x,=atx + nea" 'y 4. ..,

Y= ary —+...,

ou les termes non écrits s’annulent a lorigine avec lordre “o.
La dérivée (ddj"
augmente indéfiniment. En tenant compte de ce que Dorigine est un
point double, on voit que l'origine est un point de Julia de T. Pour la
méme raison, chaque point d’un groupe circulaire de T, ou au moins un

des multiplicateurs est plus grand que P'unité en module est un point
de Julia. Un tel groupe s’appelle groupe circulaire semi-répulsif de T.

> est égale a a”, qui tend vers I'infini « quand n
(0, 0)

Supposons ensuite que les multiplicateurs a et b de T en un point
double P, sont tous les deux plus grands que 'unité en module : |a|>1
et |b|>1. Nous appelons un tel point P, point ‘double répulsif de T.
On considére comme d’habitude la transformation inverse T—', localement
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au voisinage de P,. T~' s’exprime sous 'une des trois formes suivantes,
qui correspondent respectivement aux formes (1), (2) et (3) du n® 4 :

I ;
L= XA,

73
(1)
1
)—l—-z)"‘*-- B
X == —ax -+ R
«
(2)=1
: I L
Y= 0 ’
1 c -
X == d— — Y 4.
(3), T uf-')
) 1
«”

ou P, est supposé situé a I'origine et les termes non écrits sont des fone-
tions holomorphes au voisinage de l'origine, s’annulant a Porigine avec
Pordre >~ 2. Les itérées successives de T~ convergent vers la transfor-
mation constante a P,, uniformément dans un voisinage de P,. Cela
signifie qu’il existe un voisinage A de DPorigine P, tel que le consé-
quent T(A) de A contienne A dans son intérieur complet. Les conséquents
successifs T (4), T*(4), T*(A), ... s’agrandiront de plus en plus. A ce
moment-1a se pose un probleme. Quel terrain finit-il par étre recouvert
des conséquents successifs de A ? Nous nous arréterons sur ce probléeme
plus tard dans le n® 13. Sur un groupe circulaire répulsif, on pourra dire la
méme “chose.

Dans le cas ou 'un des multiplicateurs de T en un point double P,
est égal a 'unité en module et 'autre ne dépasse pas 'unité en module,
le point double P, peut étre, soit un point de Julia, soit un point dont
au voisinage, la suite {T"| est normale. Par exemple, pour la transfor-
mation .

£y = A,
{ Yi=0%

en vertu de ce que G. Julia a observé sur 'exemple z, = z -+ z*('), on verra
que Iorigine, ou les multiplicateurs de T sont 1 et o, est un point de Julia.
Mais, pour la transformation
‘ J/1: X,
{ Yi=r%
ses itérées successives convergent uniformément vers la transforma-

tion x, =z, y,= o dans un voisinage de lorigine, ou les multiplicateurs
sont aussi 1 et o.
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8. COURBES ANALYTIQUES INVARIANTES. — Une courbe analytique C
dans Pespace est dite invariante par la transformation T, si le conséquent
de tout point de C appartient aussi & C. Nous entendons par une courbe
analytique une partie de I’espace, laquelle est I'image d’un nombre fini
de variétés analytiques complexes connexes a une dimension par une
application holomorphe non dégénérée (nirgends entartet). D’une fagon
rigoureuse, il faudrait la définir avec ces variétés de parameétre et cette
application holomorphe. Mais, nous ne rencontrerons aucune confusion
dans ce qui suit. Nous la considérerons comme ensemble dans Pespace.

Parmi les courbes analytiques invariantes par T, celles qui joueront
un réle dans nos études sont les courbes de points doubles d’ordre quel-
conque et les courbes invariantes, issues des points doubles semi-répulsifs
ou des groupes circulaires semi-répulsifs, définies par les fonctions trans-
cendantes de Poincaré. Les derniéres seront précisées dans les numeéros
suivants. '

La courbe C de points doubles d’ordre 1 de T se présente éventuel-
lement comme réunion des composantes irréductibles communes de deux
courbes algébriques, respectivement définies par z—®(z,y)=o0 et
par y— W (z, y) = o. Si elle existe, elle est donnée par

F(x, y)y=o,

ou F(x, y) est le facteur commun de z—®(z, y) et y— ¥ (2, y). Les fonc-
tions de définition de T peuvent se mettre sous les formes

o { D(x,y)=a+ F(x, y)® (x, ),

! W(r, y)=y+F(z, )W (z, y),

ou ®* (z, y) et ¥'* (x, y) sont des polynomes relativement premiers.
Pour la simplicité, supposons que la courbe C passe par Iorigine :
F (0, o) = o. Ecrivons
Ve, yy—maw+3y—+..., ‘
(3) ' D (2, y) =A ...
W, ) =B 4.,

ou %, 3, A et B sont des constantes et les termes non écrits sont des poly-
nomes s’annulant a l'origine avec des ordres supérieurs. A laide de (5),
nous obtenons I’équation caractéristique a lorigine :

)ﬁé(2—4—1A+,3B))\.+(1+aA+{31$)
= (2 —1)(,h— (1 +2A+3B))=o0

Nous avons ainsi vu que 'un des multiplicateurs de T est égal a I'unité,
en tout point de la courbe de points doubles d’ordre 1. Mais, Pautre multi-
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plicateur peut prendre toute valeur complexe; par exemple, on.le voit
chez la transformation

{. €T, = x,
yi=by+¥(y),

ou b est une constante arbitrairement choisie et U”(y) est un polynome
en y, n’ayant que des termes de degré “~o. En effet, sur 'axe {y =0/,
qui prend part a la courbe de points doubles, les multiplicateurs sont
toujours 1 et b.. ‘ o

Si 'autre multiplicateur b en un point P, de C est différent’ de P'unité,
alors la courbe C est réguliére en P,. En effet, aprés une transformation
linéaire non dégénérée des coordonnées convenable, ramenons P, a I’origine
et écrivons les formules (1) et (4) en méme temps :

{ D (i, y) = a4 P, y) @, y) = 4+ (2, y),
W (i, y) = 0+ F (o, )W, ) = by 4+ W' (2, ).

En comparant les termes de degré 1 a I'aide de (5), on aura

; z+A(ax+By)=uwx,
y+B(ax+By)y=20by (b#1);

A=o, B+ o, 2 =0, SZT;ZO

Puisque Qb(()o—);()):gyéo, la courbe C de points doubles est réguliere
a Porigine P,. Son tangent en P, est le plan {y=o0/{.

Mais, si les multiplicateurs de T en un point de la courbe de points
doubles sont tous les deux égaux a 'unité, on ne peut savoir rien de plus,
au voisinage de ce point.

De méme, on peut parler de la courbe de points doubles d’ordre n de T.
Elle existe éventuellement comme réunion des composantes irréductibles
communes de deux courbes algébriques, respectivement définies par
x—®,(z,y) =0 et par y—W,(x, y) =0, ou les composantes qui font
partie des courbes de points doubles d’ordres inférieurs & n sont exclues.
Nous ne répétons pas ici les détails.

9. FoncrioNs TRANSCENDANTES DE Poincari. — Rappelons ici les
fonctions transcendantes, découvertes par H. Poincaré (7). Soit T une
transformation rationnelle non dégénérée :
xr=®(x,y),

T
) yi= W, ).

(") Dans son Mémoire cité en (¥), H. Poincaré a traité les cas généraux, ol le nombre
des variables est quelconque.
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Supposons que les fonctions rationnelles ®(z,y) et W(z,y) sont holo-
morphes en un point P,= (2, y,) et que P, est un point double semi-
répulsif de T. Soient a et b les multiplicateurs de T en P,, avec |a|>1.

H. Poincaré a montré que, si a"5<b pour tout n=2, 3, ..., on peut
trouver un couple de fonctions d’une variable complexe ¢ :
{ z=:(1),
Yy =n(t),

uniformes et méromorphes dans tout le ¢-plan, de maniére qu’on ait
g(at) =@ (g(8), (1)),

n(at) =W (E(2), n(8));

: (£(0); n(0)) = (20, y0),

(6) {

(7) d;(0) dn(o)

dt T dt >¢(°’O)'

Nous appellerons les fonctions £(f) et v (¢) fonctions de Poincaré.

Bornons-nous désormais au cas ou ®(z, y) et W(z, y) sont des polynomes.
H. Poincaré a indiqué, de plus, que, dans ce cas, les fonctions £(t) et v(t)
sont des fonctions entiéres.

Le couple (£(t), 7(t)) définit une application holomorphe ¢ du ¢-plan
dans l'espace de (z,y) donc une courbe analytique C dans lespace.
Les conditions (6) signifient que le conséquent du point (£(t), (t))
est (E(at), v(at)). Ceci montre que la courbe C est invariante par T.
Les conditions (7) montrent que C est issue de P, et réguliere a
Porigine t = o0. Nous appellerons C courbe invariante de Poincaré, issue
du point double semi-répulsif P, et associée au multiplicateur a.

Dans le reste de ce numéro, avant de traiter I'itération, nous rappelons
encore les résultats de H. Poincaré, concernant l'unicité des fonctions
de Poincaré (*).

Si (E(t), n(t)) est un couple de fonctions de Poincaré et qu'on pose,
pour une constante non nulle k,

| E(1) =E(ke),
%i(t) =m(kt),

alors le couple (E(t), 7(f)) vérifie aussi les conditions (6) et (7). Mais,
ce couple-ci ne différe pas essentiellement de ce couple-la. Ils définissent
la méme courbe invariante. Donc, nous les disons équivalents.

Dans le cas, ou as£b, |a|>1 et |a|>]|b|, on voit que les condi-
tions : a"># b (n=2, 3, ...) sont remplies. Alors, le couple de fonctions

(®) Voir aussi, S. LATTES, Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe
ou une surface invariante par une transformation (Ann. di Mat., t. 13, 1907, p. 1).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIL — Fasc. 4. 43
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de Poincaré, associé au multiplicateur a, est uniquement déterminé a
I'équivalence pres.

Dans le cas, ou a3%b, |a|>1 et |b|>]al, il faut exiger les condi-
tions : @' b (n=2, 3, ...). Si ces conditions sont remplies, I’existence
et 'unicité sont assurées, a I’équivalence preés. Mais, pour I'autre multi-
plicateur b(|b|>1), les conditions : b"><a (n=12, 3, ...) étant trivia-
lement remplies, on aura un autre couple de fonctions de Poincaré, mais
un seul autre & I'équivalence preés. De plus, on aura, sous ces conditions,
les fonctions transcendantes de Picard, dont nous parlerons plus tard
dans le n° 13.

Dans le cas, ou a = b, avec |a|>1 et que la matrice jacobienne de T
au point P, est diagonalisable, on voit que les conditions : a"s=b
(n=12, 3, ...) sont aussi triviales. Mais, 'unicité est perdue. En réalité,
pour chaque droite complexe L passant par P,, on peut trouver un couple
de fonctions de Poincaré, mais un seul a I'équivalence prés, tel que la
courbe C définie par ce couple admette la droite L pour son tangent en P,.
On obtient donc une infinité de couples de fonctions de Poincaré. Signalons
que ce cas correspond a la forme (2) du n° 4.

Dans le cas, ol a=1"> avec |a|>1 et que la matrice jacobienne de T
‘en P, n’est pas diagonalisable, on s’assure de I’existence et de l'unicité
a I’équivalence prés. Ce cas correspond a la forme (3).

10. CourBEs INVARIANTES DE Poincart. — Envisageons une courbe
invariante de Poincaré C, issue d’un point double semi-répulsif P, et
associée & un multiplicateur a(|a|>1) de T en P,. La courbe C se repré-
sente par 'application holomorphe o, du t-plan dans I'espace de (z, y),
définie par les fonctions de Poincaré £(t) et v(¢). Considérons la restric-
tion <= de T a la courbe invariante C et, de ’autre coté, la transformation <,
du ¢-plan, définie par

(To) Li—al.

En vertu de (6) du numéro précédent, =, correspond a 7 par linter-
médiaire de o : ’

a(7o(8)) =7(a(¢))-

Par rapport a l'itération de =,, les conséquents successifs &, &, &;, .
d’un point quelconque ¢ autre que 'origine s’éloignent de I'origine indéfi-
niment. Comme 7, est biunivoque, tout point du t-plan posséde un seul
antécédent d’ordre 1. Les antécédents successifs ¢ 4, ¢ o, ¢ 5, ... d’un point ¢
s’approchent de I’origine indéfiniment.

Bien que la transformation 7, du ¢-plan soit biunivoque, la transfor-
mation < de la courbe C n’est pas nécessairement biunivoque. = est biuni-
voque si et seulement si o est biunivoque. En effet, si un point a(¢,) de la
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courbe C admet au moins deux antécédents distincts d’ordre 1 dans C,
solent a(t) et a(¢'), alors a(at) = a(at’). ¢ et ¢’ sont distincts, donc at et at’
sont distincts. ¢ n’est pas biunivoque. Inversement, supposons que deux
points distincts ¢ et ¢’ du ¢-plan ont la méme image 5(t) =a(t'). Leurs

L ¢ v - D
antécédents — et — d’ordre n s’approchent de I'origine aussi voisins
, ‘ . . - .
qu’'on veut, mais ils restent encore distincts quel que soit I'ordre n. Grice
a la régularité de la courbe C au voisinage de P'origine ¢ = o, 5 est biuni-

.. . . 4 t
voque au voisinage de l'origine. On peut donc supposer G<E>#G<Zz>
pour 'ordre n assez élevé. Or, leurs conséquents o (t) et o(¢') d’ordre n
se coincident. On aura, pour un certain ordre m,

4 v tN\ t
G am+1 #O’ an+1 ’ 4 am =0 am :

Ceci montre que la transformation = de C n’est pas biunivoque,

Le cas ou la transformation 7 est biunivoque se réalise dans I’exemple
suivant bien simple. Considérons la transformation T définie par

{ Xy = ‘1;‘2,

Yi—=2y.

Le point P,= (1, 0) est un point double semi-répulsif, ot les multipli-
cateurs de T sont 2 et 2. La courbe C, définie par

{x:e’,
y:l,

est une courbe invariante de Poincaré, issue de P, et associée au multi-
plicateur 2. En effet, on a e*= (¢')* et 2t = at. L’application ¢ du t-plan
dans Pespace de (z, y) est manifestement biunivoque. Donc, d’aprés ce
que nous venons de montrer, la transformation = de C est biunivoque.
Le cas ou la transformation & n’est pas biunivoque se réalise dans
I’exemple suivant trés intéressant. La transformation T, définie par

xry—3x— fa?,

yi=y—byx*

posséde la droite {# =o0}| pour sa courbe de points doubles d’ordre 1.
Ses multiplicateurs sont 3 et 1 en tout point (o, 3) de la droite. La courbe
invariante de Poincaré Cg, issue du point (o, ) et associée au multi-
plicateur 3, est unique a I'équivalence prés et sera donnée par

& =sint,

y=pBcost,
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En effet, les conditions (6) et (7) du numéro précédent seront vérifiées
facilement, en vertu des formules bien connues

sin 3 ¢ = 3 sin £ — {4 sin®¢,
Bcos3t =P cost— 43 costsin2¢.

Comme Papplication du ¢-plan dans I’espace de (z, y) est périodique, elle
n’est pas biunivoque. Donc la transformation 7g, restriction de T a Cg,
n’est pas biunivoque.

11. CoURBES INVARIANTES TRANSCENDANTES. — Dans le premier
exemple du numéro précédent, on verra que la courbe invariante de
Poincaré

x —=é€t,

y=t

est transcendante. En effet, il est facile & voir que cette courbe posséde
ses singularités essentielles en tous les points de la-courbe a I'infini {z = }.
En général, si une courbe analytique est définie par une fonction entiére
transcendante £(¢) et une fonction entiére rationnelle non constante v(t),
la courbe est nécessairement transcendante.

S’il en est ainsi et, de plus, que les fonctions £(¢) et 7(t) définissent
une courbe invariante de Poincaré, issue d’un point double semi-
répulsif (x,, yo) et associée 4 un multiplicateur a(|a|>1), alors le poly-
nome W (z, y) est un polynome W(y) en y, indépendant de la variable z,
et les polynomes W (y) et v(t) se réduisent a des fonctions linéaires entiéres
non constantes; d’une fagon plus précise, on a

Y(z,y)=(1—a)y,+ ay
et
‘/)([) =Yoo+ Bta
ou $ est une constante non nulle.

En effet, on aura les équations simultanées

{ E(at) = ® (5(t), n(t)),
n(at) =W (E(t), n(?)).

En écrivant
W(z, y)=Bo(y)+Bi(y)x +...+ B, (y) &,

ou les coefficients B, (y) sont des polynomes en y et B;(y) n’est pas identi-
quement nul, nous voyons que, si [ était au moins égal & 'unité, la fonc-
tion £(t) vérifierait I’équation algébrique non triviale

n(at) =Bo(n(8)) +Ba(n(¢))E() +...+Bi(n(2)) (£(0));
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parce que les coefficients sont des polynomes en ¢ et, v(f) étant un poly-
nome non constant, B;(v(t)) n’est pas identiquement nul. La fonction
entiére &(t) se réduirait alors & un polynome, ce qui est contre ’hypothese.

Donc, ¥ (z, y) ne dépend pas de la variable z et peut s’écrire ¥ (z, y) = W (y).
Sans diminuer la généralité, nous pouvons supposer que y,=o et qu’on
peut écrire

W(y) =biy—+ by’ +...4 bpy™
et
n(t) =Pt + B2+ ..+ Byt
D’apres les hypothéses, on a
bpF# o0, mX1 et Bn7Z o0, nx1.
L’équation 7(at) = W (n(t)) sera récrite
Bi(at) +...+ Bn(at)”
=bi (Bt +. ..+ Bat?) + .+ b (Bit+. . Brtt)™

d’ou m est nécessairement égal a I'unité. D’ailleurs, en tenant compte des
inégalités b,5£0, 3,520 et |a|>1, on observe que

Bi=...=Bn=o0 et b= a".
Le polynome W (y) s’étant déja réduit a

‘lf (y) = b1y,

b, est un multiplicateur de T en tout point double d’ordre 1. Des condi-
tions b;#a" (n=2,3,...) pour l'existence des fonctions de Poincaré,
il résulte que n =1. En revenant au cas général ol y, n’est pas nécessai-
rement nul, nous aurons tout de suite achevé la démonstration.

12. COURBES INVARIANTES ALGEBRIQUES. — Il peut se faire qu’une courbe
invariante de Poincaré soit algébrique. Dans le deuxiéme exemple du n° 10,
la courbe Cg, définie par

x = sint,
y = Bcost,
est une courbe algébrique :
@2 x2 -+ y2: 62.

Si une courbe invariante de Poincaré C est algébrique, son genre est
au plus égal a 'unité. C’est un théoréme dit & E. Picard (*). Dans notre
cas ou les fonctions de définition ®(z, y) et W (z, y) sont des polynomes,
le cas ot C est une courbe elliptique sera exclu. En effet, E. Picard a
montré (‘) que les fonctions transcendantes de Poincaré £(t) et 7(t) sont
doublement périodiques quand le genre de C est égal a 1. Or, dans notre
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cas, elles sont des fonctions entiéres. Elles se réduiraient a des constantes,
ce qui est contre ’hypothése. ,

Supposons encore que la courbe invariante de Poincaré C est algébrique.
D’aprés ce qui préceéde, son genre est égal 4 o. On représente alors la
courbe C par un paramétre z : '

y=g(%),

ou f(z) et g(z) sont des fonctions rationnelles de z qui donnent une corres-
pondance birationnelle entre la z-sphére et la courbe C. Par intermédiaire
de cette correspondance, une transformation rationnelle R de la z-sphére :

z =R (z)

correspond a la transformation < de C, 7 étant la restriction de T a C.
On a alors

SR() =@(f(3), £(3)),

g(R(2)) =W(f(2), 5(2))-

A cette transformation rationnelle R d’une variable, nous pouvons
appliquer tous les résultats classiques sur I'itération, obtenus notamment
par G. Julia (*) et P. Fatou (*). Si z’ est un point de Julia de R, alors le
point correspondant (f(z'), g(z’)) est un point de Julia de = donc celui de T.

Il peut arriver que R soit birationnelle, c’est-a-dire que R(z) soit une
fonction linéaire. Nous allons montrer que, s’il en est ainsi, alors les fonc-
tions £(t) et 1(¢) se réduisent toutes déux a des polynomes et elles donnent
une représentation biunivoque de la courbe algébrique C par le paramétre ¢;
et que, par une homographie z=0(t) convenable, on a

JO()) =),
g(0(8)) =mn(¢),

et
R(0(£)) =0(at).

En effet, une homographie convenable de la z-sphére réduit R(z) a I'une
des deux formes suivantes :

R(z) =az(|a|>1) ou R(z)=s+3 (B#o0).

Le point du z-plan, représentant le point P,= (z,, y,), d’ou C est issue,
est un point double répulsif de R. Or, la transformation de la deuxiéme
forme n’a pas de point double répulsif. La deuxiéme forme est ainsi exclue.
Dans la premiére forme, 'origine doit étre le seul point double répulsif
de R et le multiplicateur « de R a Porigine doit coincider avec le multi-
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plicateur a de = en Py, a étant le multiplicateur auquel C est associée.
On a donc ‘ '

J (o) =, g(0) =yo ‘R(z) =as.. ) |
En outre, en imaginant le plan tangent &4 C en P,, on voit

df(o) dg(o) d:(o) _dn(o) ,
ds 'Od; T oodt T dt 700

D’autre part,
{f(R(Z)):f(az):(I’(f(z),g(z)%
g(R(5)) =g (az) =W (f(2), £(2))-
D’aprés I'unicité des fonctions de Poincaré, il existe une constante k<o
telle que
{ S (k) =E(2),
g (kt) =n(1);
d’ou 'on tirera immédiatement les énoncés voulus.
Dans le premier exemple du n° 10 :
Ty = x?,
{ Yi=2Y,
la droite {z =0} est la courbe invariante de Poincaré, issue de lorigine
et associée au multiplicateur 2. La transformation =, restriction de T a
cette droite, est birationnelle, donc R D’est aussi.

Il peut arriver que la transformation R ne soit pas birationnelle, ce que
nous allons voir dans le deuxiéme exemple du n° 10 :

( x1=3x —4?,

| y1=y — bya.

2 . .
Pour la courbe invariante Cg : 2° 4% =1 (B5£0), choisissons les fonc-

)
)

par lesquelles, on voit facilement, la z-sphére correspond birationnellement
a la courbe Cg. Considérons la transformation

tions rationnelles

v=fa) =} (s

| -

2

| -

y=g&()= E(Z +

zi=R(z) =23,
qui correspond a la transformation tg de Cg. Pour le voir, il suffit de vérifier

§ S (37) =31 (3) — 4 (f(=)",
lg(s*) =g(z) —4g(3) (f(3))?

ce qui est tout a fait immédiat. R (z) = z* n’est pas birationnelle,
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13. FoncTIoNs TRANSCENDANTES DE Prcarp. — E. Picard a généralisé
les fonctions transcendantes considérées par H. Poincaré (*). Au cas de
deux variables, le résultat de E. Picard sera énoncé sous la forme suivante.
Soit T une transformation rationnelle non dégénérée

3?1:‘13(07,)’),

T
(1) {yizqf(x,y).

Supposons que les fonctions ®(z, y) et W(z, y) sont holomorphes en un
point Py= (2., y,) & distance finie et que le point P, est un point double
répulsif de T. Soient a et b les multiplicateurs de T en P, :

la]>1 et [6]>1.
Si
aZb, arZb et bnZa (n=2,3, ...),

alors on peut trouver deux fonctions

{x:q)(u7 V)?
y=v(u, ),

uniformes et méromorphes dans tout 'espace de deux variables complexes u
et ¢, et holomorphes a l'origine u = o0, v = 0, de maniére que les conditions
suivantes solent satisfaites :

{ ¢ (au, bo) =@ (9 (u, v), Y (u, 9)),
Y (au, be) =W (9 (1, ¢), P (u, ¢))
% ¢ (0, 0) = 20, ¢ (0, 0) =y,
(9 ¥
(. d(u, v) >(o,0)7é °
D’ailleurs, dans notre cas ou les fonctions ®(z,y) et W(z,y) sont des
polynomes en z et y, les fonctions ¢(u, ¢) et ¢(u, ¢) sont des fonctions
entiéres.

Bornons-nous toujours & notre cas. Considérons dans Despace des
variables u et ¢ la transformation T, définie par

(8)

(9)

u,— au,
T
(To) v, — by.

Soit S 'application holomorphe de I’espace de (u, ¢) dans I'espace de (z, y),

définie par

(S)

(x=0(u,r),

( y = LP (u, V) .
Gréace aux conditions (8), T, correspond a T, par I'intermédiaire de S :
SoT,=ToS,
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Nous avons trouvé dans le n® 7 un voisinage A de P, tel que le consé-
quent T(A) contienne A a son intérieur complet. Alors, les conséquents
successifs T(4), T?(4), T*(A), ... s’agrandissent de plus en plus. Nous
y avons posé la question : Quel terrain finit-il par étre recouvert de
ces conséquents ? L’image réciproque A,= S~'(A) est un voisinage de
lorigine dans I'espace de (u, ¢). Les conséquents successifs T, (4,), T;(4,),
T3 (Ao), ... de A, par T, s’agrandissent alors indéfiniment et finissent
par recouvrir tout I’espace de (u, ¢). La question revient a demander
quelle est I'image par S de tout l'espace de (u, ¢). Quant a ce probléme,
rappelons un principe trés intéressant, di & P. Fatou (°) et repris par
L. Bieberbach ('°) : Si la transformation T est birationnelle et qu’elle
admet un point double répulsif P|, autre que P,, alors 'image par S de
tout ’espace de (u, ¢) ne rencontre pas un certain voisinage de P,. Mais,
il nous semble que I’hypothése que T est birationnelle soit essentielle dans
le principe. Ici, rappelons encore un résultat dd a G. Julia (*). Dans le
cas d’une variable, tout point du plan sauf peut-&tre au plus deux points
exceptionnels est recouvert des conséquents d’un voisinage d’un point
double répulsif, quelque petit que soit le voisinage. Ceci nous ameéne a
nous demander encore : Lorsque T n’est pas birationnelle, tout point de
Iespace de (z, y), sauf sur un nombre fini de courbes analytiques, est-il
I'image par S d’un point de 'espace de (u, ¢) ? Malheureusement, nous
ignorons la réponse.

Maintenant, en posant ¢ = o, récrivons (8) :

{ CP(aua o) :‘D(CP(U’ 0), (‘P(ua 0)),
Y (au, 0) =W (9 (u,0), Y (u,0)).

Ceci montre que les fonctions ¢(u, o) et ¢(u, o) forment un couple de
fonctions de Poincaré, attaché au point double P, et associé au multi-
plicateur a. Il en est de méme pour les ¢(o, ¢) et ¥ (o, ¢), qui sont associées
au multiplicateur b. On n’obtient donc aucune nouvelle courbe invariante.
Nous indiquons qu’en vertu des fonctions de Picard, la transformation T
devient plus visible; en effet, la transformation correspondant T, envoie
la courbe {u=1wu,} (uo=~Cte) en {u=uau,} et {¢v=y,} en {o=Dby,}.
Pour déterminer ’ensemble de Julia de certaines transformations parti-
culiéres, nous utiliserons plus tard dans le n® 18 les fonctions de Picard.

Terminons 1’étude sur les courbes analytiques invariantes en faisant une
remarque. Il peut se faire qu’il existe une courbe analytique invariante

(°) P. Fartou, Sur les fonctions méromorphes de deux variables (C. R., Acad. Sc., t. 175,
1922, p. 862); Sur certaines fonctions uniformes de deux variables (Ibid., p. 1030).

(') L. BIEBERBACH, Beispiel zweier ganzer Funklionén zweier komplexer Variablen,
welche eine schlichte volumireue Abbildung des R. auf einen Teil seiner selbst vermitteln
(Sitzungsberichte, Berlin, 1933, p. 476).

Ann, Ee, Norm., (3), LXXXII — Fasc. 4. 44
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qui ne peut étre ni une composante des courbes de points doubles ni une
courbe invariante de Poincaré. Par exemple, soit T la transformation
définie par

{ = x?,

yi=by,

otl b est une constante telle que b = ¢’™*’, 0 étant réel et incommensurable.
Alors, la droite {z =1/ est une courbe invariante, qui n’est aucune compo-
sante des courbes de points doubles de n’importe quel ordre. Aucun de
ses points n’est un point double répulsif de la restriction = de T sur elle.
Donc, elle n’est jamais une courbe invariante de Poincaré. Dans un tel cas,
si une telle courbe C est algébrique et de genre o, la restriction T de T a C
est birationnelle et, en représentant C par un parameétre z, on peut
exprimer < sous 'une des deux formes suivantes :

z1— bz (b =e2™0 () étant réel et incommensurable)

ou .
5—=z+f3 ({2 étant une constante non nulle).

ar, sinon, ou bien C serait une composan ur ints doubles
Car, , ou bien C serait te de la courbe de points double
d’un certain ordre ou bien = admettrait au moins un point double répulsif.

En remplacant T par son itérée T", on pourra appliquer aux groupes
circulaires semi-répulsifs d’ordre n tout ce que nous avons fait depuis
le n° 9.

14. ExsemBLe pE JurLia. — Deés maintenant, nous allons étudier
I’ensemble de Julia & de la transformation rationnelle entiére T. C’est le
but principal du présent Mémoire. L’ensemble & est, par définition,
I’ensemble des points, a distance finie, auxquels au moins une des deux
suites {®,(z, y)| et {W,(z, y)}| cesse d’étre normale. Il est un ensemble
fermé dans 'espace fini et il satisfait au théoréme de continuité.

Commengons par considérer 'ensemble E formé des points doubles
semi-répulsifs de tous les ordres. Un point (z, y) a distance finie appartient
a E si1 et seulement s1, pour un certain ordre n>>1, les équations simultanées

ga:—d)n(x,y):o,
}\y—«‘pn(‘r,y)zo

sont remplies et qu’au moins un des deux multiplicateurs de la n'™ itérée T"
en ce point double de T" est plus grand que I'unité en module. Nous avons
déja vu que I'ensemble E est contenu dans I’ensemble de Julia &. Done,
Padhérence E de E fait partie de &.

Au cas d’une variable, G. Julia a observé que 'ensemble de Julia coincide
exactement avec l’adhérence de I’ensemble formé des points doubles
répulsifs de tous les ordres, & moins que la transformation ne soit bira-
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tionnelle (*). Au contraire, il peut se faire au cas de deux variables que E
ne coincide pas avec &.

Par exemple, envisageons la transformation suivante :

{ x— ax,

Y=y
ou a est une constante plus grande que I'unité en module. Sa n'*™ itérée
s’exprime par

on

Yn=)""

{ xp—=a'x,

L’origine est un point double semi-répulsif ou les multiplicateurs sont a
et o. Les points doubles de tous les ordres, distincts de l'origine,
sont tous répulsifs et ils forment un ensemble dense sur la circonfé-
rence I'={xz=o0,|y|=1}. L’ensemble fermé E se compose donc de
Porigine et de ce cercle I'. L’origine est donc un point isolé de E. Or, un
ensemble satisfaisant au théoréme de continuité ne peut admettre aucun
point isolé. Chez cette transformation, E ne coincide pas avec &. En réalité,
Iensemble de Julia de cette transformation se compose de lhyper-
surface {|y|=1} et de la droite complexe L={z=o0}.

Au cas d’une variable, G. Julia a montré que ’ensemble de Julia jouit
de la propriété d’homogénéité : S’il est parfait discontinu au voisinage
d’un de ses points, il Pest partout; S’il est continu linéaire au voisinage
d’un de ses points, il 'est partout; Il n’occupe aucune partie superficielle
a moins qu’il ne coincide avec la sphére de Riemann tout entiére (*).
Mais, pour la transformation donnée ci-dessus, I’hypersurface {|y|=1}
a trois dimensions et le plan {x =0 a deux dimensions. Au cas de deux
variables, I’ensemble de Julia ne jouit pas nécessairement de la propriété
d’homogénéité.

15. Considérons encore la transformation précédente :

' f xy— azx,

| yi=y72,

et regardons le voisinage de lorigine. La droite L*={y=o0] est
évidemment la seule courbe invariante de Poincaré issue de Dorigine.
Elle est associée au multiplicateur a. L’origine est un point double répulsif
de la restriction =* de la transformation T & la droite L*. Dans une autre
direction, il existe une courbe invariante passant par l'origine. Clest la
droite L = {x =o0/{. La restriction = de T a L admet ’origine pour son
point double attractif, vers lequel le domaine de convergence total est
Iintérieur Lo={z=o0, |y|<<1| du cercle I' sur L. Les conséquents
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successifs de tout point de L, convergent vers l'origine, de la maniére
uniforme a l'intérieur complet de L,.

Considérons un point (z, y) suffisamment voisin de L,, mais n’appar-
tenant pas & L,; c’est-a-dire, 520, |y| <1 et |z| est suffisamment
petit. Ses conséquents successifs s’approchent de la droite L* indéfiniment
et ils s’éloignent de la droite L indéfiniment. Ceci montre que tout point
de L, ne peut étre un point ou la suite {T"} est normale, bien que la
suite {7} soit normale en tout point de L,. Car, s’il ’était, une transfor-
mation limite de la suite {T"} enverrait un voisinage d’un point de L,
dans un voisinage de I'origine. C’est impossible.

Ce phénomeéne nous conduit a la considération suivante. Revenons a
la transformation générale T. Soit V un ensemble quelconque dans I'espace
fini. Considérons ses conséquents successifs T(V), T*(V), T*(V), ... et
I’ensemble limite D(V) de la suite d’ensembles {T"(V)} dans Despace
produit de la z-spheére et de la y-sphére. Un point, a distance finie ou a
I'infini, appartient & D(V) si et seulement si tout voisinage de ce point
rencontre une infinité de T*(V). Si V'CV sont deux ensembles, on a
directement D (V') D(V). Pour un point quelconque P, a distance finie,
considéré comme ensemble formé d’un seul point P, on aura D(P). D’autre
part, formons I'intersection D, de tous les D(V), V parcourant le systéme
complet de tous les voisinages de P. On a a priort D(P)CD,. Ils sont
tous deux compacts.

St D(P) £ Dy, alors P est un point de Julia de T.

En effet, soit Q un point quelconque de D,. On peut choisir une suite
infinie de points { P} tendant vers P et une suite infinie d’itérées {T"}
(ni<ny;<n;<< ...), de maniére que la suite de points {T™(P")} tende
vers Q. Si la suite { T"} est normale en P, on peut extraire de la suite { T™}
une suite nouvelle convergeant uniformément dans un voisinage de P.
Q est alors un point d’accumulation des conséquents du point P. Le point Q
appartient forcément & D(P), ce qui achéve la démonstration. Nous avons
ainsi obtenu un critére d’un point de Julia.

Dans ’exemple précédent, envisageons un point P = (o, y) avec |y| < 1.
On voit que D(P) consiste en le seul point (o, 0) et que D, est la droite
complexe L* ={y =0}, le point & l'infini (, 0) y compris. Donc, P est
un point de Julia de T.

16. D’une facon plus générale, soit P, un point double semi-répulsif
de la transformation générale T. Soient a et b les deux multiplicateurs
de T en P,. Supposons que |a|>1 et [b]|<<1, et, de plus, qu’il existe
une courbe analytique invariante C, issue de P, et réguliére en P,, telle
que la restriction = de T a C admette P, pour son point attractif, c’est-a-
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dire qu’on puisse trouver un voisinage U de P, sur C dont les conséquents
successifs tendent uniformément vers P,. Soit C, ’ensemble des points
de C, dont les conséquents successifs tendent vers P,. Dans ces hypothéses,
nous allons montrer que tout point de C, est un point de Julia de T.

Remarquons d’abord que le vecteur tangent a C en P, est un vecteur
propre, associé a la racine caractéristique b, de la transformation induite
de T sur espace tangent en P,. Donc, ce vecteur est transversal au vecteur
tangent a la courbe invariante de Poincaré C*, issue de P, et associée au
multiplicateur a. Remarquons ensuite que C, est une partie ouverte de C,
contenant aussi P, que le voisinage U indiqué plus haut.

En tenant compte de ce que tous les antécédents d’un point de Julia
sont des points de Julia, on voit que, pour démontrer I’énoncé, il suffit
de trouver un voisinage U, de P, sur C, tel que tout point de U, soit un
point de Julia.

D’aprés les hypothéses et les remarques que nous venons de faire, nous
pouvons trouver une transformation analytique biréguliére des coordonnées
dans un voisinage A de P,, telle que P, soit 'origine par rapport aux
nouvelles coordonnées X et Y; que la courbe invariante C soit définie
par X = o; et que la courbe invariante de Poincaré C* soit définie par Y = o.
Alors, les courbes C et C* étant invariantes, la transformation T peut
s’écrire sous la forme
(o) (Xi=X(a+ (X, Y)),

[ Y,=Y(+¥(X,Y)),

ou ®*(X,Y) et W*(X,Y) sont des fonctions holomorphes dans A,
s’annulant en P, toutes les deux.

Si la fonction b+ ¥* (0, Y) s’annule identiquement sur la courbe CNA4,
CNA est envoyé en P, par T. P, étant un point de Julia, tout point de C,
est un point de Julia; d’ou, I’énoncé. Nous supposons donc désormais
que b+ ¥* (o, Y) ne s’annule pas identiquement sur CNA. Remarquons
qu’on a, sur CNA,

0Xy(o,Y) . 0X,(0,Y)
—ox e+t ®Y),  —y—=o
0Yi(0,Y) " o¥* (0, Y)
———(-)T-—_b—l—llf (o, Y)—q—YT

et, en écrivant
U (0, Y) =0, Y + b Yot .,

on a
9Y, (o, Y)

JY =b+20Y+3bY2+. ...

Soit A(p) un polycylindre ouvert autour de P, de rayon p>o par
rapport aux coordonnées X et Y :

(A(p)) [X]<p, [Y[<p.
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En tenant compte des remarques faites plus haut, on peut trouver un
nombre positif » > o assez petit et un nombre positif M assez grand, de
maniére qu’on ait
(1) A(r) soit complétement intérieur a A;
() st p<r, |X|=Zp et |Y|=Zp¢, alors
(X, Y) [=pM,
[P (X, Y) [ ZpM;

(111)
)\:la]-—l‘M>Iv
“:Ibl+rM<I§
. ()X1 2 : o
(iv) 5% e s annule jamais sur CNA(r);
Y,

(v) 5y ne s’annule sur CNA(r) qu’en P,.

Posons
N=|a|+rM.

Les conditions (1), (i1) et (iii) impliquent que, si les coordonnées X et Y
d’un point P satisfont a '

IX|<g e |Y|<r,

le conséquent T(P) de P appartient & A(r) et les coordonnées X, et Y,
de T(P) satisfont a

(11) X[ =2X] e Y. ZplYL

Done, on a CNA(r)cC,. Les conditions (iv) et (v) impliquent que le
jacobien de la transformation T ne s’annule en aucun point de CNA(r),
distinct de ’origine P,. Supposons, par contre, qu'une suite partielle
infinie { T"} (n.<n.<<n;<<...) converge uniformément vers une trans-
formation T* dans un voisinage ¢ d’un point Q de CNA(r). Comme les
conséquents successifs de Q convergent vers le point double P,, T* est
holomorphe dans ¢ et T* applique Q en P,. En remplagant, au besoin,
¢ par un plus petit voisinage de Q, on peut supposer que T* envoie &

dans A(%) et qu’a partir d’un certain ordre n,, T" envoie ¢ dans A(%)

Les conséquents successifs de Q étant évidemment différents de ’origine P,
le jacobien de toute transformation itérée T" ne réduit pas a zéro en Q.
Donc, il existe un voisinage ¢* de T™(Q) de la forme

(9%) [X[<=e [Y=Y]=c (¢>0),
tel que 'image de 8 par T™ contienne ¢*, ou (o, Y*) sont les coordonnées

de T™(Q). Prenons un certain ordre n,> n,, tel que eA™ "% dépasse g
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Posons m = n,—n,, et choisissons un nombre positif g, (0 <e, << ) assez
petit pour que &A™ soit inférieur & r. Considérons un polycylindre
fermé ¢, :

(95) I X]<p, Y=Y Zs,

et agrandissons ¢ de plus en plus continiment & partir de ¢. En tenant
compte des inégalités (11) et en faisant attention au domaine ou la
forme (10) est valide, nous pouvons trouver un certain rayon ¢ tel

que ¢, p <¢ et que T™(¢;) ne soit pas contenu dans A<g> mais il soit
contenu dans A(r). C’est impossible, parce que toute T" (n,>~>n,)
envoie ¢ dans A<é)

C. Q. F. D.

17. Lorsqu’il y a deux courbes invariantes de Poincaré issues d’un
point double répulsif, il peut arriver que 1'une d’elles soit contenue dans
Iensemble de Juha & et l'autre ne soit pas contenue dans &; ou bien

G

il peut arriver que toutes les deux soient contenues dans &.

La premiére possibilité a lieu dans I'exemple suivant :

== axy?,

.)’1:)’27

avec une constante a telle que |a| > 1. Le point (o, 1) est un point double
répulsif, ot les multiplicateurs sont a et 2. Deux droites complexes {y = 1}
et {x=o0/ sont les courbes invariantes de Poincaré, issues de (o, 1) et
associées respectivement aux multiplicateurs a et 2. Sur la droite {z = o0},
tout point de la partie {z=o0, |y|<<1} est un point ou la suite des
itérées successives de la transformation est normale. En effet, pour le voir,
il suffira de former

— gty
Zp= a"xy ,

Y=y

Le domaine {z : fini, |y| <1} est visiblement le domaine de convergence
immédiat vers le point double attractif (o, 0) de la transformation.
La droite {y=1] est évidemment contenue dans l’ensemble de Julia.
D’ailleurs, sur la circonférence {x =o0, |y| =1} se trouvent un ensemble
dense de points doubles répulsifs d’ordres élevés, de chacun desquels
sort une courbe invariante de Poincaré de la forme {y=¢"} (0 : réel).
L’adhérence "de la réunion de ces courbes invariantes est 1’hyper-
surface {|y|=1] a trois dimensions. Cette hypersurface forme, avec
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la partie {x=o0, |y|>1] de la courbe invariante de Poincaré {z=o}
issue de (o, 1), 'ensemble de Julia de la transformation.

Pour cet exemple, nous nous proposons de considérer les points a I'infini.
Il y a deux points d’indétermination (o, ®) et (o, o). En tout point sur
la courbe {y= o}, sauf au point (o, ®), la suite des itérées successives
de la transformation est normale. De I’autre c¢6té, la suite est aussi normale
en tout point de la partie {x= o, |y|>1} de la courbe {z=x|.
En réalité, le domaine {z>£0, |y|>1{, ol z et y peuvent prendre la
valeur infinie o, est le domaine de convergence immédiat vers le point
double attractif (o, ®). La partie {z =, |y|=_1} de la courbe |z = o« |
peut étre considérée comme partie de ’ensemble de Julia complété.

La deuxieéme possibilité, que nous avons indiquée au début de ce numéro,
aura lieu dans la transformation particuliére T de la forme suivante :

=@ (z),
ylzw(.)’)a

¢

ou ®(z) et W(y) sont des fonctions rationnelles de degré 2 respecti-
vement en z et en y. Pour la transformation de cette forme, il n’est pas
nécessaire de supposer que les fonctions rationnelles ®(z) et W (y) soient
entiéres. La transformation ne posséde aucun point d’indétermination.
Il n’y aura non plus de raison a ce qu'on exclut de la considération les
points a l'infini.

Soient T, et T, les transformations, respectivement définies par @ (x)
et W(y), de la z-sphére et de la y-sphére. Si z, est un point double répulsif
d’ordre m de T. et que y, est un point double répulsif d’ordre n de T,,

alors le point (z,, y,) est manifestement un point double répulsif
d’ordre (’Zmn) de T. Les courbes {y=1y,| et {z =2, sont deux courbes

invariantes de Poincaré issues de (z,, yo). Evidemment, tous les points de
ces courbes sont des points de Julia. Soit Q. le domaine dans la z-sphére,
formé des points auxquels la suite des itérées successives de T, est
normale et soit Q, celui dans la y-sphére pour la suite {T]. Il est tout
a fait facile de voir que le domaine des points ou la suite {T"} est normale
est le domaine produit Q,XQ,. D’aprés les résultats de G. Julia (%),
I’ensemble des points doubles répulsifs, de tous les ordres, d’une transfor-
mation rationnelle non birationnelle d’une variable est une partie dense
dans I’ensemble de Julia. Donc, nous pouvons dire que I’ensemble de Julia
de la présente transformation T est ’adhérence de la réunion des courbes

invariantes de Poincaré, issues de tous les points doubles répulsifs de T,
de tous les ordres.

18. Dans certains cas, nous pouvons étudier I'itération a I'aide des
fonctions de Picard.
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Soit Py= (20, yo) un point double répulsif. Supposons que les multi-
plicateurs a et b en P,, étant tous deux plus grands que I'unité en module,
vérifient les conditions supplémentaires :

aZb, anZ b et b2 a (n=2,3, ...).

En conservant les notations du n° 13, on aura une application holomorphe S,
de l'espace de (u, ¢) dans Pespace de (z, y), définie par deux fonctions
de Picard : '
© fo=stn o

rY= v (lI.,, 9)-

Considérons dans I’espace de (u, ¢) deux suites de fonctions entiéres
{on(u, 9)} et {$u(u, )}, définies par a ‘

On (1, ©) = 0 (aru, bre),
{ U (10, 0) = (@' ut, br0)

pour n=1,2,3, .... Ces deux suites correspondent par l'intermédiaire
de S respectivement aux suites {®,(z, y)| et {W.(z, y)| :
() {mu; 0) = o9 (us 0), b (1, 0)),

) ‘-!//z(u7 ‘)) :‘p”((?(ll,, ")74"(”7 V))"

En effet, les formules pour n =1 ne sont pas autre chose que les' rela-
tions (8) du n° 13. En supposant que les équations (12) soient vraies

pour n (n>>1) et en utilisant les relations (8) et les’ formules obtenues a
la fin du n° 3, on aura

Qpr (U, ¥) = @ (@™, O™F'y)
=® (9 (a"u, b'e), b (u"u, b"v))
=@ (9, (u, ¢), bn(u, ).
=@ (D, (0 (u, 0), b(w,0)), Wolo(u, e), Y(u,v)))
=®,, (9 (u, v), Y(u, v)).

Il en est de méme pour la seconde formule.

Grace a ces formules (12), nous pouvons appliquer le lemme établ
dans le n° 3. Soit Q un point de Pespace de (u, ¢) et soit P = S(Q) son
image par S. Le point P appartient a U'ensemble de Julia & de T si et seulement
st au moins une des deux suites {9.(u, v)| et {$u(u, ¢)| cesse d’étre normale

en Q.

Donnons un exemple simple. Chez la transformation T définie par.

‘ ‘r']:'-tz'}':jy

l Y=y
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXII. — Fasc. 4. 45
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le point (1, 1) est un point double répulsif, ou les multiplicateurs sont 2
et 5. Ces multiplicateurs remplissent les conditions supplémentaires.
Les fonctions de Picard seront données par

j @ (u, vy =e"r",
| b (u, 0) =e".

En effet, il suffit de vérifier les relations

{"P(zu, By = i = (g (u, )* (9 (11, )7,
b(2u, 59) =e = (Y(u, »))".

La suite {{,(u, ¢)} converge vers I'infini dans le domaine {Re(¢) >0}
et vers zéro dans le domaine {Re(¢) <o}, d’une fagcon uniforme a l'inté-
rieur complet de chacun des domaines. Donc, elle ne peut étre normale
en aucun point de I’hyperplan { Re(v) =o0! & trois dimensions. En tenant
compte de

/

Re (2"u + 5"¢) = 5"((-§>”Re(u) + Re (v)>,

on voit facilement qu’il en est parfaitement de méme pour la suite { g, (u, ¢) |,
L’image par S de ’hyperplan { Re(¢) = o { est 'hypersurface {z £ o, |y|=1].
D’aprés ce que nous venons de montrer, elle prend part a I’ensemble de
Julia &, donc son adhérence {|y|= 1| est contenue dans &.

Mais, deux droites complexes {z =0} et {y=o0] échappent a toute
détermination suivant cette méthode. Malgré nous, pour cette transfor-
mation tellement simple, il vaut mieux former

sn_on

 au= "y,

L yw=0"

log|xn|:z”<10‘6|£| —I—<<g>n— 1>10§|J’|>3

qui tend vers 4o pour |y|>1 et vers —=x pour |y|<<1, quand n
augmente indéfiniment.

Alors, on observe, dans l’espace complet, qu’il y a deux points
attractifs (o0, 0) et (oo, =), vers lesquels les domaines de convergence sont
respectivement {|2] <+, [y <1} et fo<|w| =+, 1<|yl=+;
que Pensemble de Julia complété est le complémentaire de ces domaines,
c’est-a-dire qu’il se compose de I'hypersurface {|z|=+ o, |y|=1} et
deux droites {x =0, 1=_|y| =+ x| et {z=0o0, |y|=_1}; que se trouvent
deux points d’indétermination (o, ) et (=, o),

et évaluer

19. Dans ce numéro et le sutvant, nous étudierons les courbes de points
doubles. Supposons que la transformation T admette une courbe C de
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points doubles d’ordre 1. Elle est, par définition, la réunion des compo-
santes communes des deux courbes algébriques, respectivement définies
par —®(z, y) =0 et y—VU'(z, y) =o0. Nous avons vu dans le n°® 8
que l'un des multiplicateurs en chaque point de C est égal a I'unité.
Les points de C ou le multiplicateur autre que 'unité est plus petit que
I'unité en module forment une partie ouverte C, de C.

Soit P,€C, un tel point avec le multiplicateur a(|a|<<1). Nous allons
montrer que la suite des itérées successives de T converge uniformément
~dans un voisinage A, de P, vers une transformation holomorphe qu
apphque le voisinage A, sur la courbe C,.

Nous avons observé dans le n® 8 que la courbe C est réguliere en P,.
On pourra alors trouver une transformation analytique biréguliére des
coordonnées dans un voisinage A de P,, de maniére que P, soit l'origine
des nouvelles coordonnées X et Y; que la courbe C soit donnée dans A
par I'équation X = o; et que la transformation T s’exprime, dans un plus
petit voisinage que A, sous la forme

X,=—uX + X® (X, Y),
Y, =Y +X¥(X,Y),
ou®(X, Y) et ¥ (X, Y) sont des fonctions holomorphes dans A, s’annulant

toutes les deux a lorigine. Soit A(g) le polycyclindre autour de P, de
rayon ¢ > o, par rapport aux X et Y :

(A(p)) IX[<p, [Y|<p
D’aprés les hypothéses, il existe deux nombres réels positifs M assez grand
et r assez petit, pour que :
(1) A(r) soit complétement intérieur a A;
i) sto<g<r, | X|=p et |Y|=p, on ait
(B, ) [=pV,
[T (X, V) [=pM;
(1)
A=l|a|+rM<r.
Posons

1 -
Sl Gy iy YRS

A= 5=

et
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Si P = (X, Y) est un point-de A(r,), alors tous ses conséquents P, = (X,, Y,,l)
(=1, 2, 3, ...) appartiennent & A(r) et 'on a Co

| Xa | < 2np,
Y, | < (1424 —+.. +7\")p,

quand P appartient a- A( ) pour o < p < Fo.

En effet, les 1negahtes sont vraies pour n= 0. Supposons qu’elles soient
vraies' pour n. Alors, on aura ' - i :

1 Xy | = | X, + X, (X, Y| »
o (lal+ 0+ 4. .2 pM)
\7"0(|w| 4+ \ryM )——)\”+1p<,\p<r,
|Y,l+,[_(Y,,+X,L‘F(X,l,\,l)[ ’ ‘
<(A+A—+. M)+ Mo+ h+.. —|—k“)pM
< (14 k.2 p+ Ap A M
Z( A ) << Ap <

Done, la suite {T"} est normale dans A,=A(r,), parce que {X,}
converge uniformément vers zéro et que { Y.} est bornée en module dans A,.
Or, les conséquents successifs de tout point de A, admettent pour leur
point limite un et un seul point de la courbe C de points doubles. La
suite { T"} converge uniformément dans A,. Ceel achéve la démonstration
de I’énoncé voulu. ,

L’ensemble des points dont les conséquents successifs admettent un
point de C, pour leur point limite forme un domaine ®(C,), non nécessai-
rement connexe, de ’espace. Dans ce domaine, la suite des itérées succes-
sives de T converge vers une transformation holomorphe, envoyant ce
domaine sur C,, d’'une facon uniforme a l'intérieur complet du domaine.

Nous allons voir que tout point frontiére de ce domaine est un point de Julia.

En effet, supposons que la suite { T"! soit normale dans un voisinage
connexe U d’un point frontiére Q du domaine @ (C,). Alors, la suite { T"}

convergerait vers une transformation limite T*

- =0 (2, y),

(T") { e
yi=""(x, »),

uniformément a I'intérieur de U. Les fonctions limites ®* (@, y) et W* (z, ¥)
seraient holomorphes dans U et liées par une relation algébrique '

F(®* (=, ¥)s W (., ¥)) =o,

ou I'équation F(z, y) = o est celle définissant la composante irréductible C’
de C, sur laquelle se trouverait I'image T*(UN®(C,)). Le point limite P
des conséquents successifs de ) serait situé sur C’. P ne pourrait étre un
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point de la partie attractive C,. Donc, le multiplicateur autre que 'unité,
qui est une fonction holomorphe sur C, ne réduit pas & une constante sur C’
et il tomberait, au point P, égal a4 'unité en module. T* serait maintenant
une application ouverte de U sur C’, donc 'image T*(U) admettrait un
point P’ o le multiplicateur, autre que I'unité, est plus grand que I'unité
en module. Ceci montre qu’il y aurait un point dans U, dont les conséquents
successifs convergent vers le point P’. En imaginant la transformation
inverse au voisinage de P’ et en y apphquant le raisonnement que nous
avons employé tout a I’ heure pour T au voisinage de C,, on v01t que c’est
une contradiction.

La frontiére du domaine @ (C,) ne se compose que de points de Julia.
Ce fait nous permet d’appeler @ (C,) domaine de convergence total vers
la partie attractive C, de la courbe de points doubles d’ordre 1.

En remplacant T par la n®" itérée T", on peut dire la méme chose
sur la partie attractive de la courbe de points doubles d’ordre n. Nous ne
la répétons pas. ‘

La circonstance que nous venons detudler peut surgir actuellement
chez la transformation

Xy — X" }
: { yr=at+y.
La droite {x=o0} est la seule courbe de points doubles, en tout point
de laquelle le multiplicateur autre que l'unité se réduit a o. Il est facile.
a voir que le domaine {|2| <1, |y| =+ % | est le domaine de convergence
vers la courbe attractive de points doubles {z=o0].

Pour cette transformation, le point & I'infini (¢, o), est un point d’indé-
termination et la courbe a l'infini {z =} est une courbe dégénérée,
envoyée au point d’indétermination (oo, o). D’ailleurs, les conséquents
d’une courbe {z = a{, « étant une constante telle que || > 1, s’approchent
de la courbe {z = = | indéfiniment. Pour cette raison, lallure des consé-
quents successifs d’un point (z, y), avec |z|>1 devient trés compliquée.

Afin de la’ connaltle on aurait besoin des études ultérieures. Nous la
laissons de coté pour la présente étude. '

20. Soit encore C la courbe de points doubles d’ordre 1 de la transfor-
mation T. Les points de C auxquels le multiplicateur autre que l'unité
est plus grand que l'unité en module forment une partie ouverte de C.
Cette partle fait partie de ’ensemble de Julia de T.

Consu:lerons encore la transformation, de]a citée dans les n% 10 et 12
{ x,=3x— ha?,

= y—lhya
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La droite C={x=o0} est la courbe de points doubles d’ordre 1. En tout
point de cette courbe, le multiplicateur autre que l'unité est égal a 3.
Nous avons déja trouvé la seule courbe invariante de Poincaré Cg; issue
de chaque point (o, 3) de C et associée au multiplicateur 3. Cg a été
donnée par ‘ .

{ x =% (t) = sint.
¥y =mn(t, B) =P cost.

Nous nous proposons de déterminer ’ensemble de Julia de cette trans-
formation. Pour ceci, considérons, dans I’espace de deux variables ¢ et {3,
deux suites de fonctions entiéres |£,(¢)} et {7,(¢, B)}, définies par

£, (2) = sindne,
0 (¢, B) = B cos3e,

pour n=r1, 2, 3, .... Tout pareillement a 'équation (12) du n° 18, on
obtient, par récurrence sur lordre n, les relations

(L) =@ (), n (4 B)),
(2, B) =W, (E(2), n (2, B))-

Soit 8’ Papplication holomorphe, de 1'espace de (¢, 3) dans I'espace
de (z, y), définie par £(¢) et 7(t, B). Soit Q un point de I'espace de (¢, {3)
et soit P =1S'(Q) son image par S’. D’aprés le lemme établi dans le n° 3,
le point P appartient a ’ensemble de Julia & de T si et seulement si au

“moins une des deux suites {£,(f)} et {7,(t, B)} cesse d’étre normale au

point Q.
A Taide des formules bien connues,

eS4- e % ef—e—F
sinf) + ¢

sin (0 +7s) = cos0,

) . e.“ + e»fl\' eS —_ e—A'
cos (0 +is) = >

cosfl) —7 sinf,

0 et s étant réels, on voit qu’en tout point de I’hyperplan {Im(f) = o},
la suite {£,(¢)} cesse d’&étre normale; que, dans le domaine {Im(¢)<o0},
elle converge vers o uniformément a I'intérieur complet du domaine; que
la suite {7,(f, B)] cesse d’&tre normale non seulement sur I’hyper-
plan {Im(f) =o0)}, mais aussi sur la droite complexe {§=o0}; et qu’en
dehors de ces deux ensembles, cette suite-ci converge vers o uniformément
sur tout compact. Un point (z, y) a distance finie échappe & 'image par 8’
de Pespace de (¢, 3) si et seulement si z =41, y5£0. Or, un tel point
appartient a I’adhérence de I'image de T’hyperplan {Im(f)=o}. 1l
appartient 4 &. L’ensemble de Julia & de T se compose donc de
I'hyperplan {Im(z) =0, —1=Re(z) <1, |y| <+ o} et de la droite
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complexe {|z| <4 x, y=o0}. Il n’est pas si difficile de voir que Pensemble
de Julia complété est adhérence de I’ensemble de Julia & dans espace
complet. Nous omettons ic1 les détails.

21. ETupE DE L'ITERATION D 'UNE TRANSFORMATION DU TYPE PARTI-
CULIER :
(T) {x|:d)(.l‘,)/),

Yi=Yy.

Les transformations de ce type peuvent étre considérées comme transfor-
mations d’une variable x 4 un paramétre y. A ce titre, elles nous intéressent.

Dans le cas général ou la transformation a itérer est non birationnelle,
I’étude de son itération n’est pas si facile, malgré sa forme tellement
simple. Nous esquisserons pour les points de Julia de T un mode de raison-
nement qui réduit les possibilités & trois. Tout point de Pensemble E,
introduit dans le n® 14, est un point de Julia. C’est la premiere possibilité,
qui a lieu dans toute transformation non birationnelle de ce type. A partir
de Phypothése qu’un point de Julia n’appartienne pas a E, nous arriverons
dans la suite & 'une des deux possibilités. Mais, nous n’avons pas réussi
jusqu’ici A les exclure ni & donner des exemples qui les réalisent. Donc il
reste encore douteux qu’il n’y ait pas de points de Julia en dehors de
I'ensemble E. : :

Dans le cas ot la transformation a itérer est birationnelle, ’étude est
considérablement facile. Dans ce cas, il y a actuellement, en dehors de E,
des points de Julia, qui forment une hypersurface portant une infinité
de courbes invariantes d’ordres infiniment élevés. Mais, les deux possibilités,
laissées douteuses ci-dessus, ne se présentent pas. Nous étudierons le cas
birationnel dans le dernier numéro.

22. Supposons donc que la transformation T n’est pas birationnelle.
Cette hypothése et celles de permanentes reviennent a dire que ®(z, y)
est un polynome dont le degré k en z est plus grand que I'unité. Nous
pouvons donc écrire

@ (2, y) =A(y) @+ A, () @ 4. 4+ Ar(y),
ou le coefficient A (y) du terme de degré maximal k ne se réduit pas a la
constante nulle. La n™* itérée de T s’exprimera par

Xp=— ‘Dll(xv )’)»
Y=Y,

(Tu )

ou O, (2, y)=D(z,y) et V,(z, y) =P (P, (2, y), y). Le terme du poly-
nome ®,(z, y) de degré maximal en z est '

(A(y).)1+l'+"'+l'";1‘zxkn'
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Pour la présente transformation T, tout point double d’ordre n appar-
tient a4 la courbe C, de points doubles d’ordre n. La courbe algébrique
définie par I'équation '

x—®,(x,y)=o0

est la réunion des courbes C,, m divisant n.

L’un des multiplicateurs en un point double d’ordre n est égal a 1.
, , 00, , . « . , .
L’autre est égal & - Désignons par C, la partie de C,, formée des points

n

T est plus grand que 1; et par C;, la partie de C,, formée

dx
des points en lesquels ’%%"! est plus petit que 1. Nous avons appelé C, partie

en lesquels

répulsive de C, et C, partie attractive de C,. L’ensemble E, introduit dans
le n° 14, est, par définition, la réunion des parties répulsives C,

(n=r1, 2, 3, ...). L’adhérence E fait partie de 'ensemble de Julia & de T.

Afin d’étudier I'itération & fond, il est indispensable d’envisager les
points a Pinfini sur la droite a I'infini C_={z=o0]. Mais, I'étude étant
locale par rapport au paramétre y, nous excluons de notre considération
Pautre droite a I'infini {y == |.

Pour chaque valeur finie (3, la droite Lg={|z| =+ o, y = [}, paralléle
a Paxe de z, est une courbe invariante. Désignons par 73 la transformation
restreinte a Lg. La transformation 7 de la droite Lg peut &tre considérée
comme transformation rationnelle entiére d’une variable z. Nous pouvons
y appliquer tous les résultats classiques.

Nous appellerons valeurs exceptionnelles toutes les racines de I’équation

A(y) =o.

Elles sont en nombre fini. Si § est une valeur non exceptionnelle, le coeffi-
cient du ®,(z, y) au terme de degré maximal en z ne s’annule pas et,
donc, la droite Lg ne peut étre contenue dans aucune des C,. D’ailleurs,
la transformation 73 n’est pas birationnelle.

Notons, pour chaque valeur finie § quelconque, Eg=ENLg la section
de E par la droite Lg. Si (8 est une valeur non exceptionnelle, E se compose
d’une infinité dénombrable de points. Eg est I'ensemble de Julia de <g.
Le point a I'infini (o, @), étant un point double attractif de T, n’appartient
pas & Eg ni a E. Pour une valeur exceptionnelle 3, nous verrons plus tard
que le point a l'infini (o, 3) est un point d’indétermination et un point
limite d’une suite de points de Julia de T, qui se trouvent a distance finie.
Nous convenons d’ajouter & I’ensemble de Julia & les points a I'infini (¢, §),
pour toutes les valeurs exceptionnelles {.
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Un point doﬁble'(oz, B) d’ordre n, en lequel =1, s’appelle point

n
o
double indifférent d’ordre n de 7g. Si 7g n’est pas birationnelle, un tel point
est, d’aprés G. Julia (''), un point de Julia de =g. Donc, tout voisinage
d’un tel point sur Lg contient une infinité de points de Eg.

- Pour chaque valeur finie non exceptionnelle (3, soit @g() le domaine
de convergence total de g vers le point double attractif (oo, 3), ce point
a I'infini étant compris dans Mg(oc). On sait bien que ce domaine Mg ()
sur Lg coincide avec le domaine de convergence immédiat. Autrement
dit, Mg(x) est connexe. Désignons par @ () la réunion des Mg (),
B parcourant I'ensemble de toutes les valeurs non exceptionnelles. Nous
wverrons plus tard que @ (o) est un ensemble ouvert et connexe et que
la suite {T"! est normale dans @(x). '

23. Les notations étant ainsi précisées, nous nous proposons d’étudier
I’ensemble de Julia & de la transformation non birationnelle T.

Soit P, = (2, yo) un point de Julia de T, a distance finie. Nous allons
réduire les possibilités a trois :

1° P, appartient & E.

20 P, n’appartient pas @ E. P, est un point‘limite d’une suite infinie de
points (%, B.), v=r1, 2, 3, ..., tels que chaque paleur B, soit distincte de y,
et non exceptionnelle; que chaque (=, 3,) soit un point double attractif d’ordre n,
de =p,; et que les ordres N, Mo, N, ... croissent indéfiniment. ’

30 P, n’appartient pas a E. y, est une valeur exceptionnelle. ~,, est une
rotation d’angle commensurable a 2%. La suite de fonctions {®,(z, y)| est
quast normale en P,. Il existe un voisinage U de P, tel que la suite { ®,(z, y) |
converge vers la constante infinie dans U sauf sur la droite complexe L., ; que
le complémentaire U — L, de L,, dans U soit contenu dans le domaine @ (= );
et que la sutte {®,(z, y)} reste bornée sur L, dans U.

La premiére possibilité a lieu actuellement pour toute transformation
non birationnelle du présent type. Supposons done que P, n’appartienne
pas a ensemble fermé E. Prenons un cercle de centre x, dans le a-plan
et un cercle de centre y, dans le y-plan, de maniére qu’étant Y et © respec-
tivement leurs intérieurs, le voisinage U= yx 2 de P, ne contienne aucun
point de E.

a. Tout point (2, y,) sur la droite L, dans U est un point de Julia de T.

En effet, pour toute valeur B €3, LgN U ne contient aucun point de Eg.
Donc,  étant exceptionnelle ou non, la suite des itérées successives de Tg

(1) G. JuLia, Sur quelques problémes relatifs a Uitération des fonctions rationnelles (C. R.
Acad. Sc., t. 168, 1919, p. 147).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXII. — Fasc. 4. 46
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est normale dans LgNU. Autrement dit, § étant fixée dans ¢, la
suite {®,(x, B)} de fonctions de la seule variable z est normale dans 7.
On pourra directement réduire la démonstration de cet énoncé a au
lemme suivant, obtenu par T. Nishino ('?) :

Soient y et 2 comme les précédents et soit ¥’ un cercle intérieur a vy
dans le az-plan, concentrique ou non. Soient {h(z,y)| une famille
de fonctions holomorphes dans U=yx2. Supposons que, pour toute
valeur 3€¢, la famille {h(x, B)} de fonctions de la variable x est normale
dans Y et que la famille {h(w, y)} est normale dans U’'=7Y'X2. Sous ces
hypothéses, la famille {h(z, y)!| est normale dans U tout entier.

Maintenant, soit M la courbe des points, au-dessus desquels le domaine
de Riemann R de la transformation inverse T~' est ramifié ou dégénéré.
La courbe M est 'image par T de la courbe algébrique donnée par I’équation

o®
(13) i =kA(y) 2+ (A—1) A () 22+ o+ Ay () = o.

Donc, M est une courbe algébrique. Elle est un ensemble fermé. Nous
disons que

b. Si le voisinage U de P, ne rencontre ni E ni M, il existe dans U au
moins un point double d’un certain ordre.

La démonstration se repose sur I'idée de P. Fatou. Au-dessus de U,
il y a k feuillets de R. La transformation inverse T~ posséde donc dans U
au moins deux branches distinctes, uniformes et holomorphes, soient

et

{x_1:f(x,y), ja:_.:\g(:ay),
Y=y lya=y.

Les fonctions f(x,y) et g(z, y) sont uniformes et holomorphes dans U
et telles que I’équation
f(x7)'):0(xvy)

n’admette aucune racine dans U. Considérons la suite des fonctions

e, (x,y) — 8z y)
Sz, y) —g(x,y)

n=r1, 2,3, ..., qui sont toutes holomorphes dans U. Cette suite ne peut
jamais &tre normale en P,, car la suite {®,(z, y)}| ne I’est pas en P,. Donc,
une infinité de fonctions de cette suite-la admettent la valeur o ou bien
la valeur 1. Il en résulte qu’au moins une des deux équations

(D'l(“/vv ¥) :f(»"?»)’) et O,l(x,y) =g(z, )

(**) T. NisHINO, a paraitre au Journal of Mathematics of Kyoto University.
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admet dans U au moins une racine pour un certain ordre n. Lorsqu’il en
est ainsi pour la premiére, choisissons une racine («, 3) dans U :

@, (a, f) =f(2B).

Alors, on a .
Qos (2, 2) =@ (P, (2. ). B) =@(f (2, B), B) =a,

ce qui montre que (2, 3) est un point double d’ordre n - 1.

¢. Si U ne rencontre pas E et que y, est non exceptionnelle, alors il existe
dans U un point double (%, 3) d’un certain ordre n, qui est un point double
attractif d’ordre n de 7.

Sans diminuer la généralité, nous pouvons supposer que toute valeur 3 €3
est non exceptionnelle. Le coeflicient A(y) du terme de degré maximal
ne s’annule jamais dans ¢. L’équation (13) montre que M ne rencontre L ,
qu’en un nombre fini de points. Si P, est situé sur M, prenons un point P,
dans U, situé sur la méme droite L, et n’appartenant pas a la courbe M.
D’apreés a, P, est aussi un point de Julia de T. D’aprés b, en tout cas, il
existe un point double Q = (2, 3) d’un certain ordre n dans U. g étant
non birationnelle, ) ne peut étre ni répulsif ni indifférent. Donc, Q est
un point double attractif de =g d’ordre n.

Remarquons que () n’est pas un point de Julia de T, donc 1l n’est pas
situé sur L, .

d. St U ne rencontre pas E et que y, est non exceptionnelle, alors on peut
trouver une suite infinie de points Q,= (%, 3.), v=1, 2, 3, ..., tels que
cette suite tende vers P,; que chaque valeur B3, soit distincte de y, et non
exceptionnelle; que chaque point Q, soit un point double attractif de <5, d’un
certain ordre n,; et que les ordres n,, n., n,, ... croissent indéfiniment.

En effet, supposons encore que 2 ne contienne aucune valeur excep-
tionnelle. D’aprés ¢, il existe une suite de points doubles Q,, Q., Q., ...,
satisfaisant aux premiéres trois conditions ci-dessus. Il suffit de montrer
que les ordres ni, n., n,, ... ne sont pas bornés dans leur ensemble.
S’ils étaient bornés, tous les points ), appartiendraient & une et la méme
des courbes algébriques C,, définies par I’équation

xz—®,(x,y) =o,

soit 4 Cy. Par exemple, il suffit de prendre pour N le produit des entiers,
apparaissant dans lensemble {n,|. La courbe Cy étant un ensemble
fermé, le point limite P, appartiendrait 3 Cy. P, serait donc un point
double d’un certain ordre. Par rapport a <,, si P, était attractif, P, ne
serait pas un point de Julia de T, ce qui est contre I’hypothése. Si P,
était répulsif ou bien indifférent, P, appartiendrait a E,, car, =, n’est
pas birationnelle, mais, c’est aussi contre I’hypothése. Nous avons épuisé
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tous les cas. Par conséquent, les ordres ne peuvent ]amals &tre bornes dans
leur ensemble. R

Lorsqu’un point de Julia P,= (z,, Jo) n’appartient pas a E et que y,
est non exceptionnelle, nous avons ainsi réduit les possibilités a la
deuxiéme, 2°. : ' b .

e. Il reste donc le cas ou y, est une valeur exceptionnelle. Supposons
encore que U ne rencontre pas E et qu’il n’y a dans ¢ aucune valeur
exceptionnelle, distincte de y,. Sous ces hypothesm dlstlnguom les deux
cas suivants.

Dans le cas ou il existe une suite infinie de points de Julia («3, V),
v=1,2,3, ..., tels que cette suite tende vers P, et que chaquervaleur B,
soit non exceptionnelle, donc distincte de y,, on aura, de nouveau, une
suite de points (a,, 3,),v=1,2, 3, ..., satisfaisant aux conditions indiquées
dans I'énoncé d ou a celles pour la possibilité 20. -, ; SR

Dans le cas contralre, on peut supposer, sans restreindre la- gene‘rahte
que, dans le voisinage U, il n’y a des points de Julia que sur la droite L.
Dans un tel cas, la suite {®,(xz, y)| de fonctions holomorphes est quasi
normale. Par suite; elle converge vers la constante infinie dans U-—L,,
puisque U-—L, est contenu dans ®(wx). La suite {z-—®,(z, y)| est
aussi quast normale. Une infinité de x—®@,(z, y) admettent leurs zéros
dans U. Or, @ (=) n’a pas de points doubles dans I’espace fini. Chacune
d’elles s’annule identiquement sur L,. Autrement dit, la droite L, fait
partie de la courbe de points doubles d’un certain ordre. La transfor-
mation T, doit &tre une rotation d’angle commensurablek a 27. Nous
sommes ainsi arrivé a la possibilité 30.

Le cas ou P, est un point a l'infini sera étudié dans le numéro suivant.
Avant d’avancer & l'infini, examinons la réciproque.

Soit Py = (@, ys) un point a distance finie. Si la posmblhte 1° a lieu,
P, est nécessairement un point de Julia. Lorsque la possibilité 2° se présente,
considérons, pour chaque point double attractif («,, 3,) de =g, d’ordre n,,
le domaine de convergence @ (n,) vers la partie attractive.C, de la courbe
de points doubles d’ordre n,. Dans le n° 19, nous avons vu que tout point
frontiere de @(n,) est un point de Julia de T. D’ailleurs, si n, et n, sont
distincts, @ (n,) et D (n,) sont disjoints. Donc, il existe une suite infinie
de points de Julia, convergeant vers P,. L’ensemble de Julia étant fermé,
P, est nécessairement un point de Julia. Si.I'on a la possibilité 30, alors
la suite {®,(x, y)| converge vers la constante infinie en dehors de L, et
elle reste bornée sur L,. P, est nécessairement un point de Julia de T.

24. Dans ce numéro, supposons encore que la transformation T est
non birationnelle et conservons les notations dans les deux numéros
précédents. Nous allons étudier les points a l'infini sur C,={z= =}



SUR L'ITERATION DES' TRANSFORMATIONS. 371
Pour mettre en lumiére Pallure de la tranbformatlon aux env1r0ns de C.,
effectuons la transformation des coordonnées .
. 1 8
X=—
x
o Y=y
et exprimons T, par rapport aux nouvelles coordonnées, sous la forme

o xm X L
A(Y)—e—Al(Y)X—A— —|—AL(Y)X‘ P
Y Y.

(14)

Voyons d’abord les propriétés suivantes :

f. @ (=) est un ensemble ouvert et connexe. La suite {T"}| converge vers
la transformation limite T* :

(1) S '{%_x’ S
NE

uniformément & Uintérieur complet de ().

En effet, le raisonnement, employé dans le n® 19, s’applique a la trans-
formation T de la forme (14). Soit (3 une valeur ‘non"exceptionnelle :

A (B) 2 0. Prenons un voisinage ouvert ¢ de {3 dans le y plan, écarté de
toutes les valeurs exceptionnelles. On peut trouver un rayon assez grand R
de maniére que la suite {T"| converge vers la transforrnatlon limite T*,
uniformément dans le voisinage A ={ R < |z | = + = ye j du point (@, B).

Soit P = («, () un point de 03(x ), (b étant une Valeur non exceptionnelle.
Son’ cdnséquent d’un certain ordre n appartient & A. Donc, le n*™ consé-
quent T"(U) d’un certain voisinage U de P sera contenu dans A.
La suite {T"} converge nécessairement vers T* uniformiément dans U.
U est contenu dans @ (). @(») est donc ouvert. D’ailleurs, Ms(wx) est
connexe quelle que soit la valeur 3 p Par consequent (D( ) l’est aussi.
Les enonces f ont été demontres ‘

g SOLt B une valeur emceptwnnelle SL la transformatwn -3 de Lg admet
son domaine de congergence (Dg(x). vers le point.double (o, ) alors tout
point de @g(x) est un point de Julia de T ('*). -

i

('¥) Une telle possibilité se présente, ou bien quand en a A;(3) # o pour un
certain j < k — 2; ou bien quand
A(p )— ----- (p)v—ov |A~k,_1<fﬂ)|>l;»
ou bien quand ’ \ R
A}(p):"':A'k—i(k%):'?v A (B) =1, A(B)# o
Dans les deux premiers cas, (=, 3) est un point double attractif de =3. Dans le dernier
cas, il est un point double indifférent et il est un point de Julia de =g.
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En effet, soit P = («, }) un point de ®y(oc), a distance finie. Supposons
que la suite { T"| était normale sur un voisinage fermé U de P, de la forme

(U) |z —al=p, |v—3l<Lr

(p et r étant des nombres réels positifs). La suite {®,(z,y)| converge
vers oc au point P. Elle devrait converger vers la constante infinie unifor-
mément sur U. D’autre part, de la forme (14), on voit que (%, ) est un
point d’indétermination de T. Prenons un voisinage dicylindrique
A={RI|z| <+ o, |ly—B|<r{, r étant le méme pour U et R >o,
de maniére que 'ensemble X des zéros de

Ay b+ Ay (y) 4. 4+ A (),

c’est-a-dire, de
ACY) 4 Ay (Y)X ook Ap (Y) XA,

ne rencontre pas I’ensemble I' & trois dimensions réelles :

(I IX| =g IY—B|=r.

Alors, les conséquents successifs T"(U) de U seraient contenus dans A
a partir d’un certain ordre N.

Considérons un disque D={z=2a, |[y—B3|=r{ dans U et son consé-
quent TY(D) d’ordre N. T¥(D) serait contenu dans A. Nous disons que T¥(D)
intersecte effectivement la surface analytique X. En effet, X passe par (=, 3).
Le disque a 'infini D, = {z ==, |y— 3| <r| intersecte I. Or, T*(D) peut
se déformer continiiment en D, dans A, en conservant la circonférence
sur I' pendant la déformation. Le nombre d’intersections étant invariant,
on en conclut que T (D) intersecte effectivement X. ‘

Soit Q= («/, 3’) un point d’intersection. D’une part, tous les consé-
quents de TY(D) se trouveraient dans A. Par suite, T(Q) serait dans A :
|®(2’, ') |~ R. D’autre part, Q étant un point de X, ®(«’, ') serait
égal & o. Nous avons tiré une contradiction. L’énoncé g a été démontré.

Revenons maintenant aux problémes principaux. Soit 3 une valeur
exceptionnelle. En réduisant les possibilités & deux suivantes, nous allons
montrer que le point & l'infini (o, 3) est un point limite d’une suite de
points de Julia, qui se trouvent tous & distance finie.

19 [l existe une sutte infinie de points, d distance finie, tous appartenant
a E et convergeant vers (o, ).

20 ]I existe un voisinage dicylindrique A de (=, (3), ne contenant aucun
point de E. La suite { ®,(x, y) | de fonctions méromorphes est quast normale
dans A. Elle converge en dehors de Ly vers la constante infinie, d une fagon
uniforme a Uintérieur complet de A— Lg. La transformation <3 de Lg est
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une rotation dangle commensurable ¢ 27. Tout point, & distance finie,
de Lg dans A est un point de Julia de T.

Supposons donc que la premiére possibilité n’a pas de lieu. On peut
trouver un voisinage dicylindrique A de (=, (3) : ‘

(1) | _ R<juw|L+ e, |Jy—Bl<r,

R et r étant réels et positifs, tel qu'il n’y ait aucun point de E dans A et
que, si |y—PB|<ret y£3, alors y ne soit pas exceptionnelle. Alors, pour
chaque valeur {3’ telle que |3’ — 3| <r et 3’5£B, la suite des itérées succes-
sives de <3 reste normale dans ANLg. Ceci montre A—LgC®(x).
La suite {®,(z, y)| est normale dans A—Ljs et converge vers la constante
infinie uniformément a 'intérieur de A— Lg. .

Soit P un point, a distance finie, de Lg dans A. Supposons que la
suite {®,(z, y)| était normale en P. Elle convergerait vers I'infini au
point P. P appartiendrait & @y(=c). Or, tout point de Mg(c), & distance
finie, est, d’apres g, un point de Julia. Nous sommes arrivés a une contra-
diction. Tout point de Lg dans A, distinct de (2, ) est un point de Julia
de T. En appliquant aux points de Julia, a distance finie, sur Lg, les résultats
obtenus dans le numéro précédent, on voit que 73 est une rotation d’angle
commensurable a 27. Nous avons achevé la démonstration de la réduction
des possibilités.

Done, pour une valeur exceptionnelle 3, il a été ainsi justifié de consi-
dérer le point a I'infini (%, 3), qui est un point d’indétermination, comme
point de Julia de T.

La premiére possibilité se réalise dans la transformation

" = )*r*4x — 1,

) ri=y.

En effet, la valeur y = o est exceptionnelle. 3 étant une valeur non nulle

finie, sur la droite Lg se trouvent deux points doubles (é, (5) et (:5—17 B)

d’ordre 1, ou les multiplicateurs autres que l'unité sont respective-
ment 1+ 20 et 1—23. Au moins une de ces deux valeurs est extérieure
au cercle unité autour de lorigine, donc elle est plus grande que l'unité
en module. Il s’ensuit qu’au moins un des deux points doubles est répulsif
pour <s. En outre, ce point tend vers (=, o) quand § tend vers zéro.

Nous sommes moins heureux dans la deuxiéme possibilité. Nous n’avons
pas réussi jusqu’ici & I'exclure ni & construire des exemples qui la réalisent.

Observons que, dans tous les cas, un point de Julia de T est un point
limite d’une suite infinie de points doubles, d’ordres non nécessairement
égaux a 'unité.
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Enfin, nous allons montrer que tout point frontiére du domaine @ (o)
est un point de Julia. Ceci nous permet d’appeler @ () domaine de conger-
gence, total et immédial, vers la partw attractive de la courbe a Uinfint C..

En effet, soit P = (%, B) un pomt frontiére de @D(x), a “distance finie.
Si la suite 1‘1),1 (x, y) | était normale en P, elle convergerait vers la constante
infinie, au voisinage de P. Les conséquents successifs de P tendraient
vers (oo, B). Si § n’était pas exceptionnelle, P appartiendrait, par défi-
nition, & M (o). Done, il serait intérieur a M (), ce qui est contre I’hypo-
theése. Si 7 était exceptionnelle, P appartiendrait a4 @g(oc). D’aprés g,
P serait un point de“Julia. Cest absurde. D’ou, l’én‘on’cé’.‘ '

25. Dans ce numéro final, nous etudlons le cas ou la transformatlon a
itérer T est birationnelle. Elle peut s’exprimer par

z=A(y)z+B(),

tn=r

()

ou A(y) ne se redmt pas a la constante nulle.

Lorsque A(y) se réduit a une constante non nulle letude de Pitération
de T est tout a fait facile. Nous la laissons au lecteur Supposons donc
ici que A(y) ne se réduit pas a une constante.

Considérons d’abord une valeur finie {8 telle que |A ()| <1. La point
Pg= <£%8—()ﬁ—)7 (3) est un point double attractif d’ordre 1 de la restric-
tion =5 de T a la droite Ls="{|a|=+ o, y=4}. Sur Lg, il 0’y a de
point double d’aucun ordre, autre que Pg et que (o, B B parcourant
Pensemble des 3 telles que |A(f)l'<<1, Pg décrit la" partLe attractive CO
de la courbe C de points doubles d’ordre 1.

Si A(B) ne se réduit pas a o, le point & l'infini (o, ) est le seul point

double répulsif de =5; donc, il appartient a I'ensemble de Julia complété
de T. :
Si A(P) se réduit & o, 5 se réduit a une transformation constante et la
droite Ly est dégénérée par 75 Le point a I'infini (oo, 3) est un point
d’indétermination de T. Mais, 1l est adhérent a l’ensemble des points
doubles (=, y) ‘avec o< |A(y)|<r1. La suite {T"| ne peut &tre une
famille normale au voisinage de (o, {3), méme si 'on ‘excluait du voisinage
ce point d’indétermination. Pour cette raison, (o, () sera considéré comme
p01nt de Juha de T La partle C. o '

€y . e=e, ,|A'<y>|‘<n

de la courbe 4 linfini C. fait ’partie de Pensemble de Julia. Elle s’appelle
partie répulsive de C..
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En tout cas, si [A(8)]| <1, les conséquents successifs de tout point
de Lg, a distance finie, convergent vers le point Pg. Par conséquent,
le domaine @ :

(@) Clwl<+ o, JA) <

est le domaine de convergence, total et tmmédiat, vers la partie altractive CO
de la courbe C de points doubles d’ordre 1. Dans ce domaine @, les itérées
successives de T convergent vers la transformation limite

_ B

{‘f"“"‘*l—w')’
Yi=0"

uniformément a l'intérieur complet de @.

Considérons ensuite une valeur finie 3 telle que |A(B)|>1. Le point
Qg= <I—EE—\£()B—)7 (5) est le seul point double répulsif de 5. Le point a
Pinfini (o, ) est le seul point double attractif de 7. L’ensemble C* des
points Qg :

(Ch) x=A(y)x+ B(y), «:fini, [A ()| >0

est la partie répulsive de C. Elle fait partie de ’ensemble de Julia. Les consé-
quents successifs de tout point sur Lg, distinct de Qg, convergent
vers (o, ). Le domaine () :

(@()) (2, 0) #Z Q. Jx|Z+ 2, [A()) >

est le domaine de convergence; total et immédiat, vers la partie attractive
C.={x==, |Aly)|>1| de la courbe a linfini C.. La suite {T"]
converge vers la transformation limite

{J,’l: ©,

Y=Y

uniformément a I'intérieur complet de @ ().

Considérons finalement une valeur finie 3 telle que |A(3)|=1. Si A(§3)
est différent de 'unité, ©g est une rotation de centre <—1_E_(]§()—BT 3> et
d’angle égal a argument de A(B). Si, de plus, 'argument de A(f) est
commensurable & 27, I'itérée de <3 d’un certain ordre n se réduit a la
transformation identique; par suite, n étant un tel minimum, la droite Lg
fait partie de la courbe de points doubles d’ordre n. Si A(3) =1 et B(3) = o,
alors 75 est la transformation identique. Si A(B)=1 et B(})o0, w3 est
un déplacement paralléle; il n’y a sur Lg aucun point double a distance
finie; le point & l'infini (oc, ) est un point double indifférent.
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D’apres ce qui précede, tout voisinage d’un point quelconque de 'hyper-
surface I' & trois dimensions réelles :

(T) lz|=+%,  |AG) =1

admet a la fois des points de @ et des points de (). Cect montre que
tout point de I' est un point de Julia de T. En excluant de notre consi-
dération la droite & I'infini {y = « |, 'ensemble de Julia de T se compose
des parties répulsives C* et C et de Uhypersurface I'. Or, I' ne fait pas de
partie de 'ensemble E. Dans le cas birationnel, on reconnait ainsi que
I’ensemble E ne coincide pas avec ’ensemble de Julia &.




