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SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES
DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES

Par M. S. ZAIDMAN (*).

Intropuction. — Ce travail est d’une part, une suite des travaux de
Muckenhoupt [16], S. Bochner ([3], [4]), S. Bochner et J. von Neumann [5 ]
et S. Sobolev [21]; d’autre part il poursuit les travaux de l'auteur
(23], [24],[25]) et de L. Amerio ([1],[2]).

Soit Q un domaine borné de R" ayant la frontiére S suffisamment réguliére;
X=(x, sy -, ,); H'(Q)=L2(Q), l'espace des fonctions complexes
de carré sommable en Q; H'(Q) est I'espace des ve€H°(Q) telles que

Ju eH'(Q) (—— dans le sens des distributions de L. Sch\\altzj la norme

ox,
dans H'(Q) est donnée par la formule
Puis, soit I'opérateur L qui est défini par la relation

|unm—f<|u<><>| +2
Lo—-Ed <nl, X) >~——fl(X)C‘D,

i, j=1

du

ou

a(X)=o,  ay(X)=au(X),  Zay(X)ui>aX|4F,  (2>0),
i, j=1 i—1

a;; (X)eCl(RQ), a(X)eCo().

(*) Adresse actuelle : Istituto Matematico del Politecnico di Milano.
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Considérons une fonction u(X, 7), X€Q, t€R' =[— o, + x|, vérifiant

(1) uls—o, u (X, ) =Lu(X,t).

Alors (*), le résultat définitif des travaux [4], [16], [21] est que :

Si u(X, ) vérifie (1) alors le vecteur u(z)={u(X, 1), u,(X,2)} de R a
H'(Q) >< H°(Q) est presque-périodique au sens abstrait de Bochner [ 3].

D’autres démonstrations de ce résultat ont été données par I'auteur [25] et
par L. Amerio [1].

Considérons maintenant une fonction f(X,?) de R a H°(Q), presque-
périodique au sens de Bochner, et, toujours comme fonction de R a H°(Q),
ayant la dérivée forte continue. Dans les travaux de Pauteur ([23], [24],
[25]) on a démontré, en faisant usage essentiel du résultat de Bochner-von
Neumann-Sobolev cité plus haut, que, si la fonction u(X, ?) vérifie

(2) uls—=o, un(X, t) =Lu(X, t)+ f(X, 1)

et si le vecteur u(¢)={u(X, ¢), u,(X, )} est contenu dans un compact de
H'(Q)><H"(Q) quant ¢ parcourt R', alors le vecteur Z(t) est aussi presque-
périodique de R a H* (Q) > H°(Q).

Ce résultat a éte démontré par I'auteur en utilisant les méthodes des semi-
groupes de Hille-Yosida-Phillips, pour des solutions fortes dans la variable du
temps ¢, et pour ce motif on a fait sur la fonction f(X, ¢) 'hypotheése de
dérivabilité forte en ¢.

Dans le travail de L. Amerio [1] le méme résultat a été démontré pour des
solutions plus faibles en ¢, ce qui avait permis de renoncer a 'hypothése de
I'auteur sur la dérivabilité forte de (X, ¢).

Dans le méme temps, 'auteur [26] avait annoncé un résultat encore plus
général. La fonction f(X, ¢) était maintenant remplacée par une distribution
de L. Schwartz en ¢ (distribution vectorielle), presque-périodique, et le
résultat concernant la presque-périodicité des solutions contenues dans un
compact était maintenant valable pour des solutions-distributions vecto-
rielles de (2).

Comme il a été remarqué par l'auteur [25], la question sur la presque-
périodicité des solutions de (2) qui dans H'(Q)><H°(Q) ont la trajectoire
bornée, mais pas nécessairement contenue dans un compact restait ouverte.
Cette question a trouvé une réponse affirmative dans les Notes I, II, III de
L. Amerio [2], qui établit pour cela un lemme important sur les suites
monotones de fonctions presque-périodiques. Dans le présent travail on donne
une variante de la démonstration de ce résultat de Amerio dans U'esprit des

(1) Dans le travail [3] de Bochner et von Neumann on considére aussi une situation beaucoup
plus générale : précisément on démontre la presque-périodicité des solutions compactes pour une
large classe d’équations différentielles homogénes & coefficients opérateurs d’un espace de Hilbert.
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travaux précédents de I'auteur [25] et puis la généralisation du résultat de
Amerio dans le cas des solutions-distributions vectorielles.

Ainsi, le probléme de généralisation a I'équation des ondes non homogéne
du résultat classique de Bohr et Neugebauer sur la presque-périodicité des
solutions bornées de I’équation différentielle

YO(t) + arynmi(e) 4. ..+ ayy (t) = f(2), [[f(t)-presque-périodique],

nous semble épuisé, du moins dans cet ordre d’idées (*).

La considération des solutions-distributions vectorielles nous permet
d’obtenir aussi dans le cas de I'équation des ondes homogéne (1) le maximum
de généralité. Le théoréme de Bochner-Sobolev sur la presque-périodicité des
solutions classiques de I'équation (1), et aussi le résultat de Sobolev[21, IIT]
sur la presque-périodicité des solutions généralisées de I'équation (1),
reste vrai aussi pour des solutions-distributions vectorielles de (1), qui sont
ainsi des distributions presque-périodiques de L. Schwartz ([19], [20]).

En se retournant maintenant a I’équation non homogéne, aprés avoir établi
la propriété structurelle de presque-périodicité des solutions bornées, il est
nécessaire d’obtenir des critéres effectifs pour que les solutions de I’'équation
non homogéne des ondes avec partie droite presque-périodique, soient aussi
presque-périodiques.

(Une question sur laquelle J. L. Lions nous a attiré 'attention. )

Une telle condition effective peut étre obtenue en imposant certaines
relations entre le « spectre » de f(X, 7) comme fonction presque-périodique et
le spectre de L comme opérateur d'un espace de Hilbert. Dans ce cas aussi,
on peut considérer la situation plus générale ou f(X, ¢) est une distribution
presque-périodique, et I'on obtient une condition effective analogue pour la
presque-périodicité de toutes les solutions-distributions de I’équation (2) non
homogéne.

Il faut dire que les résultats mentionnés ont aussi un correspondant dans les
équations différentielles ordinaires non homogénes a coefficients constants,
qui appartient a J. Favard ([7], p. 98-99). Ils sont démontrés chez nous en
faisant de nouveau usage des semi-groupes de Hille-Yosida-Phillips, une
méthode qui nous semble trés suggestive. Mais il est probable qu'on pourrait
donner aussi d’autres démonstrations.

Le probléme de presque-périodicité se pose non seulement pour I'équation
des ondes, mais aussi pour les autres équations de la Physique mathématique.
Nous traitons dans ce travail encore I'équation des télégraphistes non
homogéne, donnée par la formule

(3) w (X, t)y=Lu—Mu,/ (X, t)+ f(X, t),

(*) 1l faudrait démontrer encore que si U(X, ¢) est limitée dans 11'(Q), U/(X, ¢) resulte limitée
dans H°(Q) (analogue du Lemme d’Esclangon), pour avoir une analogie compléte.
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ou M est une constante positive assez petite pour que I'équation homogéne
(f(X, t)=0) posséde comme solutions des oscillations amorties. Si f(X, ¢)
est presque-périodique de R a H'(Q) on démontre I'existence d’une fonction
unique u(X, t) vérifiant u|y=o0 et (3), et étant presque-périodique de R a
H'(Q)><H"(Q). Le cas périodique, méme non linéaire, a été traité par
G. Prodi [18].

On démontre ensuite un résultat similaire dans le cas ou I'on remplace la
fonction £(X, ¢) par une distribution vectorielle de R a H*(Q), qui est presque-
périodique. On démontre alors 'existence d'une distribution unique « de R a
H'(Q)><H"(Q) », vérifiant (3) et u|s=o0 dans un sens a étre précisé dans le
travail, qui est presque-périodique.

Comme il est déja clair d’apreés les travaux de J. L. Lions ([10], [L1], [12]
dans I'étude des problémes mixtes d’aprés Hadamard pour les équations
d’évolution, les distributions vectorielles de L. Schwartz [20] s’introduisent
d’une facon tout a fait naturelle.

Dans ce travail on verra qu’il est tout a fait naturel de considérer des
distributions vectorielles presque-périodiques, qui sont solutions généralisées
de diverses équations de type hyperbolique. Une théorie des distributions
vectorielles presque-périodiques manque dans la littérature; on I’a obtenue ici
en suivant de prés le cas des distributions scalaires traité par L. Schwartz
dans [19] (p. 62-64).

On obtient ainsi les premiéres applications pratiques des distributions
presque-périodiques, ce qui n’est pas sans un certain intérét vu que L. Schwartz
dit dans [19] (p. 6) :

« Nous ignorons si ces distributions peuvent avoir des usages pratiques. »

L’ordre des chapitres est le suivant :

Le premier traite certaines questions concernant les fonctions vectorielles
presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach ou de Hilbert. Par
rapport a Bochner [3]il y a deux résultats nouveaux et une nouvelle méthode
de démonstration du théoréme d'unicité et d’approximation. Le premier
résultat nouveau concerne I'extension vectorielle d’un théoréme de Favard,
concernant 'intégrale d'une fonction presque-périodique dont le « spectre »
n’a pas 'origine comme point-limite. Le deuxiéme résultat donne 'extension (*),
dans le cas seulement d’un espace de Hilbert, du théoréme de Bohr sur la
presque-périodicité des intégrales bornées d’une fonction presque-périodique.
Dans le cas d’un espace de Banach quelconque, Bochner avait obtenu en [3] la
presque-périodicité des intégrales contenues dans un compact, d’une fonction
vectorielle presque-périodique, et avait laissé ouverte la question si I'on peut
ou non remplacer « compact » par « borné ».

(*) Due & L. Amerio [2,]; pour I'extension aux espaces de Banach uniformément convexes, voir
aussi L. Amerio [2,].
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Il a été facile pour nous de donner une réponse affirmative dans le cas des
espaces de Hilbert, si I'on se rend compte que les difficultés essentielles ont été
dépassées par Amerio dans [2] (*).

Le deuxiéme chapitre traite en détail les distributions vectorielles presque-
périodiques. Ce chapitre représente un développement de L. Schwartz
([19], p. 62-64), et quoique I'essentiel se trouve dans Schwartz, il se peut que
certains lecteurs trouveront notre chapitre d’un accés plus facile.

Le troisiéme chapitre traitera des solutions fortes presque-périodiques de
lequatlon des ondes non homogéne, le quatriéme, des solutions-distributions
vectorielles presques- perlodlques pour les équations des ondes homogénes ou
non homogénes, le cinquieme de I'équation des télégraphistes.

Je tiens a remercier ici MM. J. L. Lions et G. Stampacchia, leurs encoura-
gements ont été pour moi un précieux appui, sans lequel ce travail n’aurait
,probablement pas pu s’effectuer.

Je remercie également le Professeur L. Amerio qu1 m’a facilité 'accés a ses
derniers travaux dans ce domaine, ce qui m’a permis la rédaction rapide de
ce travail.

Je remercie chaleureuaement les professeurs S. Bochner, L. Schwartz
et S. Sobolev dont les encouragements envers ce genre de recherches,
exprime’s en diverses occasions, m’ont donné un grand appui, et j'exprime ma
reconnaissance & MM. Paul Montel et Jacques Hadamard qui ont bien voulu
présenter mes Notes a I’Académie des Sciences de Paris.

CHAPITRE 1.

LES FONCTIONS VECTORIELLES PRESQUE-PERIODIQUES.

1. Au commencement on reproduit. Bochner [3]. Soit E un espace de
Banach, E’ son dual fort, R=[—ow, 4], f(t) une fonction presque-
périodique (p. p.) de R a E. Soit ¢,(¢) le module de continuité de f(t), fonction
de R a R donnée par la formule

o0y = o) =sup [ fs 0 — fo) .

Comme pour tout module de continuité on a

v(t) > o, v(0)=o, v(—1t)=v(L), 0(l+ ) Zo(t) + 0 (L),

(*) Quand j'ai envoyé le manuscrit de ce travail, je ne connaissais pas encore la Note [2;] de
L. Amerio, ou le théoréme est démontré (comme on fait aussi chez nous), avec le méme procédé
donné par Amerio pour ’équation des ondes.
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on en -déduit
—v (=) Zo(s+t)—v(s)=L0(E) et [o(s+t) —o(s)|=Lv(L).

Mais ¢(s) est continue pour s = o, car
> > .
ey =suplfsro—iol<e s r<a.

On en déduit que ¢(z) est continue pour tout :€R. Elle est aussi presque-
périodique; car si ¢ est une c-presque-période de ;(s), alors ¢(2)<e et
sup|e(s—+2) —o(s)| <.
SER ’

Soit maintenant la suite (1+,); des exposants de Fourier pour ¢(s); on sait
d’aprés un théoréme de Bohr (voir par exemple [9], p. 104-105 ou [7], p. 61)

que, pour tout ¢ >o il y a un N(e) et un o<o(e )<—, tels que toute

bOlut]OH ¢, des N inégalités

| topn] L6 (modam) (n=1,2,...,N)

est une c-presque-période de ¢(s). Mais toute c-presque-période de ¢(s) est

. . o © 1 > .
aussi une c-presque-période de f(s). Considérons I'ensemble M des combi-
naisons linéaires finies rationnelles des nombres (p.,);, qui est au plus
dénombrable. Soit A M. Alors, le systéme d’inégalités

| toypn| <0 (modam) (n=1,2,...,N),
[tol—n]ég (mod 2m)
a toujours une solution ¢, comme on en déduit d’'un théoréme connu de
Kronecker (voir [9], p. 106 ou[7], p. 18).
>
Il existe donc une e-presque-période de f(z), qui vérifie en plus la

relation |z,). — nlé%(mod 2m) et donc aussi la relation

I R
|1 —e | = 2sindy >

Dans ce cas on a

Ay +T

a(h) = lim / Floy et de = e modm,| F(1+ 1) et
T>

=i () e o [+ 1) — J(0)] e

et donc H a(l) ” e < &; VU que < est arbitraire positif, on a a(L) = 0

Il—e 1/07\1 jas—

‘pom tout Ag¢M. En conséquence l'ensemble des A tels que Z(l)#ﬁ est
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‘contenu dans M et il est au plus dénombrable (*). Nommons cet ensemble

avec (A,);; si Z(An)=zn on attache a chaque fonction ;(t) presque-
périodique de R a E la série de Fourier :

> © >
f) NZA” ednt,
1

2. Pour les fonctions p.p. de R a E on va démontrer le théoréme suivant :

>
TutoreME p'uNiciTE. — S f(2) et g(t), fonctions p.p. de R a E ont la méme
>
série de Fourier, alors f(1) = §(z) pour tout t€R.

En effet, d’aprés 'hypothése on a pour tout A réel :

Mm [;(l) e—l’)\t] =M [E(t) e—i)\[].

Alors, pour tout 2’ € E/, on aura
DTL[<J;” ?(t)> eﬁi)‘l:] =N [<$’, ?(l‘)> e—i)\t]‘

>
Vu que <w, f(z)> et <m’, §(z)> sont des fonctions p.p. de R a R, on a
>
d’aprés le théoréme scalaire d’unicité, 1'égalité <w.',f(t>'>:<ar;’, §(1)>
pour tout ' €E’; en conséquence le théoréme d’unicité dérive du corollaire

connu du théoréme de Hahn-Banach affirmant que si a/(x)=2'(y) pour
tout ' €E/, on a x =y (™).

3. Dans ce paragraphe on démontre le théoréme d’aproximation en adaptant
au cas vectoriel les raisonnements de Levitan ([9], p. 66-71).

L’exposé sera assez complet pour ne pas obliger le lecteur de consulter
Levitan. Le procédé est essentiellement celui de Bochner-Fejer, adapté au cas
vectoriel. Quant a Bochner, dans [3], il a adopté un autre procédé, remontant
a Bohr. La différence entre la méthode de Bochner et la notre est que, tandis
que dans la premiére on utilise des résultats profonds de la théorie des
fonctions p.p. et presque rien des espaces de Banach, chez nous la situation
est plus ou moins équilibrée (***).

Lemme I.3.1. — Sout { ji(t)} une famille de fonctions de R a E qui est
également continue, également presque-périodique et telle que pour tout t,€R

: z ] . .
fizé, Uensemble { JSa(20)( est contenu dans un compact. Il existe alors une suite

(*) Autre démonstration dans J. Kopek [27].
(**) J. Kopek [27].
(***) Poir aussi Kopek [27] et Bochner-von Neumann [28].
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 2. 20
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{ f,( t)§ C { ﬁ(t) § qui converge uniformément par rapport ¢ t€R wers une
Sfonction p. p. de R a E dans la topologie forte de E.

En utilisant le procédé diagonal et la compacité relative on peut trouver une

. .
suite %f,..(t)}g1 qui est convergente sur un ensemble dénombrable partout dense

dans R. Puis on voit aisément que cette suite est méme uniformément
convergente sur R dans la topologie forte de E.

Maintenant on construit les polynomes de Bochner-Fejer (voir [9], p. 66-71
ou[7], p. 52-54). Soit f(t)mz K”e""‘"‘ et (84, Bay .., Bun .. .) une base pour

la suite (A,)7. Soit aussi 7, m, ‘ny, ..., n, des nombres naturels arbitraires. Le
noyau de Bochner-Fejer est donné par

Ko =Ky =K 61 K 52 4 K
BT

ou
L npt
sin? 2@ n v
K,(Ot :——-—-—:2 [ — =L ) eivBe,
n(B0) . bt n
7L sIn- — V=—n
9
On a

Vi

Ve
N —i( = P+ =3,
KPS0, OR[KE(O] =1, KGO (1) =N e (P05,

ou o=k, ., ., .,=1,et, pour r et v, ...,v fixés, les £, . .. . tendent
vers 1 quand n,, ..., n.,—ow. On définit alors le polynome de Bochner-Fejer
par la formule

i; PO(1) = I [ W ( s)_/([—}—s) = 11m ~f h"“(s)f t+s) ds.

Nous montrons que l’ensemble de tous les polynomes P;””(t) qui corres-

>
pondent a la méme fonction f(z), vérifie les conditions du lemme I.3.1. On
voit sans peine que

B ey — Dy | = sup |Fcewm —Fl,

d’ou résulte I'égale continuité et presque—périodicité.

Il faut prouver encore que 'ensemble de tous les éléments de E, Py*'(7) ou
varient B et m, pour chaque t€R fixé, est contenu dans un compact. Pour
cela on utilise un critérium de compacité relative donné par R. S. Phillips
dans [17](§ 3.1), dont I'énoncé est le suivant :
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Pour qu’un ensemble borné A contenu dans un espace de Banach E soit relati-
vement compact, il faut et il suffit que la transformation linéaire T de E' a M, (*)
donnée par Ta' ={ &', x>, x €A, soit compacte.

Done, pour que ACE soit relativement compacte il suffit que, quelle que
soit la suite bornée de E’, (), il existe une suite partielle telle que {a; , >
soit convergente pour n —> o, uniformément par rapport a € A. Dans notre

T . , ’ . . . ’ >
cas, si 'on a la suite bornée () alors la suite de fonctions scalaires <xn, VAO) >

[ pour f(t) p-p- de R a E] est également bornée, continue et presque-
périodique. En appliquant le lemme I1.3.1 dans le cas E=R, il résulte

- . .
I'existence d’une suite partielle <az',(n,f(t)> qui est convergente, unifor-
mément par rapport 4 z€R. Mais dans ce cas il résultera aussi que la suite

<x’kn, _léi,’”’(t)> converge uniformément par rapport a B, m et z&R. En effet,
on a
et B0 = tim L[ Ko 0t ) .
9,
Soit € > o et N(¢) tel que pour tout m, n > N(e), on a
sup |t Fuy) — ot | <,

on en déduit

\<x’km i:)>§3m)(t)> - <x,knu F55111)(t)>l \

1 t+8S 1 S
éelim—f Ky (e —t) du:elim—f K§™ () du = «.
S t s S 0

S>w

>
Amsi la compacité relative de I'ensemble des Py (¢) (quand varient B, m
et aussi t€R) est une conséquence du critérium de Phillips.
Choisissons maintenant les nombres r, m, n,, ..., n, de la maniére suivante

(voir[7], p. 54-55) :

r—m, n1:nz:...:nm:(—'

m.)z.

Alors, la suite correspondante de polynomes de Bochner-Fejer sera donnée
par la formule

~>m . Ivil lvmi >/ v Yo i v,%+...+vn,%ﬂ t
Pt )(t)—‘ 2 <I_(m!)2>"’<l'—(m!)2>A mﬁ1+-o-+mﬁm 6( : 1>,

| va] £ (m1)2
[Vl < (m1)?

(2) My est Pespace des fonctions complexes, définies el bornées sur I’ensemble A, avec la topo-
logie de convergence uniforme sur A. :
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v m

>
ou A<% Bi+...+ = > est le coefficient de Fourier qui correspond

m!rm
>
I'exposant ;n’i' Bi4...+ % Bn de f(z). En appliquant a cette suite le
lemme I.3.1, ce qui est possible par les raisonnements ci-dessus, on obtient

. . ) . > .
une suite partielle, qu'on va noter toujours avec P™ () et qui sera convergente

uniformément sur ¢€R, dans la topologie forte de E, vers une fonction o (¢)
presque-périodique de R 4 E. Calculons les coefficients de Fourier de cette

. >
fonction o(z), on aura

ao) = on{?(t) e =lim o f Pl (1) e-ine}.

5 N
Si A £ A, pour tout n=1, 2, ..., alors M % Pim () e-"“; =0 pour tout m et

>
donc @(A)=1~0. Soit maintenant L =72;. Si m_ est assez grand, tous les

> . > .
polynomes P (z) contiennent des termes avec A(X;); en effet soit
M=r 3+ r.Bs+...+r,B, avec r, rationnelles. Si m est plus grand que
le produit des dénominateurs des r;, alors A, sera donné par la relation

" Vim
)\k—— mﬁi"i_ ot -I;l—‘ my

ou
vi=rim! siiZp et v;=o0 sii>p.

Aussi pour m assez grand, on aura encore
[vi|=|ri|m! Z(m!)? (i=1,2, ..., p).
> , . .
Donc, tous les Pt (z) avec m plus grand qu’un certain m,, contiennent des

> . ,
termes avec A(Ax). On a alors, en conséquence

—>m ——)__ IVI lv""l IO
OTL{P( I(t)e ”\“5—"<I_ (,n;)2>"'<1— (m!)? A (he),

ou
v=r;m! pour iZp et v,=o0 pour > p.
v T, . . 1
Donc ’,lo = ',] pour i <_p et tend vers zéro avec —- Alors
(ml)® m! — m

>
On a obtenu ainsi que les séries de Fourier pour les fonctions p. p., f(2)

et o(2), sont les mémes. Alors, d’aprés le théoréme d’unicité (qui chez nous,
par différence de Bochner [3], précéde le théoréme d’approximation), on a

I'égalité f(t): EE(t), t€R. En conséquence, la suite de polynomes ﬁ””(t) qui
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. . _> + .
a été construite a partir de f(¢) est convergente vers f(¢), uniformément par
rapport 4 t€R, dans la topologie forte de E. On peut donc formuler le

. . z
TutoriMe p’ApPROXIMATION (Bochner. — Etant donnée une fonction p.p. f(t)
de R a E, il existe une suite de polynomes abstraits exponentiels de la_forme

N(m)
S a 3 ihp l
P('")(t) :2 r(n" )Anel o L

n=t
. . >
ut dans Uintervalle — o < t < -+ converge uniformément vers f(t) dans la
q 8

topologie forte de E, lorsque m — o, les coefficients r']"’ dépendant seulement de m

>
et des exposants ).,, mais non des coefficients A,.
4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

. + . 4 nl
TutoriME VECTORIEL DE Favarp. — Soit f(t) presque-périodique de R a E.

St f(t)wzzne")‘"‘ avec |\, | >a >0, pour tout n, alors U'intégrale indéfinie

de f (t) est presque-périodique.

Pour E=R, c’est un théoréme de Favard. Nous donnons la démonstration
pour faciliter la lecture; elle est complétement analogue a celle donnée
dans [ 7] (p. 89) pour le cas scalaire.

Soit la fonction définie par

) si";ﬁ (0 Zh < a)
cP(l):l P(—H2)=—0o(}).

I
7 (A>a)

On voit qu'elle est dans L*(R). En calculant la transformation de Fourier
de o(A), nommons-la {(u), on peut voir qu’elle appartient a L*(R).
Considérons maintenant la fonction

E(t):f-f}(l—i—u)q:(u,)du.
R

On voit aisément qu’elle est continue et presque-périodique. Puis

:m,f F(t) e—m} :ft.[)(u) Jll,%_;(t—f— u) e—"\“} du
R

= :ml{f(t) e‘““}f&!)(u) ei)"f du = K()\) @ (A).
R

Il en résulte

>
Fiym Y <;§Tn>ew
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> >
Montrons que F(¢) est I'intégrale indéfinie de f(z). Considérons pour cela

les polynomes de Bochner-Fejer pour f(t) et F(t) vu que F(t) et f(t) ont les
mémes exposants de Fourier, on voit que

N(m) N(m) >
> > > . A s
Pim) (t, f) — ,.ﬁlln)Anetl.,, l, P ne) t [4 P r( m) ethnl,
2 2 it
1 1

Done
T)(’")(t, F) :F(m) (’07 ]?) +/‘l1>3(lil)(t, }) dt
B0

et en passant a la limite, on aura I'égalité

> > f
F(¢)=F (o) + { f(uw) du,

v

C. Q. F. D.

5. Lk tHEoREME VECTORIEL DE Bonr (*). — Dans ce paragraphe, E sera un espace
de Hilbert H. On vadémontrer que :

> > ¢
St f(t)estp. p. de R a W et si Uintégrale indéfinie ¥ (t) =f 7(11) du est bornée
dans H quand t parcourt R alors E(t) estaussip. p. de R a H.

: >
Démonstration. — L’ensemble des valeurs de la fonction p. p. f(z) est sépa-
rable dans R car f(t) est continue. Soit H, CH le plus petit espace linéaire

fermé qui contient I'ensemble des valeurs de f(t) Il est un espace de Hilbert
séparable et nous pouvons supposer donc dés le commencement que H est sépa-
rable. Soit alors (é,, es, ..., e,, ...) une suite compléte orthonormale dans H.
On a dans ce cas la relation

?(f)zZﬁ(t)em fu0y=(F(0), )

oupar ( , )on des1gne le produit scalaire dans H. La série Ef,l(t)e,, est

convergente fortement dans H pour chaque te R fixé. On a aussi
S 1o k= Fo

et, vu que f(t) estp. p. de RaH, il résulte que les £,(2) sont toutes des fonctions
p. p-deRaR.

(*) Du a L. Amerio [2,].
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On a le lemme suivant :

Lenme pE Amerio ([2], ). — Sout { £,(2)|; une suite monotone et bornée de
Sonction p. p. de R a R, c’est-a-dire

Jo() Zfnii (1) =M <+ (t€R)
ou
Sl = fon () mm > (L€R).

»

Pour chaque suite o= {a}; de nombres réels telle que lim f,(t + ;) = [, .(¢)
k>

(pour n=1, 2, ...) existe uniformément pour { € R[ suite réguliére par rapport
a{fu(t)}7 ] la suite f, .(2) est aussi monotone et bornée. Sout ¥,(¢) = lim f, , (1),
n>»

la convergence, ponctuelle ent €R. Alors, si pour chaque suite réguliére o = { o, |7,
les fonctions F,(t) sont p. p. de R a R, la suite f,(2) et toutes les suites f, (1)
convergent uniformément pour t€R.

Comme dans Amerio ([2], III, lemme I), on en déduit que la série

” > 2
Zf;’(z) :”fu)” converge uniformément pour z€R. Puis on a le
1

Lemve 1.5.1. — Soit ;(t) et (1) p. p- de RaH, et u(2), ¢(t) deuz fonctions
de R a H vérifiant fortement Z’(l) :f(t), 3’(1):5‘. Alors, st Z(t) et 3(5) sont
bornées dans H la fonction scalaire ¢ (t) = (Z(z), ?(t)) estp.p. deRaR.

[Cest 'analogue du lemme II de [2] (III).]

Preuve. — Soit f(t):zfn(z)en, ;(z):Eg,,(t) e., les fonctions f,(¢) et

gn(t) sont p. p. et les séries zf,f(t) et Eg”(t) convergent uniformément sur

1 1

3

t€R. Il résulte évidemment que les séries Ef,,(t) e, et ¥ g.(t)e, convergent
1 1

idON
fortement dans H, uniformément pour t€R, On a
Z(z):Z(o)+f f(li_)di:i?(o)+2¢,,(l)(3,z
0 1
et
{ »
> > . . >
¢ (t) =9 (o) —|—f z(E)d:="v(0) + Y wa(l) ey
¢ 2
ou I'on a désigné

$n(2) :/ Jo(B)dey,  wn(t) :f gn(E) ds.
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Les deux séries ainsi formées convergent fortement pour chaque z€R. Mais
on a supposé u(t) et v(t) bornées, donc Z%(t) e, et Ewn(z) e, bornées, et

(en multipliant scalairement avec ¢;), il resulte $,.(2) et w,(t) bornées, done
(théoréme scalaire de Bohr), 4, () et w,(¢) sont p. p.

D’autre part, on a

d : > > < .
), 1) =(F0),7(0) + (i (0, 50) =D ful0) 02 (1) + B bu(0) 800,

Mais £,(t), g.(2), ©,(¢), L,(¢) sont p. p. D’autre part les séries an(t) w,(t) et

23"<t> L, (2) convergent uniformément pour ¢€R, car, par exemple, on a

.
é<2fr?(t)> <Zwu<z>> =%ty =¥ (o) Hu<afn (t))

et le résultat est une conséquence du fait que ¢(z) est bornée sur z€R et la

(2) wn ()

série qu (t) est convergente uniformément sur t€R.

z > >
En conséquence, la fonction (f(t), v(t)) -+ (Z(t), §(t)) est p. p. D’autre part,
la fonction scalaire (Z(t), i’(z)) est bornée sur R. Du théoréme de Bohr, il

résulte encore la presque-périodicité de (u(t), v (1)).
: €. Q. F. D.

En prenant Z(z):?(z), il résulte que HZ(t)H“ est aussi p. p. Maintenant
nous terminons la démonstration du théoréme vectoriel de Bohr.
Soit done F(¢) vérifie F'(¢) = f(2), £(¢) p. p de R a H, F(¢) bornée de R a H.
Ona ’
:E‘f"([) e,

la série étant convergente fortement dans H, uniformément pour ¢ €R, et la série

ifn(t) = Hf(t) “) est uniformément convergente. On a

F(0=F (o) + [ /(5 dz=F(0) + X ul0)es

(,bn(t):folfn(z) d

ou
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On voit comme plus haut que les {,(¢) sont p. p., et donc pour prouver

>
la presque-périodicité de F(s), il sera suffisant de montrer que la suite

Edﬁ(z)en est convergente uniformément pour t€R, fortement dans H. Mais

pour cela il est suffisant de prouver la convergence uniforme sur R de la série

n

Z%(t} Considérons la suite monotone ag,(2) =2¢l(t) Comme on a

1 1

Sy =lFo-Folh

et comme par hypothése ?(t) est bornée, il résulte que la suite 5,(2) est crois-
sante et bornée, formée de fonctions p. p. Nous allons voir que cette suite
vérifie encore les autres conditions du lemme de Amerio, d’ou il résultera la
convergence uniforme cherchée.

Soit pour cela o« ={a,} une suite réguliére pour la suite 5,(¢), c’est-a-dire
telle que o,(z+ ;) tend vers a,,(¢), avec k— oo, uniformément pour z€R.
Il existe alors une suite partielle, notée toujours avec |}, qui est réguliére

pour la suite {,(2) et pourf(t), et soient {, , et ﬁ(t) les limites uniformes
>
sur t€R de 4, (2 + o) et f(¢+ ;). On a évidemment

Tua (1) = X bha (0).

Ce qu’il faut encore montrer, pour pouvoir appliquer le lemme de Amerio est
que la fonction o,(2) =Y, U2, (¢) est aussi p. p.
1

Faffirme que la fonction z,(2) :2 Uoo(t) e, (qui existe évidemment), est

1

., C 1.p - > . R
I'intégrale indéfinie de f,(¢). Considérons les composantes; on a

Gl + o) :[

__—_q),l(ak) +‘[ f,l(7+ak)d7.

L%y (4%

‘/',L(a)da::[ kf,,(a) do + Ju(o) do

%k

Vu que les ,(¢) sont bornées pour chaque n, on peut choisir une suite
partielle de { o} (toujours | a,}, telle que () soit convergente avec &£ — oo
En passant a la limite, qui est uniforme sur z&€R [pour ¢, (¢ + o et /(7 + o)),
on obtient

{‘P"ya(l):an_i—f fn,q (T) d‘l'.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 2. 21
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Mais vu que Z b3, (1) < oo, il résulte pour t =o que Za:< . Considérons
1 1
> - .
a:Z a, e,, et soit
1

Ca(t) :Z+f }a(t)dl.

En prenant les composantes, on a

(3a(t), en> =, + (flﬁ(o') do, e,,> :¢L,L+fl<;a(c), e,l) do

— an"—f /'n,cx(o') dU:H'Jn,a('f),
. >
comme on voit, vu que <fx(t), e,L> = f,,.(2), donc
i (1) = X na(0) er= Tal0) = i+ [ Ja) .

Mais /,(z) est p. p. tandis que 1,(¢) estbornée sur z& R comme on le voit aisé-
ment. Alors, du lemme I.5.1 il résulte que

() [ =3 420 () =7:(1) estp. p.
C. Q. F. D.

Le théoréme vectoriel de Bohr est ainsi complétement démontré.

CHAPITRE II.

LES DISTRIBUTIONS VECTORIELLES PRESQUE-PERIODIQUES (*).

1. Une distribution vectorielle « a valeurs » dans un espace de Banach E, est,
d’aprés L. Schwartz [20 ] une application linéaire continue de 'espace @ des
fonctions indéfiniment dérivables sur R 4 support compact, munide la topologie
de Schwartz, 4 E. On dit : un élément de £(®, E) ou un élément de @'(z, E).
Dans I’espace @'(¢, E) on introduit la topologie de convergence uniforme sur
les parties bornées de . Si K est une application linéaire continue de Edans T,
F étant un deuxiéme espace de Banach [on dit K€ £(E, F)] et si T€®'(¢, E),
alors, on peut définir la distribution vectorielle KT € @'(z, F) par la formule

(K, T,0>=K{T,¢>  pour chaque g€®.

(*) Une exposition un peu diverse dans Zaidman [26;].
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Puis, la dérivée d’une distribution T€ @'(¢, E) sera définie par

AT N d
\717’(9/”—<F’c_12°?/ (pem)

et cette dérivée appartient aussi & @'(¢, E).

Considérons aussi un nouvel espace introduit par Schwartz dans [ 19] (p. 55)
et qui sera d’usage fondamental dans la suite. Il s’agit de I'espace ®,,, formé des
fonctions ¢(z) définies sur ¢€R, indéfiniment dérivables, et telles que
o (t)eL'(R) pour chaque p > o.

Une suite ¢,(z) convergera vers zéro dans @,, si pour chaque p > o la suite ¢}/
tend vers zéro dans L*(R). On voit que ®@,, est un espace localement convexe,
métrisable et complet. Ce dernier fait résulte de ce que la convergence dans
L*(R) des ¢»(t) vers zéro a pour conséquence la convergence vers zéro, uni-
forme sur R, des fonctions ¢»=*)(2).

On observe que 'espace M est dense dans @,,, dans la topologie de ce dernier.
" Alors, on appelle distribution vectorielle bornée a valeurs dans E, tout élément
de 2(®,,, E). L’ensemble des distributions vectorielles bornées sera désigné
par @-(t, B)= £(®,,, E). On le munit de la topologie de convergence uni-
forme sur les parties bornées de @,,. Si maintenant T n’est, pas simplement une
application linéaire bornée de @,, dans E, mais aussi une application linéaire
compacte, on dira que T est une distribution vectorielle a valeurs dans E,
« contenue dans un compact ». L’ensemble de ces distributions sera désigné
par @, =(¢, E). On a les inclusions

@' (t, Eyod, - (¢, E)DLD;}; (¢, E).

Comme la translatée <,0 =q(¢-+h) est définie pour chaque o€ ® ou
o €M, et appartient aussi i ces espaces, on peut définir la translatée d’une
distribution T€ @'(t, E) ou d’une distribution T € @, (¢, E) par la formule

(a0 =T,759>=(T,9(t—h))

et U'on voit que si T€®' (¢, E) ou a @\ - (¢, E) la translatée 7, T est dans le méme
espace.

On dira qu'une distribution vectorielle T € @, (¢, E) est presque-périodique
| appartient & @;= (¢, B)]si elle est bornée, et toute suite de nombres réels
(h,); contient une suite partielle (A, ); telle que la suite d’éléments de
@,»(t, E) — (7, T) soit convergente dans cet espace.

2. L’étude des distributions vectorielles introduites dans le paragraphe
précédent, bornées, contenues dans un compact, ou presque-périodiques,
peut étre réduite, par convolution avec x€®, a I'étude des fonctions appar-
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tenant aux classes B”(R, E), B{ (R, E), B,, (R, E) (*), qui sont indéfiniment
dérivables et appartiennent a ces espaces avec toutes leurs dérivées.

On définit, pour chaque « € @, et, pour toute distribution TE€®'(¢, E) la
« régularisée » Tx o, distribution ausside ®@'(¢, E), donnée par la formule

(Tohaod=CT, 45 () :fa(s)cp(t—{—s)ds
R

pour toute ¢ € @.
On démontre aisément que si T€®@'(¢, E) et x € @, alors

dT a

E*a:E(T*a)

et aussi que, si K& £(E, F), F étant un deuxiéme espace de Banach, on a

(KT) % o« = K(T % ).

En effet, pour cette derniére :
C(KT) %o, 9> =< (KT), > =K{T, 4> =K{(Tk a), o >=K(T % a), 9.

On sait bien (voir par exemple [20]) que la distribution régularisée T % « est
une distribution donnée par une fonction indéfiniment dérivable de R a E, par
la formule

<T*d,<?>:fToc(5)C?(3)d8=

ouT,(s)=<T,, (s —1t)». Le premier résultat important est le

Lemwe I1.2.1. — Si T appartient @ @, -(t, E)) oud @, -(t,E)oua @z, (t, E)
alors, pour toute fonction « €®, la fonction indéfiniment dérivable T,(s) est
respectivement, pour s€R : contenue dans un borné de E, contenue dans un
compact de B, presque-périodique de R a E.

Démonstration. — 1° Soit T€ @, - (¢, E) et B 'ensemble des o € @, telles que
f| e(s)ds|<1; B est un ensemble dense dans la boule unité de L*(R). L’opé-
R

ration T x « de @ 4 E, définie par la formule

KT, 0>={T % a, cp>:fTa(s) @ (s)ds, k!J(t):’:fa(S)(P(l—!—S) ds
R R

>
(3) B=(R, E) est I'espace de Bochner des fonctions f(¢) de R a E, fortement mesurables, avec
>
vralienl)‘ax “f(f)”<oo; BE (R, E) est le sous-espace de B=(R, E) composé des fonclions pour

lesquelles Pensemble des valeurs est un ensemble de mesure nulle pres, contenu dans un compact
de E; By.p.(R, E) est composé de fonctions de B= (R, E), telles que, pour chaque > o, 'ensemble
des = ainsi que
. > >
vrai nllxafo(t “+ 1) —f(t) ” <e
L€
esl relativement dense.
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applique B dans un ensemble borné de E car si ¢ parcourt B, les
d(t) = t ds,
(= [ al) ot ) ds

parcourent un ensemble borné de @,,, et donc les (T, &> parcourent, vu que
Te,-(t, E), un ensemble borné de E. Donc, I'opération Tx o de @ 4 E est
bornée aussi comme opération de B a E; elle peut étre donc prolongée par
continuité a un opérateur de 2 (L*(R), E). Soit alors 'ensemble des fonctions
appartenant a la boule unité de L*(R) :

1

<Pz,-r.<s):=n_:z (E<s=mn),

o(s€[Z, n]).

~Onaalors, siM=

Tx o HL"(L'-E)’ la relation

. 7
Ty
W_E~/g (s) ds

pour tout couple £,7€R. Vu que T,(s) est une fonction continue de R a E, en
faisant £ — v, on obtient que

=M,
E

1<, ay oz > le=

| Ty (n) |le<<M pour toutneR, .
C. Q. F D.

2° Soit maintenant de plus T€ @, (T, E); on obtient comme plus haut que

n
I’ensemble & des ¢léments de E de la forme n—l_~f T.(s)ds est contenu dans
: d

£
un compact de E, quand £, v parcourent R. Mais, 'ensemble des valeurs de la
fonction continue T,(s) est contenu dans l'adhérence de &, donc dans un
compact de E.
3¢ Soit enfin T€ @y~ (2, E) et (h,); une suite quelconque de nombres réels.
On voit aisément que

2T (8) =To(s 4+ L) =74 (T % @) = (7, T) % a.

Par ’hypothése, la suite (£,); contient une suite partielle (4 )7 ainsi que la
suite des distributions bornées (':,%T)f est convergente dans @, -(¢, E). Cest-
a-dire, si ¢ parcourt un ensemble borné de @,,, alors (7, T, ¢) est convergente
dans E, uniformément par rapport a ¢. On voit aisément que si ¢ parcourt
I'ensemble B défini plus haut, alors, pour tout« € @, I'ensemble des fonctions
données par la formule

0= [a(s) gles) ds

parcourt un ensemble borné dans @,,. En tenant compte de la relation

o (T ), 9> = (0, T) ke oy 95 = (2, Ty 4)
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et des observations ci-dessus, on voit que pour chaque ¢ > o, on trouve un N(¢)
ainsi que
N(To(s+he) —To(s+hi,)), olle<<ce pour tout m, n >N (c) et ¢e&B.
Mais si A€ 2(E, I) et B est dense dans la boule unité de E, alors
Al == sup [|A e [l
e€B
Dans notre cas, on a »
| 7o, (T 4 o) — iy, (T S @) || pragy==¢ si m, n>N{(¢).
D’autre part nous avons obtenu plus haut que

sup [[ Te (s) e[| T , || p s
sER

En conséquence il résulte que

suepRH To(s+ hi,) — To(s—+Iy,) |e<Le [n, m >N (¢)]

et donc To(s) = (T % a)(s) est presque périodique de R a E.
Un résultat plus simple dont on aura besoin est le

Lemse 11.2.2. — S T€ @ (2, E) ou TE€D, 2 (1, E) ou TED, . (¢, E), alors
N st . de . LY ’ \ ’
pour tout p>> o, la dérivée —_- appartient aussi i @, (¢, B) ou & @, (1, E) ou
a (DLI;?P-<t, E).

Que la dérivée de toute distribution bornée ou contenue dans un compact
conserve les mémes propriétés résulte immédiatement, si 'on observe que par
dérivation tout ensemble borné de @,, reste borné. Pour le cas presque-pério-
dique on raisonne ainsi :

Soit TE€®, » (¢, K); donc, de toute suite (/,)] on peut tirer une suite partielle
(hy,): telle que la suite (7, T, ¢) soit convergente uniformément pour ¢ par-
courant un borné de ®,,. Mais

(g Lop N\ 1
\ThknWT’ CP/__ thknr‘l7 9@ —<Thl‘u T, (— I)p(P(l)>’
le résultat est déja clair.

Maintenant on passe 4 un lemme réciproque du lemme I1.2.1, et qui sera
fondamental dans ce qui suit. Il s’agit du

Lemve I1.2.3. — St E€ @' (¢, E) a la propriété que pour toute fonction o € 3,
la régularisée T ¥ a =T, (s) est une fonction :

~ a. contenue dans un borné de E : b. contenue dans un compact de E : c. presque-
périodique de R a E : alors

(a) Tempz(t, E); (b) Tediz(t, E); (¢ Tedys, (4, ).



SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES DES IEQUATIONS HYPERBOLIQUES. 171
Démonstration. — Comme pour les distributions scalaires on peut démontrer

les faits essentiels suivants :

1° Sur tout compact de R, T est une distribution d’ordre fini (dépendant du
compact). C'est-a-dire, pour tout compact K de Ril existe un m >~ o, m = m(K),
tel que si des (9,) € ® ont leur support contenu dans K et les ¢'”(2), o = p = m,
convergent uniformément vers zéro, alors (T, 9,> — 0.

2° Pour tout compact KCR, on désigne par @y 'ensemble des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact dans K, et avec dy' la fermeture
de g dans la norme p,,(¢) = sup | (2)].
0Lg<=m
(EK

Si maintenant @3 est un ensemble des distributions vectorielles { T} Cc ®@'(¢, E),
ayant la propriété que pour chaque ¢ € @ il existe un /(o) tel que

sup [|[< T, o> £ (9),
TE®B

alors on peut démontrer que pour chaque compact KCR il yaunm>o0=m(K)

m

tel que tous les T de @3 appartiennent a 2(@g', E) et aussi, pour chaque ¢ € DY
il existe un /(o) tel que ‘

sup [[{T, ¢ >[[gL1V(0).
TE®

Maintenant nous démontrons le lemme.

a. Soit donc Te @'(¢, E) tel que pour chaque a€®, la régularisée T %
appartienne & B (R, E). Si B est I'ensemble défini plus haut (dans le lemme.
I1.2.1) on a évidemment :

sup [[<T %k @, ¢ [le=={(a).
veb
Mais d’autre part, on a

(T X a, q)>:<Tl,fa(s)cp(t—|—s) ds>:fl<Tl, o(t—+s)>a(s)ds.

Comme la fonction régularisée de T par « a été définie par
(T %k a) (5) =T, a(s—1) >,

il en résulte que <T,, o(z+5)> est la régularisée de T par ¢ [¢(¢) =0o(—1)].
En conséquence on a obtenu que

{(Thao>=C_THxg a)
et donc 1l résulte

sup || < T % &, a>|| L I(a) pour chaque a € ®.
o€
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On peut donc appliquer 2° a 'ensemble {Tx 0} C®@(¢, E). Il résulte que pour
un compact K, fixé contenant I'origine il existe un m,>> o0, tel que les Tx ¢
appartiennent a 2(@g", E) et de plus

' sup [[{T % &, «>|[ <L/ (a)  pour chaque x € Dg;.
veB

Nous avons défini plus haut seulement la régularisée de Te€ @' (¢, E) par une
fonction a € ®. Pour une fonction « € Mg (m>0, KCR), on peut définir le
produit de composition T % «, par la méme formule

{Txa,o>=T,d>; up(t):fa(s)cp(s—l-t)ds

car ¢ appartient 4 @ si o € M et « € @}'. (Mais on ne peut dire maintenant que
T o est une fonction indéfiniment dérivable de R & E.) On vérifie aisément
que, pour ¢ €M et x € MY, on a aussi

(Tka,9r={Tx3d a)

[par définition (T x &, o> pour a € @y est donnée par la formule”

f(T,,cp(t—l—s} ds]

On voit maintenant que

sup || { Towa, ¢ > || L () pour o€y
ves ,

Alors, pour toute x€®y, la distribution vectorielle Txa€®'(t, E) est
aussi une opération linéaire bornée de L'(R) a E, donc aussi de ®@,, a E, et
appartient donc a @, -(¢, E).

On choisit maintenant la fonction o € @g* de la maniére suivante :

Soit : u(2) la solution de I'équation en distributions; p*" (¢) =2 la fonction
de Dirac (facile a construire dans une seule dimension).

On a soin de choisir £ suffisamment grand pour que la fonction 1.(¢) soit m,
fois dérivable, a dérivées continues. Puis soit y(¢) une fonction de @, égale a 1
dans (—e, -+ ¢) (e petit) avec le support contenu dans K. Considérons mainte-
nant la fonction « ()= .(¢)y(¢). Elle appartient évidemment a ®@g. On a les
relations ,

(T py) &8 = Tk (py)0 =TT+ Tho=Th{ + T,

ou { est une fonction de @ et Tx< est défini par la formule
CTHh0, 0> =T {35, 9(t+8)>>={Ty9(t) >=T, 0>

(pour les détails concernant le produit de composition pour les distributions
scalaires, on peut consulter [19]; pour les distributions vectorielles, [20];
d’autre part, les cas que nous considérons sont assez simples, et 'on pourrait
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refaire simplement quelques détails que javais omis, pour ne pas allonger
outre mesure.)

On a donc obtenu la formule importante
T= (Thpy)H — Tk

Comme on a démontré plus haut, vu que « = p.y € 5", on a Tkax € @,.(¢, E).
D’aprés le lemme I1.2.21a dérivée (T )2 appartient aussi a @, ..(z, E). D’autre
part, vu que {€®, la régularisée Tx{ appartient a D;..(¢z, E) d’aprés 'hypo-
thése du lemme. En conséquence T € ;.. (¢, E), c’est-a-dire (a) est démontré.

b. Soit maintenant Txx€B; (R, E), pour chaque « € ®. En utilisant (@) on
voit que Te€ ;.. (¢, E). Yu que ®,, est un espace de Fréchet, donné par une
infinité dénombrable de semi-normes, on peut voir aisément que toute distri-
bution vectorielle bornée T€ ®;.(t, E) est d’ordre fini (dépendant de T) sur
tout R. C'est-a-dire, il y a un m=m(T) tel que si des ¢,€®,,, tendent vers
zéro dans L'(R) avec toutes leurs dérivées jusqu'a lordre m, cela est suffisant
pour que les {T, 9,> tendent vers 6 dans E.

Soit maintenant, pour tout compact K CR, une fonction € ®@;’. On va mon-
trer que Txa est aussi de B*(R, E). Vu que T est d’ordre m et « € @}, on voit
que Txao est une fonction de R a E, continue. Mais Txa appartient aussi a
B”(R, E). En effet, rappelons que B est 'ensemble des o€ ® telles que

f]cp(s)]dsél. L’opération de B a E définie par {Txx, ¢ > est bornée. Car, si
“R
p€B, ona

{Tx,a, o >=(T,¢>, xp(t):fwa(s)cp(tAks)ds:: mac(v-t)cp(v)dv.

—

Vu que T est une distribution bornée, d’ordre m, il sera suffisant de montrer
que si @ parcourt B alors les ¢ parcourent un ensemble borné de @;;. Mais cela
résulte de

[ 1
::/; ’f alP) (v —t) ¢ (v)dv|d é[ f alP (v —t) || o ()| dv
:/; dvf [ ol (v —t) |.]9(v)]|dt

:f [ (s) ]‘dvf ‘ | al”) (u) | die < mes (K) max | al”) (u) |.
— —» uEK

Vu que B est dense dans la sphére unité de L'(R), on prolonge Tx« dans un
operateur borné de L'(R) a E. Puis, aussi comme dans la démonstration du
lemme II.2.1 on voit que Txa est une fonction de B*(R, E).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 2. 22
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Enfin, on peut montrer que Txx appartient aussi a BJ (R, E). Pour cela, vu
que x € Ay, on trouve une suite o, €MD, a support compact commun, K, DK,
telle que les o}’(¢) convergent vers «*'(¢) pour o = p =~ m, uniformément dans
le support K, des «,(¢). Par 'hypothése Tk, sont de B{ (R, E). Alors, il sera
suffisant de montrer que les fonctions (Txz,) (s) convergent vers (Tka) (s),
uniformément par rapport a s€R. Cela est équivalent, comme on le voit aisé-
ment, avec la convergence des {Txkx,, ¢ > vers (Txx, ¢ uniformément par

rapport a ¢ de la boule unité de L'(R). Mais on a
(Tt g = (T > =Ty b= [ [aa(s) = 2(9)] g (4-5) ds

et donc, vu que T est d’ordre m, il sera suffisant de montrer que les ¢,(¢) con-
vergent vers zéro dans @i, uniformément par rapport & o €L'(R) avec

f |o(s)|ds < 1; mais cela résulte des (o Zp<m);
R

fw1%[’)([)[:fxdt‘fm[a‘,{”(u——t)-al/'l(u——t)Jcp(u)du

éfwdu'/x[a‘,[”(u—t)wa(/')(u——t)l‘lt.o(u)|(lt
éf \cp(u)ldu,f o (e —t) — al” (u—1) | dt

%
—®»

éf [ alf?(s) — al?) (s) | ds =~ mes (K,) max | a}’ (s) — al”(s) |
. Xi :

On a donc, pour tout « € @y', K arbitraire, mais m fixé, que Txx €B; (R, E).
Sil'on choisit &« = 11(¢) y(¢) comme dans le point précédent, avec i au lieu de
m,, on arrive au résultat cherché de la méme maniére.

c. Soit maintenant Txx€B;, (R, E), pour chaque «€®. On voit alors

comme au point (b) que pour x € Ay, Tk est limite uniforme sur R de fonc-
tions appartenant a B, (R, E), Txa,. Done Txa est p. p. Puis on choisit o = py
et I'on a le résultat cherché, T étant lasomme entre une dérivée d’ordre p au sens

des distributions d’une fonction de B, (R, E) et une fonction de B, (R, E).

3. Ce paragraphe est consacré a I'analyse harmonique des distributions vec-
torielles p. p. On a besoin du

Lemve I1.3.1. — SiTe€dg (¢, E) elle est limite en .. (t, B) d'une suite de
Jonctions p. p. de R a E.

Démonstration. — On a vu plus haut que T€ @, > (¢, E) a pour conséquence

N + =7 —>. . . .
T=/" —|—§',fet E étant de B, (R, E) et les dérivées au sens des distribu-
tions. Soit la « suite » régularisante ¢; € @ définie par

Ve T (s <),
‘?0(3)—' o (|s|>5)
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On a
(Thga) (5) =< Toy 93 (s — ) > =<0 (0), g3 (s — 1) >+ F(0), 93(s — 1) .
Mais

7(0), o5 (s — ¢)>:JM§(¢) 93 (s — ) dt:‘/mgr(s—u) o3 (10) dut.

On voit alors quec,,,(s)_-\ (t) os(s— t)> est aussi de B, (R, E), pour

> . ,
chaque ¢ > o. Puis on voit que oé<5> tend vers g(s) avec ¢ — o, uniformément
pour s€R, c’est-a-dire dans @;..(¢, E). Aprés ona

(sF o o =0 )= jw, m—s)

. - .
— (= Jw), Brontt—) 0 =SFw), Eart—5) > =50y, a1 —s) -

Les \j(t) <p,,(t—-— s)/sont de B, (R, E) et tendent vers j( s) dans @, .(¢, E).
Alors les Es_s \f(t), @5 (t— s)/ tendent vers %f dans @;.(¢, E) et

dt /> AN
2 ST, et —s) )

sont toujours des fonctions p. p. de R a E.

Le résultat est maintenant clair.

On passe maintenant a construire les séries de Fourier des distributions
vectorielles p. p. en suivant toujours Schwartz [19], p. 63-64).

Soit G, , (R, E) 'espace des fonctions p. p. de R a4 E, muni de la topologie de
convergence uniforme sur R, fortement dans E. On sait (comme dans le cas

E=R) que si ?(t)eC,,,],.(R E) il existe la moyenne
()= = lim ¥f Foyae

qui est une opération linéaire continue de C,, (R, E) a E. On peut prolonger
'opération I jusqu’a tout I'espace @,- (¢, E) des distributions vectorielles
presque-périodiques, et d’une telle maniére qu’elle reste continue de®; - (¢, E)
avec la topologie de @, .(¢, E) a E. Pour cela on a besoin du

Lemme 11.3.2. — L'opération m( ¥ ) de C,, (R, E) a E est continue aussi sur
C,,(R, E) muni de la topologie de Uespace 0, ..(t, B).

>

Démonstration. — On montre que si des f,(¢) de C,, (R, E) forment une
suite convergente vers zéro dans @, . (¢, E), alors, pour chaque « € @, la suite
des régularisées

(foxa) (&) =<Fult), a(z—1)
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est convergente vers zéro uniformément par rapport 4 x €R. En effet, si 'on
désigne par B la boule unité de L' (R) alors, si ¢ parcourt B les

$(x) —_—/ix a(t)o(x+t)de
parcourent un ensemble borné dans @,,. Vu que
k) (), 9 0= 4,

il résulte que <(?,,*oc> (), cp(x)> tend vers 6, uniformément par rapport a

>
¢ €B. Onen déduitla convergence uniforme sur R de la suite <f,l(t), a(x —1) >
de la maniére habituelle, en considérant les fonctions de B de la forme

1
— stz
Y)_é (ﬁ-«—x—n)’

o (x€l, n)).

9z () =

>
D’autre part, en calculant J1C <f*oc>, on obtient

oo f |
:[: [a(s)%,l,f;:}(x—s)dx] ds.

(R, E), alors la limite

» >

Sflx — ) a(s) ds] dx

>
Mais on sait que si f(z)€C

p.p.

. 1 T
]]1;1@10 Z_T\f_l.f(x_q) dx
>
existe fortement, uniformément par rapport a s€R, et a pour valeur Jlt(f)
On arrive donc au résultat

an (?*a) = 9‘[‘((7’) fw a(s)ds.

—»

On choisit a(s)€® ainsi qu'on a‘f a(s)ds=£o. Alors, si la suite

—

> >
f.€C,, (R, E)tend vers 6 dans @, .(¢, E), la suite f,x« tend vers 6 uniformé-
[ o (R
ment sur R, donc D]l(f,l*oc> tend vers 0, et ainsi Jn(f,,) 0.  c.oo Fop.
Observation. — Les deux lemmes qui précédent donnent la possibilité évi-
dente de prolonger par continuité I'opération Ot de C,, (R, E) & ®- (¢, E).

Lemve I1.3.3. — Si T€ @ (¢, E), ¢() est indéfiniment dérivable, presque-
périodique avec toutes ses dérivées (*), alors la distribution 9T appartient aussi a
@z, (4, E).
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Démonstration. — On voit aisément que la distribution ¢T, définie par la
formule

<o T >=<T, 94> pour ¢ €MDy
appartient a @, . (¢, E). Puis on a

Cr(9T), 4> =<9T, way > =T, gr1p > =T, wn(m9y) >
=T, ()Y >=<]menT, ¢>.

Donc 7,(¢T)=(=,9)7.T; maintenant on choisit une suite (4,); telle que la
suite (7,,T); soit convergente dans 3,..(¢, E), et que la suite (7, 9" (2)); soit,
pour chaque p>~ o0, convergente uniformément sur R. On obtient la suite (k,),;
cherchée en appliquant le procédé diagonal, tenant compte que ¢(”(z) est pour
chaque p>> 0, une fonction p. p. Maintenant, pour terminer, il suffit de prou-
ver la convergence de la suite (7, ¢) (7, T); dans ®;.(¢, E). Considérons pour
cela un ensemble A borné dans @, et soit . €A. On a alors

(@), T — (72,,9) 7, T, U > =< (,9) [, T — 7, T, ¥
+ <[, 9 — i, T, ¥ > =<{w,T—1,T, (z,9) V>
+ <, T, [74,9 — 0, 914 D

On voit que si ¢ parcourt A, les (7, )¢ parcourent aussi un ensemble borné
dans @,,. Puis [7,,¢ —7,, 9]¢ est convergente vers zéro dans ®@,,, uniformé-
ment pour € A. D’autre part (7, T) est un ensemble borné dans @.(¢, E)
donc équicontinu. Alors, le lemme est immédiat.

Observons que la fonction e, pour A réel, appartient a @,, (*). Alors,

e ™ T, pour T€®Dz (2, E) est aussi de @» (¢, E). Soit (lemme II.3.1 et

I1.3.2), Z(T):Jn[e—""’T]. Evidemment, a,(T) est une opération linéaire
continue de ™.+ (¢, (E) 4 E. On montre que a(T)5£0, seulement pour un
ensemble o(T) de valeurs qui est au plus dénombrable. Soit en effet (lemme

I1.3.1), une sultefn(t) de fonctions p. p. de R a E, convergente vers T dans
@,.(t, E). Alors on a

Z)\(T) = limZ‘,\(f,,>;
. + —} . .
soit @, le «spectre » de £, c<f,,>. On sait (chap. I) qu’il est au plus dénom-
. - > (™ >
brable. Alors, si A S = U G, 0N aa <f,l> = 6 pour chaque n, et a,(T)=¥.

Mais S est un ensemble au plus dénombrable. Donc, le o(T) est contenu dans

un ensemble au plus dénombrable. C. Q. F. D.
Lewmwe 11.3.4. — S Tem; (¢, E), alors, pour chaque «€®, on a
o(Tha)Co(T).

(*) On dira que €@, ..
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Démonstration. — On voit sans difficulté que
e—iM (Tha) = e MTye Mg,
D’autre part, on a déja vu que

O (e=MT ge=H%) = M (e~ T) f =M (1) dt

pour le cas ou T est une fonction p. p. de R a E. On peut donc démontrer que
cette relation est vraie méme si T€ @, (¢, E). On a donc

Z*,_(T*at) = Z,(T) f“ e~ g (t) dt.

En conséquence, si Z;\(T) =0, il résulte Z«,‘(T*a) =0, C. Q. F.D.

CHAPITRE TIII.

SOLUTIONS FORTES PRESQUE-PERIODIQUES DE L’EQUATION NON HOMOGENE DES ONDES.

1. Dans ce chapitre on aura besoin des résultats obtenus dans notre travail
antérieur [25] (voir aussi [21], [23] et [12]). '

Quoiqu’on pourrait moderniser I'exposition des résultats déja acquis, tant
pour la partie « elliptique » que pour la partie « mixte » d’aprés [12] et [14],
nous préférons garder essentiellement le procédé de[25] pour conserver 'unité
des notations et définitions dans les problémes spéciaux que nous traitons. Pour
les notations préliminaires, voir 'Introduction.

L’opération L est définie sur I’ensemble M des fonctions complexes ¢(X) de
C2(Q) qui sont nulles sur S=Fr. Q. Sur cet ensemble de définition, I'opéra-
teur — L est positivement défini et symétrique. On le prolonge d’aprés
Friedrichsa — L, autoadjoint, positivement défini sur Dy. On obtient!’espace H_
en complétant M dans la métrique.

G N -
[9) ¢9]=(—Lg, @)zfog > al;‘(k)&%%—*-a(x)l‘ﬂ dX.
N d =1

On a vu que Dy est contenu dans H_, et que H_, est contenu dans H°; puis,
sioeDy, Y€l _, on a la relation

(_ ECP, 4)): [, ¢
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oupar( , )on dénote le produit scalaire dans H* et par [ , ]le produit
scalaire dans H_,.

On cherche des fonctions u(X, t), définies sur t€R, & valeurs dans Dy pour

o du L dv

lesquelles existent - =7 dans H |, 7

teurs u(1)= | u(X, 1), v(X, t)| de R a Dy > H_, vérifiant la relation

1 0 1 >
‘ ’(’lﬁt):<E 0>Z(z):Au(z),

& > s ey 1
= L.u dans H°, c’est-a-dire des vec-

le domaine de l'opérateur A, D, étant défini par D,=D¢><H_,, tandis que

>
A(D,)CH > H'= 3¢ et la dérivée 2%

en utilisant le théoréme de Hille-Yosida ([8] et [22], voir aussi [6]) I'existence
de ces solutions. Voir par exemple [12], [23], [25].
Précisément, il existe un groupe T, € £2(8¢, JC) fortement continu pour tCR,

tt) étant forte dans 4¢. On a démontré,

ayant A comme générateur infinitésimal, tel que pour chaque ZOGDA, la
fonction Z(z):T,ZO est justement la solution cherchée, et méme l'unique
solution avec z(0)=1, et #'(¢) continue. Mais de plus, dans notre cas spécial
avec Q borné, on en déduit que T, est un groupe fortement presque-périodique
(c’est-a-dire T,?z0 est, pour chaque 710 fixé, une fonction p- p- de R a a¢), et
qu’il a la représentation suivante (voir [25], p. 379) :

Soit (%;); la suite de valeurs propres de i, r<lo,i=1,2,...etsoit U; la
suite de fonctions propres correspondantes. Elle est compléte dans H_, (Q) et

dans H°(Q) (voir [15] et [14]). Maintenant si u,= Zai U;, Zb, U,-} les deux

suites étant convergentes respectivement dans H_, et H°, alors on a
']‘,2)10: th,-[‘ri(-ns \/l)./| 4
i=1

‘FZ /IIX | b, U, sin V[Mz,E— V1] aUssiny %] l+zb,l‘,-cos V%] z;,
i—=1 \/ i i=1 i=1

les deux suites étant convergentes respectivement dans H_, et H°, uniformé-
ment pour z€R.

En partant de ce résultat essentiel que toutes les solutions de I'équation
du(t)
dt
de R & d¢, on peut naturellement considérer le cas de I’équation non homogeéne :

\ > . Y, e .
homogéne des ondes = A u(t) sont des fonctions presque-périodiques

du(l)
dt

(1) — A1) T (1),
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;‘(t) étant de R a JC et p. p. [précisément }(t): ;6, }l(t)}, ;;(t) est p. p.
de R a H“].
On peut alors se poser les questions suivantes :

1° Si toutes les solutions de (1) sont ou non p. p. de R a J¢. Ici une réponse
négative est facile a donner. En effet (voir par exemple [25], p. 381) si le

>
« spectre » de f,(z) est en résonance avec le 4 /|spectre| de l'opérateur

autoadjoint I, il existe des solutions qui ne sont méme pas bornées
pour zCR.

. > . , Jp
2° Quelle est la structure des solutions u(7) de (1) qui sont bornées dans J¢?
Nous allons donner une variante de démonstration pour le

. . > . . .
Tutorime III. 1.1 (de Amerio). — Toute solution u(t) de (1) qui a la trajectoire
bornée de JC, est presque-périodique de R a JC.
Démonstration. (*) — Comme nous considérons ici des solutions fortes, on

suppose que f;(¢) a dérivée forte continue, une hypothése qui sera éliminée
dans le chapitre suivant ou il sera question des solutions-distributions
vectorielles. '

Dans ces conditions, comme on sait [25], toute solution forte ayant la
.y o ey > .
condition initiale «, est donnée par la formule

%(t) —_—T,?¢0+f T (¢ — s);(s) ds.

Ici T,u, est p. p. de R a 5¢. Vu que u(t) est supposée bornée il résulte que
Iintégrale

0 :f[T(t—s)?(s) ds:T(l)flT(—s)}(s)ds

est fonction bornée de R a J¢. Alors I'intégrale f T(— s);(s)ds =T(— ) 2(2)

est aussi bornée de R a 3¢, vu que || T(¢)|| < 1, t€R. Mais on sait que T(—s) f(s)
est presque-périodique de R a J¢, vu que T(?) est fortement presque-périodique

et ?(z) est presque-périodique (voir [24]) (**). En appliquant le théoréme

(*) Autre démonstration, dans Amerio [23].

>
(**) Une autre simple démonstration de ce fail s’obtient en aproximant la fonction p. p., f(¢) par
des polynomes de Bochner-Fejer.



SOLUTIONS PRESQUE—PE'ZRIODIQUES DES E".QUATIONS HYPERBOLIQUES. 181

vectoriel de Bohr (chap. I) il résulte que I'intégrale bornée f T(-—s}/?(s) ds
est p. p. de R a J¢. Alors

?(z):T(t)f T(—s)7(s) ds:flT(t—s)}(s)ds

est p. p. de R 4 a¢. C. Q. F. D.

e . > . .
3° Peut-on trouver des conditions effectives sur f(¢) presque-périodiques
pour que toutes les solutions u(z) de (1) soient presque-périodiques? (ou pour
I'existence au moins d’une solution p. p., c’est la méme chose). C’est a Bucarest,
en septembre 1959, que J.-L. Lions m’a attiré 'attention sur cette question. La
réponse est affirmative et sera donnée dans le paragraphe qui suit.

2. On commence avec une

DeFiNiTiON. — Deuax ensembles de nombres réels ou complexes, £,, X, sont dits
en résonance approximative, st l'on trouve des nombres dans X,(i =1, 2) appar-
tenant a U'adhérence de ,(j = 2, 1).

Considérons maintenant une fonction f(X, 7) de R a H°, presque-périodique,
a dérivée forte continue de R a H°. Soit le développement de Fourier :

FXG OB AX) et [(A)T=0f(X, 0)].

> >
Alors la fonction f(z) de R a J¢, donnée par f(1)=1{0, f(X, )} est aussi
presque-périodique et 'on a encore

> Z > > >
F@) ~ Bt B=10,4,].

1
Si maintenant (;)7 est I'ensemble des valeurs propres de L ayant — o comme
unique point-limite, on désigne par X, I'ensemble des | == /|7 [ |, et par I, le
_> .
« spectre » de f(¢z) formé des nombres (A,);. Observons que, pour éviter la

résonance approximative des X, et X, il suffit que X, ne contienne pas des points
qui sont adhérents a X,, 'autre condition, dans ce cas particulier, est automa-
tiquement remplie.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Tatoreme II1.2.1. — Soit f(X, 1), t€R, X€Q, et, comme fonction de R a H°,
est a dérivée forte continue, presque-périodique, et son « spectre » o (f)=2L,
n’est pas en résonance approximative avec 'ensemble X,.

4nn. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 2. 23
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dv . >
e O R 0]

dans M°, il résulte que u(t) est p.p. de R a H_, et ¢ (¢) estp. p. de R @ H°.

>
Alors, st u(X, t) de R a Dy vérifie d;,(t) = ?(z) dans H_,,

Démonstration. — Comme on a déja vu dans [25] et dans le paragraphe 1, on
aura nécessairement

(#(0, #(0) =,((0). F (@) + [ T(— ) F(s) s,
Fr=(0,£(X ),  u()y=u(X,0), F(t)=v(X, 1).

Comme plus haut, il sera suffisant de montrer que la fonction de R a ¢,
}(z):f T(t»«s)}(s)ds:T(t)f T(—s)f(s)ds

est presque-périodique. Pour cela, on va montrer que la fonction

>

2(s)=T(—s) f(s) de R a J¢, est une fonction presque-périodique, dont le
« spectre » (i,); n’est pas en résonance approximative avec {o} (c’est-a-dire
quilyaun a>o, tel que |, | >a, n=1, 2, ...). En effet, nous savons déja

que ;(s) NE ﬁ,lc“\n‘, (A,); étant le « spectre » de f(X, 7). En appliquant le

théoréme d’approximation de Bochner-Fejer (chap. I), on obtient une suite de

polynomes
Nim)

> >
Plm) (S) :Z ’,;:I Bn ei‘\ns‘
n—i
. > . ,
qui est convergente vers f(s) uniformément sur s€R. Dans ce cas, tenant
compte de la relation || T(z)||<_1, on arrive a la conclusion que les fonc-

>
tions T(— 5) P (s) convergent vers z(s), uniformément par rapport 4 s€R.

Mais on a les relations
Nim)

> >
T(— s) Pim(s) :erjlemn-‘T( —$) B,

n=1

Rappelons que les E,, sont définis par En= % 0, X,, } En utilisant la représen-
tation du groupe T(s) donnée dans le paragraphe 1, on a, si

TN
A,,:Z at U, (convergente dans H°),
1

la formule suivante :

» w

> P
T(—s)B,={-Y IIM a, Uy(X) sin{/Th] s, ¥, @t Uy(X) cos /TR [ s,

<

1 i1
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les deux séries étant convergentes respectivement dans H_, et H°, et unifor-
mément pour s €R. En conséquence, on obtient

N{m)

> .
T(— s) Pl (s) = ¥ i et T (—5) B,

n=1

N g N(m
= { < Z ry et\,,.e> <__2 \/_]I}\ l U; (X)) sin V ) >, < 2),.;:' ei.\,,x>
n=1 1 i -

/

= (Za"U H(X)cosy/ 2] s >

i=1

N(m) » N(m) .
< r eI\,.\> <ED’” siny/| A S>, <Er}{l e’An~“> <2E cosy/ || >}
n=1 i=1 n=1

w, N(m », N(m)
— ~ >
= D rieibas sin /| 2] s, 2 rit Bl eiNes cos \/ 4| s

i= 1 n=1 i=1, n=1
7>

—_— ”l—}
11 Dl AW s[()1\|l,[ ‘-e_f‘/17~iJ"'], 2’" ]N eiNns [elt hils +()—1V]/ |4 ]s

in

I

@

2 P "”L"P‘/ﬂ G(m)ezp, $ l«

p=1 /)_1

les deux derniéres séries étant convergentes respectivement dans H_; et H,
uniformément pour s€R, et les p, étant des nombres de la forme

LEVIRT

Vu que les ensembles X, et X, ne sont pas en résonance approximative il
existe un nombre « > o, tel que |u,| >« "> o0, pour tout p, le nombre « ne
dépendant pas de m. Dans ce cas la fonction T(— s)?(s) est la limite uniforme
sur R d’une suite de fonctions },,L(z) de R & o, presque-périodiques et telles
que J‘rlx[j’,,l(.s') e‘“*‘]:(), pour |2
Z(.r):T(—s)_?(s) est p. p. de R a ¢ et de plus on a ms[Z(J)e‘““]:()
si | 2| < a. Done, Z(s) vérifie le théoréme vectoriel de Favard (chap. I) et il

< a, quel que soit m. En conséquence

résulte que la fonctionf T(— s)}(s) ds est aussi p. p. de R a 5. Alors il résulte

aussi que T(z)f T(— S‘)f(S)dS est aussi presque-périodique de R a J¢; cela

peut étre démontré comme on a fait plus haut pour T(——s)f(f) ou 'on peut

utiliser le lemme 2.3 de [24]. En conséquence, la fonction y(z) de R a 4¢C est
presque-périodique, et le théoréme est démontré.
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. . -
Observation. — Nous avons vu (dans [25]) que si le « spectre » de f(t) est

en résonance effective avec les - /[ %;], il y a des solutions de I'équation non
homogéne qui ne sont pas méme bornées. Nous allons voir que si 'on a la

. . > = s
résonance approximative entre le « spectre » de f(¢) et les 4=\/|A;|, I'appa-
rition des solutions non presque-périodiques est encore possible.

Considérons pour cela la fonction scalaire

WU:E}%;’(F““).
Elle est presque-périodique. Montrons que l’intégralef sinw(t—s)o(s)ds

n’est pas méme bornée pour s€R. En effet, on a la relation

t

4 t t
f sinmw(t—s)Q(s)ds= QLie”"f e "o (s)ds + zll.e—“"f erso(s) ds.
0 0

Il est facile de voir, en appliquant le théoréme de Favard pour E=R, que

t
l’intégralef e ™ o(s)ds est bornée et presque-périodique. Dans ce cas la
)
: , :
fonction e""‘f e~™ o(s)ds est aussi p. p. et bornée. Maintenant, si I'on suppose
0

par I'absurde que ‘l’intégralef sinn(t—s)p(s)ds est bornée et p. p., il en

t
résulterait que la fonction e—’""f ™ o(s)ds est bornée et p. p. et donc aussi
0
{ t = is
que l’intégralef e™o(s)ds =—_f Znize"’ ds est bornée et p. p., ce qui n’est
0 0 1

pas vrai (voir [9], p. 44) (P).
Considérons maintenant I'équation

Uy (z, t) = ttox (2, t) + wsinmxe(t),
avec les conditions initiales et aux limites

u(o,t)y=u(r1,t)y—=u(x, o) =u(x,0)=o pour oZx 1, teR.

(%) Car il résulterait

ce qui contredit le fait que, d’aprés I'inégalité de Bessel, les coefficients de Fourier d'une fonction
p- p. tendent vers zéro.
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On peut voir sans peine que la fonction
¢
uy(z, t) :[ sinwasinm (¢ —s) @ (s) ds
o

est une solution vérifiant les conditions imposées. Considérée comme fonction
de R a H'[o, 1] elle n’est pas bornée ni p. p.

Les valeurs propres de Z;_lx_ sont ici —n®*%%, n=1, 2, .... L’ensemble X, est
donc formé des nombres (4=n=); tandis que X, est formé des nombres
A= % —n. Il n’y a pas de résonance proprement dite, mais il y a la résonance
approximative, vu que — = est point-limite des A,.

On voit aussi qu'aucune solution ¢(z, ) de I'équation considérée ici ne peut
étre presque-périodique. Dans le cas contraire la fonction ¢(x, 1) —u,(x, )
serait solution de I'équation homogeéne et donc p. p. Il en résulterait que u,(x, )
est p..p. absurde.

I ne faut pas croire toutefois que le manque de résonance approximative est
condition nécessaire pour l'existence des solutions p. p. de I'équation des
ondes non homogéne. En voila un exemple :

Considérons la fonction

®

W() _r
9:1(¢) :Z %et(”’ )’

1

elle est p. p. L’intégralef sint(t—s)@,(s)ds est aussi p. p., ce qu'on voit

t *® it
. IR ’ I .
alsément vu que l'inté ralef — e dt est p. p. Dans ce cas la fonction
q grale | Z o p- P

4
wy(z, t) ::f sinTxsinm (L —s) 9, (s)ds
0

est solution de I'équation considérée ci-dessus, et aussi p. p. de R a H' (o, 1),

. I , . .
quoique les A, = - — = sont en résonance approximative avec — .

CHAPITRE IV.

SOLUTIONS-DISTRIBUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES DE L’EQUATION
DES ONDES HOMOGENE OU NON HOMOGENE.

1. L’touation HomocENE. — Considérons I'équation

(1) %Z(t):i&(t).
Les solutions fortes de cette équation sont des fonctions u(X, ¢) de R a Dy,
irifi di(t) > dans H dé(t) &> dans H°

vérifiant — — =¢(¢) dans H_; et —-— =L u(¢) dans H".
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Pour considérer des solutions-distributions vectorielles de cette équation il
faut introduire sur Dy une topologie, dans laquelle Dy soit un espace de Banach
complet. Pour cela on n’a qu’a poser, pour ¢ €Dy :

I lbe=1l9 i+ [l Lo [l

Vu que L est auto adjoint, donc fermé, dans cette norme Dy est un espace de

Hilbert complet et f,eﬁ(D;, H°). Nous considérons des distributions vecto-
rielles T € @' (¢, Dy) vérifiant I'équation

& e
SsT=LT,

ou vu que L€ £(@y, H") il résulte LT e @' (¢, H°).

Une telle distribution T sera dite solution-distribution vectorielle de
I'équation des ondes non homogéne (*). Notre premier résultat sera le

Tukorime IV 1.1. — Toute distribution vectorielle T solution de Iéquation
des ondes homogéne appartient a®yz (¢, H_,), tandis que %; appartient
a @y ().

Observation. — Comparer cela avec la Note III de Sobolev [ 21].

Démonstration. — Soit une fonction « € @ arbitraire. La régularisée T x «
appartient aussi a Dy et vérifie I’équation

d

_dT >
i (Twa)= E*a_va(t),

ou la dérivée dit (T % o) est forte dans Dy, donc aussi forte dans H_;. Puis, on

a aussi
A, (t) _@T o, e
— _W*a__(LI‘*a)_L(T*a)
ou
d?

75 (Txa) =L(Txa),

les dérivées étant fortes dans Dy, donc aussi dans H_; et H°. En consé-
quence Txa est solution forte de l'équation des ondes homogéne. Alors
on sait (voir par exemple [25]) que Txoa est p.p. de R a H_,. D’autre
part Te€®'(¢, Dy) a pour conséquence facile, Te€®'(¢, H_,). D’apres le
lemme 11.2.3 (c), il résulte que Te: (¢, H_,). Maintenant, on a

%*a:%('[*oc). On sait, toujours d’aprés [25] que 31(t)=diit('[‘*a)
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dT
est . de R a H°. D’autre art-edb’ t, H donc aussn—— e (t, H").
P —L

En utilisant le méme lemme, on obtlent o GUD (¢, H), c. 9. F. p.

Lip.

Observation 1. — Le probléeme concernant I'existence des solutions-
distributions vectorielles de I'équation (1) du type envisagé, n’est pas difficile,
tenant compte que des solutions fortes ont été déja construites. Précisément :

d? u(l)

Soit u(t) la solution forte de =1 4(¢), construite dans [25]. On voit

. , : \ : da(l) ¢
aisément qu’elle est continue de R a H° et aussi que ;’t( )=LZ(t) est

continue de R a H°, Dans ce cas il résulte que 7!(!) est continue de R 4 Dy, et
en conséquence on peut définir la distribution vectorielle T € ®'(¢, D), pour
chaque ¢ €@ par l'intégrale forte dans Dy :

<1‘,¢>:<Dz>f”27<t><p(t>dt-

. . . . . ) . 2T ~ , T
Mais cette distribution vectorielle vérifie I'équation %— =LT, c’est-a-dire

pour chaque 9 €@,
(T o' >=0LdT, ¢
- En effet, on a

du(t)

(T, 9"y = (g >f a(t)ep”(t)dt—uh)f o (1) dt

>

vu que d‘;,it) est continue de R a H_,. Aprés, on a aussi
I ,L)fx d“(” cp(t)dt—(ll")/ LD gy a
(1)
vu que —-— est continue de R 4 H’. On a donc
<y y=am [ LD pa= ) [ Liw e

__L(]l")f u(t)cp(t)dt L(D )f u(t)cp(t)dl
comme on voit aisément vu que L, est fermé. En conséquence

4T N, "
<dt,<P =T, ¢ > =0T, 9>={LT,¢), sea,

C. Q. F. D.
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Observation 2. — Nous savons que toute solution forte de l'équation
homogéne est donnée par la série de Fourier :

a6y =N aUrcos T t+ ¥ ——==b;Ussiny/ ] ¢,

VI

1 1

la série étant convergente dans H_, fort, uniformément pour z€R. Alors
u(t)€ @, (1, H_,). En dérivant cette égalité p fois, p>. 0 quelconque, on

p-p-
obtient une distribution de @+ (¢, H_;), donnée par la formule

»z

ar(ry =¥ a; U, (VT2 ) cos le+LE
Vi

2

1
" T =\ p— . = T
+2 b,-Ll(\/ | 2] )l’ 'sin (V [2:]¢ +_p?>
1
Cette distribution est aussi solution de I'équation des ondes. En effet

d:dr s \ [ @i
%W“(”"P(‘)/—<aﬁ ar ' ?

N

2» ~ > . ¢
=<# (—1)/'@(/')(t)>:<Lu(t), (— 1) ()

. v ~ ] dri ~dr it
:L<ﬁ(z>,(~1)/’@""<l>>:L<W"?>:<L—ﬁ(ﬁl’(‘°>'

Pour p assez grand ce n’est plus une distribution donnée par une fonction.

2. L'kuaTioN NON HOMOGENE. — On généralise le théoréme de Amerio [2] (voir
aussi le chapitre III, th. III.1.1), au cas des solutions-distributions vecto-
rielles. Précisément on a le

Takorive IV.2.1. — Soiz Ue,r (¢, H*) et Te®'(t, Dr), wvérifiant

) 7]

l'équation CT 14U, Alors, st T€®,-(¢, H_)) et %:: en-(t, H"), on a

dt*
si Ted,r (6, 0, et Tred,. (1, 1)
ausst T e ‘ijlh( s Hop) — Lz (6 HY).

Cela veut dire que toute distribution bornée, qui est solution de I'équation
des ondes non homogéne a partie droite distribution p.p., est aussi une
distribution p. p.

Démonstration. — Soit «€ @ quelconque. La distribution T e, vérifie,
comme on voit sans peine, I'équation

57 (Tha)=E(THha)+ Uka
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Mais on sait (lemme I1.2.1) que U« est fonction indéfiniment dérivable
presque-périodique de R 4 H°. Du méme lemme, vu que Te®,~(¢, H_,), il
résulte que T a est une fonction bornée de R a H_,. En appliquant le
théoréme de Amerio, il résulte que pour chaque «€®, Tk« est p.p. de R
a H_,. D’aprés le lemme I1.2.3 il résulte que T€ @,z (2, H_,). En ce qui

(-, dT dT d . .
concerne la dérivée ——» on a —-ka= — (T a) qui est aussi (th. III.1.1),

presque-périodique de R 4 H°. Vu que fg: € '(t,Dz) on a aussi —‘% €' (¢, H);
alors, le lemme II.2.3, donne aussi que %,;[ €Mz, (1, H), C. Q. F.D.

Maintenant on généralise le théoréme II1.2.1. Précisément, on a le

Trntorime 1V.2.2. — Soit Ue @, -

p-p.
pas en résonance approximative avec l'ensemble X, du théoréme 111.2.1. Soit

(t, H*) avec le « spectre » o(U) qui n'est

T e @' (t, Dy), vérifiant I équation %tl =LT+U. Alorson aque Te @y (8, H_)
et que % €My, (1, H).

Démonstration. — Soit ae ®. La fonction indéfiniment dérivable T«
vérifie I'équation

%(T*a}:i('F*a)+U*a.

Mais U a est aussi une fonction p.p. de R a H'. On a vu que (lemme I1.3.4),
on a 6(Uxa)Ca(U). Ce dernier n'est pas en résonance approximative avec
I'ensemble X,. Donc la méme chose est vraie pour o(Ux ). On peut donc
appliquer le théoréme III.2.1 et I'on obtient que Tx « est p.p. de R a H_,

tandis que%*a: %(T* a) est p.p. de R a H°, pour chaque «€®. D’ou,

dT ,

Tem, (1, ) et —- €y, (2, H).

w
Lp.p.

CHAPITRE V.
L’EQUATION DES TELEGRAPHISTES.

1. L’kquation HomoGiNE. — Ce paragraphe sera consacré a l'intégration de
I'équation (*)
(1) uy (X, t) = Lu(X, t) — Mu,(X, 1),

M étant une constante positive. On obtiendra aussi 'allure asymptotique des
solutions quand ¢z —~ + o (pour des solutions faibles en ¢, voir Prodi [18]).

>
(*) La compléte continuité de L~ n’est pas ulilisée dans ce chapitre.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 2. 24
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Considérons alors I’équation

(2) i (X, t):<i+¥l>v(x, t)

2

on suppose toujours dans ce chapitre que S < — ., @ étant le plus grand
pp J pitre que - o P plus g

nombre tel que (Lo, 9) = (¢, ¢), pour chaque p&D;]. Clest le cas des
oscillations amorties. Soit X —~+ p.={ < o. Dans ce cas 'opérateur défini par

4
~ ~ 12
Li(p:ch—}-l\lT, Dz‘:Df

vérifie (T, 9, ) = B(¢, ¢), pour chaque ¢ €Dx..
Considérons sur I'espace H_; la nouvelle métrique donnée par la formule
o M:
lolli,=(—Tie, o) =leli, — -7 1@ [l

On a évidemment
leolli, <lelli,-
D’autre part on a

o naoé“%] (Y

= ol >lle i 2‘7 loli=(r+ %) lelli=1llol;

M
1>-y:1—|—/”,’>0-

On a obtenu donc en définitif :

(3) Villeln, e ln, =%,

—Ly——

et sur I'espace H_, les deux normes sont équivalentes.
Considérons maintenant I"opération

a=(2 W),
Lie

I étant I'opération unité dans H_,.

Elle est définie sur D,=Dy><H_,. En appliquant a lopérateur A
les raisonnements de [25] dans l'espace H_, muni de la norme HVCPHH_L‘
on arrive, avec le théoréme de Hille-Yosida, 4 construire un groupe
T.e2(H_, < H°, H_, ><H°), avec la majoration

(1T () (g gy, <o,y emey =< 1

ayant A comme générateur infinitésimal. Vu que les deux topologies
introduites sont équivalentes, T(z) a pour générateur infinitésimal A aussi
dans la norme initiale. Seulement la majoration est un peu différente :
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précisément, soit J¢ = H_, >< H® dans la norme initiale et 4¢, = H_, >< H® dans
la deuxiéme norme. On a alors, si ¢ ={9,, ¢, :

loli=lo: i+l e lli; 19Uk =1 lli,,+ | 72l
D’aprés (3)
9oz 2 W iy, fl s o = (el s e = 2 1 e,
Donce, pour g €€, on a
)| *I: 9,
Il = el

et en conséquence

T()o e \/ HT(Z)CP“JL,—\/“ T e e, e 1] @ e,

T [loe Z —=[IT() llise, e, Ik: ng' = ;/‘? (1TCE) e e, a0,

9 [l \/ %[l
On a donc la majoration
1T g e 00 <= —HT(l)Hf'Jtl ae,) e

VY VY
Maintenant il est facile de construire un groupe G(¢)€£(J¢, J¢) donnant
une solution forte de I'équation des télégraphistes. A savoir, posons

e“%!l o ) I o I o
G(t)= . M I>T(z) M 1)
o e_gl 2 2

une famille de transformations linéaires, dépendant du paramétre z€R. Par
des calculs trés simples on vérifie que G(z+ s) = G(¢) G(s) pour chaque ¢, s€R.
Considérons maintenant I'opération

A= ,(3 I
L —MI

définie sur Dy >< H_, a valeurs dans #¢. Montrons que si 9 €D, alors

g} G(t)9=AaG(¢)¢ dans €, pour chaque t€R.
On voit que si ¢ = {¢,, 9, | €D, alors

(3 )(2)

24.
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appartient aussi 4 D, . Aprés cela il est facile de voir que

M
2

d — o e—%‘z o A I o' I o
o -5 o e ® 2 2 'CP'Z

M

e—il o 1 o 1 o
+ o, <_M 1>AT(‘) Mo (il)

o e ? 2 2 B
f— ? I <CP1>:(5‘(CP.

L —MI @2

Puis, en utilisant la relation G(¢+s5)=G(¢)G(s), on arrive au fait que

t=0

%G(t)cp = A G(t)9, dans J¢, pour g €D, et t€R. Mais cela veut dire que si

(50 )=s(z)

on a
aGe=|a0
, Lu(t) —Mu,(t)
et
d?i}t(t):zz(t) dans H_,, dz;t(t):ljz)t,(t)—M@(t) dans H°,

¢’est-a-dire que

d i (1)
dt

a7, (1)

T:EZ1(t)—M

dans H°,

Zi(t) de R a Dy et continue de R a Dy, une fois continiment différentiable de R
a H_,, deux fois contintment différentiable de R a H°.

On a donc obtenu une solution forte de I'équation des « télégraphistes ».
Elle est aussi 'unique solution forte d’aprés le théoreme 23.8.1 de [8].
L’allure asymptotique de ces solutions est obtenue de la maniére

sulvante :
u, I o I o
G(ry=e *| M ()T M L)
2 2

On a
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Calculons la norme de G(¢) dans £(d¢, ¢). On a

I o
N M
|ﬁ°;<M I><$;>:<%;%+%>,

2

¢=(91;92)s  llollie=1l91[hi_, + o

(20}

9

2 ) M
—floulli+ H— %0+ 92
b4

Zlanli,

HO

2
[ + o nﬁo)
Ho

M
2 Tt

= {191 lh_,+ o | %0 e -+ 2 ] a [l

Zllolli,+ (“ m) ol -+ 1 92 I

2

Z3(Toulli_, + 192 [lf) =3[l ¢ [l

1 0
£ 50 2

3 M
1G(¢) ”E(M,éiﬁ)é;/—? exp <_. - t>.

Done

()

donne

Z\/3 et 1T (2) e e a0 <
£ (8¢ z¢)

=l -

Cela montre que les solutions fortes de I'équation des télégraphistes sont
convergentes vers 0 quand ¢— oo, ce qui refléte I'amortissement des
oscillations (*).

2. L’kquatiox NoN momociNe. — Soit f(X, z)€C'[R, H°] (c’est-a-dire une
fonction de R a H° a dérivée forte continue). L’équation non homogéne des
télégraphistes

wy (X, t)y=Lu(X, t) —Mu, (X, t) + f(X, t)

est équivalente avec I’équation
2 (i, 2 n) =aliq), ) + (0, f0)).

La solution générale de cette équation est donnée, d’aprés un résultat
de R.S. Phillips, par la formule de Cauchy :

(Z(t), T (£)) = G(2) (o, o) +f G(t—s) (e,}(s)) ds,

I'intégrale étant prise dans J¢.

(*) On en déduit facilement que sauf la solution banale U (¢) = o il n’y a pas d’autres solutions
de (1) qui soient bornées pour — o« < ¢ << + o dans l'espace 4€.
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Si f(X, t) est presque-périodique de R a H°, on voit aisément que 'intégrale
¢ >
dans ¢, f G(t—s)(0, f(s))ds existe fortement, est solution forte de

I'équation non homogéne, et en méme temps représente I'unique solution
presque-périodique de cette équation (). Les démonstrations, méme dans un cas
plus général sont données dans le lemme III.1 de [22].

3. SOLUTIONS-DISTRIBUTIONS VECTORIELLES. — Considérons une distribution
Ue®: (¢, H ;) et I'on va démontrer le

TutoriME V. 3. 1 — Il existe une distribution unique T € @' (¢, Dy),
Tems (¢, H_,), dt GJDL”(Z H°), vérifiant U'équation des « télégraphistes »

2T~ dT
ar — LT My +U
Démonstration de l'unicité. — En supposant l'existence de deux distri-

butions T,, T,, vérifiant les conditions du théoréme, il en résulte 'existence

d’une distribution T=T, — T, € ®'(?, D1), TED, >, (¢, H_y), % €Wz, (2, H),

vérifiant I'équation homogéne — ET _f1—M 5% Dans ce cas, pour tout x € @,

de?
la régularisée Txa, vérifie 'équation des télégraphistes homogéne (fortement),
et donc tend vers 0, avec £ - o, dans la norme de H_,. D’autre part, vu que
Tedys (¢, H_p), 1l résulte Txa presque-périodique de R 4 H_,. Cela est
absurde.

Démonstration de U'existence. — Considérons une suite («,); de fonctions
de @, telle quc la suite des régularisées (U 2,); soit convergente vers U dans
I'espace @, (¢, H"), ce qui est possible vu le lemme II.3.1. Les fonctions

U % o, sont indéfiniment dérivables et p. p. de Ra H°. Désignons alors par ,(2)
'unique solution presque-périodique de R a H_;, de I’équation

d? un(t) dltn(l)

— = n(t)— e + U % a, (voir § 2).

Notre but maintenant est de montrer que :

a. La suite Z,,(t) est convergente dans ®'(¢, D) vers une distribution
T e ?'(¢, D) qui est solution de I’équation des « télégraphistes ».

(*) On voit aussi sans difficulté que toute solution de (@) qui est bornée de (— o < ¢ << + =)
a ¥, résulte presque-périodique dans J€.



SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES. 195

b. La suite z,(z) est convergente vers T aussi dans @',.(¢, H_,), qui va
donner que TGCD'LEP.(t, H_) (®).

dii, (db)
dt

dT )
que - €Dy (2, H) (*).

: . dT ) .
c. Lasuite est convergente vers — dans @, -(z, H®), ce qui va donner

> >
Pour cela considérons les fonctions F,(z) et F,(¢) de R a H® presque-pério-
diques, la premiére ayant la dérivée forte continue, la deuxiéme indéfiniment

> > .
dérivable, vérifiant U=D?F,+F,, pour un certain p>> o, les dérivées dans
@'(t, H*). On aura done

A (t)

P +DP(%1* a,,)—i—ii* Ope

Lan(t)y—M

d i, (t)
dt

u,(2) étant I'unique solution p. p. de cette équation.
, . > > . . , . . 2 .
Désignons par u,,,(t) I'unique solution presque-périodique de I'équation

A Tins (t)
drr

d s (t)
dt

~ > >
:Lun,z(l)_M ‘JF‘Fz*an-

Alors la fonction %, , (¢) = Zn(t) — Ut o (2) vérifie I'équation

ATy (1)

Aoy (t
de?

~ + A
:LG,,(t)—M ar )+D}p(Ft*‘ln)

comme on voit facilement. Elle est de plus I'unique solution p. p. de cette
équation vu que Zn(z) et Z,,,f_,(t) sont p. p.

Vu que Fi(t) est p. p., la suite des régularisées T’,* a, tend avec n — o vers
iﬁ‘)x_,(t), uniformément sur z€R. Mais les solutions presque-périodiques

Zm(t) sont obtenues par la formule

(zn,e(z), d—?‘-ﬁ(ﬁ> :f_;G(t—w (8, (Fo @) () ds.

, ., > .
I résulte aisément que la suite u, ,(¢) converge fortement dans H_;, unifor-

. . > , . . . .
mément sur ¢€ R vers une fonction u,(?), presque-périodiquede RaH_;, tandis

dlins(t) diy(t)
(A 4

que la dérivée — =

converge uniformémentsurz€ R dans H° fort, vers

(%) On utilise ici le résultat suivant : si (T,)7 est une suite de distributions p. p. convergente
dans 3= (¢, K) vers une distribution T alors cette distribution est aussi p. p. La démonstration est
facile, trés analogue & celle classique pour les fonctions p. p.
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. .o <
Maintenant on va montrer que la suite u, ,(¢) est convergente vers une distri-
. ) s ’ . >
bution T, edDpr'p‘(t, H_,), dans 'espace @, -(¢, H ;). Les fonctions u, ,(¢) sont
données par la formule

<Z,,,1(t),w> f Gt —s5) (8, D7 (F, % o) (s)) ds.

Considérons maintenant les fonctions U,M(t) données par

<nl<t>,dU“(”> fG(t—s) 0, (Fi % 2,) (s)) ds

) -
Comme plus haut on établit que la suite U, ,(¢) est convergente vers une

. - . ,
fonction U, (¢), uniformément sur z€R dans H_, fort; une chose analogue pour

dUm(t) dLi(t)
dt

; les fonctions U (2) et sont p. p. de R a (H_, resp. H").

. . > ]
On voit assez facilement que u,l,l(t) =DrU,,(¢) ("), et une chose analogue
pour les dérivées. Il résulte aisément que la suite w,,,(?) est convergente dans

d iy (2)

—ar est conver-

@,-(t, H_,) vers la distribution p. p. D? U,, et que la suite —5——

gente dans @, (¢, H*) vers Dp(dUdt(t)>

Considérons enfin la distribution p. p. T = iz, (¢) + @* U,.
I nous faut montrer qu’elle est de @’(¢, Dy) et vérifie I'équation des « télé-
graphistes »
da*T
de

~ dr
=L T,_ M 7 U
Mais 1, () est solution forte de I'équation

d* s (1)

¥
dr: + (0

=L@ —M

di(¢)
dt

et comme dans I’Observation 1 du théoréme IV.1.1 elle définit une distribution
de ®'(t, D) solution de la méme équation.

(7) En effet, cela résulte du fait suivant :

>
Si G(¢) est un groupe € £(E, E) avec ||G(¢)|| < Kexp(—at), a>o et sif(s)deRAE, ala
dérivée forte uniformément continue sur R, alors on a

%ft G(t—s);(s) ds:f[ G(t—s)f(s) ds.

La  démonstration est facile avec le changement de variable ¢ — s = o, tenant compte que les

>
régularisées I v «, sont presque-périodiques avec toutes leurs dérivées.
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D’autre part la fonction U, (2) est solution forte de I’équation

U0 13 o dU NG

dt" +F1(t)

et définit une distribution de 6 (¢, Dy), solution de la méme équation.
En dérivant p fois au sens des distributions, on obtient que

a? ~ d
<d >DPU LDPU1~M<%>DPU1+DPF,.

Alors la distribution T = u,+ D7 U] est bien de ®'(¢, D) et vérifie 'équation
donnée

T o dT
- — __ ]
v i LT—M P + U,
C. Q. F. D.
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