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SUR L’APPROXIMATION
PAR DISTRIBUTIONS

A SUPPORT DISGRET

Par M. Epwin J. AKUTOWICZ.

I. InTrODUCTION. — On connait I'intérét de la théorie des distributions, ou
fonctions généralisées, dans plusieurs domaines de la Mathématique. Dans le
présent travail on étudie un probléme de quasi-analyticité au sens de
Serge Bernstein dans le cadre des distributions. Il estdonc évident que la topo-
logie d’espace fonctionnel jouera un role important; dans le cas qui nous
occupe elle est donnée par un ensemble de normes de Banach.

~Ces premiéres lignes sont consacrées a un rappel, d’ailleurs trés sommaire,
de certaines généralités et définitions sur les espaces vectoriels topologiques
constituant le point de départ. Pour un exposé plus détaillé on renvoie le
lecteur aux traités [1],[2] et[7].

1° Tous les espaces vectoriels topologiques seront localement convexes.
Dans un espace vectoriel topologique E un ensemble 8 est dit borné si pour
tout voisinage U de O il existe un nombre 2 >o tel que A8 cU. L’espace
dual E’ de E est 'espace des formes linéaires continues sur E. On munit E'
d’une topologie <’ (la topologie forte) de la maniére suivante. L'ensemble
polaire A° d'un ensemble ACE se compose des o €E’ tels que |{o, f>| 1
pour tout f€A. Lorsque A parcourt 'ensemble de toutes les parties bornées
de E, les ensembles A° forment un systeme fondamental de voisinages de O pour
la topologie ' sur E’ de la convergence uniforme dans les ensembles bornés de E.
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Soit E,CE,C ... une suite strictement croissante d’espaces de Fréchet (*)
telle que la topologie de E, coincide avec celle induite par la topologie de E,.,.
On munit la réunion

E=(_E.

d’une topologie = qui est la plus fine des topologies sur E qui induisent sur
chaque E, une topologie moins fine que la topologie donnée sur E,. On
appelle E muni de la topologie ~ la limite inductive des E,. Lorsque les E, sont
des espaces de Banach, alors E est un espace de Iréchet. Pour qu'un
ensemble ACE soit borné, il faut et il suffit qu’il existe un entier n tel
que ACE, et que A soit borné dans E,.

2° Supposons que I'espace E se compose de fonctions définies sur la droite
réelle. La transformée de Fourier & f( f€E) est donnée par

BTf(t):feit-”f(x)dx.

Supposons que FE=F soit un espace vectoriel topologique, par exemple
encore E lui-méme. La transformée de Fourier de ¢ €E’ est alors I'élément
® = F o€’ qui est défini par la relation de Parseval,

(T, Ff>=2mlq, f> (f€E).
Donc les transformées de Fourier des dérivées de la mesure de Dirac en le
point a sont (si elles existent dans I'espace considéré)

356(2171) J— (_ l)’" s.‘zmpiax’
a = K P

F 6(21}l+1 Y — ( . ])m+1 'I'S‘lnH—l elas
a - .

2. L’espace roxpaAMENTAL X. — Parmi tous les espaces fondamentaux possibles
nous avons opté pour un qui est particuliérement symétrique, et qui avait été
déja signalé par G. Doetsch [13]. Soient a, b, C trois paramétres positifs
et B(b) la bande horizontale |y|<b dans le plan de la variable z =z + ¢y.
Désignons par A, , I'espace vectoriel de toutes les fonctions f(z) holomorphes
dans B(b) et telles que

(2.1) [ f(z)| L Cealxl [z€eB(b)],
pour une constante C = C( f). Posons

J— ala| 3
(2.2) 1fllap= sup e"'=11/()]

pour a, b fixés. Muni de cette norme, A, , est un espace de Banach. On consi-
dére I'espace vectoriel
A= \ } Aaa,b
ab

(1) Cest-a-dire, métrisables et complets.
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comme une limite inductive des espaces A, ,. L'espace dual A’ (dual fort) est
formé de certaines distributions. La transformation de Fourier s’applique par-
faitement dans X et A/, étant un automorphisme dans ces espaces [ 13].

Un ensemble borné £ dans X est constitué par des fonctions f(z) qui satis-
font a I'inégalité (2. 1) avec a, b, C fixés. La convergence dans la topologie de A’
de S vers T alors veut dire que

sup [(S —T, >0
reg

pour un ensemble borné B arbitraire dans .

On sait que les conditions qui définissent I'espace fondamental X peuvent
étre remplacées par les suivantes :

SE€A si et seulement sv [ est indéfiniment dérivable sur la droite réelle
—olxwetlona
(2.3) lar f0) (2) | Zch?kip! q! (p,g=o0, 1,2, ...).
ou ¢, h, k peuvent dépendre de f.

Cependant les inégalités (2.3) ne sont pas indépendantes. En effet, on peut
se borner aux couples d’indices p, ¢ de la forme p, o et o, q. La proposition
suivante va étre utile pour la suite.

Prorosition 1. — Une fonction f(x) indéfiniment dérivable définie sur la droite
réelle appartient a la classe A st et seulement 1l existe des constantes c, h, k, telles
que les inégalités suivantes avent lieu :

(2.4) |2 f(x)| < ch'n!
et
(2.5) | firl () | < ck™n! (n==o0, 1, ...).
Démonstration. — Une conséquence immédiate de (2.5) est que f(a) posséde

un prolongement en une fonction holomorphe, bornée dans la bande B<%> On

va utiliser les inégalités (2.4) pour démontrer qu'on a la décroissance requise,
[f(x+1iy)|LCe1*l (C>o0,a>0) dans B(%)

De (2.4) on tire
() !éCteinf(——h——>nn!

ANED

= Cte e~ izl (H<712>,

sur 'axe réel. C'est-a-dire,

(2.6) |f(z)chHz| L Cte sur l'axe réel.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 10
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On est ainsi contraint a démontrer que (2.6) reste valable dans une bande
horizontale pour un H positif. Dans ce but on considére la représentation
conforme sur le disque unité || =_1 de la bande o Zy =, H étant choisi

inférieur a n_lk afin que f(z) y reste holomorphe :

1/ 3 LT
(2.7) C:th;(l—l——L;>-
Pour la fonction F({)= /(=) la condition (2.6) se transcrit par
(2.8) 1P—(C§)‘-’ l = Cte sur la moitié iﬁférieure ouverte de | £ | =1.

Désignons par ({) la mesure harmonique de la moitié¢ inférieure de || =1
par rapport a |{| <1, et par 0()=w({)+i®(l) la fonction holomorphe
définie & une constante additive imaginaire prés par w. Posons

(2.9) Fu(@) =F(™).
Notre hypothése (2.8) entraine alors que
(2.10) et F (L) =o0(@)
lorsque ¢—> +ow, uniformément en {=¢®, - —n< < o. Dautre part il

résulte de la formule de Cauchy :

I

2OEF, (1)
ezmmF,(g):E/; Eﬁ@d&
Jizi=1

" Pour { fixé sur la ligne de niveau w = v,, 0 < ©,<1, on adonc, vu(2.10),
(2.11) e F (L) =0()  (L—>+x).
Un calcul élémentaire montre que, en vertu de (2.9) et (2.11),
et f(Ht+iy) =0(1)  (t—+x),

ou la ligne Imz =y, est I'image de la ligne de niveau w = w, par la transfor-
mation (2.7). Autrement dit,

5 P

eill

S+ 1iyy) | < Cre.

Une étude pareille vaut pour ¢+ — . De cette maniére on voit que (2.6)
reste valable dans une bande horizontale, symétrique en I'axe réel.

C. Q. F. D.

3. UN PROBLEME DE QUASI-ANALYTICITE DANS A’. — Soit o(z) une fonction holo-
morphe dans le demi-plan supérieur telle que la limite, prise au sens de la
topologie de A’ (voir in fine § 8),

(3.1) lim @ (z +iy)
y>0
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existe. Elle définit donc un ¢élément ¢ de A’. Donc ¢ est la transformée de
Fourier d’un élément & € A'. Notre hypothése est alors que le support de @ se
trouve sur la partie non négative de I'axe réel (*).

Désignons par
(3'2) a1<a2<...

une suite de nombres positifs. On considére 'ensemble Dy des distributions
d’ordre inférieur ou égal & N dont les supports sont contenus dans I'ensemble

A= {*+a, Za, ..., Tax].

Ainsi une distribution appartenant a Dy est de la forme

Dy— Z By O (Bav complexe),

a€@y
0£vZN

ou ¢ désigne la dérivée v*™ de la mesure de Dirac en a. Une partie de ce tra-
vail est consacrée a l'é¢tude de l'approximation d'un élément o satisfaisant
lesdites conditions par les éléments de Dy lorsque N — oo . La mesure d’approxi-
mation, ou la meilleure approximation, sera par définition

3.3 Ex=6x(8B,0) = inf — Dy, ,

(3.3) v =6x(8, 9) Nmmwﬁg%[@ xSl

ou 8 =B(a, b, C) désigne un ensemble borné arbitraire de I'espace X. Notons
par 8y=8,(qa, b, C) le sous-ensemble de B annulant tout élément de Dy.

Tutorime 1. — Sl existe a, b, C tels quon a pour une wvaleur
de 3z, 14+b<Imz,< 2+ 0,
N +— N
3.4 lim V& 5. G, I 1,
(3.4) lim Y&y (8 (a pe)<limy osup ol (o)l

alors ¢ = o.

Dans le cas ou la suite a, coincide avec les entiers naturels on a un résultat
plus direct :

TutorkME 2. — ST, pour un ensemble borné 3,

lim V& (B, 5) < °

el
N> e
alors 9 = o.

(%) Il exisle des résultals in¢dits de Beurling, expos(s dans une conférence & P'Université de
Brandeis en mai 1958, ou il s'agit des classes quasi analyliques au sens de S. Bernstein. Beurling
considére la bande o < y <C1 et une suite M, de nombres posilifs. Elanl donné une fonclion ¢
continue sur l'axe réel, il étudie alors approximation

sup [9(2)—-9n(x)| <Ay,

ou les ¢, sont holomorphes dans la bande, continues sur la frontiére et |9, | <=M
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Remarquons que la racine (N*)*m est I'analogue naturelle de la racine N
qui intervient dans le théoréme célébre de S. Bernstein sur I'approximation
polynomiale (*).

C’est un phénomeéne trés connu dans la théorie classique de 'approximation
que si les valeurs d'une fonction sont nulles, ou presque nulles dans un sens ou
un autre, sur un ensemble assez étendu, alors il existe une minoration de la
meilleure approximation a cette fonction par polynomes. C’est-a-dire, la préci-
sion de 'approximation polynomiale ne peut étre trop élevée que si la fonction
est identiquement nulle. La quasi-analyticité au sens de S. Bernstein est un
exemple (*) de ce phénoméne ou la mesure d’approximation est celle de
Tchebichef. On doit plusieurs théoréemes profonds dans cette direction
a M. S. Mandelbrojt [ 111, [12].

Une étude distributionnelle de cette question fait ressortir les raisons tout a
fait simples qui empéchent une approximation trop précise. Malgré certains
détails, il est aisé de voir que ce qui nuit & une bonne approximation de ¢
dans A’ par des éléments de Dy c’est I'écart entre les supports respectifs ; autre-
ment dit, vu U'invariance de la question vis-a-vis de la transformation de
Fourier, c’est I'écart entre les spectres respectifs : la transformée de Fourier ®
de ¢ est nulle sur I'axe négatif, tandis que les transformées de Fourier des
éléments Dye Dy sont

F DN:E ﬁvktv elaxt,
v, k

Dans la derniére partie les points @, se confondent en I'origine; on a donc
affaire, aprés une transformation de Fourier, a4 'approximation polynomiale.
Les remarques précédentes restent valables.

Le lecteur observera le role fondamental de la transformation de Fourier dans
ce sujet, role préva dans une certaine mesure par la démonstration fort
élégante aux pages 182-183 de la monographie [8] signalée a I'auteur par
M. S. Mandelbrojt, et dont s’inspire I'origine de ce travail.

4. L EXISTENCE D’UNE MEILLEURE APPROXIMATION DANs . — Le but de cette section
est d’éliminer la condition extrémale

inf (N fixé)
DEDy

() FEtant donné une courbe vy et une suite infinie n, d’entiers positifs, les classes quasi
analytiques C(y, ny) de S. Bernstein se composent des fonctions f définies et continues sur y ety
admeltant une approximation polynomiale

sup [f(x) —Pa(z) [ <om  (0<p <),

Pn, étant un polynome de degré ny.
Si feC(y, n) s’évanouit sur yo<y pour un ensemble y, de capacité positive, alors f est identi-
quement nulle.
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qui intervient dans la définition (3.3) de la meilleure approximation. En effet,
on établira I'existence des constantes 3,, extrémales.

Lenme 1. — Etant donné un ensemble borné 8 ¢ X, Uapplication
( va 'D'a ] bl
(Boa) = sup [{Dx, £7]

ou
@l 2
e X i, (BureC,

lleax
. . N‘l
est une fOﬂCllON continue sur G

Posons, pour abréger,

8= (Pva), = (Yva)s 5+ ]":(ﬁva‘i‘Yvu)
et

Ly(f) =< Dy, S =N Bra S (a).
On a alors

Ls(f)| — sup | lgse(f) || = sup |1g(f) — lgs (f) | < N* Max
sup|ls(f)| — sup|L; ‘<f>|{,,,;g§;| 8(f) — Ipey (/)| < N* Max

~va | sup Max | f™¥ (a) |,
. lfeg | (a) ]

v,a

ce qui permet de conclure.

Lemwe 2. — Etant donné un ensemble borné Bc X, un entier N> o0, un
point a; € Ay, un entier v,(0 = v, Z N), il existe une fonction f(z)€E€ B remplis-
sant les conditions interpolatoires suicantes :

(&.1) SN (a) =o, a € Ay, u F ay, o0=ZvN,
(l'"2) f(v)(aku) == 0, 0LV vy —1I,
(4.3) S¥ (ag,) >o.

Soient «, {3, I' les paramétres définissant I'ensemble 8. Posons

Qu(z) = (2 —ay)» [ [ (s —ap+
CEa,
aFag,

=qo(s—ap)"+qi(s—a) 0 (e 0).

Notons par A un paramétre positif, et considérons la fonction

gy (5) = e23Qy(2) exp<_ ’:‘ (s— ‘,A_U).l)_

La fonction g,(z) remplit (4.1) et (4.2). Dans le rectangle R, : <0,

|z —a; |<1,0na

]/

e1e1Qo(3) | <Ky
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pour une constante K,. Donc, pourvu que A soit supérieur ou égal

; 2 K,
4207 Log 7> on a

A A
1=l | g (5) ]| e B Koexp<— S5 (Z— )+ ;J”)

pour z = x -+ iy dans R,. D’autre part, dans les demi-bandes B(3) —R,, on a

_Ag, \
el g (5) | Ze ZB]Q(,(z)|exp< A(x—al.a)?+a|x|).

Y
Pour un A suffisamment grand cette derniére expression est inférieure a I’

pour tout z dans B(3) —R,. On a donc g,(z)€B(x, 3, ') pour un A conve-
nable. Evidemment,

&W (ar,) 7 o,

donc on peut remplir la condition (4.3) par une fonction f=e¢“g,, c réel.
p P I 8a

LemMe 3. — Etant donné un ensemble borné BC A, un entier N >o, et un
élément o € X', 1l existe des nombre complexes 3,,(a € @Ay, 0o v N) tels que
(h.4) Ex(B, ¢) =sup|{9— Dy, /O],

Je8

ol

DY="N By,

Soit ") une suite extrémisant :
va

lim sup [ (o —DE, fO]=6x(8, 9).
ASE

n>w»
On a done, pour tout n suffisamment grand,
1+ Ex(B, 0)>su — D,
x( @)_fe%lw SO

= (o— Dy, fO]
é|<D&”),f>|—~[<(p,f>:‘

Parce que I'ensemble 3 est borné,

[{o, o1 Cte (feB),
il vient

(%.5) <D, f>=0() (n—>w),

uniformément par rapport a /€ 8. En particulier, pour la fonction £ dulemme 2
et pour vo=N, de (4.5) 1l vient

An=0(1)
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lorsque n — oc. Donc la suite 3§, est bornée. On itére cet emploi du lemme 2

pour conclure, successivement, que les suites
5&4A1 kod B%——? koy ] i)’ll‘),

sont toutes bornées pour g, arbitraire dans @. On peut peut donc supposer

qu’elles convergent,

lim ) — ) Var
n->% -

D’apreés le lemme 1, (4. 4) est établi.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — D’apreés le lemme 3, la meilleure approxi-
mation &y(B. ¢) peut étre écrite comme

Ex(B, ¢)=sup |{9 —DR{, [>]
RA=X ]

avec un Dy fixé, indépendant de f€B. Nous allons déduire une minoration
pour &y.

On pose z,=17,, B=195B(a,b,C) et I'on choisit v]0> + b. Désignons
par B, la trace sur 88 de 'hyperplan défini par

fU(a)=o0 (0Zv N, ae@y)

Remarquons que gé By(a, b,C) entraine
de vj, > 1+ b. Ceci étant, on a

5. s — Dg, > su s >~ su
(5.1) fe,s‘(‘pbc|<°? AN = _suwp l<<9,f>1_gewg’b,c)

f, €8y(a, b,C) en vue
~0

<(P’ tf‘50>"

On rétrécit By(a, b, C) a By(a, by, C), b, étant choisi assez grand afin que
certaines intégrales ci-dessous aient un sens, par exemple, b, =2 + b. Posons

by > po>> 10, No— Yo @< Po— Yo, W= Ly,.

. Du développement

/‘ t)f(l)d[ fh“l i 2((;1 “,W;n)HCP(t)f(t)dl

YImi=p, n=—o

SXEZD [ ()

n=au Imi=p,

on déduit la majoration

* n+1
f cP(tt () 4 =K (50, wy, ) sup ‘f wt)fm(z—pw )> dil.
Imi=po e Im{=p, 0

n=o,1,
Ici il existe un entier ny=n,(f) pourlequel le suprémum est réalisé puisque

n-+1
4 - > dt — o.
0

i [ w0

n>® mi=p,
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Remarquons que f€8y(a, b,, C) entraine

\ n

f(t)< 4 ) " eBy(a, by, C).

On a done
su f S gy K (30, wer g) 50 f 9(2) f(2)dt|-
S E By (a,04,C) Im?=p, L — 3z SEBx (@5, C) Im=p,

Mais si ©(¢), — o<t <, est une fonction bornée, on peut remplacer

f par f
Imt=p, Imt=v

dans la derniére expression. Dans le cas général on a ¢;— ¢ dans A/, ¢; étant
une fonction bornée, et 'on peut alors remplacer

[ efa par <o f>
“Imt=p,
On arrive ainsi a la majoration

(5.2) sup
JE€By(a,b,,C)

[4 t)
f ?(t)f( dt‘él\ Z9y wo, p) sup |[<{g¢—Dy, >
Im(=p, - JE€B(a,5,C)

De (5.1) et (5.2) on obtient

sup  1<o— DY, [ =K] sup
feguabe’ |regyiab,0

\ P

f () f(t dt| + sup / \‘,
Imt=p, ) fEﬂ\ﬂth\

~ K sup f (t)‘f(t)dt / \
SEBy(a,0,,C) Im{=p, t—2% \ — %/
~K z 3
/egsunpb L}”( 20) f(50) |,

ou l'on a posé

Mm( ,m)

On prend la racine N*™ et I'on passe a la limite N - o pour achever la
démonstration du théoréme 1.

6. UN cas parTicULIER. — Peut-on obtenir une idée de la grandeur de laborne
inférieure qu’on vient d’établir dans le théoréme 1? C’est seulement pour sim-
plifier les calculs qu’on prendra la suite y=k(==1, 4= 2, ...). En choisis-
sant la fonction arbitraire entrant dans (3.4), on obtient la valeur % comme une

minoration asymptotique de la racine (N?)®* de la meilleure approximation
&(B, 9).

Soient encore a, b, C les paramétres définissant 'ensemble borné 8.
Nous allons choisir les constantes Ay > o, ¢y > o, telles que la fonction

(6.1) A >—°\H< ) oty

k=1
appartienne a 3.
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Posons =Ay—a. On a

N N Bt N
s&pe—ﬁa:’n<1+%:>N:sgp%l—[<l+%z>eﬁil—’:
k=1 k=1
AL (0 5) 5
Nz \? 2“
([l e@/@)‘{ .

En utilisant la liberté de choix de 3 (*>0), on pose

N2 o oa_ (N+1)(2N+1)
ﬁ-—ﬁ, ou M= r .
On a alors § — 3 lorsque N - = et
N N Ml\'
. O 22 \" . '
(6.2) sup ¢ ¥ H<I+ p) Z W= (ND=
k=1

Lemme. — Si lon pose

AN:LI—F@,

cN:Cyﬁ’exp<—— - —ANb‘) H<k2+b2> ,

alors la fonction f(z) donnée par (6.1) appartient ¢ 8(a, b, C).

En effet, avec la détermination de {3 indiquée ci-dessus, on obtient les évalua-
tions suivantes [z=a + iy €B(b)]:

N A T +A b

lfu(Z)IécNﬁ<l+ l,f|2> e
)

k=1
N .
R R TR | [P

k=1

N
k24 b2+ z*\N
11—

N
N
—1 - —Bx2 x2
< vx' Ce “““sgpe 3z H<I+ F)
k=1
ZCe =l
en vertu de (6.2). ¢. Q. F. D.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 11
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On achéve la démonstration du théoréme 2 comme suit. Soit 8 =8 (a, b, C),
Yo>>x1- b. Alors pour la fonction que nous venons de construire, il existe une
constante K indépendante de N telle que

N
P . k4 3 N
TICOIENST | [§==4)

k=1
- 6N (N1)2N
=T(NF1) N+ )™

lim & : 3
m Sx(@y0) | >
N> w e

ce qui donne la conclusion du théoréme 2.

D’ou 1l vient

7. QUASI-ANALYTICITE DE DISTRIBUTIONS A SUPPORT PONCTUEL. — Soit ¢ un élément
de A’ ayant I'origine comme support. D’aprés un résultat de Roumieu [5], un
tel o peut étre exprimé par une série infinie de dérivées de la mesure de Dirac,

(T.1) 9:2 a, oW,

VE w

la série étant convergente pour la topologie 7' de A’. Nous allons étudier
I'approximation a ¢ par des combinaisons linéaires des ¢ (*). Vu l'invariance
des espaces A, A’ par rapport a la transformation de Fourier, ce probléme
revient 4 'étude de 'approximation polynomiale & la fonction entiére ® =F ¢
de type exponentiel nul, 'approximation étant entendue dans le sens de 7'

Tandis que dans le numéro 5, pour établir le théoréme 1 de quasi-analyticité
on avait supposé que la transformée de Fourier @ était nulle sur une demi-
droite, maintenant I’hypothése, grosso-modo I'homologue de celle-la, sera
I'existence de lacunes assez grandes dans la série (7.1).

Le probléme d’approximation est li¢ 4 un second probléme extrémal. Soit 8
un ensemble borné de A et posons '

px=px(B)=sup[GN (o)|  (Ne2),
le suprémum étant relatif a I'ensemble des fonctions G € 8 telles que G (o) = o
pour tout n€ X a 'exception de n=N.
TrkorEME 3. — Soit I une suite d’entiers non négatifs de densué D < % dans
Uensemble des entiers non négatifs. Soit ¢ une distribution de la forme (7.1) ou

:fcp(z):(b(z)_—:z ¢,z

vel

(*) Il serait souhaitable d’éludier la relation entre les sommes partielles de la série (7.1) et
’élément N du lemme 3, § 4.
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est une fonction entiére de type exponentiel nul et d’'ordre o > 0. Si l'on a pour la
meilleure approximation &= &, (8, ¢),

lim __"tlogn <o
Fie(2
n
alors g =o.
LemMe 1. — Etant donné 6 >1, ¢ >0, a >0, il existe une constante

A=A(o, ¢, a) telle que

(w—+a)(iv-+20) ... (iv—!— [%]a)

\

e—lel éA[%] [ﬁ]z

g

n
Posons m = [;] - Alors on trouve

. . - 1 V2 2
log|(iv+¢)...(iv+mao)|=logeo m!—*—;log(1+ EE)...<I+ azm?>

\

1 p? " dt
~logomm! ~mlog| 1+ —— P2 _—
=108 +2 8 _*_c2m2 -+ Gt g2

ot

et ensuite

7 o [ e M de
(7.2) e , 1+ 2

Choisissons R suffisamment grand de facon que pour |¢| > cmR I'expression
(7.2) soit

o1 =~

191
1o
<

1
T
é«'”'f A e,
G 01—0—!- 2

et, pour |¢|ZamR, = ng. On a donc sans exception

(1.3) vzf A o)+ T,

o4

191 -

Il s’ensuit que

2

1 ' ~&lv| ~ gmm | -+ vt gmk—gwl
[(iv+40) ... (v +meo)|etlLemm! |1 ) e

T 3
5 mR —5l
Zmle* mm|pme *

_ ' gmll _%_z’”
Zm:e ce
~Amm!.

C. Q. F. D.

II.
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. , . s . .. ., I
Soit dorénavant A une suite d’entiers positifs de densité D <~ dans'ensemble
de tous les entiers positifs. Posons

T 142D

I.

On considére alors la suite A,, réunion de A, de lasuite {rA:n=—1, —2,...]
et de la suite des entiers pairs positifs. La densité de A, étant au plus égale
aD+4 é, il existe une fonction entiére S(w) non identiquement nulle, s’éva-
nouissant sur A, et telle que

(7.4) |S(w)|<(zﬁ(n+1§> , W=+ iv.

Ceci étant, on définit la fonction « morcelée » :

&1 (w)=S(w) F<§>,
ou I' désigne la fonction d’Euler.

La fonction g, (w) est entiére.

LeMme 2. — Pour n’importe quel nombre o”>o, il existe une constante
M = M(a) telle que les inégalités suivantes soient vérifiées :
S
o3
[(w—+1)...(w—4n)|

(7.5)‘ lgi(w) | <<Ma"n!

1
sur uU——n-+ —y
2

™
(7.6) lg,q(w)|<Mot"n!e7-’|'I

I
sur wu—n-+ —»

2
oun=o,1,2, ....

Soit d’abord u =—n + ; En vue de la condition (7.4) il suffit de montrer
que la quantité

eﬂl)|v| W "
T.7) | 0(3) T v+ 00
=1
est bornée sur u =—n 2

Rappelons I'égalité asymptotique
T w—?
]l‘(u—l—iv)[rV\/,:zT're_z_lvll"l * |¢]— o0,

valable pour u fixé. Les facteurs qui sont des puissances de |¢|a exposant borné
sont négligeables, comme le lecteur le verra tout de suite. L’emploi de la for-
mule d’addition pour la fonction I' permet de faire deux choses utiles;

I

1°accroitrelapartieréelledel’argumentdel” ( K<_"’+ —21— —+ iv> ) de [%J unités;
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2* annuler [Z] des facteurs du produit (w=1)...(w—4n) paraissant
dans (7.7).

Les facteurs restants ont leurs parties réelles approxnmatlvement en pro-
gression arithmétique :

On peut appliquer le lemme | avec 6= y— a=a,e=x <ﬁ—D>

N

n!

pour déduire I'inégalité
eﬁl)lt

ey

() oo

pour tout n, ¢. Puisque la majoration obtenue est bornée en n, (7.5) se trouve
établi.
La méme méthode suffit pour I'étude de (7.6). 1l s’agit de montrer que

(7.8) e |r<§’>‘

a"n!

, 1 . . . .
est borné sur u =n - - En effet, en réduisant la partie réelle de

T<%<n+ ; —|—l'(*>>

on fait apparaitre un produit de [Z] facteurs dont les parties réelles sont en

progression arithmétique :
A, 24,

On majore ce produit comme auparavant pour conclure.
P " ; . . .. ., I
LemMe 3. — Etant donné une suite \ d’entiers positifs de densité D < , et une cons-

tante o.”> o, il existe une fonction G(x + iy) holomorphe dans la bande B<é > )

non identiquement nulle, paire et telle que

(7.9) G* (0)=o pour tout he A,
(7.10) |G (z)| < Ctearn!,

(T.11) |z"G(z)| < Ctearn! pour n=—o, 1,2, ...
et — oo < x < .

Pour la démonstration nous utiliserons la fonction g, (#) construite dans le
lemme précédent. Posons pour > o,

(T.12) G(z) —f £1(w) z

dw
(14+w) I'(w)sintw

Re =3
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(On suppose, ce qui est évidemment loisible, que la fonction intégrée n’a pas
de résiduen w=—1.)
Translatons la ligne verticale sur laquelle on intégre de n unités vers la gauche.

1l vient, en vue des inégalités (7.5), .

T
]x”G(w)]<Ctea"n!f —z d
l{eu':—n+.1§ J[t+=w|w(w—+1) ... (w—+n)l(w)] g

=3
” e dp
npl —_—
< Gtea n.[w P

l’<1 —I—l'v>
2

< Ctean!.

Pour évaluer la nt*=c dérivée on écrit

gi(w)(w—1)(w—2)...(w—n)zv""!

(1+w)I(w)sinmw dw.

G(z) :f

Rew =

100

En déplacant la ligne d’intégration de n unités vers la droite on ne rencontre
point de singularités. Il vient donc d’apres (7.6)

<§+w>... (n_;w)

3 1
I‘<n+~+iv>
2

1%
” e ? dv
< Ctean! f - 5

3
e 2 'dv

|G ()| < Cteamn! f

3 .
n—i—;—}—w

< Ctea"n!.
Ceci entraine que G(x) est holomorphe dans tout cercle de rayon inférieur
a é centré en un point de 'axe positif. En particulier, elle est holomorphe a

I'origine. D’autre part, la définitien (7.12) de G() entraine que le développe-
ment de Taylor contient seulement des puissances de la forme a#—,

{LGGA, i > o. De tels exposants sont tous pairs. On peut donc prolonger G(x)

en posant
G(—2)=G(=x)
pour obtenir une fonction holomorphe dans une bande B (%) Il est clair que
les inégalités (7.10) et (7.11) restent valables pour lafonction ainsi prolongée.
C. Q. F. p.

CoroLLAIRE. — Etant donné un ensemble borné 3 = B(a, b, C) quelconque
dans A, il existe une fonction G dans B non identiquement nulle telle que

(7.13) G*"1(o)=o0  pour tout A€A.
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Il suffit de prendre la fonction G(x) du lemme 3 pour un « suffisamment
faible. En effet, on a déja remarqué que G(x) est holomorphe dans la

\

bande B i) D’autre part, les inégalités (7.11) entraine que la décroissance
pour |z | > o est suffisamment rapide, pour « suffisamment petit, pour qu’on
puisse atteindre celle décrite par le paramétre a intervenant dans $8(a, b, C)
dans labande B(0). Ici on utilise la proposition 1. En divisant par une constante
convenable on obtient une majoration de la forme cherchée.

Démonstration du théoréme 3. — Nous pouvons maintenant achever facilement
la démonstration du théoréme 3. Soit N€ X. Prenons comme A la suite

{n+1:ne€eX nAN}

Alors le corollaire ci-dessus entraine I’existence d'une fonction G(x) appar-
tenant & B telle que G (o) =o pour tout n€ZX, (n £ N). Nous pouvons pren-
dre la fonction G telle que G™(0)>£0 en vue de la formule (7.12). Posons
pour NeX

N= B8)= G™ .

pn=pn(8) glell;)a | G (0) |

Gim) (0)=0
neX—{N}
On trouve alors la minoration
(7.14) Ex(B, o) px(B) | ax| (Nel).
Il s’ensuit que (*)
NlogN_

N

lim
e 2]

ou ¢ est I'ordre de la fonction entiére ® = F o, ce qui est équivalent a la
conclusion du théoréme 3.

Remargues. — 1° Dans les hypothéses ou nous nous sommes placés, I'évalua-
tion (7.14) ne peut pas étre beaucoup améliorée.
Car prenons pour X une suite d’entiers impairs, et étudions I'approximation
d’'un ¢ = 2 a,8™ tel que p=r1 et|a,|n! ne croit pas. D’aprés le lemme 3
n€x
ci-dessus, nous pouvons trouver une fonction G(z) paire ayant les propriétés y
indiquées appartenant & un ensemble borné donné en avance. Avec une telle

G(3) la fonction

G(=)

By —= (b:>b)

2(5) =0,

(3) Rappelons que l'ordre p d'une fonction entiére = @,z peut étre exprimé comme
nlogn

oe(r27)
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appartient a 8(«, b, C) pour une constante C, convenable. Choisissons
n’importe quel Gy(z) intervenant dans la définition de oy : c’est-a-dire, la N*m
coefficient de Taylor de Gy(z) est non nulle, (N€X). En utilisant la fonction

= (G () +g(3))

qui intervient elle aussi dans ¢y, on trouve, vu les poles de g(z) en 4= ib,,

. N 8}{(’3(“7 baC)s CP) T
L"P‘/ [ax [N 5171

Puisque b, > b est arbitraire, on obtient
N/
lim§ /TN =5
D’autre part, prenons o = g dans (7.10) et (7.11). Avec B8 =98(a, b, ()

comme auparavant, il vient

Ex ésup 2‘ |an].|f™ (o) ]
n>N
nEN

< Gtea™ | ux|N! 2 an,

0

fimy

m 1a\,|N'—b
i/ &
" TaxNT =5

Dans ce cas 'évaluation (7.14) est donc asymptotiquement la meilleure
possible.

done

done

2* La question de savoir si la condition de lacunarité imposée (D < ;) est
\ ‘

nécessaire est liée au probléme suivant concernant les fonctions entiéres.

Etant donné deux suites M, et A de nombres positifs, quelles sont les condi-
tions sur M, et sur la distribution de A pour qu’il existe une fonction
entiére g(z) = o telle que

(7.15) {!é’(n+i)’)|<M|n|, (n=o0, =1, x2, ...),

g(A)={o}?

Dans le cas ou g(z) est de type exponentiel et ou (7.15) comporte une
majoration seulement sur I’axe imaginaire ( |g(iy)|<exp nb|y|) cette ques-
tion a été complétement résolue par Malliavin et Rubel [ 10].
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8. UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE M. Kokrne. — Pour l'espace fondamental A
qui se compose des fonctions holomorphes sur une courbe fermée K sur la
sphére de Riemann, M. G. Kcethe a caractérisé I'espace dual A’, muni de la
topologie forte, comme I'espace A, de toutes les fonctions localement holo-
morphes dans le complémentaire de K qui s’annulent a I'infini. Rappelons que
I'espace fondamental A est une limite inductive définie a partir de la famille de
normes de la convergence uniforme sur les voisinages compacts de K, et que
celle de A, est une limite projective (°) donnée par les normes de la conver-
gence uniforme sur les compacts du complémentaire de K. Un résultat de cette
simplicité ne subsiste pas pour la droite. Néanmoins, Roumieu ([5], p. 78 et
suiv.) a fait correspondre chaque élément ¢ de A’ () & une fonction holo-
morphe | W' (x + iy)| dans y £ o telle que

(8.1) q:lim‘lf(x—i—-iy)—limllf(x—{—iy)
+30 126

et telle que quels que soient H,, H,, K positifs, il existe une constante A telle

que

. || 1 1
\ v [N — | . —
(8.2) |W(x+iy)|<<Ae dans HlébléHg

Réciproquement, chaque fonction W ayant lesdites propriétés définit par (8. 1)
un élément ¢ de A’. On appelle la fonction W une indicatrice de ¢. Bien que la
correspondance ¢ — W' n’est pas univoque, les fonctions W' qui correspondent
a un élément o fixé différent par une fonction entiére. Donc la non-unicité de
I'indicatrice dans le cas de la droite est plus large que dans le cas étudié par
Keethe. ‘

Les considérations suivantes ne sont qu'un commentaire sur les pages 79-81
du travail de Roumieu.

Désignons par A, 'espace vectoriel des fonctions holomorphes hors de I'axe
réel satisfaisant a la condition (8.2). On considére A, comme une limite pro-
jective définie par la famille de normes

1z

e K|

1 i, w0, = sup, |W(z+1iy)

— Ay —
W, ==

Il est clair que A, est un espace de Fréchet. Le sous-ensemble J, des fonc-
tions entiéres de A, est un sous-espace (fermé). Donc on peut envisager
'espace-quotient A, = A,/3,, qui est encore un espace de Fréchet, défini par
la famille de normes évidentes.

(®) Sil’'on désigne par Ny les normes dont il s’agit, la topologie en question esl définie par le
systéme fondamental de voisinages de O donné par N, (f) < ry lorsque a et r, varient.

(7) Les résultats de Roumieu valent pour toule une classe d'espaces dont A’ n'est qu’un cas
particulier.



90 E. J. AKUTOWICZ.

Prorosition 2. — L'espace vectoriel topologique X, est isomorphe au dual X.

Démonstration. — Soit || 9|, une norme qui joue dans la définition de
. ~ I 1 .
la topologie de A’. Alors pour ¥eW et 8 =10 </—L, x C> on obtient

e Hn,x-,c=fsgg <o, /D1

- su

B L‘P(x—l—iy)f(x—f—zy)dx‘

ou I' se compose des deux horizontales y =+ ; D’ou il vient

lx]

HcpHz.,z»,céCfFe”Wlqf(x+,y>|d.x.

=
Z160C sup |W(x+iy)|le *.

On a donc 'inégalité
@]l c=16AC|| T

Iz/.-, kil

ce qui établit la continuité de 'application W - o.
Puisque W' — o est biunivoque, le théoréme du graphe fermé entraine la
continuité de I'application inverse.
C. Q. F.D.

Remargue. — L’approximation de ¢ par des ¢léments de Dy équivaut a
'approximation de lindicatrice de ¢ par des combinaisons linéaires des
fonctions

I

(—:t-—(,—)—” (OélléN,[lec‘tN).
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