RENE LAGRANGE
Sur les permutations avec répétition

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 3¢ série, tome 79, n° 1 (1962), p- 23-70
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1962_3 79 1_23_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1962, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1962_3_79_1_23_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
3¢ série, t. 79, 1962, p. 23 & 70.

SUR LES PERMUTATIONS
AVEC REPETITION.

Par M. Rene LAGRANGE.

INTRODUCTION

Les permutations avec répétition de n objets, soit « objets a, B objets
b, ...,k objets [, sont les groupements distincts de ces n objets, alignés dans
un sens donné. Nous désignerons leur nombre par la parenthése

R n!
(@B D= grgr

On peut supposer, par exemple, qu’'il s’agit de segments de droite, de
couleurs différentes, soit « de couleur a, 3 de couleur b, etc,, avec lesquels
on construit une ligne brisée coloriée, orientée.

Si I'on fait abstraction de l'orientation, on considére comme équivalentes
deux lignes brisées dont les cotés présentent la méme suite de couleurs
lorsqu’on les parcourt dans des sens convenables. Le nombre des permutations
distinctes est inférieur au nombre précédent, et nous le désignerons par
D(a, B, ..., ). :

Ceci suppose qu’on construit des lignes brisées ouvertes. Mais si 'on fait des
polygones, deux tels polygones coloriés sont considérés comme équivalents
s’ils fournissent la méme suite de couleurs lorsqu’on les parcourt dans des sens
convenables, a partir de sommets convenables. Le nombre des permutations
est encore réduit, et nous le désignerons par P(a, 3, ..., }).

L’objet de cet article est la détermination de D(«, 3, ..., #), ainsi que des
nombres P(x«, 3) lorsque, pour ces derniers, I'un des deux arguments est
inférieur a 7, car la recherche de I'expression de P(a, 3, ..., %) devient vite
tres difficile.

Observons qu’avec des segments de méme longueur [, («, 3, ..., 2)
représente le nombre des vecteurs coloriés de la droite, de longueur n/, non

r
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équipollents, que permettent de construire ces n segments. D(ax, 3, ..., 4)
est le nombre des segments coloriés du plan, de longueur »/, non superpo-
sables par déplacement, et P(«, 3, ..., %) est le nombre des polygones
convexes, réguliers, coloriés, non superposables par déplacement, ayant n
cotés de longueur /.

Avant d’aborder cette étude, énoncons quelques identités concernant les
permutations orientées :

(I) (alaa:’a R an): 2 (al_sh Ay == &ay ---7‘1/1_‘5‘;71)7

€y +Ey .. .6, =1

ou les ¢; sont des symboles ne prenant que les valeurs o ou 1. (I) est bien
connu, et traduit la décomposition de I'ensemble des permutations en les sous-
ensembles formés par celles qui ont un méme premier élément.

o2
(10 2(5, Fis Tay oouy Pp) =gy Pay ooy ) (0, PiPo-lm e o1y 1)

$§=0

(I) se rameéne tout de suite a la forme particuliére ou p =1

Ny )= (o r-+1);

§=0

celle-ci est évidente pour r=o0 ou z=o; elle se démontre alors par
récurrence, portant sur « et sur r, a I'aide de (I) qui donne

o [ &£ A —1

2(5, r) :E(s, r—u) —1—2 (s—1,r) :2(.:, r—u) —|—2(.s‘, r).

N=0 §==0 =1 §=0 §=0

2

(I11) Z(s, iy Py ey ) (=5, 7 1y, o 1)

S$=0

'

=Py Py oy P (P Py ey P (8 P ).

(II1) se rameéne tout de suite a la forme ou p=¢g =1, soit

2(3, ry(e—s, r'y="{(a, r+r'-+1);

S§=0

celle-ci est évidente pour «=o, ou si » ou r’ est nul; elle se démontre
aisément par récurrence portant sur « et r, a I'aide de (I).

&%

(IV) Z (515 S2y vy Sny iy v oon Pp)(Aa— Sty o vvy Qp—Spy Iy oot r,)

§;i=0
i=1,2,..,n

= (s Py ooy PR (P Pay ooy ) (g Oy oy Oy 7y

Py P T ).
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Il n’y a qu'a appliquer (III) aux différentes sommes relatives aux s;, ou,
plus simplement, a I'utiliser pour la somme relative a s5,, en admettant sa
validité pour n — 1 arguments s,.

(V) 2 (ryy ay— 1) (ray Qe —1ry) oo o (Ppy dp— 1) = (P, oy + 0=+ .. Ao, —p).

Pyt 1y =p

Ce n’est rien d’autre que la formule classique relative aux coefficients du
développement du binome, obtenue en écrivant que la puissance d’ordre
o+ oy . . .+ a, est le produit des puissances d’ordres a,, a,, ..., a,.

n a;—1
(VD) E E (Fay oo Phyy Qb= Ly Photy - oy I'n)
k=1 ry=0
i=052,...ni /s k
X(OQ—— Iy ooy Ly = Phyy Afy = Fyny oo oy App— r/z>:(alv Aay oo vy au)-

C’est une évidence pour n=r1. Admettons sa validit¢é pour moins de n
arguments. Grace a (I),

(G — iy o ivy Oy — Fh—ty Oyt = Pty » ooy An— )
n
N . .
= 2 (g —Fiy ooy Qp— L — 1y vvuy Ap— I'p).
=1
[k

Dans la somme multiple, 'ensemble des termes pour lesquels I a une
méme valeur, par exemple /=1, donne

n o;—1

2 2 (/'1) coey Thoty Ok 1y Phyty = o5 ')

k=2 ri=0

X(al_—l"_ Py Ao— 1oy o ooy Ot = Phey L1 — Tgi1y « ooy 1/1—'"11);

la somme relative a r,, effectuée a I'aide de (III), réduit ceci a

n A;—1
S‘ E (Fay ooy Phety Q— 1y Phity o ons I)
k=2 ri=0

4 s
i=2,3,...,ni kK

S (Oy = Py eeey Oy = Phegy Ot — Phts + v vy Cp— Fp)(0g— 1, G ay—+. .. 4= &),
et ensuite, grace a (VI) elle-méme, valable pour n —1 arguments, a
(tay &y o vy ) (0g — 1, a2+‘a;;+.. e 0y ) == (0 — 1y Aoy Uy ey Op).
La somme compléte est ainsi grace a (I), -

n
z(al, ey Oy Oy Ly Opqy ooy Oy )=( 0y Oay oo vy Ap)e
(=1

C. Q. F. D.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. . 4
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CHAPITRE 1.

PERMUTATIONS RECTILIGNES NON ORIENTEES.

L. Sur la droite non orientée, un segment colori¢, formé par n segments
de méme longueur /, ne peut-étre égal 4 un autre segment analogue de
longueur n/ que d’une seule facon, si les deux cotés (*) extrémes n’ont pas la
méme couleur. Le nombre des segments distincts de cette catégorie est donc
le méme que celui des segments orientés de n — 2 cotés, construits avec les
couleurs restantes; ainsi, ceux dont les deux couleurs extrémes sont a et b
sont au nombre de (x—1, 3 —1,y, ..., A), en conservant les notations de
I'introduction. Le nombre total des segments analogues est donc

2 (x—e, BZ—c,v—2, ...),

8 =2

ou z, ¢, ¢, ... sont des symboles ne prenant que les valeurs o ou 1. Les

autres segments de 'ensemble ont leurs cotés extrémes de méme couleur;
pour eux, la loi d’équivalence est la méme que pour les segments obtenus
par amputation des deux cotés extrémes, tout au moins dans chaque sous-
ensemble ou la couleur extréme est la méme. Ainsi, le nombre de ceux dont
les deux cotés extrémes ont la couleur @ est D(a—2, (3, ..., %), et, pour
leur ensemble, le nombre de ces segments est

(1) D By )= X (=& f—3y—¢\ )
SHE =2
-+ Z D(a—o2z B —ad, y— 28, )
e g =
2. Caccvn pE D(a, B). — lei, (1) s’éerit
(0) D(d, B):(d—l, ‘[3——1)—{—1)(05—2, (6)+D(aa@_'2)

Une premiére itération donne tout de suite

.D(a,ﬁ)zz Z (x—1—2r, B—1—2s)+ 2 (rys)D(a—o2r, B —2s),

p=0 r+s=p ra4-s=2

(') Il sera commode d’appeler « cotés » les segments de longueurs /, comme pour une ligne
brisée de n cOtés.
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ou r, s sont des entiers naturels. On ¢n déduit, par récurrence, la relation
générale

(3) D (a, ’3):2 Z (rys)(a—1—2r, 3—1—as)

P=0 res=p

-+ Z (rys)D(a—2r, p— 2s).

I'+s=m-+1

Admettons sa validité pour la valeur m. Grice a (2), la derniére somme se
décompose en

2 (rysy(a—1—ar,p—1—2s)

r=s=m-1

-+ 2 Z (ry$)D(a—a2z—oar, p—2¢—2s).
r=s—=m-41 4=l
Les nombres r,=r-4¢, s,=s-+< ont la somme r,s,=m 42, et le
coefficient du terme D(a — 27,  — a5, ) est

Z (ri—ze, si—&Y=(r, s1).
Eer=1 ’
(3) est ainsi étendue a la valeur m + 1.

(3) permet de calculer D(«, ), a partir des relations évidentes

D(a, @):D(ﬁv a),
D(a, 0)=1.

3. On peut poursuivre l'itération tant que le terme D(a—2r, § —2s5) a
développer par (2) n’a pas d’argument nul, tandis qu'un terme D(ax —2r, 0),
ou « — 2r > o0, est remplacé par 1. Cette derniére circonstance est impossible
lorsque o et 8 sont impairs; mais alors la seconde somme dans (3) disparait
dés que m est assez grand, ce qui donne, avec a =2a'+1, B =203'41,

(3) D(aa' 41, 258/ 4+1)= E (rys)(2a —or, 23 — 2s).
0Lr Lo
0Zs= 0

Si a =20a'+1, 3 =20, le deuxiéme argument de D(x — 2r, § — 25), avec
ora', peut s’annuler. Un tel terme D(x — 2r, o) provient du dévelop-
pement par (2) d'un terme

D(a—2r, 2)=D(a—2r, 25 —2(f —1))
provenant d’une formule (3) d’'indice m=r—+ '—2; dans cette formule,

son coefficient est (7, 3’—1), qui se conserve dans l'itération, de sorte que le
terme en D(x—2r, 0) est

(ryp'—1)D(a—2r,0)=(r,p —1).
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Ce méme terme se conserve dans les itérations suivantes. Ainsi, lorsque tous
les termes D(a — 2r, 3 — 25) ont disparu, on a obtenu le développement

D(2d +1,28)= Z (rys)(2d'—or, 28 —1—as)+ 2 (ryf'—1),

oZrLar oLrLal
Vs 2B —1
ou, grace a (II),
(6) D(2a'+1, 28 )= 2 (rys)(2d —2r, 2 —1—2s)+ (o, 3).
s VLrLor

0Zs<fr—1

Enfin, lorsque o =20a/, 3 =20’ sont pairs tous les deux, le méme raison-
nement montre qu’il apparait des termes D(a—2r, 0), ou or <o/, avec
le coefficient (r, B’ —1), et des termes D(o, B —2s), ot 05 <P, avec le
coefficient (o' — 1, 5). Il vient ainsi

D(2a, 25 )= E (rys)(2a'—1—2r, 2/ —1—2s)

VLrear—1
05 <P —1
N
+ N (=0 Y (@)
0Zrsar—1 0Zs< B —1

(1II) remplace la somme des derniéres sommes par

(al'—'la ﬁ/)_‘_(a,a ﬁ/_l):(a(a @,)’
donc

(7) D(2d, 28" )= Z (rys)(20 —1—2r, 28 ' —1—2s)+ (o, 5').

0LrLar—1
0Ls<fBr—1

On peut rassembler ces expressions (5), (6), (7) en la formule unique

(8) D(a, )= ¥ (rs)(a—1—ar,f—1—25)
lvél‘é[a;']
el
0 si a, 3 sont impairs,
2

(EI3k

L]) si a ou 3 est pair.

4. Cette formule remarquable peut étre remplacée par I’expression encore
plus simple

I 0 si a, B sont impairs,
(9) D(a.aﬁ):;(a, 15)+=§<°2£] l%]) siaOUBestpair,

C’est vérifié pour 3=o, et pour a =3 =1, et il suffit de raisonner par
récurrence a l'aide de (2). Admettons que (9) soit valable pour les D(a,, 3,)
tels que o, + B, < a + f.
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Si « et 8 sont impairs, (2) donne en effet
2D(a, B)=2(a—1,B—1)+ 2D(a—2, )+ 2D(a, B —2)

=[e—1,B—1)+(x—2, )]+ [(a—1, B—1)+(a 5 —2)]
:(O(—I,ﬁ)—l—(a,ﬁ—l):(d,ﬁ),

tandis que, lorsque o ou {3 est pair, on doit ajouter aux termes précédents

(= FED-(EHE D= =D+ (R E ) = (5

C. Q. F. D.

)

La comparaison de (8) et de (g) fournit I'identité remarquable

(10) Z (rys)(a—1—ar, p—1—as)
oor ]

S
= (a, ﬁ)—%

0 si a, (5 sont impairs,

<[%]’ [%J) si o ou {3 est pair,

que I'on peut naturellement démontrer directement par récurrence.

N |-

5. FormuLk cENtrALE. — Quel que soit n, on a la forme généralisée de (g)

(11) D(oy, ay, ooy @)
o si deux des o; sont impairs,
oy

- J> dans les autres cas.

1 ~ .
== = (O, Aoy eeey L)1 T ay A
2 - — Pl =P
2 2 2 |2

(11) est vraie lorsque n — 1, ou méme n — 2, des «; sont nuls. Supposons donc
qu’elle ait été démontrée pour n arguments «; dont la somme est inférieure

a m, et étendons la au cas ou Za,-:m. Dans cette derniére hypothése, (1)

et (11) donnent

-
D(oy, ayy oovy o) = 2‘ (o — &1y Ap— 8oy «uvy Ap— &)

S 4+ Eg e Ep=2

—+ E D(ay— 26, aa— 25, ..., 2,— 28,)

& +Ea+...+Ep=1

— 2 (03— €1y wuny Xy—&y)

€. Ep=2

2 (a1— 284, «ovy dp—28,) + S,

g A Ep=1

+

N -
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ot S=o lorsque deux des «; sont impairs, et

=2 2 (1%

g+, =1

dans les autres cas. Grace a (I), on a donc

o si deux des o; sont impairs,

S=C1/Ta] | a an
_([_‘ ,[;],...,[_”D dans les autres cas.
2\ 2 || 2 2

D’autre part, la méme formule (I) réitérée donne

o ) i W ‘/ n
(%ry Uay vy @) = E (g — &\ — &\, 00—y — &y, ooy %= 5, — &, ).

Ici, un terme ou ¢ =¢,=1 n’apparait qu'une fois, et est de la forme

(o, — 28, 25— 28y, ..., x,— 25,), avec ZikZI, tandis qu'un terme ou

’ ” ’ ”

g=¢,=1, i7%£], est égal a celui ou ¢,=¢=1, et est de la forme

U . . /
(oy—ey, 0y—ey, ..., %,—E,) avec 25,(=2, ce qui démontre (11) pour

6. Il n’est pas sans intérét de généraliser également (8), en calculant
D(a,, @, ..., a,) par un procédé plus analytique. Il s’agit de démontrer
quon a

(12) D(ay, asy ooy a,)= 2 2 (7yy oy o vey 1)

Syt =2 1y,
X (ag— € — 27y, Qa— 89— 27y ooy Ay— Ex— 277,

o si deux des a; sont impairs,

—+ oy A
2Lz,

(\L2 [ ]2

la somme 2 étant une somme multiple ou chaque r; prend les valeurs

<

) [7]) dans les autres cas,

LTI 9

entiéeres de l'intervalle fermé o,

a; gi

|- Nous raisonnons toujours par

récurrence en admettant que (12) ait été établi pour moins de » arguments.
Comme au paragraphe 2, on voit tout de suite que

(13) D@, .. m)= ¥ Y e

S =2 i1y Zm

X (A — & — 21,y «uuy Ap— E— 277)

-+ E (rysray oo csr)D(ay—ory s —9ar,, oo 2, —2r1,),

Iy = met-
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et on peut réitérer tant que les n arguments de D(«,—ar,, ..., a,—2r,
sont positifs. Dés que I'un d’eux est nul, on conserve le terme D 4 n—1
arguments positifs; par exemple, si 2, —2r,=o0, ce qui suppose que «, est
pair, on a ainsi les termes

o, \
<? — L, Py e, r,l)D(wz——Qr.z, Ay 203y oy Ay— 2T).

Si donc tous les «; sont impairs, la formule (13) réitérée au maximum donne

(14) D (o, -.-,au):E Z (Pis Pay oves T0)

N9 .
€ =2 PI'iy..nln

X (Ay— &= 27y, Ta— Ca— 2Py «u vy Ly— & — 21, ),

. , . o — &; |
ou les r; prennent les valeurs vérifiant oér,-é[ ! ’J-

Dans le cas général, supposons que les «;(j=1, 2, ..., p) soient impairs
. . ’
et que les a,(k=p-+1,p—+2, ..., n) soient pairs. Posons w=a2%, 41,
2= 24,. L’itération maximale de (13) donne

(15) D(Cll, “'7a/z)

n

|
= 2-‘ Z (ry «oos ) (20 41— ¢j—ar;, 20, —&—2rr) —+ 2 S,
Sei=2 0zrjza) (J=1,2, ....p) (k=p—+1,...,0) i1=ps
OZrpL oy —1

(16) S;= E (Fry ooy Py Ppsny ooy Pimay Gy — Xy Plagy onny I'y)

. !
(lél,é@i

0Zrpzoy—1

XD — 27, Qg = 20y ey Qg — 2P 1y A d = 2P 4y ey Oy 27)
(J=1,...,p).
Dans ces expressions, j ne prend que les valeurs entiéres au plus égales a p,
et & prend les valeurs p—+1, p+2, ..., n a I'exception de / dans S;; nous

désignerons par ¢ un indice prenant toutes les valeurs 1-=in, sauf
indication contraire.

Si p>2, (12) permet d’écrire

N !
81: Z Z 2 (1'1,-..,7'/_17\11—177‘/_“,,..,I",l)(.s‘“...7.S‘/_,1,.S'/+1,...,S“)
Yeg;=2 0

Oérjéa;. L Ldl—ry
DLrLal—1 il
NGy — Gy 21— 284y ey Oy Eg— 21— 28y ey Ap—— Sy 21— 28,).

Un argument o,—e,— 2r,— 25, de cette derniére parenthése ne peut
s'annuler que si g,=o, r,+ s,=«,. Considérons celles de ces parentheses
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ou a,— ¢,— 2r,— 25, est nul (*) pour k=¢—+1, ¢+ 2, ..., n, mais positif
pour p <_k=_q. Posons p;= r;+ s;, et soit

(0 — & — 2P0, «vvy Up—3p— 20y, Apit— Sps1— 20pity -, Ay— & — 20,)
une telle parenthése, ot ¢y ¢, 4. .., =2,0="¢;,—a,, 0 Zp Lo —1,
p<k=q.
Ceci suppose évidemment > ¢, et le coefficient de cette parenthése dans
un tel S, est

z Z 2 (Fry ooes Py Oy — Ly oeuy )

VLrjLp) 0L Lpr 0LrpL o p—1
p<hkeqg glhznih1

X(@1—= Tty ey By—Tyy vy L= iy oov )
(g<hLn, hzx1)

Grace a (IV), la somme relative aux indices r,, r., ..., r, vaut

’
(Pyars ooy Pimay Oy — 1, Trpay « ooy T0)

’ ) ’ . ’ . ’ ’ ’
><(<1,/H—/,,H, e O = Pl e B — 1) (Pry ey Py I T o).

h=#1

Pour I'ensemble des S,(/™>g¢) contenant la parenthése en question, le
coefficient de celle-ci est ainsi

o g ! »
, 4 E E ] —
(Pry v e es Oy %y o)) (Pyectn «oos Py Uy Plqy ooy 7))

I=q+1 ozryza,—1
g<h<zn; h#l1

X%y = Tty vy @p—=Thy oy %y— 1),
(hz1)
ou, d’aprés (VI),

(s s Py Ty e 20) (Fgags Fpian oo %) = (010 v gy Xy -0 %)
Ainsi, lorsque p > 2, il vient
D(alv Ay o vey O(n)

e Z Z (riy ray oo ) (0 —&;— 270, ap— & — 27%)

i=2  ozrjzo ('é/él’) (P</‘"é’l)

o 3] 2] 3 ! !
-+ E E E (I,7 ceey II” 71»,, EETERN I/\-m, Afiyy v oy d/,m,)

Kayhoy ooy by Sk 8y Sy S =2 n4;,4a

0Zry, 40;"_
.
X (aj—€;—2r;, oy — Ex,— 274,),

(r=7<p) (1=s<=m)

(') A cause de la symétrie par rapport aux arguments, il n’est pas restrictif d’admettre que ce
sont les n — ¢ derniers arguments qui sont nuls.
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ou les £, forment toutes les combinaisons m 4 m des indices p+1,p + 2, ..., n,
et hy, hyy ..., hye(m—+m'=n— p) représentent les n — p — m autres indices
supérieurs a p. Dans ce cas, la réunion des deux sommes multiples s’écrit donc,
conformément a I'extension de (12),

(17) D(ay, 20y oovy )= Z Z (r1y Pay oovy )

Bei=2 ozrizal

1Li<n

X (0 — & — 20y, Fy— Sy 2Ty ey Ay €y — 2TY,),

ou la sommation s’étend & toutes les valeurs possibles des r;.

Lorsque p =1, le calcul qui précéde est encore valable, a condition d’ajouter
le terme .
(Gy— Pay ooy Gy — Piay Uy — Tlgay ovey Oy— 1)
au développement du terme D au second membre de (16) que nous avait fourni
laformule (12). 1l convient d’ajouter au développementde S, (2=_/—<n)le terme

— . . . 4 .
o= (Fay Py ouey Proay Oy — 1y Plagy «ouy I'n)
0Lry Lo
0Zrpgog —13kEL

X (O — Py Oy = Pay ooy U = Py Gy — Plgdy e ey Oy — ).
Grace a (1II), la somme relative a r, vaut
(Fay wony Plny O — 1y Fiiay vuvy I'n)
x (O(,_, A PREII 0!2_1 — ll—1, OZQ_H T Uty e ey aiz__‘ "n) (d/l’ 0(,:: -+ a,» e a/u)

Par suite,

n

n
! ’ ’ N % ’
E gr=(a), ay4...4 7.,[)\ 2 (Pay eovy Ployy Ap— Ly Loty ony 1)
=2 (=2 vzorpzog—t
2 hans kAL

1

SOy = Pay weey Apy— Pigy Apy — Flty veey Dpy— '),
qui vaut, d’aprés (VI),

(a,n oy 4. +‘7,u) (llzv Ay wens “;L):(a/n Lyy oeey %)

Dans ce cas, il suffit donc d’ajouter a (17) cette derniére parenthése
ot (3R [2] [

ce qui établit (12) pour ces n arguments.
La comparaison des développements (11) et (12) fournit I'identité

=
18) Z .)_J (Pay Pay coey ) (G — 84— 27y, ooy Oy— Ep— 277,)
23;:2 [ETR TR

o si deux des a; sont impairs, .

I
== (0, Ay veuy Ap) —< 1 ay o o )
g b I (121125122 dans les autres cas.
2\| 2 2 2

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 5
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CHAPITRE II.

PERMUTATIONS FERMEES AVEC REPETITION P(a, 3),

7. Rappelons que nous ne traiterons que des P(a, 3)dont'un des arguments
est inférieur a4 7. Nous supposerons, dans ce chapitre, que cet argument ne
dépasse pas 5. Soit 1 Za -5, a4+ § =n, et calculons P?=P(a, n— a) pour
ces cinq valeurs de «. Au lieu de colorier les cotés du polygone construit avec
les n segments, il est équivalent, et plus commode pour I'exposé, de colorier
les sommets, donc « en la couleur a, et B=n—a en la couleur b. Les
sommets S; de ce palygone régulier convexe seront numérotés de o a4 n—1,
dans le sens positif du cercle orienté, et I'on peut toujours 'supposer que S, a la
couleur a.

Il est clair que P,=1.Pour « = 2, un deuxiéme sommet S,, a la couleur a,
de sorte que les arcs séparant les deux couleurs @ mesurent respectivement m
et n —m, si 'unité de mesure est 'arc soutenu par un coté. La symétrie par
rapport au diamétre de S, permet de supposer m —Zn — m, donc les seuls poly-

. . , . . , .« . n
gones distincts sont ceux pour lesquels m vérifie la double inégalité 1 Zm = ~;
ainsi

() pi=|2]

8. « valant 3, les trois sommets de couleurs a sont séparés par trois écarts ¢,,
s, ¢, dans le sens positif, a partir de S,; soit m leur borne inférieure. On peut
faire ¢, =m, et, al’aide d'une symétrie diamétrale, supposer que m=q,=q.=2qs,.
Ces sommets sont alors numérotés o, m, m,, avec 1=—m, 2m_-—m,,
m,—m=_n—m,, ¢ est-a-dire

n—+m

P

2m = my <

(2)

n
I = m = -

Le nombre des polygones distincts de cette espéce est done

n

. < /[ n+m o )
P,L_2<[ ; ] fzm+|>

m=1

Décomposons cette somme en deux parties, suivant que m est pair ou
impair. Les termes ot 72 = 2p ont la somme

(7]

e R Ei [ EL e |

QAR

(=21
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On voit tout de suite que les termes ou m = 2p — 1 ontla somme A’ , de sorte
que

4 CPi=AL Al

n+3s

avec l'expression (3) de A,. L’expression polynomiale de P: dépend de la
classe mod 6 a laquelle appartient n. Des calculs simples donnent ainsi :

. n| n n n, . n(n—2)
n—=~6v : —5-—*2—7 [6]:6’ A”: T;
. o n)l_n—: [(n]  n—1 . (m—1)(n—3)
n=06v+1: S| _6]_ 5 *\"—2—4’
. [(n n n—o s n(n—2)
—=0vV-+2: - = - = |= ; A, =
n==6v-+ 2 = 5’ Lb] t Aj o ;
. o 2] _n—1 (n] n—3. \i_ (n—1)(n—3)
n=—=6v—+3: B e _6}_ o [\"_——_2—4__—’
_ R (2| _n—4. () (n—4h)
n==6v—+4: _2‘_2, _6]_ 5 A,L._——————QT————,
. [ n n—i n n—> s (n=+1)(n—135)
— 5 —W:: = — AN 7
n=06v+ | 2 | 5 Lb 6 " 24 ’
puis, grace a (4),
n'_’
P n= (mod6),
n*—1
’ n==1 »
. 192
(5) =\
4, n==%2 »
12
n®—+3 .,
) n=209 »
\ 12

o

4 . ne -4 . .
On peut observer que P; est toujours de la forme ®, oit ¢ est Uentier de

‘

valeur absolue minimale faisant de n*+ p un multiple de 12.

0. aétant égal a 4, soitm laborne inférieure des quatre écarts ¢;(i =1, 2, 3, 4)
séparant les quatre sommets de couleur a, considérés dans I'ordre de parcours
du polygone.

Admettons d’abord que deux écarts consécutifs vaillent 7. On peut fixer
I'origine et le sens de parcours de maniére que ces quatre sommets soient S,,
Sus Sums S,.,» avec une suite d’écarts non décroissante, c’est-a-dire que

Tzim=my—oam=n—im,.
Tous les polygones correspondants sont distincts, et fournis par lesinégalités

Im Zmy = ;—l —+m,
(6)

n
1 =Zm = -
= T4
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Leur nombre est
7]

R (R R (e
HEHEES!

Dans les autre cas, désignons par S,, S,, S,,, S,, les sommets de couleur a,
avec les écarts

car on a toujours

1= m. (f2= 1My — M>>I, =N, — my =, =1t — M, > Im,

afin qu’il n’y ait pas deux écarts consécutifs minimaux. La symétrie par rapport

. N . m . , . ’
au diamétre d’azimut — transforme cette suite d’écarts en la suite ¢, =n,
q.= ., 4, = (s, ¢, = ¢, sur le cercle positif, ce qui permet de supposer ¢,=y¢..
Ainsi les polygones distincts de cette deuxiéme catégorie sont tous fournis, une
fois et une seule, par I'ensemble des inégalités

m 41 =Zmy— m = — My, m = m, — my,
c’est-a-dire '
Ly mZmyZn - m— my,

L n
5 am 1 Zmy = —
(8) . ==,
n-— 2
) L Zm o ——
I

Leur nombre est

=1 [E] =] |
B = Z Z (n-1—2m)= Z (| gJ—lel><ll—[§]~~21n).

m=1 ny=2m—+1 m=1
[u ] [n 1 ]
= - |+ )
2 2
le produit des deux facteurs dans la derniére somme s

n)[n+1 P R R R ,
—onm 4 4m*= 5 —a(n—+2)ym—+jm(m-+1),

2 A 2

Grace a

7

<

’

écrit

de sorte qu’a I'aide de (1I)

[~

B} = 2 {[z][ll+l]—z(u—&—'z)(m—'x, 1)+ 8(m —r, '))2

2 2
m=1

B R SRR E S B
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et enfin

o e e

En définitive, I'expression de

P!=A}+ B!

est un polynome du troisitme degré en n, dont la forme dépend de la
classe mod 4 de n. Tl vient ainsi :

—n] [n+l] n [n] n [71—2’ n—4
— |= = — 1= 5> = ;
2 B 2 4 4 4 4
n==14v N ,
/«_2: ”.___n(n'_‘l)(n_l)
" 160 " 48 ’
nl_ n—1 n4+1]  n—4a |l _ n—1 n—al_n—>5,
‘ 2|7 T 2 | a2 A 4 - 4
n—4v-+14 ) - u
v (=Dt (=) (n=5),
n— 6 ) dn— 78 3
(7] [n+1] _ n nl_fn—2]_n—a
o | T LT 2 T 2
n— v+ 2 N , p
’L\/,:n‘_—l, B/‘.:n(n-—‘)‘)<n—'|),
“tn I() n 48 b
_n—1 n-+1]_ n-+1 nl [n—2] n—3
PR 2 B 4 1 4 4
n=4v+3 9 o
(n 1)(11——~3) B (n+1)(n—23)(n—14%),
16 " /‘8 ’

et, par suite,
n(n?—3n—+8)

TR n= (mod{),
(10) Pt (n+l)(n——l)(n—3) n— 1 .,
/ n ‘) >< /'
(77,—2)9(;:;114—6)? n— o §
10, Carcer pE P, — Dés la valeur «=2>5, les calculs sont relativement

pénibles, et 'on est amené a distinguer cing cas, d’aprés le nombre et la répar-
tition des écarts minimaux.

désignant toujours le minimum des cinq écarts ¢ (i=1,2,...,5)
séparant les sommets de couleur a, nous supposons d’abord que trois écarts
consécutifs valent ne. On peut choisir I'origine et le sens positif de maniére qu'il
s’agisse des sommets (*) Sy, S,., Saus Suns S, avee

m =y — omAn —ms.

(1) Les sommels de couleur « sont toujours numérotés o, m, my, my, ..., ma—s. de sorte qu'on a
ici my=2am, my= 3m.
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Les polygones distincts de cette nature sont ainsi déterminés par le systéme
d’inégalités
n—+3m
-

dm = m, =
= 2

(1)

n
1=m 2 £
- ]

Leur nombre est

5]
A":E ([ " +9?—)Ln-:| +1— 41}1).

m=1

Cette somme se décompose en deux, suivant la parité des valeurs de m. Les
valeurs paires m = 2p donnent la somme partielle

5] . .
S e 1 e A

Les valeurs impaires 7 = 2p — 1 donnent la somme partielle

[5]

p=1

On a donc
(13) A=A+ A}

H+ 5
avec I’expression (12) de A},
11. Supposons qu’il n’y ait que deux écarts consécutifs minimaux. On peut
placer les trois sommets qu’ils séparent aux points S,, S,,, S.,.. Les deux autres
sommets de couleur a sont §,,, S, , avec

gs=m,—2m >im, G = M;— My m, gs=n—my>m.

La symétrie par rapport au diamétre de S,, permet de réaliser la circonstance
supplémentaire ¢,~"q,. Les polygones distincts de cette espéce sont ainsi
déterminés par les inégalités

M m s L= 20— ey,

n—im

k)

Im+1Zm,—
(14) -‘ ==

n—a
, 1 Zm < )

=

9

et leur nombre est

2] (2] o 5
B, = Z 2 (n4+14+m—amy) = 2 [”—2 m]["—}—l‘:’ m].

m=1  my=3i-+1 n=1
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Les valeurs paires 7 = 2p donnent la somme partielle
5] 5]

. n| na) N RSN .
i B (2o () B (][5 e

s

done

- o« o . - 4 - P4 ; . § ;
o) wi=[ 2 2|2 ] L | S ] B[ SR ] [ 2R
o |2 2 | =2 10 3 10 10 f

Les valeurs impaires m = 2p — 1 donnent la somme partielle

[5]

s N n-+>5 . n-+6 ~ -
B = Z 2 —r 2 P )= P

p=1

et, par conséquent,
(16) B =B, + B

H+5HY
avec I'expression (15) de B

12. Dés que trois des cinq écarts ¢; valent m, deux d’entre eux sont consé-
cutifs. Nous examinons dans ce paragraphe les polygones présentant deux écarts
minimaux, mais non consécutifs, contrairement au cas qui vient d’étre étudié.
On peut placer en S, et S,, deux des sommets de couleur a, les autres étant dans
Iordre, S,,, S,., S,., avec les écarts

Gy= 1My — m >m, 3= My— M1, G = My — Ny > M, qs=n—m;>m.

Seuls ¢, ou ¢, peuvent valoir m, et la symétrie par rapport au diamétre
. m_ o sl s ) - . i
d’azimut = permet de supposer qu’il s’agit de ¢,. Mais alors, la symétrie par

m —+ m,

rapport au diamétre d’azimut conserve le couple d’écarts ¢,, ¢, et

I'écart ¢., tout en permutant ¢, et ¢;; on peut ainsi supposer ¢,=q;, et les
polygones distincts de cette catégorie sont tels qu’on ait

my>2m, M= 1m —+ my, My — My >N — 1, no— My My — M,
donc déterminés par le systéme d’inégalités

n -4 m -+ m,
2 I
(17) (o omATZmLn—a—3m,

n—3
5

my—+ 2m 1 my =~

1=m <L
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Leur nombre est

I:’l_"‘"] n—2—3m l—")_“':l n—2—sm
Ci— 2 2 <[11+77;+1)71]_2m"”’>: }: 2 [ll—S;n—t]’

m=1 my=2m-+1 m =1 =1

ou l'on a posé m,=2m—~+t. La somme partielle fournie par les valeurs
paires 2p de ¢ est

n—2—im

B

Z [ITn—>Hm N _1[rn—2=5m ) n="5m],
_ 2 _P>—-2 2 2 !

p=1

les valeurs impaires t=2p — 1 donnent la somme déduite de celle-ci en substi-
tuant n 41 a n; la somme totale relative a 7 est ainsi

I§[n——5ﬂf|[n—5ﬂl—2] l'n—5m+1][n-5m—l]g
— | +
2011 2 || 2 i 2 » 2
[rn—=5m [ n—>5m—1
- 2 2 ’

grace a I'identité

I = ==

3

On voit alors que (i, n’est rien d’autre que B,_,, donc

n—172

(18) Co=0B_, =B, +B,.

13. 1l ne reste plus qu’'a évaluer le nombre des polygones ne présentant
qu'un écart minimal m entre les cinq sommets de couleur a. Placons ceux-ci
en Sy, S, S, S, S, avec les écarts

myy My

= m, (o == Ny — > M, (== Mmy— m, > m,

== Nty — I, >N, ;=1 — my;>m.

La seule symétrie qui conserve l'écart minimal est celle par rapport au

. \ . m .
diamétre d’azimut —, et elle permet de supposer g,="q;, et, si q.=g¢;, de
faire ¢, =q,.

ivaluons d’abord le nombre des polygones de la deuxiéme catégorie:
q2= ¢, ¢;= ¢. fournissent les relations

My=1 -+ m— ny,
m—1 ¢y =my— m,

m 1Ly T= My — My <Ly — = ¢,
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donc le systéme

n—+m
my+m+1==LmyZ ’
n—a2—m
(19) am 1= my —
n—4
\ . lé”lé 5 !

Le nombre de ces polygones est

[Lﬂ] [”;L“ﬂ] n—m 1[”5__!‘]'11—5m n—oim—a2
n=y 3 <[ ]_,,,,>:52[' 2 ][ . ]

m=1 my=2m-+1 m=1

Les valeurs paires m = 2 p fournissent la somme partielle

1 n n—a n-4 |
T2 Z {[_Z:I[ 2 J—]O[ 2 _|[)+)O(/7—1«2)‘>

/[n'l[n~2] v[n—{—&’J[n—!—ﬁ] 25[n+6][n+16])
1 —5 + 5 L
L2 |l = 2 10 | 3 10 10 |}
soit

2 1o flHl=2 |l o | 3] o 2 10| §

On voit tout de suite que la partie de D, fournie par les valeurs impaires de m
est D ., done
(21) Di=D} 4+ D,

n+5

avec 'expression (20) de D’.

14. Les polygones de la premiére catégorie, qu’il reste a compter, sont ceux
pour lesquels ¢, < ¢;, et que définissent les inégalités

mi>2m -1, My my —+m —+1, My ms—+m—+1, n—my>xm;—m-1,

donc le systéme
my+m-—+1my=n-+m—1i—m,, '

my+m -1 myZn— 2— my,
2

n—3—m
(22) flln—l—lém1é————-———2 )
n—>5
1=m £ .
5

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 6
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Leur nombre est

(5] =] oo () =
2 E 2 (n—1—my—m,y)= Z Z (n—3—m—am,,2).

m=1 my=2m-+1 me=mqy+m-+1 m =1 my=2m—+1

Posons m, = am -+ t; la somme relative 4 m, s’ écrit

n-—3—sm
(=]
I
2 ;(n—2—5m—2l)(n—1—5m—~21)

=1

[n———::—:‘;m"
= Z f(n—3—5m,2)— (2an—1—10m)t+4(t—1,2)}

/=1

—3—5m]] n—1—5Hm
:[l—'——i—)—n—l‘l{( 1 — 3 —hm, 2) — <n—-——)m)[£—l——5—’£l
4)4 2 -

%

T3l

n—1—5im|[n+1—5m])
92 2 (
E; est alors de la forme

(93) ]‘—EI +EII7>

ou E; est la somme partielle fournie par les valeurs paires 2 p de m, soit
e o
= 3 (2] e s oo ([252] )
(o) ([ -o0)
I\ 2 : 2 )
L’accolade est un polynome quadratique en p dont le développement est

n—1 i n—r (n———l)(n—f).)_r, o afn—a 50
R B Gl R R e e ol St | R ) I

le terme général de la somme est donc de la forme

[SSIRS)

(24) A —35Bp+a5Cp*— 125D p*,

o) (252 [ - 2=
2] e[
[ (e [ e

wl

=
|
P |

_(n—n)(n—02) 1 311-—1)12—4—1”
o 2 6 6
5 2
C=n—- D—=:.
n 2» 3
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En fonction des parenthéses (p —1, r), (24) s’écrit ()

A—=5B+5C+25D)(p—1,1)+50(C+15D)(p—1,2)—125 < 6D(p—1, 3)

71 2+ 5n+14
o,

=A— (p—1,0)+25(an—+15)(p—1,2)—D500(p —1, 3),

done, grace a (1),

n—=s
10
. ni4-Hn 414
O —_—
2

n—>57{ b 14 n+5
- \|5A—.") 7 4[
i _{ 94 10

(p—r, 1)—+—25(2n—|—15)(]7—1,2)——-500(/}~I.3)}

,271—{—15[11—0—5] [n+15]
-+ 29 n
) 6 10

2() n+>51[n—+1d n—+2a57)
10 »)’

lz+5]

b

soit encore, en ordonnant 'accolade par rapport a [

1 AT n
(26) Ep=|

1 — 5 VSA¥5 n—+ 57 3722—511—8~§ﬁ'£_t§'+3§ 7+ 571\ )
o |l 10 i 31 1o 6 10 {’

avec 'expression (20) de A.

15. En rassemblant les résultats obtenus en (13), (16), (18), (21), (23), on
peut écrire
(27) P,=P;+ P,

avec
(28) P”'__A, +B/L+B/t 1+D —'l_E:l:i‘

L’expression polynomiale de ces termes est fonction de la classe mod 10 de 7.
Nous nous contentons de donner ces expressions, dont la détermination est
fastidieuse et ne présente aucune difficulté, pour n=10v, 10v+41,..., 10v4-0,
v entier.

On a ainsi

1 ~
5v(nu—?:), n=—rov et 10V—+T,
| S
;v(:)v—-l), n—10v+2 et 10V 3,
5 1
(29) A= 5*)(51}—!—1). n=1ov-+4 et 10v+5

1
- v(5v—+3), n=—10v+6 et 10Vv-+7,

- v(bv+5), n=r10v—-+8 et 10v-+Q.

(1) En posant
w,=rl(r—1,r),
on a
T= 0w, 2=y — wy, TI=w3— 30+ 0, 2= 0, — 6wy + Ty — Wy,

= w5 — 10w, +20 w3 — 15wy + vy,



44 R. LAGRANGE.

23

g—v(v—l)('zv—l), n=—10v,

.

5 ~

3 v(v—1) (v —1), n=—=10v 41,

3 v(v+1) (hy 1), n=—1ov -+ g,

I E

G v(Hovt— 45y 1), n==10v -2,

1

G v(5ovi+ 45y +1), n=—1iovy -+ 8§,
(30) B =

1 -

3 v(Bv+1)(dv—4), n=—riov -+ 3,

I -

3 v(5y —1)(Hv-+14), n=10v -7,

1 .

6 v(5o v —1by —11), n=—rtov—+4,

T, . -

5 v(dovi4-1dv —11), n=10v -+ 0,

1 . s -

3 v(20vi—7) n=10v - J;
done

5

6 v(v —1)(20v —13), n=—iov,

5

Bv(v——l)(gov—7), n==10v 1,

I N 2 ot —_—

& v(100¥*— 103V -+ 11), n=r1ov -+ 2,

! D v2 1 Y —

5 v (100v2+4- 103V + 11), n=1ov—+ 9,

I 9 ~ ' 9

6 v(100v:— 7Hv —7), n=—r1ov - 3,

. o ) '

@) BBl = .

gv(loov?—;—;.’)v—;). n=—r1ov—+ 8,

1 , -

G v(100v*— 43v — 19). n=r1ov -+ 4,

1 2

G v(100v i+ 45y — 19), n=r1ov -7,

5* 20v:— 3y — 1)) 71 ==10° 5

(—SJ(M v v — ), —10v —+ 9,

3

6 v(20v--3v —35), n=10v -+ 6.
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5
= v(dv —4), n=—1o0v
6
5
6v(v—1)(5v—1), n=10v + 2
; 5 1 ~ v
(32) D)= Gv(:)v+1)(ov—;’;), n=—iov +4
= v(2dvi— 1), n=—iov 46
. -
= v(dv—1) (dv 4 4), n=—1o0vy + 8
|
6 (v —1) (125 v% — 2d0v* + 10D v — 6),
25 -
»gv(u——l)(uu*—b’v—t—tz),
5 . ,
6 v(v—r1)(25v:—3ov +2),
5
6 v(v—1) (25v2—20v — 3),
25
Fv(v—1)(5v'¢———2v—1),
(33) E} =/ .
5 v (125 — 125v* — 20v + 26),
1 -
5 v(125v* — 75v* — Sov + 18),
1 Moo ~ e o
A v(125v9 — 25v?— 63y + 7),
I ~ “w e
6 v(125v3 4 2dv2— 65y — 7),
6 v(125v3+ 75v* — Sov —18),

et 1ov -1,

et 10v 4 3,

et 10v -+ 5,

et 10v 47,

et 10v 4 9.

=10,

n=10v 1,

n=1ov —+ 2,

n—1o0v + 3,

n=rov -+ 4,

n—1ov + 5,

n=1o0v —+ 6,

n=1ov -+ 7,

n=1uov + 8,

n==10v -+ .

45

On a rapproché dans les tableaux (31) et (32) les expressions qui se déduisent
'une de l'autre, au signe prés, en changeant v en —v. Ce méme caractére
se retrouve pour E’, mais pour les valeurs de n symétriques par rapport

~

N 19 > A s .\ M
4 10y + —, et n’apparait quaprés le changement de v en v—+1 dans certaines

des expressions (33).
L’addition des expressions (29), (31), (32), (33) donne alors

125 v — 250v* 4 160v* — 35v + 6,

v (125 v

(34) 6P)=

n=—rtov,

‘= 200v2+ 85v 2 4),

v(125v* £ 150v? + fov = 3),

v(125v3 3 100v?*— 5v £ 10),

v(125v3 3¢ Sov:— 20v £ 5),

v(125v2— 35 v),

n—iov 41
n=—10v—+ 2
n—iov+ 3

n=—i1ov 44

n=—1ov + 5.

et 10v+9,
et 10v -+ 8,
et 1ov-—+7,
et 10v + 6,
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Dans chaque ligne comportant deux expressions, les signes supérieurs corres-
pondent a la premiére valeur de n.

(27) donne alors

250v* — 950v3 4 1252 — 35v 4- 6, n=—iov,
v(230v*—150v* -+ 65v —g), n=—10v + 1,
v(250v* — Jovi+ 35v —7), n=10v +- 2,
v(250v7 + 5ovi-+ 35y + 7)), n—1iov -+ 3,
(35) 6p: — v(250v* + 15lov=‘+f35v+?), n=—1ov + 4,
250v* + 250v* + 125v?+ 35v + 6, n=10v -+ 5,
250v* + 3503+ 2152+ 61v -+ 6, n=—1ov + 6,
250 v* + 450v% ++ 335 v2+ 123 v + 18, n=—rov -7,
2509+ 550v¥ + 485 v+ 197 v + 3o, n=—1o0v -+ 8,

230 v* + 650 v3 + 665 v? + 319V + 6o, n=—10v —+ 9.

Ces expressions présentent le caractére de symétrie signalé pour (33), mais
g

par rapport a la valeur 10v—+- > En fonction de 2, on ne trouve que quatre

expressions distinctes

1

TET (n*—1on*+ don*— 14o0n + 240), n=o (mod 10),

)Xsy(n—1)(12—3)(n'-'—6n+23), n==1,=+=3 »
(36) P;= )

m(n—Z)(n—ﬁ,)(n“’—ﬁ,n—l—lS), n=t-a, =4 »

I e Y >
2><5'(n’*—10n“+aon‘-‘—non+1()0), n=>y »
\ !

CHAPITRE III.
CarcLpe P, =P(6, n —6).

16. On peut placer en S,, S,,, S,.,, S,., S,., S,., dans Uordre positif, les six
sommets de couleur a, en désignant toujours par 7 le minimum des six écarts ¢;
entre ces sommets.

Considérons d’abord les polygones dont quatre écarts consécutifs valent m.
On peut faire m,=2m, m,=3m, m,=4m, et l'on a q,=m,—m,>m,
¢s=n—m,>m. La symétrie par rapport au diamétre d’azimut 2m permute
les écarts ¢; et ¢,, et permet de supposer ¢;=_q,. Les polygones distincts de
cette catégorie sont déterminés par le systéme d’inégalités

n
Sm=Zm,=— +am,
==

(1)
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et leur nombre est

n

[6 , 3 n 1
(O R B FE)

=1

17. On peut placer en S,, S,, S.,, Sy, quatre des sommets de couleur a
chez les polygones qui présentent trois écarts consécutifs, et trois seulement, de
valeur m. Les deux autres sommets S, , S,,, sont alors tels que ¢, =m;—m, >m,
g;=m,—m;>m, q;=n—m, >m. La symétrie par rapport au diamétre

5 s 3Im , Y e
d’azimut =— permute les écarts ¢, et ¢,, et conserve ¢;; on peut l'utiliser afin
5 q
que q,=qs, et les polygones distincts de cette famille sont définis par le systéme
des doubles inégalités
g my,+m=m, = n-+3m—m,,

n

. Gm—+ 1 Zmy = ——+ m.
(3) 2

n—a

( 1 = m .~ .

Leur nombre est

(1] (4] %]
B,= 2 Z (n+14+2m—amy) = Z

m=1 Mmg=4im-+1 m=1

(5] =sm) (5] = om)
Le produit des deux parenthéses s'écrit

[ﬁ] [”4—]] —3num—+ gm*= [ﬁ] ["+ l] —3(n+3)(m—1,1)+18(m—1, 2),
donc

e[ [ (R o)
[N [ o[ ()

B A e Ry e

. 16_—"’"—2
(4) I)u—' 6 ]}

o}

18. Supposons maintenant que deux ¢; consécutifs soient égaux a m, soit
gi=m—o, ¢;=m,— m=nm, entre les sommets S,, S,, S,,; les polygones
examinés ici n’ayant pas trois ¢; consécutifs de valeur m, les trois autres
sommets de couleur a sont tels que ¢,=m,—m, >m, q.=m,— my>m,
¢s=m,—my>>m, q,=n—m, >m. Seuls ¢, et ¢, peuvent valoir m, et nous
partageons ces polygones en trois catégories selon que ¢,=¢;=m, ou qu'un
seul de ces deux écarts, ou aucun d’eux, égale m.
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Dans la premiére catégorie, les deux trios Sy, S,, S,, et S,., S,, S, jouent
le méme role, et une symétrie par rapport au diamétre dazimut m, qui
permute ¢, et ¢;, permet de supposer ¢,=_¢,. Les polygones distincts sont
déterminés par les égalités m,=m,~+m, m,=m;+m=m,~+ 2m, et les
inégalités m <m,—m, = n—m,, donc par le systéeme des doubles inégalités

s 3m—|—1Zm,/;,
(5)

n—a

6

\

|

Leur nombre est ainsi

n—2

o e= B D

=1

L’analogie de cette somme avec I'expression de B, conduit a ajouter les deux
résultats, ce qui donne

o meas [ )

19. Lorsqu’un seul des deux écarts ¢,, ¢; est égal a m, la symétrie par
rapport au diamétre de S,, qui permute ¢, et ¢;, permet de supposer qu’il
s’agit de ¢,. Les polygones de cette catégorie sont caractérisés par les relations

my=—aom, my=— m,—+ m, Mmy— My m —+1, m,—m;>m—+1, n—my>m-1,

donc déterminés par le systéme des doubles inégalités

‘ my4+om+1=Lm,<Zn—m—1,

Im+i1=Zm,=n—3m— 2,

(8) n—3
— 9
1=m = .

6
Leur nombre est

n---3
n—5m—2
[ pp—
D= 2 E (n—1—3m—m,)

m=1 Mme=3m -1
" n—3
[5]
1 . .
= Z (n—1—6m)(n—2—6m)
m=1

%]

:% 2 f(n—1)y(n—2)—6(2n+3)(m—1u, 1)—!—72(/71——1,2)}
m=1

B[22 )
n+9

=i oo s 5 e [ [52
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soit encore

(0 Di=;[ 5| {0 —a) =8 22 | (an—i— g [ 22 ]

20. Dans la derniére des trois catégories, g;, ¢., ¢; et g, sont supérieurs
a m. La symétrie par rapport au diamétre de S,, qui permute ¢, et g,, ainsi
que ¢. et ¢;, permet de supposer g,< ¢, ou, si ¢;=¢,, qu'on a ¢,=q;. Cette
catégorie se décompose ainsi en deux familles.

Examinons d’abord les polygones de la deuxiéme famille, c¢’est-a-dire tels
quon ait m,=n—+2am—m, et my—m,—=m,— m,=n—-+2m—m,—m,. lls
sont définis par les doubles inégalités

n
my—+m-+1=—my;= — 4+ m,
- T2

n
(10) 3m—|—1ém2é; —1,

n—4
1= m = —-—.-ia
= = 6

et leur nombre est
2] [
Ef = Z 2 <[’—;_|—mg>
m=1 me=3m-+1 N
=] ,
= i 2 ([EJ — 3m> <|7” : 2] — 3m)

/

Y C[ RS P
- ) P

ou enfin

o w2 (- ()

L’autre famille est caractérisée par les inégalités m—+1<Zm,—am<n—m,,
m—+1Zmy—m,, m-+1<m,—m,, qui conduisent au systéme des doubles
inégalités

my+m-—+1LmZn— 1+ 2m— my,
Mo~+m-+1=Lmy n— 2+ m — My,

—3
(12) Bm—l—lémQ/H

)

lém.éng5-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. : 7
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Le nombre de ces polygones est

n—s n—3
[ 6 ] [ 2 n—2-4m-—mg
e ~
Fi= Z N 2 (n—14+m—my—m,)
i

m=1 ,mg==3m-+1 my—=me+m-+1
n—j n—3
=[]
1 N
=3 z 2 (n—1—2m,)(n—2—2m.).

m=1 mg=3m-+1

Posons m,=3m -+ t; la somme relative a m, s’écrit

[";3]—-3”1
Z (n—1—6m—2t)(n—o2—6m—2t)

(=1

[ o
Z f(n—1—6m)(n—2—6m)—a(an—1—12m)(L—1,1)+8(Lt—1, 2)}
(=1

In—3

=l

I

2 AL

sl e (5 o

A —Bm+12m?,

]— 3m>§(n—l——6m) (n—2—6m)— (2n—1—121m) ([n;l] —3m)

L’accolade est de la forme

avec

(13) A:m—x)(n—a)—m;.>[";']4g[";'] |~

n—1

2

B:(Sn——ll—[;[

Son produit avec la parenthése qui la précéde s’écrit, a I'aide des relations
rappelées en note page 43,

A[”;g]_(3A+B[”:3]>m+3(B+4[”;3]>[m(m+n)—m]

—36[m(m +1) (m—+2) —3Im(m—+1) + m]

n—3

:A[”;‘g]_[3A+3B+36+(B+”)[ 5 j”(m——l,l)—!—6<B+36+4[’l;3]>

xX(m—1,2)—216(m—r1,3).

Le coefficient de (m — 1, 1) se réduit a

3A+23+24+<6¢+1_4[";1]> [,7,.2_,]

=3(n—1)(n—2)+12n+2=3n>+ 3n+ 8,
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et celui de (m —1, 2) est 18 (27 + 7). Il vient ainsi

[%]

Ff’,:é 2 %A[n—g]—(Sn“—|—3n+8)(m—1,1)

2
m=1

+18(2n+19)(m—1, 2) —216(m —1, 3)},

done

s 1[n—>5 n—3 3n*+3n+8 | n+1
e el B

+3(an+7) [n—é—[] [B_—_g_z]ﬁg[nzx] [727;7] [11—;{-}13]},

avec I'expression (13) de A. Observons tout de suite que A n’a que deux expres-
sions polynomiales distinctes, suivant la parité de », qui sont

(n—2)(2n—23).

3 n pair,
(13") A=
(n—l)é2n—7)’ n impair.

21. Il reste a évaluer le nombre des polygones ne présentant pas deux écarts
minimaux consécutifs. Ils se partagent en catégories différant par le nombre
d’écarts ¢; minimaux, qui ne peut surpasser 3. Considérons d’abord celle ou ce
maximum est atteint. Si ¢, =1m, les autres écarts minimaux sont nécessaire-
ment ¢, et ¢;. En outre, on peut choisir I'origine S, et le sens positif de maniére
que les trois autres écarts ¢., ¢., ¢, soient dans l'ordre ¢, ¢q,=¢,. Ces poly-
gones sont ainsi caractérisés par les conditions

my— My==m,— m;==1m, m-41=m—m==m;— my<n— my,

done, pour les seules indéterminées m, m,, m,, par le systéme

n-+m
2y L M —— S

n
(15) 2m—|—1ém1é§7
1—m 411-73.
— = 6

Leur nombre est

NG ERIE
Gt — E Z <[7—{$~l+l——2m.>: Z 2 <[":311+1—3m>,

m=1 Mmy=2m-+1 m=1 =1
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ou I'on a posé m,=2m —+t. Dans la somme relative a ¢, la contribution des
valeurs paires t=2p est

]-—m

]—I— 1—3m—3p>

() C2] 5]
L) = Gl

La contribution des valeurs impaires de z se déduit de cette expression en
changeant » en n 4 3, et la somme totale relative a ¢ est

A=l ]-)

>
<~

05

Nl'-'

MIH

LRI e

ST N ES

=3 6](2[5]*5[6J"‘>
—|—»n_6+—31<2[n:_1]—3[n_({)—3]+1>_2(n—|—3)(m—l,1)+12(”l_1’2);"

Par suite,

ek b HE () R 1 S R bl G Rt B el B

o] e 52 (5 )
soit enfin
o si= (5o ])
avec
‘A:Q[g]_s[g] 3
(17)

(=35

22. Lorsque le polygone ne présente que deux écarts minimaux, dont ¢, = m,
I'autre écart minimal est ¢,, ou ¢,, ou g,. Les deux catégories de polygones ou
c’est g,, ou ¢, sont équivalentes grace a la symétrie par rapport au diamétre

, . m < , . \ ., .
d’azimut - La troisiéme catégorie, ot ¢,= m, sera examinée plus loin.

Supposonsdonc ¢, = q,=m, ¢;>>m 1 pour i =2, 4, b, 6. Lasymétrie par
m -+ m,

rapport au diamétre d’azimut permute ¢, et ¢,, et permet de sup-
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poser ¢,=_q,. Ces polygones sont déterminés par les conditions m,>2m 1,
my,=m,~+m, m—+1=_m;—m,=n—m,, m,—m;>m-1, donc par le sys-
téme des doubles inégalités

!

M-+ m—t1=m,n—+m-+ my— m;,

n—1-+m,

my+om—+1my < —

(18) .
om-+1=Lm=Zn—3— 4{m,

' m én—[;.

6

Le nombre de ces polygones est ainsi

I:"";‘k] n—3—4in [’,——__l.”k&]
H, = Z 2 (n+m;—am;)

m=1 my=2n 41 my=n-+2m-+1
n—b
[ 6 ] n—3—him L
n— my n—1— m, A
= E —2m —_— | 22m .
2 : 2

\
m=1 my=2m-+1

La somme relative a m,, ou 'on pose my=2m ¢, puis t=2p ou 2p —1,
s’écrit
n—3—o6m

(o 3 (5 e o)

(=1

n—3—om
2 -

- (e

p=1
n—2—6m
2

= X () (E e

de sorte que la derniére somme se déduit de I'avant-derniére en changeant »
en n+ 1. Celle-ci s’écrit encore

n—3—6m

L e e S T T
e e e H e e e |

([T () (] om)
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C’est un polynome en m de la forme %(an— 3bm + gem* — 54m?*), avec

o G
G Gl ),

c—=3n—6.

b—=2

La parenthése polynomiale s’écrit encore

ay—3(b+3c+18)m+g(c+18)m(m +1) — d4m(m 4 1) (m —+ 2)
=ap—3by(m — 1, 1) + D34 (n+4) (m—1,2) —6x54(m—1,3),
ou

- L . - N
bn:b+3v+18:2[” 3][" ! |+<4"—LJ—'M><2|"2 []—1)—|—9u‘
2 2 2 2

Ainsli, la somme (19) vaut

1 . o o
6{A~3B(m—1, 1) +34(2n+9)(m—1,2) —12 X 34(m—1, 3)},

ou A= a,+ap,, B= bn+ bn+l ; par SUite9

[5]

5 1 \ 0 . ~ a
Hj= G 2 A —3B(m—1,1)4-34(2n+9)(m—1,2) —12 X34 (m—1, 3)|

m=1

L ) s[5

., (| n—10 |
—«12><o/;<l G Ja 4>),
ou enfin

) . ‘n—4 3.l n—+2 n+2 [ n+8
(20) H":%lLG_J§A_EBl_ 3 J+9(2”+9)‘_'TJ|__6—|

s e

Les expressions de A et B sont des polynomes en n qui ne dépendent que de
la parité de n. On voit tout de suite que » pair donne

n(n—2a)(n—14) 3n*+6n+8
1) bn: s — ]
4 2

o, =

tandis que n impair donne
(n—1)(n—2)(n—3) 3n?4-6n +11
4 ) b,l: —————2 I

p=—=
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Par suite

.,1,,,(”_9)(9,,__5) si n est pair,
\a=)d

(21) T

I . . .
1 ,(n—1)(n—3)(2n—1) sineslimpair;
4

B=3n*+9n-+14.

23. Nous supposons maintenant q,=q,=m < (., s, 5, ¢;- La symétrie
par rapport au diamétre d’azimut 2, qui permute ¢, avec ¢, et ¢, avec ¢, permet
N 6 : e

de supposer ¢.—+ q;<q5+ qq, c’est-a-dire m,—m=n—m,=n—m,—m,

m-+m,

donc m, = 5; D’autre part, la symétrie par rapportau diamétre d’azimut )
qui permute ¢, avec ¢, et ¢, avec ¢, permet de supposer 7, ..

Si m, < gf, on aura donc soit ¢,< ¢, soit q,= ¢, avec q,=q,, ce qui nous
ameéne a distinguer deux catégories.

o n . . .
Si m,— 2’ ce qui ne peut se produne que Iorsque n est pair, on peut, tou-

jours supposer ¢,=_qs, ¢;, qs. Si §.==¢q;, on a nécessairement ¢,= q; = q,,
tandis que, lorsque ¢,<g¢,, donc 2¢,<q;+ q,, on suppose ¢,=_q, et q,; la
distinction entre ces deux cas est inutile pour I'évaluation des polygones de
cette troisiéme eatégorie.

Evaluons d’abord le nombre des polygones de la premiére catégorie, carac-
L., .. n ,
térisée par les conditions m,< S G2 qsy m—+1=_4q,, q; et q,, cest-
N . n
a-dire m,< 5’ 2m, < mm—+my, 2m—-1Lmy, 2m—1=m,—m,, m+1=n—m,.

On obtient ainsi les doubles inégalités

my+om-+1=Zm,<Zn—m-—1,

n—1

)
2My A1 —mZmaZy 2

n-—oa—3m,

n—3+2m
_‘_"4‘_—“_’
om —+ 1L my
n—3—am
2 b
n—7y
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L — 34+ a2m n—3—am n—1 .
< et <n—a2—3m,
2 2

race a la derniére inégalité du systéeme. Celui-ci équivaut donc a
g q

On voit tout de suite que -

tmy+om+1=m,=n—m-—1,

— 1 .
b

n
amy+1—m =i,

n—34+am
—_—

4

am —+1=m; =

(22) \
?

et le nombre des polygones de cette catégorie est

) (=) ()
I = Z 2 2 (n—1—3m—m,).

m=1 my=2m-+1 My==2my—+1—1m

La somme relative a m., vaut

1/ n—1" ) . n—-1
) — |+m—om;){20n—3—Dbm —ao2m, — - N
9 9 2

de sorte qu’en posant m, = 2m —+ ¢, la somme relative a m, s’écrit
[n—:i——l;m]
o g - - . - .
1 O n—1 , 5 Y n—1
— 2 <l l—-&/;t—«zl)(znf—oul J——gm~2t>
2 2 9

=1 X [ (s[5 o)

=1

—o(2n—1—1am)(t—1, 1) +8(L—1, 2)}

1[n—3—6m|{/[n—1 ) ’ . |n—1 ’
:;[_——1 J:([ - J—.%m)(zu—o—_ 2 ]———gm)
[n—i—l—ﬁm] 4[n+1—6m]|’n—|—5—6m])
—(2n—1—12m)| ——— +3 .

4 4 4 14

Dans la dernicre somme a effectuer, distinguons les valeurs paires de m de
ses valeurs impaires. Les premiéres, m = 2p, donnent la somme partielle

n—1-
12
I

o= ([ ) o[ 25)

———(2/l—~1——2[;p)<[nz_l]——3p>
sl ) o
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tandis que les valeurs impaires 7 =2p —1 fournissent la somme I’ . Dans

I'expression de I}, I'accolade est de la forme A — bp + 48p>, avec

S e LR E R ER S

b:6n—u—+—12ln—l]—16[’14—l I;
2 4

son produit avec le facteur qui la précéde s’écrit
n—3" n—3 (ol n—3
A — (b 3A 8 36\ p*— 144 p°,
B R i e A0 L

donc, grace aux relations citées en note a la page 43,

n—31 ) n—3 . ) l o
A[——-4 ] z(l+48)[ 3 ]+3(A+1+48),(1) 1, 1)

+6<16[r1—[:3]+b+144> (p—1,2)—36x24(p—1,3).

En posant

21‘:(04—48)[";_37]4—3(A+b—+—48):3A+(b+48)[—”’7:9‘|,
(25) - ) .
J:IG[”Z?’]—Fb+144:16ln2_]

]+1)+128,

il vient
[111—27]4 7 3 |
=3 X “[“}: J‘QB(I’—" )4 6G(p =1, 2) =365 2 (p—1.3) 5

p=1

ou

. " —=1( TTn—3" 5 i 571 7

(26) l;:”_—_l n-—ns SA n—31 4 n—+5 e n-+>5 n-417
2 o | 4 12 12 12

S n+5 n—+1771[ n+29 (

s |

(27) =1+ .

Les expressions polynomiales de A, B, C dépendent de la classe (mod 4) de n.
On trouve aisément
4n?— 23n 4+ 24, n=o0 (mod4),
(n—1)(4n—9), n=1 »
(n—2)(4n—7), n=2 »
4n®— 21n + 23, n=3 »
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. I. 8

12A —
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6n*+33n 4112, n=o0 (mod4),
iR = 6n*+ 3gn + 127, n=1 »

6n*—+ 33n + 106, n=2 »

\ 612+ 39n + 133, n== »
¢ 3(4n—+ 35), n=o0 (mod2),

3(4n+37), n=1 »

24. Les polygones de la deuxiéme catégorie sont ceux pour lesquels
n > P n
my< = qu=1{s, @:==qs, cest-a-dire m,<>» m—41=m,—m=m,—my,

m—+-1="m,—m,—m==n—m,. Ces relations fournissent I'égalité m,=2m,—m
et les doubles inégalités

amy—+ m +- 14/71“_ + my,
n—+aam-—1
4
(28) 2am 1= my =
”

n—>5
léﬂl é—6—’

ou l'on ne conserve que le premier terme de ’accolade, car

n4-a2m—u n—om—
<

4 2
!

en vertu de la derniére des inégalités. Le nombre de ces polygones est ainsi

22 [
Ji= 2 Z <| g]—m—-m,>

m=1 my=2m-1
[n::j] ’ 6 a + 3 —
1 Wl n—1—0o0om n n
=: 2 [ 4 ]H]“[ Y — 1_6 )

m=1

Ici encore, on a

(29) Ja= 0+ Jis,

oul’ est la somme fournie par les valeurs paires de m, et ]’
impaires. En posant m = 2p, il vient

(%]

5=t 3 () L[] o)

p=1

par les valeurs

n+6
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Le produit des deux parenthéses s’écrit

[ CLE S D= Gl fe s e

=A—6B(p—1,1)+534(p—1, 2),

avec

(30)

Il vient donc

(31) J;;‘:1[”_"]<A_3B[”+7]+9["+7“"+‘9]>.
2 12 12 a2 12

Les expressions polynomiales de A, B sont

,_’/ P
A:gL(’IL-G-‘—‘), B= 3”2_12’ n=o0 (mod}),
A:(n_l)(jn—”, B:3n+15’ n=1 »
16 4
" o — 9 3
A= (r 2)1(6311 ?), B = 712—14, n=o2 »
— P .—r/ -
A:(" 3)(3n o)’ B:3n—+ 11’ N3 R
16 4

25. Evaluons maintenant le nombre des polygones de la troisiéme catégorie
définie au paragraphe 23, et qui n’existe que si n est pair, soit n =2n'. Elle est
caractérisée par m,=n', q,=_q,, q; et q,, c’est-a-dire par

ma1=m —m=m,—m=n—my,
my—m<Zm,— my=m, — n'— m,

m—m=n —m,=on —my,
d’ott résulte le systeme des doubles inégalités
‘ mi+n'Zm,Zon' 4+ m—my,
n'+m
om + 1L my =

(32) ? 2

n—a

Y

1=m <

Le nombre de ces polygones est

[==1 [7==] e P
Ki= 2 Z (R +14+m—am)= Z [n——; m][n—l—l;—omh.

m=1 my=2m-+1 m=1
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— 1, on peut écrire

(33) Ki =K+ K

n+6»

ou

Tt —2

e S ) (] o)
p=1 ’

est la somme fournie par les valeurs paires de m, tandis que m =2p — 1 donne
la somme qui s’en déduit en changeant »’ en n'+ 3, donc n en n—+6. On a
d’ailleurs
n’r—2
ol

ki= 3 [5]| |seren - s |,

done
f

B I R W e

26. Il ne reste plus qu’a évaluer le nombre des polygones qui ne présentent
qu'un seul écart ¢; minimal (1=¢="6), et 'on suppose toujours qu’il s’agit
de ¢,. La seule symétrie qui conserve le couple S,, S,, estla symétrie par rapport

p=1

au diamétre d’azimut %9 qui permute ¢. avec ¢, et ¢, avec ¢;. Elle permet donc

de se borner aux hypothéses ¢, < ¢, ou, si g.=q,, a q,=q;.

Nous étudions d’abord le deuxiéme cas, qui est le plus simple. Il est caracte-
risé par lesrelationsm +1—-m,—m=n—m,, m~+1Lm,—m, = m,—m;,
m—+ 1 m,;— m,, qui fournissent le syst¢tme des doubles inégalités

my+m 1 myZn~+m— m,,
n—r
2

(35) 3

27n—|—1/1n14—-—-———m
2

my+m—+1=Lm,=

b

n—5'

Le nombre des polygones de cette catégorie est ainsi
(2] (52 [5]
L} = Z 2 Z (n—2m,)

ey [_:]f ;_:M n
=% 3 (=) (F ]

m=1 my=2m-+1
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Avec m, = 2m —+1t, la somme relative a m, s’écrit

[n—-::] .
—am
2

5 ([ me ) [2]-one

— Y {([”;‘]_3m><[g—]—sm)— <n—6m>‘<t—1, D a—1,2)|

o e 0 [ SR R
S [ ) (]

Grace aux formules en note a la page 43, le produit de ces trois parenthéses
se développe en

A —bm—~+ cm?—54m?
=A—(b+c+54)m—+ (c+3xdj)ym(m—+1)—54m(m—+1)(m—+ 2),

ou

(36) S e e (K H 0
o=3(6 1|5 |- a)

c=27(n—2);

b+n+54:6<3[g][”;‘]+3n+2),

- 7

par suite

c+ 3 x54=27(n—+14).

En définitive, en posant

: n[n—1
(37) B:?)[g][ 5 ]—!—Sn—i—g,

1l vient

[++]
L;‘l:;3 2 {A—6B(m—1,1)+54(n+4)(m—1,2)—06x54(m—1,3)},

m=

done

(38) L:;:1.[%ﬁ]%Aﬂgs[”’g‘]ﬂ(nM)[”%][”;7]

B EE St
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Les expressions polynorﬁiales de (36) et (37) sont

grln—2)(n—4), n pair,
A=

1 . .

Z(n——l)(n—z)(n—?)), n impair,

%(Sn‘l—i— 6n + 8), n pair,
B=

1 . .

Z(3n“+6n+11), n impair.

27, La derniére catégorie est définie par les conditions m—+1-=¢q,<q,
et m—+ Ié(]:;, qis 45, c’est-a-dire

m1my—m<n—m,, m 1= my— my,
m—4-1="1;— m,, m—+ 1= m, — m.
Ces polygones sont ainsi déterminés par le systéme d’inégalités

Fmy+m4+1=m, < n—1-+m—my,
My m -1 my=1n — 2 — My,
my+m-+1=my=n—3—m-—m,,

(39) 4

9m—|—14m.4———m
2

— 6
1= m —t—f—)
R ¢}

Leur nombre est la sommé quadruple

[n—-t. [n-—n]
e —m
| N3 =M — 1y n—2-—iy
%
M == E E E 5 (n—1—my—my).

m=1 My==2m 41 M=y A A g == g+ D1

En posant t =n — 2 — m — m, — m., la somme relative a m, vaut (t — 1, 2).
La somme relative a m, s’écrit alors

n—3—2m-—2m,

2 (t—1,2)=(n—4—2m—2my, 3)

=1

1
:(—3(n—-S—Qm—zm.)(n—Q—2m—2m,)(n—1—2m—2m1).
Avec la nouvelle lettre t =m, — 2m, ceci prend la forme
1 0 n
6(n——-&——bm——zl)(n-—z—Gm——9.[)(11—1—6/77.—2{)

=(n—4—6m,3)—[n*—fn—+ %I— —(2n—4)6m + (6m)*|¢

Lo

+a2(n—2-—06m)*—
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Grace aux formules en note a la page 43, la somme relative a m, s’écrit

[";"]-—:;m
(40) 2 {((n—4—6m,3)—(n—1—6m)2(t—1, 1)

+4(n—6m)(t—1,2)—8(t—1,3)]

([ m - S ]

+§(11—6m) [n~—2—6m] n——6m]

) 2

1| n—a—6m n—6m) [n+2—6m7)
3 D) 2 ) j

Lorsque n est pair, soit n =2n’, ceci s’ écrit

f

(40") (W —ao2—3m)(n'—1—3m)’ %(11—3——61)1,)(71——1—6m)—;i(17,—1—6771)‘3

{

-+ g (n—6m)2— é (n—6m)(n+2—6m) (

f

:Zl% (n—"4 —6m)(n—a2—6m) {zli_6n+6—m(n—3);;1_,_35,,12';;

pour n=2an'+1, (40) s’écrit
(40") (11,’——2——3171)(n’——1—37)2)(11——1—6171)% %(Il—fl——ﬁl)l)——é(ll—l—-Gnl)
LR 1 6 l
+?;("_ m)—l-;(n—l—l— m)sr

n—>5—6m)(n—3—6m)*(n—1—6m).

1
(40") et (40") sont deux polynomes de degré 4 en m, de la forme

3—8- (A —Bx6m-Cx(6m)—Dx(6m)'+ (6m)*},

-—

que les formules de la page 43 transforment en

%{A-—6(B+6C+6‘1D+6”)m+62(C—|—18D+7><6‘3)m(m+1)
—6*(D+36)m(m+1)(m—~+2)+6m(m~+1)(m—+2)(m—+3)}.

Dans les deux cas,

B=4(n—3)(n*—6n+7), C=2(3n?—18n + 25), D=4(n-—-23),

donc :
B+ 6C+62D+6°=4n(n*+7),
C+ 18D+ 7x62=12(3n>*+18n + 43),
D-+36=4(n+6).



64 R. LAGRANGE.
Par contre,

_{(n—2)(n—4)(n*—6n+6), n pair,
(41) A_{ (n—1)(n—>5)(n—3)? n impair.

Il vient ainsi

1]

M,‘,_—_Zlg E {A—abn(n’+9)(m—1,1)+4x62(3n2+18n+ 43)(m —1, 2)

m=—1

—4x6"(n+6)(m—1,3)+4x65(m—1,4)],
done v

, X 1 [ n—6
(42) Mz:@[

6

| :A— 120 (n>—+7) [’é] —+ 24(3n2+18n + 43) [%J n—&_()]

_6:'.(,,‘_{_6)[%J [Il—é—ﬁ_‘ n—l(;w,J

6 n n—+6 n—+12]
T5|6] 76 e}

avec 'une ou l'autre des expressions (41) de A.

28. 1l s’agit maintenant de calculer

Pr=[AL+ (By+ o)+ D]+ [E;+ Fi+ G+ W3] + [1; + I3+ K] + L+ M.

Des calculs fastidieux que nous omettons donnent tout d’abord

n(n—a), n=o,2 (mod.0),
AT — (n—1)(n—3), n=r1,3 »
e (n+2)(n—14), n=4 »
(n=+1)(n—>5), n=>: »
(7) donne ensuite
n2(n—0), n=o (mod®6),
(n+2)(n —1)(n—r7), n=1 »
, (n—2)(n2— 4n—8), n=a »
3 x4 (B) 0) =
<41 (B G (n+3)(n —3)(n—=6), n=3 »
(”+2)(n —4)27 nE/4 »
(n—135)(n*—n—14), n=> »
L’expression (g) de D, donne
(n—6)(2n*— 15n + 12), n=o0 (mod 6),
(n—1)(n—7y)(2n—11), n=1 »
3o 10— (n—2)(n—_8)(2n—7), n=2 »
T (n—3) (202 — 210 + 39), n=: y e
(n—4)(2n*— 19n + 26), n=4 »

(n—2>5)(2n*—17n + 17), n=>5 »
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la somme B, + C,+ D; a des valeurs plus simples, soit

(n—1)(n—14)(n—06),
(n—1)(n—3)(n—7),

n
n
Y(By+Ci+ D) =
G ") (n—2)(n*—gn-+16), n=
n

2 »
(n—15)(n*—6n-+1), =5 »
On trouve ainsi
n? —r1on? + 32n — 24, n=o (mod 6),
- . (n—1)(n—3)(n—6), n=r1,3 »
3 V(A + B+ C:+ DS =
(1) 4HAL+ B D=1 T D
(n—>5)(n*—35n+ 2), n=>5 »
(11) donne ensuite
n(n—6), n=o (mod6),
S(n~l)(n—7)2, n=1i »
6541 Ef— (n—2)*(n—2_8), n=2. »
T (n—3)2(n—y9), n=3 »
(n—4) (n*—8n -+ 4), n=4 »
(n—35)(n*— 10n + 13), n=5 »

Les diverses expressions de F, sont fournies par
[ (n—6) (n®—16n>+ 64n — 48), n=o0 (mod6),
(n—1)(n —7g)(r*—14n + 41), n

(n—2)(n —8)(n2— 12n + 24), n=2 »
12 < 4! Fi=
(n—3)(n —9)(n?— 10n + 13), n=3 »
(n—14)(n —10)(n*—8n—+8), n=4 »
L (n—3) (n*—17n*+ 95n — 51), n=>5 »
(16) et (17) donnent ensuite
n(n—3)(n—=6), n=o0 (mod®6),
(n—1)*(n—7y), n=1 »
' (n+1)(n—2)(n—_§8), n=2s »
94! Gz:‘i (e —3)%, n=3 »
( (n+2)(n—4)(n—7), n=4 »
(n—+1)(n—>5)3% n=3>5 »
(20) et (21) donnent de méme
n(n—=6)(n*—1ia2n -+ 28), n=o0 (mod®6),
(n—1)(n —75)(n*—10n-+13), n=s1 »
, (n—2)(n —8)(n*—8n-+4) n==2 »
12 < 4! H)= 7 ) .
(n—3)(n —9g)(n*—6n-+1), n=3 »
(n—4) (" — 14124 44n + 8), n=1/{ »
(n—5)(n*—13n2+ 35n + 1), n=>5 »

Afin de faciliter le calcul final, effectuons la somme partielle E;+F,+G;—H;,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 9
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puis, en utilisant (43), A+B!—+...-+H,; on trouve successivement

n?

(n—6) (3" —37n>+114n—72), n=o (mod 6),
\(n—l)(1L——7)(3n2—31n+58), n=i »
i X ' (n—2)(n—38)(3n*—25n+38), n=2 »
8x< A (Ef4+F) 4G+ 1)) ="
ML (B T G 1L i (n—3)(3n* —46n2+189n —qo), "= o
(n—4) (3 —43n>+164n—124), n=/4 »
! (n—>5)(3n*—lbon?+1230—46), n=>5 »

n(3n*— 37n*+ 156 — 180),
| 7

n=o0 (mod6),
(n—1)(3n*—3 n*+ 113n — 82),

n=.1 »
(n—2)(3n*— 31>+ gin — 16),
n=a »
44 84 (A,+B)+...+H))=
(44) 18 (A - ) (n—3)(3n"— 28n2+ 63n + 18),
n=3 »

(n—4) (3n*— 25n*+ 56n + 20),
n=1/ »

(n-—>5)(3n*—a2an*+ 390 — 10),

| n=35 »

Pour calculer I}, évaluons d’abord (26), qui donne

p(n—12) (nF—adn*+ 136n — gb), n=o (mod r2),

(n—1)(n—13)(n*—21n+ 72), n=1 »
(n—2)(n—14) (n?—"21n + 66), n=2 »
(n—3)(n-—15)(n*—17n+ 34), n=3 »
(n—14) (n—16) (n>— 1710 + 32), n=4 »
25 G = (11~?)(1L~17)(7&‘-’—13n+8), n=>5 »
(n—06) (10— 18) (n®*—13n + 10), n==06 »
(n—17)(n*—a8n>+ 18gn — 54), n= »
(n—8) (n*—2gn*+ 204n — g6), n=38 »
(n —9) (P — 26n*+ 1451 + 24), n=gq »
(n—10) (n*— ayn®~ 160n — 44), n=10 »
(n—11)(n*— 2402+ 12110 — 46), n=11 »

D’aprés (27), il vient alors
(n—12) (W*—13n2+52n —48), n=o (mod 12),

(n—1)(n —g)(n*—13n+ 36), n=rt, 9 »
(n—2)(n*—23n>+162n—312), n=2 »
(n—3)(n — =) (n*— 13n+ 24), n=37 »
Ly R — (n—4) (¥ —a1n*+124n—176), n=4 »
(42) e (n—>5) (% — 182+ 85n — 52), n=>5 »
(n—06)(n*— 1gn*—+ g4n — 72), n==06 »
(n—8) (n*—19n*+72n —gb), n== »
(n—10) (n*—15n*+ 58n — 56), n=10 »

(n—2>5)(n—r1)(n*—7n+38), n=r1i »



SUR LES PERMUTATIONS AVEC REPETITION. 67

(31) donne ensuite

n(n-—12)? n=o (mod 12),
(n—1)(n—9)(n—13), n=1,9 »
(n—2)(n—06)(n—14), n=2,6 »
(n—3)(n—7)(n—15), n=3,7 »

16 <41 18 =( (n—4)*(n—16) n=4 »
(n—735)(n*—18n+ 49), n=>5 »
(n—8)(n*— 16n + 16), n= »
(n—10) (R*— 12N + 4), n=1o »
(n—11)(R*— 140+ 17), n=1ir »

d’ou 'on déduit J; a I'aide de (29); il vient ainsi

n(n*— 14n + 56), n=o, (mod 12),
(n—‘l)(’l“5)(”*9)7 n517579 »
o (n—2)*(n—10), n=2, 10 »
(46) 8 bldn= (n—3)(n—35)(n—7), n=3, 9, 11 »
(n—2)(n—4)(n—28), n=4,8 »
(n—6)(n*—8n—4), n=26 »

6
n

Pour déterminer K;, calculons d’abord K7; avec n=2n', (34) donne

[ n'(n'—3)(n'—6), n'=o0 (mod6),
(n'—1)*(n'—7), n'=1 »
3¢ 41Ky, — (71i—~2)(n’%—7ni+4), n'=2 »
(n'—3)(n*—6n'—3), n'=3 »
(' —4) (02— 5n"— 2), n'=4 »
(' +1)(n—5)? n'=5 »
d’ou résulte, d’apres (33),
I'n(n—gn -+ 12), n=o0 (mod 12),
(n—2)(n*—7n—2), n=a »
. (n—4)(n*—5n—28), n=4 »
[ 1K=
(47) 12> 41K, (n—6)(n*—3n—06), n == »
(n—8)(n*—n—+14), n= »
(n+2)(n*—11n+34), n=1o »

L’addition de (45), (46) et (47) fournit le résultat partiel I, 4-J; 4 K, avec
les valeurs simples suivantes

(n—14)*(n—6) n=o,4 (mod®6),
- . ov ) (n—1)(n—3)(n—7)(n—09), n=r1,3 »
AL+ +K)) = (n—2)(n—8)(n*— 10n+ 32), ne=o N

(n—5)2(n*— 100+ 5), n=>5 »
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Il ne reste plus qu’a expliciter L, et M;. (38) donne

n(n—4)(n—06)(n—r1o), =o0,4 (mod6),
qrpo—] (rm D=3 (n—79)(n—9), n=13
" (n—2)(n—_8)(n*—10n+8), n=no »
(n—35)(n*—10n+3), n=>, »

d’ou I'on déduit tout de suite

(n—14) (n—6) (n*— 10n -+ 12), n=o,4 (mod6),

X (n—1)(n—23)(n—n9)(n—9g), n=r1,3 »

(48 12> 4l Ko Loy = (n—2)(n—38) (n2—71)o(n—t—20), n=2 »

(n—95)*(n*—10n+5), n=>3 »

(42) donne de méme

[ (n—06)(3n*—y2n*+ 538n*— 12727+ 720), n=o (mod 6),

(n—1)(n—17)(3n*—66n>+ 421n — 670), n=1i »

PG (n—2)(n—8)(3n*— 6on>+ 322n — 320), n=a »

(49) 66iML= (n—3)(n—9)(3n*—54n>+ 241n — 150), n=3 »

(n—4)(n—10)(3n°—48n*+ 178n — 88), n=4 »

b(n—35)(n—11)(3n*—4an*+ 133n — 62), n=>5 »

L’addition des expressions fournies par (44), (48) et (49) nous donne enfin
celle de P;. Aprés des simplifications remarquables, qui réduisent le dénomi-
nateur commun a 2><6!= 1440, on obtient les quatre formules suivantes :

2;6'12(71‘-41511”-&— 1oon*— 3oon -+ 384), n=o (mod 6),
;;61(11—1)(11—3)(11—5)(lz?——611+23), n=1,5 »

~ 36 :

(Do) lll— I N
mn(n—g)(n—[;)(n-——gn—i—?»S), n=24 »
:;{—@(11—3)(71"— 1200 + 64 0% — 168 n + 193), n=3 »

29. Nous terminerons par un tableau comparatif des valeurs numeériques de
Vi=(a,n—a), Di=D (a,n—2), Pi=P(a, n—a) pour 2_n-12; par

. L. ., . , [ n
raison de symétrie, on se bornera aux valeurs de « inférieures ou égales a [5],
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en utilisant les formules (*) (g;1I), (1;1I), (5; 1), (10;1I), (35; 1), ou
(365 1), et (50) :

n—=2: V), =a, D), =1, P, =1,

J— . | E— 1 1 — .
n=3: V:; =3, Da =2, p:; — 1
1 1
4 _47 D/l
2 2

6, D?
T~ 1
5 =9, D5
PR 2
> — 10, D? =

6
—6, D! =3, Pl =1,

9

1

[

| R—
, P! =1,

I

2

4 Pl =9
3 P‘ll =1,
P: =2

l

)

n—==6{_ V2 —1), D2 =9, P: =3,

|

f

{

{V2 = 20, Di = 1o, Py =3
Vi =7, D} =4, P =1,

%V?, —=aI, D2 =19, P2 =3,
[vi =35, D=1 P =g
Vi =8, Dy =4, Py =1,
Vi =28, D: =16, P2 —4,

gvg — 56, Dj =8, P} =35,
Vi —= 7o, D} =38, Pi =8;
Vi —o, D) =5, Py =1,
Vi = 36, D} =20, P: =4,

%Vi} = 84, D§ =44, Py =7,
Vi =126, Di =66, P! = 10;
Vi, =10, D}, =5, P, =1,
V2, =45, D2, =25, P =3,
Vi,== 120, D}, = 60, pP3, =8,
Vi, =210, Di,= 110, P, =16,

3\/}0252, D3, = 126, P;, = 16;
Vii=1r, Di, =6, Pii=r1,
Vi =55, D?, = 3o, P:, =3,
Vi =165, D3, =85, P}, =10,
Vi, =330, D}, = 170, P}, = 20,
Vi, =462, D§, =236, Pi, = 26;
Vi, =12, D}, =6, Pi,=1,
Vi, —66, D%, =36, P?,—=6,
Vi,= 220, Dj, =110, P?, =12,
Vi =495, D}, =255, P, =29,
Vi, =192, D}, =396, P}, =38,
Vi, =924, D}, =472, P¢, = 5o.

(1) On observe en outre que, pour « = 2, D}, =v2 et D}, , = v(v +1).
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Remarque. — La relation de récurrence (2; 1), qui s’écrit ici
Di=D;_»+ Vao+DjZi,
conjointement avec la relation classique
Vi=Vi_i+ Va2,
permettrait de former rapidement les deux premiéres colonnes de ce tableau,

a condition d’écrire les V% et D* sans se limiter a la valeur [;J de o.




