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SUR LÀ NOiN-TOTALITÉ
DE

CERTAINES SUITES D'EXPONENTIELLES
SUR DES INTERVALLES ASSEZ LONGS

PAR M. PAUL KOOSIS (1).

INTRODUCTION. — Considérons une suite croissante de nombres X^^>o; on

suppose que cette suite a une densité finie, c'est-à-dire, y- tend vers une
'^n

limite D <^ oo quand ^->oo.0n sait depuis longtemps ([1], p. 235), que
l'ensemble des exponentielles exp(±î'A,^) est total sur chaque intervalle de
longueur <^2î iD, et L. Schwartz ([2], p. i3o) a énoncé une hypothèse affir-
mant que cet ensemble n'est total sur aucun intervalle de longueur ^> 271 D.
Cependant, cette hypothèse, si belle qu'elle soit, est inexacte; en effet, on doit
à J.-P. Kahane [3] un exemple d'une suite {\n] de densité zéro pour laquelle
l'ensemble des exponentielles exp(± i^nx) est total sur chaque intervalle fini.

Ce résultat intéressant suggère le problème suivant : *

Quelles sont les conditions (outre celle d'avoir une densité exacte D) qu'il
faut imposer sur la suite { À,,} pour que { exp(± i^n^)} "e soit total sur aucun
intervalle de longueur ^> 2 n D ?

Ce problème nous semble assez difficile, et nous sommes loin de l'avoir
résolu. Ce que nous voulons exposer ici, c'est une méthode générale et simple
pour traiter certaines questions liées au problème. Elle ne semble pas assez
puissante pour donner une solution complète; en fait, nous ne croyons pas
qu'on pourrait la pousser beaucoup plus loin que nous l'avons fait. Mais il nous
semble quand même utile de la présenter, d'autant plus qu'elle met dans le

(1) Fellow of thé National Science P'oundalion.
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même cadre tous les résultats isolés connus jusqu'ici à cet égard, aussi bien que
d'autres, positifs et négatifs.

Je veux exprimer ma vive reconnaissance à M. Kahane, avec qui j'ai souvent
discuté ce problème, et qui m'a donné quelques idées importantes. Je dois
aussi reconnaître des suggestions de M. C. Hertz.

1. SUR UN THÉORÈME DE PALEY-WIENER . — A chaque suite croissante de nombres
positifs X,,, on associe ^fonction caractéristique nÇt) définie par

n(t)=sup[n\^n^t}.

La fonction nÇt) est non décroissante et constante entre les points X,,, en chacun
desquels sa valeur saute d'une unité. Il est évident que, inversement, chaque
fonction ayant ces propriétés correspond à une suite croissante {^n) et une
seule; pour définir une suite particulière {X,^ il suffira de définir la fonc-
tion n(t) et nous parlerons souvent de « la suite ^(^) » au lieu de dire « la suite
ayant n(t) comme fonction caractéristique ».

Dire qu'une suite riÇt) est de densité D, c'est dire que —— -> D, t-> oo. Nous

nous occuperons, la plupart du temps (mais pas toujours) de suites de
densité D ^> o, et écrirons nÇt) — Dt === ̂ (t) ; la fonction ^(t) mesure dans un
certain sens l'écart de la suite donnée d'une progression arithmétique exacte.
On aura toujours T--2 -> o, t -> oo .

La non-totalité des exponentielles exp(dr:^^) est étroitement liée aux
propriétés du produit canonique

c(.-)=n(-s)-
n

On sait que si la suite À^ est de densité D, C(^) est une fonction entière de type
exponentiel D. De plus, si |C(^)| est bornée par une puissance de z sur l'axe
réel, soit la m^\ la fonction

f^-^^r^
sera de type exponentiel D + £ et intégrable sur l'axe réel, donc (théorème de
Paley-Wiener, voir [l], p. 107) la transformée de Fourier d'une fonction
continue y(^) s'annulant pour t\ ̂ > TT:(D + s), et l'on aura

f' e±^nt^(t)dt==.o

pour tous TÎ, d'où l'on constate que les e^11 ne sont pas totales sur l'intervalle
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(—TI(D+£) , 7i(D+s)). En prenant £ ^ > o arbitraire, on voit bien que les
exponentielles e^^ ne sont totales sur aucun intervalle de longueur ^>27iD.

Il est aussi important pour d'autres applications d'avoir un critère pour la
majorisation de la fonction [ C ( ^ ) | par un polynôme sur l'axe réel, et nous
commençons par l'étude de cette question. La lettre x désignera toujours une
variable réelle; rappelons aussi que tous les X,, sont supposés positifs, c'est-
à-dire nÇt) = o pour t assez près à zéro.

LEMME 1. — Si x n'est pas un zéro de C(^),

,t^-Td/^
-1————-A^,i og ic (^ ) i==2 r -—T

«^n

Démonstration, — Prenons un X < ^ i . On a, après une intégration par
parties,

-Âtr / ^ \ - I.-) ^X

^ tlog(^-z)^(Q=.(^)log4^+^'^^.- i )dn(t)=n(^)\os———-}- / ——— -^dt
A) x^ ~~v t

n(xT')
j __ ^2 /1À ^

=n{'kx) }og—j— 4-2 ^ _ , 6/r,

en posant - ==T.

De la même façon,
/ ^ x

, ^^^-^^^(^--^(^^(I-^)-^^^'^
^ \ t' / \ A / Jo I — T -

x

après avoir, d'abord, intégré par parties et, ensuite, posé x- =T. [On utilise le
fait que

/ M / ^\ ^n(t)n ( t ) [ o ^ [ ï — — )^——— -> o pour t->oo,
\ [ y t-

conséquence de ce que la suite n(t) a une densité finie. |
Ainsi

( r.^ ^^\

\ +/ log
j ^ o J\ (
\ x J

=(/n(^)-«(/^))log(I-^)+«(^)log-+2 f —r————^-
\ \ A / / A t/o I —— T

Si a? n'est pas un zéro de C(^), n{x\) — n Ç^ = o pour À assez près à i,

i— x \dn(t)

n{œT) f x

"^• - - / - —.«(^)log^+^À^^-^i-^.
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1donc, en faisant tendre X vers i, log( ^ )->- o, et la dernière expression devient

n{x^ [ x \
,l ————- — T ^ -

T \ T /
————————————-:———OT.

^^
(I) log|C(^ |=2 f -I—————^

^o

Or, ^ (^ )===D^+ ^(Q» ce qui, après substitution dans (i), donne le lemme.

COMPLÉMENT DU LEMME 1. — Pour n importe quel A <^ i,

, ̂ T) _ ̂  [x!•i / T h l T
log |C(^) ^/Z(^)log^ + 2 ^ — — ^ _ ^ . ,f^') 102: - + 2 ( ——————————^————— C/T,

V égalité ayant lieu si et seulement si n(^x\ ) === n \ .̂  ) •

Démonstration. — C'est évident si C(*r)=o, car alors l o g [ C ( ^ ) [ = = — o o .
Supposons donc que x n'est pas un zéro de C(^), et utilisons la formule (i).
Pour T^I,

/«^\
n(^x) ̂ _n^x\ n( — )^^(^),

d'où
r 1 (n{œT) (x\\ dr . . , f1 . , , - i
^ _——i—T^ - — — — — ; ^ ^ ( - ^ ) / r-^Tnr/Z^log.p

A \ T V ^ ' / / 1 — ^ )̂. /

et l'on aura l'égalité si et seulement si

n(x'c)=n(x)=:n[ — ) ? À ̂  T ̂  i.

De l'intégrale de droite dans (i) il reste une partie prise entre les limites o et \,
et la démonstration s'achève comme celle du lemme.

D'habitude on se servira du complément avec À pris comme fonction de x
convenable.

THÉORÈME 1 (de Paley-Wiencr). — Si [ ̂ (t) \ <^ Cte, | C(.r) [ est bornée par une
puissance de x pour x assez grand.

Remarque. — Ce résultat, jusqu'alors le seul connu de son genre, a été
obtenu par Paley et Wiener ([4], p. 92) en faisant une comparaison entre CÇx)

. V.Xsln-5-
et ———• Paley et Wiener ont écrit l'hypothèse dans une forme un peu

~D
différente, à savoir, [ D X , , — ^ [ < ^ C t e ; il est cependant aisé de voir que cette
formulation équivaut à la nôtre.
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Démonstration du théorème. — Utilisons le complément du lemme 1
avec i —P= -T-x

Supposons que |^(^) | <^K. Par la définition même de ^(^), il est clair que
\^(t)\==0(t), o^t^i,

d'où
1

^\i^^o(.log^)=0(,) (^oo). .2

</0

Ensuite,
r1' \'î/{x-c)\dr . r' dr , , , /••'o—i)2^ -Tï—^yr^^J, r-rr^)^'08-.^1-^31"08"'

et

^^^K^=Klog^=Klog. r^l^Ul^^^f'-^L^Klog———^Klog^.

Enfin,

et

ï \ . -T. , / 1^ ( ^ ) l o g f ^ ) ^ 2 D ^ l o g f i - ^ l =0(i) (^-^oo)

log[ C(^) |^0(i) 4-4Klog^ (.r-^'oo).
C. Q. F. D.

Il est naturel d'essayer d'étendre ce théorème, de façon à avoir le même
résultat en changeant l'hypothèse en quelque chose comme, par exemple,

|^)|<0(loglogQ.

Or, il est remarquable que le théorème de Paley-Wiener est, dans un certain
sens, le meilleur possible de sa forme, comme nous allons voir par un exemple.
Le même fait sera la conséquence des résultats généraux que nous établirons
plus tard; la valeur de l'exemple que nous donnons maintenant, c'est de
montrer qu'on peut même avoir | ^ (^ ) |<^ i sur des intervalles assez longs, et
pas trop grands ailleurs, sans avoir la conclusion du théorème 1.

Exemple 1. — Étant donné une fonction co(r) croissant vers l'infini aussi
lentement qu'on veut, et telle que

. W ( t ) = 0 ( i ) (^->00).

Il existe une suite n(t) telle que
\n(t)—Dt\^w(t) +i,

mais pour laquelle le produit canonique associé n'est majoré par aucune
puissance de x quand x -> oo.

Ànn. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 2. 17
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Preuve. — II est commode de poser D == i, ce qui n'équivaut qu'à un change-
ment de variable.

Commençons avec un x > i oo pour lequel ̂  < ', t > \j~x, et posons

(2) n(t)=[t], o^^2,

(3) n(t)= \ f^ J-—L. ̂ (t)}, ^^t^\J~x,L v/^-2 j
(4) ^)==[>+C^(V/Ï)], V^^^^

(5) ^)=[^+2G3(v^)fl-^n ^^^
L \ x ] J 2

(6) 7Z(t)=[t}, X^t^X^,

comme d'habitude, on a désigné par [a] le plus grand nombre entier ^a.
Pour le moment, n(t) n'est pas précisé pour ^>*r2 ; convenons seulement que
quand nous l'y définirons tout à l'heure, nous le ferons de façon que [ n(t) — 11
resterai co (^)+i.

La fonction n(t), comme nous venons de la définir, ne décroît pas. C'est
évident sauf, peut-être, dans le cas de la formule (5), et on le vérifie là en
prenant la dérivée par rapport à t de la quantité entre [ ].

On a toujours
[ t ] ^n ( t ) ^ t - ^ -w( f ) ,

d'où
\ n ( t ) — t ^ w ( t ) +i.

L'inégalité \t\^_n{t) entraîne

^ ( t )=n ( t ) - t ^ - ï ^
d'ailleurs
(7) \ ^ ( t ) = n ( t ) — t ^t, o^^2,

(8) ^)=[^4-co(v^)]-^^(^)-i, ^x^t^,

(9) ^ ( ^ )== [ ^—^^o , x^t^x\

Maintenant, il convient de prendre x égal à un nombre de la forme N -)- -I,

N entier; il suit de (5) et (6) que pour X = i — ̂ , n(\x)=n (3-\ En se
servant du complément du lemme 1, on aura donc

,^-^y
logIC^^aT^aQIog'+a/ —v-—————^-Ldr,

A t/o I T

avec ce X, le premier terme de droite étant positif. De (9) on aura

r'-^ T(10) -af ——^
J» I - T'

/y> \

'•^?

- j -T^-^^0'
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de(7),

(")

et de(8),
'/^ 0

^T)

^(I -^ 2 )

X +1

.r — i ^3 0>ioo)

./ ,H- »(<-r ̂(12) 2
r(i-T2)( ^ ^

="(^)log^-I-log^——^^c.(^)log-_log3..3.

Pour ce qui reste, on a

Ç ' 1 ' •\ -c ) a a-H-i
^ -,—^^^3-log^—,^^

(i3)

vu que.»>ioo et \'\>{t)\ sera

^ M ( ? ) + I < , ^ pour <>a;2.

Des estimations (10), (n), (12) et(i3), il résulte enfin que

log 1 C(a-) 1 ̂  (w (y^) - 3) logf-^ - logiQa - 5.

Le procédé est maintenant à poursuivre en choisissant d'abord un nombre X,
moitié d'un entier impair, tel que /X> x\ puis en posant

r ( _ j^i
n(t)= \t+7^——^W} ^v/x,V/X— a;2

7î(<)=[f+(,)(^/x)], y/X^^^^,

««)=[<+^(v/X)(i-^1, ^^X,

On vérifie tout de suite qu'on a toujours

\n ( t ) — t\^w(t) +i et n ( t ) — t ^ — i .

En reprenant les mêmes calculs que nous venons de faire, on trouve donc

logl^X^^^-S^ogf^-logiga^.

De cette façon, on construit en étapes successives toute la suite n{t\ avec

\ n ( t ) — t \ ^ w ( t ) + , i ,



l32 PAUL KOOSIS.

aussi bien qu'une suite de nombres x,, -> oo {x, == .r,x^ = X, ... ) pour lesquels
^^\(0)(V/^)-3)|C(^ — 192 e° \ 4

Puisque (^(v/^) -^ oo, avec /î, le produit canonique C(.r) associé à la suite n(t)
est supérieur à n'importe quelle puissance de x quand x tend vers l'infini en
prenant les valeurs Xn.

2. THÉORÈMES DE REMPLACEMENT ET DE COMPARAISON. — Dans les raisonnements
ultérieurs, il sera très commode, au lieu de baser les considérations sur l'étude
des fonctions n(t) et ' ^ ( t ) , de pouvoir se servir d'autres qui jouissent d'un
comportement plus régulier. Dans ce numéro, on fera le nécessaire pour assurer
qu'un tel remplacement est permis.

LEMME 2. — Soit v(^) une fonction non décroissante.

Pour z = x + iy (y réel), on a

r^
^ Q

dv(t), .r'og
^o

dv{t).

Démonstration. -— Si t est réel,

\t±œ
-^i, d'où iog i — -^ f=log i . t2

LEMME 3. — Soit v(^) une fonction continue, non décroissante, et dérivable, sauf
en des points isolés.

Soient v(o)= o, ^(t)=0(t), t->cc, et ^/(t) (toutes les fois qu'elle existe)
bornée sur chaque intervalle bornée. Alors, f intégrale

(i4) t2 dv(t)

converge absolument pour J^^o, et y définit une fonction harmonique F(^).
F(-^) est continue dans le demi-plan fermé J 2^0 et

F(^ ) ^0 ( | ^ | ) (M^).

Démonstration. — Supposant d'abord que z =œ réel, on a

lod i t2 : 0 (^ - 2 ) pour ^ > 2 | ^ [ ,

donc l'intégrale (i4) prise entre les limites 2[ . r [ et oo converge absolument,
car

t-2 dv(t) <oo.
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D'autre part, si
\v'(t)\<K, o<t<<î\x\,

l'intégrale (i4) prise entre les limites o et 2 \x\ est majorée par
/,2l.r|

K/tVn

\OQ, 1 — —— dt << 00 ./'^

Si z= x-\- iy, y^o, on a, comme dans le lemme 2,

loç i ^ \os i — ^— ^ lo^ i +t2 v1

r^ ^^'"^f.'F
v ( t )

en intégrant par parties. Ceci, avec l'estimation faite ci-dessus, montre que
l'intégrale (i4) converge absolument dans le cas général.

Il est alors évident que l'intégrale (i4) est une fonction harmonique de z
pour Jz^> o, car il en est ainsi de loî pour chaque t ^> o. Il nous reste
à montrer que la fonction F(^) ainsi définie est continue à la frontière J" z = o,
Pour x réel supposons que z=x-\-Ï, S étant une quantité complexe qu'on va
faire tendre vers zéro. Pour £ ^> o assez petit, on peut écrire

Kf-ï^) -F(^) l^f
J | / 2__^ .2 ] ^>£

, f2 — Z2

10^ /T/•- — x-
< ^ ( ^ ) + 2 K \ \\Q^,\S\\ds

H- K f [ log [ s2 sgn.ç — 2 S.T — ô2 [ [ ds^
J'__£

où l'on a posé
s= v / | r 2 — ^ 2 ! sgn(< 2 —.^ 2 ) ,

t / / 2 __ .̂2

K<^oo étant une borne pour v^^)-——— sur l'intervalle | ^ 2 —x^ ^s.Faisons
encore décroître £ (cependant, K ne croît pas) jusqu'à ce que les deux dernières
intégrales soient au-dessous d'une borne choisie à l'avance mais aussi petite
qu'on veut, lorsque S<^ un §o fixé. Après avoir fixé un tel £, on remarque que
log

toujr

t2 — z2

f1 — œ2

)urs bor

-> o unifo
Cte^nee par —

o uniformément pour \t{î—Xe1 ^> £ quand S — > o, en restant

•f:
F(z)-¥(^)\->o, - x.

LEMME 4 . — Soient V i (^ ) et v^(t) deux fonctions non décroissantes, 0(t) pour
t ->• oc, et ayant des dérivées bornées pour o ̂  t ̂  i. Supposons que

v,(t)-v,(t)\<Cte.
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Alors, pour y ^> o fixé et z = x + y, fe^ rf^r intégrales

t'1 dvk(t) (k: et 2)

convergent absolument, et leur différence est OÇlogx) pour x -> oo.

Démonstration. — Car log i est, pour z fixé avec J^^> o, bornée infé-y-
rieurement comme fonction de t, la preuve de la convergence absolue s'achève
comme dans la démonstration du lemme 3.

On a
^ 2 | /-11 1 r,î |

f. f logï ^(^)^Cte -^ -i dt=.0(\o^x)ÏOQ:
t2

pour .r -^ oo, k = ï et 2. Considérons alors l'expression

r2(i5) (^(^)-â^)).

Moyennant un simple croquis, il est aisé de voir que IQ£ décroît det2

l o g [ ^ 2 — ï [ jusqu'à —logi 1—) quand t augmente de ï à ~-—=^ et puis tend

en croissant vers zéro quand t continue à augmenter vers l'infini. En se
servant de ce fait et de ce que Vi(^)—>^(t) \^K, une intégration par parties
montre que l'intégrale (i5) est égale à une expression de la forme

(16) A10^- Blog - G log J^2

où A, B et C sont des quantités dépendantes de z, mais toujours inférieures à
2K en valeur absolue. Et ̂ ow z=x+iy avecy^>o fixé, F expression (16) est
bien 0(log.z1) pour x -> oo.

Le résultat suivant constitue un principe général, assez important pour la
comparaison des produits canoniques.

THÉORÈME 2. — Soient Ci(^) et C^(z) les produits canoniques correspondant aux
suites n^ Çt) et n^ (^) de densité finie.

Si n^Çt)—713(^)1 <^ Cte, la majoration de Ci(x)\ par un polynôme en x
entraîne celle de C^(x) \ (avec, peut-être, un autre polynôme).

Démonstration. — C^(z) est de type exponentiel fini, donc par le théorème
de Phragmén-Lindelof, l'inégalité | Cl(x)\^AxK-+- B entraîne une inégalité de
la même forme avec Ci (x) remplacée par C{(x+iy), y^>o fixé. Le lemme 4
montre alors qu'il en est de même pour C^Çx+iy) (avec, peut-être, des
constantes A, B et K différentes), et, enfin, pour C^(x) par le lemme 2.

c. Q. F. D.
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THÉORÈME 3. —Sou C(z) le produit canonique associé à une suite nÇt) de densité
finie. Soit vÇt) une fonction satisfaisant à l'hypothèse du lemme 3, et soit
\nÇt)—v(^)[<^Cte. Alors, [C(^)| est bornée par un polynôme en x si et
seulement si

f 10^ I-^ ^)^O(log^) (^-^oo).
^0

Démonstration. — Fixons u n y ^ > o . Si |C(.r)[ est bornée par an polynôme
en x on voit, comme dans la démonstration du théorème 2, que

F ( ^ ) ^ f log j-' ^)^O(log^),
^o

avec z=x-+-iy et ^-^oo, donc, par le lemme 2, le même résultat avec z
remplacé par x.

Si, en revanche, F(.r)^0(log.r) pour x-^cc, on peut, par le lemme 3,
appliquer le théorème de Phragmén-Lindelôf à la fonction ¥ ( z ) harmonique et
continue dans Jz^o; on en déduit que F(^)^Cte(log| z +j), ce qui est
O(log^) pour z=x-}- iy, y fixé, et x -> oo . Comme tout à l'heure, on aura

log C(z) ^O(log^) (x->^),

et, enfin, la même inégalité avec x au lieu de ^. c. Q. F. D.

3. RÉSULTATS BASÉS SUR LE THÉORÈME 3. UNE CONDITION NÉCESSAIRE. — Considérons

une suite nÇt). Soit L la ligne polygonale qui relie successivement le point (o, o)
à (Ai , i), puis (Xi, i) à (XQ, 2) et ainsi de suite. Nous appellerons L le graphique
de la suite nÇt), Si, pour ^^o, v(^) est l'ordonnée de L correspondant à
l'abscisse t, v(^) est une fonction continue, croissant avec t, et v'(^) existe à
Fintérieur de chaque intervalle (X/,_i, X^), où elle prend la valeur constante
(^-^-O-1.

Il est évident que ^(^)=[v(^)], ?^o, donc, si —-)- -> D, t->^, il en est dei
même avec nÇt) remplacée par v(^). On a d'ailleurs

v ( t ) - î < n ( t ) ^ _ v ( t ) ,

et il résulte que le théorème 3 est valable pour cette fonction v(^).
Si la suite n(t) est de densité D <^oo, il convient de poser v(^) —î)t= Q ( t ) ,

notation que nous conserverons dans la suite. La fonction ô(^) joue un rôle
analogue à celui de ^Çt) utilisée dans le paragraphe 1, mais, vu qu'elle est
continue et même dérivable sauf aux points isolés /^, elle convient davantage
que celle-ci à nos considérations. Remarquons que [ O ( ^ ) — ^ ( t ) \ ^ i , ( / -^ o
pour t-> oo, et que 6(0) =o.
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Correspondant au lemme 1 et son complément, on a le

LEMME 5 :

r108
t2

^^
dr

6(^T)

J. î -^
d^(t)== 2

T6( x

^ ^(^)log-^ + 2 ^ ————^ ^ v—^-d^ pour o < À < i .

Sauf, pour des petits détails, la démonstration en est de même que pour le
lemme 1.

Et du théorème 3 on tire immédiatement :

THÉORÈME 4. — Le produit canonique C(.r) est majoré par un polynôme en x si
et seulement si

Q(^T)
-T9 -

T \ T— r d^
log-^ J , 1 — f 2

est bornée supérieurement pour x -> oo .

Ce théorème peut être mis sous une forme plus commode. On a

^ / e ( ^ T ) ^(^\\^ Q^T)-^^) ^/x\ ^Q,(^\\.
àT\ T \ r } } T2 \ \r } T \ T / 7 5

donc, pour o <^ S <^ A <^ i , une intégration par parties donne
0(^T) ^(X\

's..

De sa définition, il s'ensuit que O(^) satisfait à une condition de Lipschitz en
chaque point, donc le premier terme de droite tend vers zéro pour à -^ o, X —^ i.
En même temps, le deuxième terme de droite devient

f'iog
•^o

14- t \ 6(^T) —.rTÔ^T)
dr.

et le troisième, x" i4-r|6(^) —.r^ô^^^)log
£2^ — i dt,

en posant - = t.
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Définissons une nouvelle fonction î(t) par ï(t) == Ô<Y) — tQ'(f)\ \(f) s'appellera
h fonction indicatrice de la suite n(t)= [D^+6(r)]. Diaprés le lemme 5 on a
alors le

LEMME 6 :

(i7) ^2 , / , . f" , i + / \(œt) ,i--^ d ^ ( t ) = j log ^——^ —y—dt.f: lû2

[Selon sa définition, la fonction ï(t) est bornée sur des intervalles finis, et 0(t)
pour t -> o. Prise entre des limites finies, l'intégrale de droite dans (17) converge
donc absolument, et est ainsi à entendre comme intégrale impropre (par
rapport à sa limite supérieure) lorsqu'on le prend entre o et oo.]

Le théorème 4 devient :

THÉORÈME 5. — Le produit canonique C(.r) associé à une suite n(t) est majore
par un polynôme en x si et seulement si

f 10^ ï~tf I-^^^o(lo^) (^->oo),
^o - "

I(^) étant la fonction indicatrice de la suite n(t\

La fonction î ( t ) a un rapport géométrique simple avec le graphique L de la
suite n(t). En effet, l'identité

l ( t ) = ^ ( t ) - t ( ] ' ( t ) = ^ t ) - t v ' { t )

fait apparaître l(t) comme ordonnée à l'origine de la tangente à L au point
d'abscisse t. Notons aussi que

x^-^).
d'où il résulte qu'on peut toujours déterminer O(^) si I(^) est connue, puisque
6(^)=o(/), t->cc.

Il est, selon le cas, plus ou moins difficile de vérifier si la condition du
théorème 5 est satisfaite ou non par une suite donnée. Citons seulement
quelques corollaires généraux de ce théorème, conséquences directes de notre
interprétation géométrique.

La quantité t~2 log t-^-i
t— i est positive pour ^^>o. Aussi, comme l'on voit

immédiatement avec l'aide d'un croquis, la fonction indicatrice l(t) est respec-
tivement non négative et non décroissante ou non positive et non croissante
selon que L est concave ou convexe. De là :

COROLLAIRE 1. — Si le graphique d'une suite est convexe, son produit canonique
associé est majoré par un polynôme sur V axe réel.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 2. l8
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Pour 1(^)^0 et non décroissante, l'intégrale (17) de droite est supérieure à

i(\/ï) r t-2[ost—^ï- ^=i(v/^)( iog^+o(i)) .
v^

Un simple raisonnement géométrique montre que I(^) ne peut pas être bornée
à moins que Q(^) ne le soit, d'où :

COROLLAIRE 2. — Le produit canonique associé à une suite nÇt) avec graphique
concave n^est majoré par un polynôme sur l'axe réel que si 6(^) {et donc
n{t) — Dt ) est bornée.

Pour une suite nÇt) quelconque de densité D ^> o, on peut toujours former le
polygone de Newton correspondant à l'ensemble de points (X^, n); c'est la plus
haute courbe convexe qui se trouve au-dessous de la graphique L. Le corollaire 1
donne avec le théorème 2 :

COROLLAIRE 3. — Si tous les points (X^, n) se trouvent à distance bornée de leur
polygone de Newton, le produit canonique C(^r) associé à la suite [ X^ } est majoré
par un polynôme eux.

Remarquons que l'hypothèse du corollaire 3 est toujours satisfaite quand les
côtés du polygone de Newton ont une longueur bornée.

Les corollaires 1 et 3 constituent des résultats positifs qui ne sont pas
contenus dans le théorème 1.

Maintenant, nous allons trouver une condition nécessaire, satisfaite par
toutes les suites de densité finie dont les produits canoniques sont majorés
par un polynôme sur l'axe réel.

Après un changement de variable, l'intégrale (17) de droite s'écrit

c') /"— ̂  ̂ .dt.

Supposons que cette quantité est inférieure à Ctelog^r pour ^-^oo. Pour
xM ^> i et s ^> o, on a, en posant - == u,

(19)

(20)

0<

^*M i
Ç ^loc

Jo - ë

f"l,
J. x

X + S

x — s

og

dx

x + s
x — s

-<f
^0

a..<^ ̂

\ogs+ïogu
u ""b

M 4-1

II — l

"+'
M~~T

du = A,

du = A log5 + B,

A et B étant des constantes indépendantes de M.
Nous allons multiplier l'intégrale (18) par -^log x + s et intégrer de o à oo,

les relations (19) et (20) donnant une borne supérieure pour l'intégrale double
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ainsi obtenue. Puis on invertira l'ordre des deux intégrations, et l'on obtiendra
la condition cherchée après l'utilisation de la formule (24) ci-dessous. Cepen-
dant, l'intégrale (18) n'étant forcément pas absolument convergente, ce procédé
nécessite la justification suivante.

Prenons un M ^> i. Par (19) et (20),

( 2 1 )

M

/ ̂*7o /'^o
^log

x — t t2
dt dx < C log.ç (s > 2 ) ;

C étant indépendant de M. Mais nÇt) = [Dt + 9(^)] est non décroissante, donc
Q'Çt)^—D, tandis que QÇt)=oÇt), t-> oo. La fonction y(^)=== -u — . sera
donc ̂ o pour K assez grand. L'interversion de l'ordre des intégrations dans (21)
sera ainsi permis avec -—) remplacée, soit par y(^)^o, soit par , ^> o. Dans
le dernier cas on obtiendra d'ailleurs une valeur finie, à savoir

i | du,dx /^Kiog
t-'n

X -C iog
^n U — 1 U

L'ordre des intégrations dans (21) elle-même est donc aussi inversible, et l'on a

(22)
r^\(t) /IM

J ^ J log
^O ^0

log
X — t

dxdt<^G\o^s ( ^>>2) ;

quel que soit M ^> i.
Maintenant, nous avons besoin du :

LEMME 7. — Pour M ^> o et s ^> o,la fonction
^

V(t)= log log
^o

est non décroissante pour t^> s.

. r—^
dx

Démonstration :
^

(28) ¥ ( t - ^ - ô ) — ¥ ( t — à ) = : log
t^n ^ •

log (^+^)2 -

( ^ — Ô ) 2 — ^ 2
Û?.Z',

intégrale qui est absolument convergente pour t^>s-{-S. Un examen assez
( .ç-4-Ô) 2—^simple montre alors que pour x ^> o, ^ ^> S ̂ > o, log est positif ou

négatif suivant que x est supérieur ou inférieur à ^t2 — o2.
Si doncM^^ 2 —S 2 , l'intégrale (28) sera évidemment négative. Sinon, on

utilise la formule ([5], p. 180, form. (7.3.3))

(^4) riog
^n .21 -

.r + ^

.c— ^
log (fc == 7r2 min(^, ^),
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valide pour s, ^>o. Elle montre que Fintégrale (28) avec M remplacé par oo
sera nulle pour t^>s+ S. Mais en même temps, l'intégrale (28) prise entre les
limites M et oc sera positive si M > ̂ —o2, ce qui, joint au précédent, entraîne
encore que l'intégrale (28) elle-même est négative, c. Q. F. D.

Maintenant, nous partageons rintégrale(22)en deux parties dans lesquelles t
varie respectivement entre o et un nombre a^>s, et entre a et oo. Par le lemme,
on peut appliquer le deuxième théorème de la moyenne à la secondepartie
pour en trouver la valeur

t ^ ' " i " ^
<ya ^ i )

IOP
x + a dx (^>a).

La formule (24) montre alors que la valeur absolue de celle-ci est, pour chaque
M ^> o, inférieure à
(.5) ^ 6 ( a 2_ e ^ ,

a a'
vu que a ^> s et

1(1)
t2

d / Q ^ ) -
dt\ t

Quant à la première partie, on fait tendre M vers oo, grâce à quoi l'intégrale
intérieure converge uniformément vers la valeur (24) pour o<^<a , et
l'expression tout entière tend vers

(26) f: l ( < ) . .
t 1 7Z-2 min(.ç, t ) dt-==- 7:^•"°(^_,,^.

L'estimation (22) donne donc, avec les résultats (26) et (26) :

^r^j» t̂)^-^9<a)_^
t a

9(a) 0(a /

<Clog^ (s> a, a>.ç).

Or, le nombre a > s était complètement arbitraire. On peut donc le faire tendre
vers l'infini, lorsqu'on aura ̂ ^ -> o et 6(^0 -^ o puisque ̂ > a.

On arrive ainsi au :

THÉORÈME 6. — Le produit canonique correspondant à la suite [Dt +9(^)1
n^est majoré par un polynôme sur Vaxe réel que si

-9(^)-1. r^j, ^<Cte<oo (s-^ oc).

Cela exige une sorte de borne supérieure en moyenne pour la fonction 6(^),
et ressemble donc un peu à la condition suffisante du théorème 1.

Vu que
! 0 ( ^ ) — ^ ( ^ ) [ ^ i , ^(t)=n(t)—Df,
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on peut donner à la conclusion du théorème 6 la formulation suivante :

i F 8 n ( t ) —Dt ,
Ïog^ ——————d t<^ ^°°)-

[Si n(f) est de densité D = o, cela montre que son produit canonique associé
n'est borné par un polynôme que si nÇt) est bornée, c'est-à-dire que le produit
canonique se réduit à un polynôme. Fait d'ailleurs connu, car alors CÇz) sera
de type exponentiel zéro, et une extension classique du théorème de Phragmén-
Lindelôf affirmera le même résultat.]

Il est à remarquer que, comme M. Kahane m'a fait observer, le dernier
théorème pourrait aussi être obtenu en partant d'une certaine formule, consé-
quence des théorèmes de Jensen et de Nevanlinna (voir [6], §5). Cependant,
une telle démonstration serait étrangère aux méthodes de cet article, et nous
avons préféré celle que nous venons de donner.

4. IMPOSSIBILITÉ DE CERTAINES PROPOSITIONS INVERSES DU THÉORÈME 6. — Le théorème 6
ne peut pas être étendu de façon à assurer aussi une sorte de borne inférieure
pour la fonction 9(^). En effet, étant donné n'importe quelle fonction co(<)
tendant vers — oo mais oÇt) pour t-> oo, on peut construire une fonction 9(^)
convexe telle que Q(^)^co(^) pour t assez grand, 6(^)= oÇt), t-> oo et t+ Q(f)
soit non décroissante. (Même procédé que pour construire des polygones de
Newton.) La suite [^+ ô(^)] satisfera donc à l'hypothèse du corollaire 1 (§3),
et le produit canonique associé sera majoré par un polynôme sur l'axe réel,
alors que — 6(^) sera assez grand.

En se servant de l'exemple de Kahane auquel on a fait allusion dans l'intro-
duction, on peut voir d'autre part qu'une condition, même de la forme 0(Y)^o,
n'est nullement suffisante pour que le produit canonique soit majoré par un
polynôme sur l'axe réel (à ceci nous reviendrons plus tard).

Il semblerait peut-être encore probable qu'une condition de la forme

"'°<^ =0(log.ç) ou même j ——L——di=0(\ogs)
^o

pour .y— oo, serait suffisante pour avoir la majorisation cherchée du produit
canonique, ce qui donnerait une extension assez naturelle au théorème 1.
Cependant, aucune condition du type envisagé n'est valable; ce que no
trerons maintenant en donnant des exemples.

Eœemple 2. — II existe une suite nÇt') = [^+ 6(^)], avec

6(^)^0 et F -^ dt =z 0 (\o^s) (5->oo),
^0
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Se^8 Ie produit canonique w associé ne satisfait ̂ ""e inégalité de la
|C(^-)|<^ ^->w).

Preuve. - Utilisons le théorème 4. Prenons d'abord un x et un M > o avec
x—2M^>o. Posons

w ( t ) = - ( a s — t ) pour a ; — 2 M .

o pour t dehors de [^-aM-e, x-}, et linéaire sur [^-aM-e^-aMJ;
e étant une petite quantité positive. Si M est petit, on aura

W(XT) /3C\

r' ——— — ™ — i
(37) 'J -l-7———FAlz</T^a•f (T(.+T))-rfT

^ ^ •' Ml-^i

=^(I-^)-1-]0<-^-=M-0(^).

En particulier, pour M = v^loga?, la quantité (27) de droite est ./^To^+ o^i)
a--^ oo. . v o \ /»

D'autre part, on a(28) p^^r (î-.)^-^2M+4M2+ ^-.Mx

^ L ^^-2M\t ] \ ̂  ' 2^

_ _ a M 2 /M^
— - ^ + 0 ( ^ 1 =2log^+o( l )

^o ^ J....M\t y \ ^ 2 . y 2 " " / 21V1

pour M = v/^Tog^ et ̂  -> oo, si s est choisi assez petit.
Alors, prenons une suite de nombres x,-. oc et une suite des £,>o telles

que : '

1. ^l——2/^^log^^——£^>^;

11. Pour chaque n, Festimation (28) ait lieu avec x et s remplacés respecti-
vement par Xn et £„.

Définissons enfin :

°(0= \^,z-t\ X,,-Ï^X^X,^t^X^

6(0 = o dehors des intervalles [^- 2 ̂ Jog^- ̂  ^] ; et 9(Q = fonction
linéaire sur les intervalles

[^— 2 \/^log^~ £^, ^— 2 y/^log^].

Selon (28) joint à la propriété ii,

f ^ 6 ( ^ , . ^ , .
J -Y-^^^31og^,

i
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ce qu'on voit facilement être ̂  6 log^ par un raisonnement inductif, puisque
^A+I ^> 1̂.. Avec le fait que

\/Xn\O^Xn
-—————————>0 (^-^°0).^n

cela montre bien que

(<29) / ^dt=0(\og^) (^-^oo),
^o '

Cependant, par (27), la propriété i, et la définition de Q(t) :
9 0 )̂ ,.R/^\ 1 n/^\,r'~ .^^r^^r^.r. ç -^—^i^ fO M^- . r

J. ï-^ ~ Jo ^•(I-^) Jn- T 2 ~ Jo ^•(I-^) Jo I-T2

^V/^log^4-o(.i)— sup-^^log^4"1 =:^nioi^4-o(i)
<^.râ r xn— I

pour ^ -> oo, ce qui n'est pas 0 (log^), n -> oo.
La fonction [^+ 9(^)] est non décroissante, donc définit une suite n(t) pour

laquelle le produit canonique associé n'est majoré par aucun polynôme sur
Faxe réel (théorème 4), malgré la relation (29),

Cet exemple montre que la condition

• ly \Q(t)F l9^) -dt==:0(\o^s) (^>oo)
^n '

n'est pas suffisante.
Or, il en est de même pour | 6(^) [ remplacée par | Q(^) [^, p ^> i quelconque.

Ceci se montre par une construction analogue à celle que nous venons de faire;
il suffit de la reprendre avec ^x^ logo^ toujours remplacé par / ̂ \/^ log^.

On pourrait encore croire que la condition

Q(t)
I ( t ) } dt=0(\oss) (s->œ)

^o '

est suffisante si l'on impose une restriction supplémentaire sur la rapidité de
croissance de la fonction O(^). Or, un résultat de ce genre devrait être assez
faible :

Exemple 3. — II existe une suite [a^+ 9(^)], avec

| 0 ( 5 ) | = 0 ( l o g ^ ) et f -°i^l^=0(log^) (s->oo),
*/) {

pour laquelle le produit canonique associé n'est majoré par aucun polynôme
sur l'axe réel.

Preuve. — Prenons d'abord un nombre .r assez grand, et considérons la
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fonction co(^) définie par
xw ( t ) ==log.r, — ^ ^ ^ . r — l o g ^ ; . y — ^ .r—log.r^^^^;

dehors de l'intervalle \x-—£, x ; et linéaire sur l'intervalle ^ — £ , ^ ,o dehors de l'intervalle ^ — £ , a? ; et linéaire sur l'intervalle x-—£, x-
£ étant un petit nombre positif.

Pour £ assez faible, on a

r'^dKia^
^O

tandis que
i-10^' f^_i^i_!°^V

r 1 G)(^T) f " 2^T v ^ ^ ;^ —————ar >> lo2^ ( —————^ los^ los,—————-—————2^ T(I-^) ^ ë ^ T(I-^) ë b , L Jog^y
\ ^ y

=(log^)2(I-^-o(I)) (^-^),

ce qui n'est pas O(log^).
La construction est maintenant à achever comme dans l'exemple 2.

5. LA « REDRESSABILITÉ » DE CERTAINES SUITES n(t). — Revenons au problème
général posé dans l'introduction. On a le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Étant donné une suite n(t) de densité D<^oo, formée de
nombres X^^>o. Une condition nécessaire et suffisante pour que F ensemble des
exponentielles exp(±;X^<r) soit non totale sur chaque intervalle de longueur
^> 2 7i D est, que pour chaque £ ^> o il existe une suite de nombres réels positifs pî
de densité ^£ telle que CÇx)C^x) est majoré par un polynôme sur Vaxe réel,
C(.r) et C^x) étant respectivement les produits canoniques associés aux suites
\^\et[^}>

Démonstration. — Que la condition soit suffisante, c'est une conséquence des
raisonnements au début du paragraphe 1.

Quant à la nécessité, supposons qu'il existe une mesure m sur l'intervalle
[_2r .(D+£)» 2 Ti(D+attelle que

„-2 7T (!)+£)

F(^)== ^ exp(^) dm(t)
ty— 2 7l ( D 4- S)

soit nulle pour z == ± X,,. Quitte à diviser F(^) par une puissance de z, on peut
supposer qu'elle n'est pas une fonction impaire; posons donc

G(z)=¥(z)-+-¥(-z)',

G(^)^o est une fonction de type exponentiel ^27i(D+£) et bornée sur
l'axe réel, et

G(z)=G(-z)^ G(±^)=o.
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A un facteur de la forme Cteo^ exp(îa^) près,

'^-rK—sQrK- a2

les a,, étant les zéros de G (-s), outre des X,,. Par un théorème de Levinson
(voir [6]), la réunion des suites { À ^ } et { a / , } a une densité ̂ D+£, tandis
que { X ^ est de densité D; la suite de nombres complexes a,, a donc une
densité ̂ £. Il en est de même pour la suite de nombres réels positifs y.n= a/
et, puisque [ a2^— X'1 ^ [^— x^ [, x réel, on a

n(-îDn(-^i"(-'>i^
I L li

On introduit donc la définition suivante :

Une suite n(t) est dite redressable si, pour chaque £ ^ > G , il existe une suite
n^t) de densité ^£ telle que CÇ^C^Ço-) est majoré par un polynôme en x,
C(^) et G£(^) étant respectivement les produits canoniques correspondant aux
suites nÇt) et n^t).

THÉORÈME 8. — Une suite concave est toujours redressable.

Démonstration. — Si la suite nÇt)= [D^+ 8(0] est concave, la fonction
O(^) ̂  o l'est aussi, ce qui, joint au fait que ô(^) == oÇt), t -> oo, entraîne

O'^-^O, t->00.

Pour £^>o , prenons un ^ pour lequel Ô^X^, ——^ <^û, t^a, et posons

6^)== — ( - / pour t^a et 9(^) pour ^^>a. On a toujours 6^)<^£; la fonction

[£ /—Ûi(0 ] est donc non décroissante et définit une suite n^t) de densité £.
Pour t^> a,

^ ( / ) 4 - / / £ ( ^ ) = = ( D - 4 - £ ) / 4 - Q ( t ) — 0 ( / ) + 0 ( i ) = = ( D +£) / - ( - 0(i) ,

et le produit canonique associé à la suite n(t) + •n^t\ réunion des deux suites
nÇt) et n^t), est majoré par un polynôme sur Faxe réel par le théorème 1.

Par le même procédé exactement, on démontre qu'une suite {^n} de densité
zéro avec X^+i—Â,,-^ oo, n-^ oo, est redressable. (Fait cité comme «théorème
de Ingham » par Schwartz [2].)

Le théorème 8 montre qu'aucune conclusion comme celle du théorème 6 ne
résulte de la seule redressabilité d'une suite.

En revanche,
"O(^)r°(L)^<o(io^) (.->oo)

•^n
(^

n'entraîne pas la redressabilité.' Pour voir ceci, prenons la suite n^t) de
Ann. Éc. Norm.^ (3), LXXV. — FASC. 2. 19
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M. Kahane [3], qui est de densité nulle, mais qui n'est contenue dans aucune
suite redressable. Soit co(^) une fonction concave, majorante de n^(t), telle
que CL)(^)= o(^), t -> oo. [co(^) est formée comme on construit le polygone de
Newton.] Pour D assez grand, la fonction [D^—^(Q] sera non décroissante,
et définira une suite de densité D. On a

n ( l ) - ^ n ^ ( t ) = [ D t ^ - Q ( t ) ] , avec 9(^)<0(i),

puisque ^(^)^^K(O? mais la réunion des deux suites n(t) etn^t) ne peut pas
être redressable.

Passons à un théorème plus général. C'est M. Kahane qui nous a fait
remarquer la possibilité d'avoir un résultat du type suivant, en observant qu'il
s'ensuivrait de certaines estimations de Mandelbrojt-Ostrowski (voir [7],
chap. V, et [8], p. 61 et 119). Cependant, nous en donnons une preuve directe,
basée sur la méthode de cet article.

THÉORÈME 9. —Soi t nÇt) == [v(^)] une suite et C(c^) son produit canonique
associé. S^il existe une fonction non décroissante ï(^)^o, avec

log|C(^)|^T(^) et [ r1^^-)d.c<oo,
JQ ^

la suite n(t) est redressable.

r 3 C x 1
Remarque.—Le même vaut avec log| C(^)| remplacé par t log i — ~ dv(t),JQ

la preuve en restant à peu près de même.

Démonstration du théorème. — Prenons un £^>o . Il suffit de trouver une
suite n^(t) de densité £ dont le produit canonique Cs(^) associé satisfasse

log|C^) ^-T(^)+0(log^)
pour x assez grand.

Posons
^x}^xÇ^dt.

Par l'hypothèse on a
w ( x ) . ,
—-——- —^0 ( X -> 00 ) .

De plus, par la non décroissance et positivité de T(^),
vTm , T(^) ,, w(x} r ^ T d ) , T(» . ,
; ———dt^——'^o, don —v—/ ̂  ; ——dt———'- •=. ̂ ' ( x ) ̂ o,
j t'1 — x — ' x — j r- x v / — '

*' X ,TC

ce qui montre à la fois que co(^) est non décroissante et que co'Çt) -> o, t-> oo .
Enfin,

w ( x ) — x ^ ( x ) ==T {x).
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Prenons un a tel que
w(x)

< £, ûû'(^)<£, ^>a,

et posons
£w(a)^(t)=-, pour t^a^ w,(t)=:w(t), t->a.

^i(t) est aussi non décroissante, et si Fon pose
J(t)= ^(t)—tw\(t),

on a
J ( f ) = o , t<a, J ( t ) = T ( t ) ^ o , t>66.

Alors, par le lemme G, on a pour x ^> a,

(3o) f^log
« ^ n f1 102

T 4- 1

T — 1

J ( .CT)^ ^ /-" I ,
,.. ^^^ ^log

/^> 00

^ T' ( y \ 1 ]
=~ -*- \^ / 1 1

t/l

T -

T -

og

H- l
— l

T-4-

T —

T

-1
- i

T(^T-)a?T

(.^),

vu que T(^) est non décroissante. Fixons uny>o. Pour z=x+iy, x'->a, le
lemme 2 donne, avec (3o),

Fiog
^o

(3i) i--\dw^(t)^T(x).
<:'

La fonction v^)=^_ co, (/) ne décroît pas, car co'̂ X e. Par le lemme 6,

J " x'-
log i -— d ( £ t ) =0,

"

donc, on peut appliquer le lemme 3 pour faire un raisonnement analogue à
celui dans la deuxième partie de la démonstration du théorème 3, et conclure :

C x z2r iog i-- d ( £ f ) ^ o ( i ) .
*/o L ,

Avec (3i), cela donne
/ ï00 rrï

\ log i-- ^s(^)^-T(^)+0(i-) (^>a);
^ o •

donc, si^(^)=[v,(^)],
^ao ^2

J ^S i-^ ^£(^^-T(.^)+0(log^) (^->oo).

Utilisons encore une fois le lemme 2 pour en déduire :
/"ï 30 '>

log C,(^)\=j log.i-^ ^(^^_T(^.)^O(I^^) (^-.oc),

et la suite /^) est de densité £, car
ÛÛ|(^) ^ W ( t )

-=———— ->0 (t->00).

C. Q. F. D.
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Il serait bon de voir si la réciproque du théorème 9 est vraie, même en se
restreignant à des suites de densité zéro. Malheureusement, nous ne sommes
nullement parvenus à le faire.

Donnons quelques applications du théorème 9.

THÉORÈME 10. — Pour une suite nÇt) = Dt + ̂ (t) avec

•'w^r r(1)/ ~r^ =o(iog^) (^^oo),
^'0

il existe une fonction T(.c) satisfaisant l'hypothèse du théorème 9 f et donc n(t)
est redressable^.

Remarque. — Ce résultat peut être considérablement amélioré; nous choi-
sissons la formulation ci-dessus pour faciliter la comparaison avec la matière du
paragraphe 4.

Démonstration. — Appliquons le complément du lemrne 1 au produit cano-
-s— et l'on anique C(^) associé à n(t). On prend À = i — — et l'on a
\x\x

^(^T) / X'^ T V - - / _ ^/•z l,^_2_^(-
logIG^I^/z^log'1-^ / -—r—————^_

Â ^0 1——^

(32) l o g | C ( ^ ) | ^ 2 / z ( ^ ) l o ^ + 2 / —T————-^—d^

Le premier terme de droite dans (82) est 0(\/^),^->oo; considérons alors le
deuxième. On a

(33) ̂ ^^^^^^j;^-^^^^,,

- / ;-à. \ ,
^0(logx)\\/,v+ aT^i—T')-2^ l=V/a;0(log.f) (.r-.oo).

\ ^o /

Pareillement, en posant ^ ==^,

,30 -/•'Ïw^.-r—^ï. ^(^S) ., —— -———- ci s
1 — T2 7, S- — 1 SJo I — T ^1 •<f I s

l- r'^^r-r-^— r""î ,— r^i^v-r— r'te^s ~ - l J » " J, ^ (•ï2-I)v, ll
- 1 ^ « J, ^ (•Ï2-I)V|.

^ A

0(log^^^VxOdoax^ l~ r\,\ \ r ;c2.çO(loîy^Z•) ,^^0(log^)-+-^ ———î——^
J ï ('ç- — I/^-i)^

^

'(/'\ A

^24- v/^0.(log^)+ 2 + t/cZ'0(log^)+ 0^ ,
t J, SÇS2—!)

==.(2 ̂ + i)O(log^) (^->oo).
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De (82) et la remarque qui la suit, (33) et (34); on a log] C(^)[^:Cte ^x\o^x

pour x assez grand, et l'intégrale de v^ Qïx prise entre i et oo converge.

THÉORÈME H. — &' pour un p <^ i, ^ - ' v ^ - dt <^ oo, î7 <?.r̂  ^/^ /o^c-
^ o

^o/i T(.r) satisfaisant à rhypothèse du théorème 9 (̂  /a suite est donc redressable\

Démonstration. — Utilisons la formule (3a) avec À = i—(log^)~2 . Le
premier terme de droite dans (3a) sera alors o f , , x ,,\ .r-^oo. Quant au

' / VOog.r)2/ ^
deuxième,

. ^(^)
À ^'r ^ T / . r ' ^T/' ^(^T) 7, ^

J. -i-^^ .̂ T-- -fe-^'^

^xP(\o^.xY ^ 1 T ̂  ' ^ == 0 ( XP ( log^ )2 ) • (.-r-^oo)
» -/ n

et
, / x \ ( x \ i'" ^L^^"^-'' V T ^ •/-'"-/;-^*^^-^-l./(î).0(.,(^),) (^.).

Alors, pour x ->oo,
/ y

log C(^)[^Cte.^(lo^)'+
(log.:r)-\

ce qui est croissante pour x assez grand. Et

.T^(log^)2r———10^/,^J, ^2 puisque p << r .

COROLLAIRE. — &*, joo^y t->aD, n(t) —T)t = O^0'), û^c a<^ i, la suite n(t)
est redressable.

Exemple 4. — La condition f ( - dt<^<x> n'entraîne pas l'existence
^ o

d'une fonction T(^) satisfaisant à l'hypothèse du théorème 9. (Bien entendu,
nous ne savons pas si la suite ne pourrait pas être redressable quand même,
puisque nous ne savons pas si la réciproque du théorème 9 est vraie.)

Preuve. — Prenons deux suites de nombres positifs, [x,,} et { M / , } , avec
x,^—.z^^>M/^-i; nous préciserons ces deux suites plus tard. Posons Q(t)=œ/,—t
pour x,,— M,,^t^x^ QÇt)=o dehors des intervalles [x/,—M/,—£/,, .r/,], et O(^)
linéaire sur des intervalles [^/,—M/,-—£/,, Xi,—M/,]; les £/, sont des petites
quantités ^> o. On note que toujours 6^) ^> — i.
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Si —u -> o, t -> oo, on a comme dans l'exemple 2,
^6^_^^

f -T—————^J-d^-^O^ (^oo),
Jo r • 2

où l'on a posé X/,= i — — • Ainsi, pour la suite
0 .3?/,

72(^=:[^+6^)]

on aura
[0(^)-^) ^i,

et par un calcul analogue à celui du théorème 1,
^(^T)_^/^ \

(35) 2 ^ —î————A^Z^^^^c^log^) (Â-->oo).
.70 I — ^ ^

Si chaque .r/^ est le quart d^un nombre entier impair, on a évidemment

( Xl \n y--\ = nÇxi^i^) et donc, par le complément du lemme 1,K /

log C(^) | ^^—0(log^- )+0( i ) (k->w) par (35) .
2

Alors, si T(.r)^log[C(*y)| est positive et non décroissante,

P'Iff^^ -0(log^)V^ - ——^^ - °(10^)» /2 —— \ o / \ -̂ y ^y i / —— /i r̂1 ^y»/̂ <• \ 2 / \œk. ^k+i / 4 •3^ -^À

pour k assez grand, vu que xi^^>x\. On voit facilement que ̂  —g—^ converge,
•̂ " ^'•k

k
donc, si

r o o T(^ ) v^^
M ^-dt<00- 2^<00•

D'autre part, on a
f^ ^(O , M|
J^-^^^-^^

c'est-à-dire que si les £/; sont assez faibles,

rî iî <.
^0

j ' V M|
des que ̂ ^__^ converge.

II s'agit alors de choisir les ^/, et les M/, de façon que

Xk+l —— My^i > X^, ——k -> 0,
'^Â-

v^ ^ v^ -i-vîM| y, M^.
/ —^T-TT <00 et 7 —^-—M^.)2 ^d^/,

7.-———TT—<00 et 7 —=:oo.
^-J {Xk—— M^.)2 ^d ^z.

/-• k
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Ce qui est assez facile ; il suffit de prendre
^+i>2^| et Mk+i= ^+1

Exemple 5. — II existe des suites
n ( t ) = D t - } - ^ ( t ) , .avec f0011^2. dt = oo,

•7"
qui sont redressables.

Preuve. — Posons 9 (^ )= -pou r o^t^e2, et -,— pour t^>e2; prenons
nÇt)=[t+Q(t)']. Q(^) est concave, donc n(r) redressable par le théorème 8.
Mais

r ^) ̂ ^ f " 0 9 ^ ) - 1 ^i ̂ ^ ——^-00-
Malgré rexemple 4, on a le :

THÉORÈME 12. — ̂  ^p(^) est positive et non décroissante, et si

r^iJ. tï ^<00,

il existe une fonction T(^) satisfaisant à U hypothèse du théorème 9 (et la suite
est redressable).

Démonstration. — Si x n'est pas un zéro de C(^), on a, comme dans le
lemme 6,

^(^T) , ( X\
\ —————- — ̂  — )

^ ,——^d^== -10g T^T ( ^ ( ^T)6 /T—T^(^T) )
^o ^n •

(36)

:/ ^10^ ̂  ^( l z7T)(^ï) (^T,

si ^(^) est non décroissante. Notons par T(^) la dernière intégrale dans (36);
on a

log |C(^) | ^T(^) , T(^)^o,

et T(.r) est non décroissante, puisque pour x'^>x,
^(^T)^^(^ï)

pour chaque T ^> o. On a enfin,

^^d-^wf:^^<ls<t'=f:w''-i' , 1 l , ^4-1a^ ( — loff ———r ti " ^ — i 6/^ <<00 .

C. Q. F. D.

Ce théorème inclut le résultat (voir [2], p. i3i) qu'une suite { X ^ } , avec

2 y- <^oc est toujours redressable.^/^
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