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SUR

LE THEOREME DE KUROS
DANS LES PRODUITS LIBRES

Par M. JuLian PETRESCO.

Cet article représente la premiére partie d’un travail se proposant d’adapter
aux produits libres, les procédés utilisés dans [ 6] pour les groupes libres.

On y trouvera une construction, fondée sur le théoréme de Zorn, des décom-
position libres d’un sous-groupe H appartenant a un produit libre II*A; elle
contient comme cas particulier la construction par double récurrence transfinie
de Kuros [4] et celle obtenue a partir d’'un bon ordre « semi-alphabétique » par
M. Hall [ 3].

H. W. Kuhn [2] et A.J. Weir [ 5] ont obtenu par ailleurs des constructions a
partir de « transversales », ou les considérations de « cancellation » sont
remplacées presque entiérement par des considérations d’homomorphisme.
Notre construction fait largement appel aux considérations de cancellation,
mais d’une facon assez systématique ; elle contient également comme cas
particuliers les constructions a partir de transversales.

Les rapports entre la construction donnée ici et les différentes autres construc-
tions, ainsi que les questions liées au théoréme de Grusko, feront cependant
I'objet d’un article ultérieur, ultilisant les mémes procédés.

1. A-secMENTATION. — Considérons une famille d’ensembles {A,} et notons
A= U A,. Siles éléments r; d’une n-suite R ={r,, ..., r,} appartiennent a A

nous disons que R est une A-suite; si les r; appartiennent tous 4 un méme
ensemble A, nous disons que R est une A,-suite. Nous notons S(r;r;) le segment
de R ayant r; comme. extrémité a gauche et r; comme extrémité a droite,
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Soit maintenant un cnsemble o/ de A,-sous-suites non vides de R, notées
S'={$0, ..., 5.}, 5 €R, s,€A,, et supposons que :

(1) tout élément de R appartient ¢ une Ay-sous-suite S' de p' et a une seule.

Nous disons que le segment S =S(s,5,) de R, compris entre les extrémités
5o et s, de S’ est le segment supporté par S’ et les éléments s, 0 =t Zu, de
celui-ci, sont dits supports de S. L’ensemble o des segments supportés par les S’
de o’ constitue une A-segmentation de R.

La correspondance entre les S' €' et les S€p est biunivoque, car a chaque S
correspond une A,-sous-suite de supports S' unique ; une extrémité de S est en
effet support de S et d’aprés (1) appartient a une S’ unique. Il s’ensuit que :

1) tout élément de R est support d’un segment S de o et d’un seul.
pp S p

Notons S,(r;) le segment de support r;, unique, appartenant i p.
Une A-segmentation ¢ est dite concordante si, pour chaque S€p :

(2) ri€S=S,(r;)CS.

Soit 8'=S(r;.,r;—y) U'intervalle séparant deux supports consécutifs s,_, =r;
et s,=r; de S; nous disons que les segments S‘, 1Z¢<u, sont les
tnter-supports de S.

1.1. Pour qu'une A-segmentation o de R soit concordante, il faut et il suffit
que, pour chaque SE€ ¢ :
(2’) ' riGS‘:Sp(ri)ES‘.

(2')=(2). Si r;€S est un support de S, d’aprés (1), S,(r;) = S; dans le cas
contraire, il existe ¢ tel que r;€S’, donc d’apres (2*), S,(r;,) €S‘CS.

(2)=(2"). D’apreés (2), r;€ S’ entraine S,(r;) €S; d’autre part, quel que soit
r; €S, r;€8,(r;) entraine d’aprés (2), S=1S,(r;) €S,(r;). Ona par conséquent
Se(r:) =S8, donc r;€S’, ce qui contredit r;€S". En définitive S,(r;)nS'=o,
de sorte que S,(r;) est contenu dans un inter-support de S, plus précisément
dans S, puisque r; € S". "

On conclut : si r; €S, S,(r;) coincide avec S ou bien est contenu dans un inter-
support de S. ’ '

1.2. Sip est une A-segmentation concordante et S, S, €p :
SinS;=38§,, S,, o.
Si S\ NS,5£o0, soit €S, NS,; daprés (1), S, =S,(r;) et dapres (2),
SiNS,=S,.8i S NS,=o0, onasoitS;NS,=S,, soit S, NS,=o.
1.3. Sip est une A-segmentation concordante de R et o, C o', l'ensemble o, des
segments supportés par les A,-sous-suites S, de o, dans R,= U S, est une

A-segmentation concordante de R, .
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R, et p; satisfont a (1') et par conséquent p, est une A-segmentation de R,.

Considérons d’autre part S, €, supporté par S, €, dans R, et soit S€p le
segment supporté par S, dans R. Si r,€S,=SNR,CS, on a d’aprés (2),
S,(r;) €S8, et par conséquent

Spl(”i) == Sp("i)nR1SSﬂR1: Sy,

de sorte que R, et g, satisont a (2).

Nous disons que p, est la A-segmentation induite par ¢ dans R,.

Soit maintenant S€p et notons : ¢ 'ensemble des segments de ¢ dont un
support appartient 4 S; ¢’ 'ensemble de ceux dont un support appartient a S*;

5" I'ensemble des segments de R — S de la forme S*— @ S*€p, ou un'support
do S* appartient 4 R —S.

1.4. o, ct et c* sont les A-se mentatlons concordantes induites par o dans S,
1 par p
St et R — S, respectivement.

En appliquant 1.3, on voit que :

Sil'on prend ¢, =24’, on a d’aprés (1') et (2), R,=S et p, =o0.

Sil'on prend ¢, = (g')’, on a d’aprés (1") et (2'), R, =S'et o, =a'.

o, ¢tant 'ensemble des segments S* de o dont un support appartient a R —S,
sil'on prend ¢, =4\, on a d’aprés (1) et (2), Ryk=R —S et o, = 5"

1.5. Pour que le segment S€ ¢ soit minimal dans 5 il faut et il suffit que
S =7.'; un S € p minimal est par conséquent un A,-segment.

SiS=1¥, r;€S entraine r;€S’, donc S,(r;) =S.

Réciproquement, pour tout r,€S, on a d’aprés (2), S,(r;)€S, et si S est
minimal, S,(7,) =S, donc r; €8’ et en définitive S =S'.

Considérons maintenant les ensembles {Ri} et {Si}, 1Zkn, de sous-suites
de R construites par récurrence comme suit :

(@) Ry =R;

(@) Ri=Ris — S

(b) S, estun A,-segment de R,.

Soit d’autre part :

(e) p=1{S}, l’erisemble’ des segments S, supportés dans R par les S;.

1.6. o est une A-segmentation concordante de R et réciproquement, pour

chaque A-segmentation concordante o de R, on peut construire deux ensembles
{ Ry} et { Sy} de sous-suites de R, satisfaisant, avec o, a (a), (b), (¢).

OnaR,DR;D>...DR:D..., desorte que sir;€R, il existe £ avec r;€R; et
ri€ R, ; mais d’aprés (a), R, =R, —8), donc r;€S). Par ailleurs, si €S,
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et ;€8 ala fois, et si par exemple k<h,ona d’aprés (a), r;gR,—S; =R, et
d’apres (b), r; €S, CR, CR,.,, ce qui est contradictoire. En définitive, on a (1").

Soit maintenant r, €S, CR; comme plus haut, il existe & avec r;€ S, CR,.
Puisque d’aprés (b), S), est un segment de R, R,., =R, — S, ne contient plus
d’éléments de S, d’ott kA ; pour la méme raison R,., = R,— S, ne contient
plus d’éléments de S,, de sorte qu'on a soit &= A, soit S;N S, = o, auquel cas
Si est contenu dans un inter-support de S,. Dans les deux cas, S.(ri)=S8,CS,
et par conséquent on a (2).

Supposons enfin la réciproque valable pour toute n*-suite avec n*< n et soit R
une n-suite admettant la A-segmentation concordante ¢. Un segment S minimal de
c estd’aprés 1.5 un A -segment et R—S est une n*-suite avec n*< n. Considérons
la A-segmentation concordante ¢*induite, d’aprés 1.4, par o dans R—S. D’aprés
I'hypothése on peut construire les ensembles {R,, ..., R} et {S,, ..., S| de
sous-suites de R — S satisfaisant, avec ¢*, a (@), (b), (¢). On déduit que les
ensembles {R, Ry, ..., Ry} et {S,S,, ..., S;} de sous-suites de R, et la segmen-
tation ¢, satisfont également a (a), (b), (¢). La proposition est par ailleurs
évidente pour n =1.

2. A-menmiTe. — Supposons maintenant que les A, soient des sous-groupes

du groupe G et notons R=rry...r,le produit des éléments d'une A-suite R,
dans I'ordre de R. Le segment S de R est dit unitaire, si

(3" S'=1,
ct ¢ est une A-segmentation unitaire de R, si ses segments sont unitaires.
2.1. St R admet une A-segmentation concordante et unitaire o,
R=1.
. ' .. . * . * . ’
Si la proposition est vraie pour toute n*-suite avec n*<n, considérons la
n-suite R et soit S un segment minimal de 5. On a d’aprés 1.5 et (3'), S=S'=1.
D’autre part R — S, qui est une n*-suite avec n*< n, admet d’aprés 1.4, une

A-segmentation concordante ¢* induite par g, dont les segments S*—S ont
mémes supports que les segments S* de ¢ ; il s’ensuit que ¢* est ¢galement uni-

taire, donc d’aprés I'hypothése R— S =1. Si I'on pose S=S(7;r;), on a par
conséquent ‘

R=nr ... r[ﬂgrjﬂ e P P Py e =R —S =1,
Par ailleurs, 2.1 est évidente pour n=1.

2.2 Pour qu’'une A-segmentation concordante ¢ de R soit unitaire il faut et il
suffit que, pour chaque S€ ¢ :

(3) S=1
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et I’on a alors pour tout ¢,
(39 . ) St—1.

Si o est concordante et unitaire et S€po, la A-segmentation concordante o
induite par ¢ dans S, d’apreés 1.4, est composée des segments de ¢ contenus dans
S et par conséquent ¢ est également unitaire; d’aprés 2.1, ona S =1.

Réciproquement, soit ¢ concordante, S==S(s,s,)€p et S'=S(ry,r;_s),
ri=S$,4, r;==95, un inter-support de S; d’aprés (2!), Se(7iva) =S(ryar,) ol
i+117,2Zj—1.8Sil'on considére plus généralement les segments définis par

Sé(rik+1) — S(rik+1rik+x)

(2') entraine i +1 20, <, <...<4<...Zj—1, de sorte que pour un
certain k, ;= j — 1. Si maintenant (3) est valable, on a
S(ryry,) =1,
d’ou
St— g(riH ). .§(r,~k_l+, ri_y)=I,
et en définitive '

1=S=s,5"s;...8s,...S4s,=— s08;...5,= 9.

Considérons maintenant une famille {A,} de sous-groupes A <1 de G qui

soient disjoints deux a deux. Une A-relation R=1 est dite A-identité si la
A-suite R admet une A-segmentation concordante et unitaire. D’aprés2.1et1.4:

2.3. St R=1 est une A-identité, p une A-segmentation concordante et unitaire

de R et si S€p, S=1 ainsi que S'=1 et R—S =1 sont également des A-identités.

Soit R=1{r,, ..., r,} une A-suite avec r;><1. Puisque les A sont disjoints
deux a deux, les A,-segments maximaux S; 1-=j—m, de R n’ont pas
d’éléments communs et d’autre part chaque r; de R appartientaun S;; il s’ensuit

que ceux-ci forment une suite {S,, ..., S| telle que R=S,S,...S,. Nous
disons que R*=1{S,, ..., S| est la réduite de R; on a R =R*.

R est dite par ailleurs A-suite réduite si tout A,-segment contient un seul
¢lément.

Il est clair que si les éléments de R* sont différents de 1, R* est une A-suite
réduite. Dans le cas contraire, on peut éliminer les S; égaux 4 1 et considérer la
réduite R? de la suite ainsi obtenue a partir de R', quon appellera seconde
réduite de R ; on peut continuer de la sorte jusqu’a une v®" réduite R dont les
¢éléments — s'ils ne sont pas tous égaux a 1, auquel cas R=R’'=1— sont
nécessairement différents de 1, ¢’est-a-dire que R” est une A-suite réduite avcec
R=R". '



112 JULIAN PETRESCO.

Nous disons d’autre part, comme dans [6], que la suite R d’¢léments de G est
irréductible, si S =1 pour tout segment SCR.

Soit enfin E, un systéme de générateurs de A, vérifiant : xr€E,— 2! €E,,
et notons E = U E.; E est évidemment un systéme de générateurs de [A].

Considérons les propositions :

(Ly) { Ay} est telle que les seules A-relations sont les A-identités.

(Ls) {A.} est telle que chaque élément 15~ x €[ A admet une représentation
unique comme A-produit réduit.

(Ly) { Ay} est telle qu’il n’existe pas de L-relation irréductible en dehors des
E,-relations.

2.4. On ales équivalences : (L,) <= (Ls) = (L,).

(Lo)=>(L,). Si 1522x=Re€[A], ou R est une A-suite, les réduites de R
procurent une représentation réduite de .

Si maintenant (L,) est valable, une A-suite réduite R est irréductible ; s'il
existe en effet SCR avee S=1, celle-ci est une A-identité, et d’apres 1.5 et (3),
un segment minimal S* de la A-segmentation concordante et unitaire p qu’admet
S est un A-segment avee S*=1 et contient par conséquent plus d'un élément.

Supposons enfin que 1 #x:[]a,-:[[bj avec l_[ai et [[bj réduits, done
irréductibles; d’apres (L)

R=] Lot T o=

est une A-identité et R admet une A-segmentation concordante et unitaire ¢. Si
S€p, ona S'=1 pour tout inter-support, de sorte que S’ se réduit nécessaire-
ment a ses deux extrémités dont I'une est dans {b,' . } et Uautre dans {a;},
doum=n,S=8(b"a;), S ={b;", a;} et en définitive a,= b;.

(Lg)=>(L,). Considérons une E-relation irréductible R =1 qui ne soit pas
E,-relation; la réduite {gl, ey S §, m> 2, de R est telle que _S—j'#lg ¢’est
donc une A-suite réduite avec R=1S,S,...S,, =1 et ceci contredit-(Lg).

(L;)=(La), Supposons (L) valable pour un certain systéme de générateurs
E=UE1. Si R=1 est une A-relation, nous disons que : R contient un
A,-segment S avec S =1.

La proposition est évidente s’il existe r;€R avec r;=1 ou si R=1 est une
A -relation. Dans le cas contraire, soit {g,, e, §m} la réduite de R; si pour
un certain j, S;=1, la proposition est également démontrée.

Enfin, le cas S;5£1 pour tout j est contradictoire. Posons en cffet S,€A, et
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soit SJ-=| |ejk une représentation irréductible de S; avec les éléments de E, .
k

La relation

R Lo

n’est pas une E,-relation, donc d’apreés (L,), 'ensemble des SCR, avec S;él
n'est pas vide et un segment minimal S* avec S*=1 est nécessairement un
E,-segment. Dans ces conditions, le fait que f Siy oues §m§ solt une suite réduite
entraine S*C f{e;, ..., €jn, | pour un certain j, circonstance exclue par gj# I
et irréductibilite de ]]e/, ‘

k

Considérons maintenant la A-relation R =1 et supposons qu’on ait construit
comme dans 1.6, les ensembles {R,, ..., Rylet {S,, ..., S} de sous-suites
de R satisfaisant 4 (@) et (b), et que de plus

_—-I.

g

Prenons R., = R,— §); on a d’aprés (4), Ripy=R,— S, =1, et par consé-
quent, en appliquant la remarque démontrée plus haut, on peut choisir dans
Rier un A,-segment S, avec S, ,=1. On déduit que (4) est valable pour
tout k. Mais alors la A-segmentation p = {S, |, définie comme dans (¢), concor-
dante d’aprés 1.6, est également telle que S, =1, c’est-a-dire unitaire.

Si (Ls) est valable on dit que { A, } est un systéme libre de sous-groupes de G,
ou encore que [A] est le produit libre des sous-groupes A, et l'on écrit
[A]=1I"A.,. , : : ,

L’intérét des équivalences 2.4 est de permettre le remplacement de (Lg)
dans la définition ci-dessus, soit par (L,), soit par (L,), qui seront seules
utilisées par la suite.

Si @ =R est la représentation réduite de 154z €ll*A,, on appelle longueur
A(z) de 2 le nombre w(R); on pose A(1)=o et 'on a A(x) =A(ax™).

Si M(x)=2m—+1, I'élément r,,, de R est dit centre c(x), la suite
{rs o, 1 moitié gauche M_ () et la suite {7,,.0, « .., Pyp | moitié drotte
M,(x)de x; la représentation réduite de @ s’écrit avec ces notations,

=Mzl (x).c(x).M,(z).

Si AM(x) =2m, r, est dit centre a gauche c_,(x) et r,., centre a droite ¢,(x)
de .

Nous notons enfin A(x) le sous-groupe A, avec c(x) €A,.

3. Excuamnapiite. — Considérons un produit libre II*A, et deux éléments x
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 2. 15
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et y de II*A,, de méme longueur impaire A =2m —+1 et tels que
A(z) =Ay) = Aa
x et y sont dits contigus si pour certains ¢, ¢'=—-1 :
(5) M (2) =M« (y),
et I'on écrit dans ce cas x~vy.x ~a™!; vy =T vy, yE ot

zvérifiant A(z3) =% et A(3)=A, est dit intermédiaire entre x et y si pour
certains e, g,, ¢/ =-1:

(6) Me(2) = M_¢, (z), M, (z) =M_o(y).

Si z est intermédiaire entre z et y il en est de méme pour z7*; si x ~vy, &
ainsi que y=* sont intermédiaires entre x et y; si z est intermédiaire entre x
et y, onax~uset z~y, mais la réciproque n’est pas valable.

Soit maintenant H un sous-groupe de II*A et supposons de plus que z et y
appartiennent a H.

x et y sont dits enchainables (dans H) par la suite {z,, ..., z,} d’éléments

de H, si x~vz, 5,~v3,, ..., 5,~vy, autrement dit, d’aprés (5), si pour
Certains €, &5, ..., Ey, €,y - .., &y, &/=-1:
(7) M. (z) =M_¢;(z1), M, (51) =M_¢;(2.), SRR M, (zy) =M_o (y),

et I'on écrit dans ce cas xAy. xAy est une relation d’équivalence; xzAx—;
r~vy=xAy.

3.1. St @ et y sont enchainables par { z,, . . ., z,}, on peut déterminer quels que
sotent €., €,——1, certains 1, Yy, ..., 1, v égaux a — 1, o ou 1, tels que

(7) 20Z Ay =ML (2).a. My (y),  a€A,.

Si I'on convient de poser M, () = M,(3,) =M,(y)=1, 1=Zp v, ona
angh. syt =My (). (@) My (2) . M2}, (51).¢ (5,) . My, (51)
M ()6 (59) My, (59) . MY () €7 () - My (),
de sorte que si I'on prend

0 sl g Z¢E 0 sioen7 ey , (o sl €,2¢
n= . ’ n[L: ’ . <7 4 ’ 7 LR o
go==¢ sl g=—c¢ =gy sl gu—=gy, gy=¢ slegy=—¢e

(77) entraine (7).

3.2. Pour que x et y soient enchainables, il faut et il suffit qu'un z€H sout
intermédiaire entre x et y.

La condition est évidemment suflisante.
Réciproquement, supposons z,, ...,5,€Hl, x~vz,, ..., z~y; daprés 3.1,
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il existe z&H avec .
s=anzl. . .y =M"L (z).a.My(y), a€A,.

Siaz£1, d’aprés (7), z est intermédiaire entre x et y.
Sia=1,o0na

z

MzL (x). Mg (y) = [M:1 (x).c(x).M, (x)]s“ [1\_’]5‘01 (z).c=(z). M, (y)] =™z

ouz eH et
:':M;oi(x).c—so(x).Ma‘g(y), 1F c % (z) €A,

c¢’est-a-dire que 5’ est intermédiaire entre x et y.

xze€ll*A,, de longueur impaire A = 2m 1, est dit élément symétrique (*) de
moiti¢ M(z), si M_,(x) =M, (x) =M(z), autrement dit si « est conjugué a
un élément d'un A,.

x et y, symétriques, sont dits semblables si M(x) =M(y) et 'on écrit x~y;
pour x et y non symétriques nous posons &~y < x=y**'; la relation ~ est
une relation d’équivalence.

Une suite R={r,, ..., r,| d’éléments de II*A, est dite x-simple si la classe
des r; semblables a « se réduit a un seul élément de R; R est x-simple a gauche
ou a drotte 1 ry~ x, ou r,~ x, respectivement.

Un sous-groupe B de H de la forme
B=HnM AQM,

ou M est la représentation réduite d’'un élément de II*A est dit sous-groupe
symétrique de H, de centre ¢(B) =MBM—*CA(B) = A, etde moiti¢ M(B)=M;
B est conjugué a un sous-groupe d’un A,.

Les éléments x >4 1 d'un sous-groupe symétrique B sont des éléments symé-
triques avec A(x)=A(B) et M(x) = M(B), que nous appelons éléments prin-
cipaux de B; si B est un sous-groupe cyclique engendré par un non symétrique,
les éléments principaux de B sont ses deux générateurs.

Appelons sous-groupe premier de H, un sous-groupe qui est soit symétrique,
soit cyclique engendré par un non symétrique.

A chaque symétrique « de H on associe le sous-groupe symétrique
B(x)=HAM"'(z).A(x).M(z) le contenant, unique; 4 chaque non symé-
trique & on associe le sous-groupe premier cyclique B(x) engendré par x; la
classe des éléments semblables a « coincide avec I'ensemble B*(x) des éléments
principaux de B(x).

Deux sous-groupes premiers B, et B, sont dits enchainables si leurs éléments

(") « Transformation » dans la terminologie de Kuro¥ [4].
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principaux sont enchainables; il s’agit évidemment d’une relation d’équivalence
dans I’ensemble des sous-groupes premiers.

3.3. Deux sous-groupes symétriques enchainables B, et B, sont conjugués dans H
et leurs centres c¢(B,) et c(B,) sont conjugués dans A(B,) = A(B,) =A

Soient x €B, et y €B, deux éléments principaux donc enchainables; d’aprés
3.2, il existe €l intermédiaire entre x et y et puisque ceux-ci sont symé-
triques,

=M (z).a.M(y), 1 Za€A,.

Si maintenant £~ x :

Fs=M-"(y).a .c(3).a.M()y)€D,, 17a".c(c).a€c(B,)CA,.
d’ou
= 'B,zC B,, a'c(By).aCe(B,);
de maniére analogue
zBys1CBy,  a.¢(By).a'Ce(By),
done
B2 z71B, 3, c(By)Ca'.c(B)).a.

Un ensemble X d’éléments de H est dit enchainé si quel que soit le couple @, y
d’éléments enchainables de X, z€[X] pour un certain z intermédiaire entre x
et y; en particulier, X est enchainé si x et y sont enchainables par une suite
{z1, ..., 3} d¢léments de X.

X est dit bien enchainé si quel que soit le couple &, y d’éléments enchainables
de X, z&€[X] pour tout zintermédiaire entre x et y.

Une famille {Bs} de sous-groupes premiers de H est dite enchainée ou bien
enchainée si I'ensemble B des éléments principaux des sous-groupes By est
enchainé ou bien enchainé, respectivement. ‘

3.4. Pour qu’un ensemble enchainé X soit bien enchainé, il faut et il suffit que,
quelle que soit la classe d’enchainabilité A(v) dans X,

B—=HnM;' ("1))-A("o)-M3(VO)S[XJ

pour un certain ¢, €A(v) et un certain : = -4-1.

La condition est nécessaire car les ¢léments principaux de B sont intermé-
diaires entre ¢, et ¢,.

Réciproquement soit 3= M_; («).a.M,,(y) intermédiaire entre x, y €A(v).
Si X est enchainé, il existe z, € [X] intermédiaire entre x et ¢, et 5, €[X]
intermédiaire entre ¢, et y, donc d’aprés (7')

ah st =ML (2).a,. Mc(s,), v sy = Mgt (0y) . ata . Mgy ().
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ou a,, a,€A(9,). Soit maintenant o’ € A(¢,) tel que a,a’=a; on a
Mzt (0y).a My () = Mz" (0). @' a7 M (00) . Mz" (00) .00 M, (3)
= b 5Py, beBC[X],
de sorte que

=ML (2). 0. My (y) =Mzt (). a,. M (0,) . Mz (9,). ' Mz (y)

o s - ! o
— 2o beth sy €[ X1

4. Revarions imrEpucriBLES. — Considérons une relation irréductibleR=r, rs...r,

avec r; €II*A,, et supposons d'une part que w(R) >3, d’autre part que les r; ne
h(ry)

sont pas tous symétriques semblables; soit r,-:[Iaij, la représentation réduite

/
de r; et notons

{(R) =max{i(r;)!, E\:H Hai[.
i j

Si de plus R, admet une A-segmentation concordante et unitaire ¢, appelons
couverture centrale C (r;) le segment minimum appartenant a g UR, et contenant
les centres de r; (dont I'existence est assurée par 1.2).

A.r. St L(R)=2m, il existe pour tout r,€R vérifiant 7(r,)=I(R), un
segment S de R, r,-simple, avec 1(S) < A(r,).

D’aprés (L), R,=1 est une A-identité; soit ¢ la A-segmentation concordante
et unitaire qu'admet R,.

Considérons I'ensemble ¢* des couvertures centrales C,(r;) correspondant
aux r; semblables a r, et soit C=C,(r,), r,~r,, un segment minimal de ¢*.

(A) Un inter-support C' de C contient des centres de tout au plus un seul r;
semblable a r,; il en est de méme pour R, si C =R,.

Supposons en effet ¢ < £,
Vi T r,, A+l =— cl(”i)ECt, a/{/ll:c—1(r/\‘)ecl7
et notons S*=S(a; ;.11 ); 'hypothése que C est minimal dans ¢* entraine
a€8'=S,(a)CS,

qui reste valable si C=R,, @; .. =c () €R,, @, =c_,(r;)ER,.
L’ensemble des S,(a) avec a€S* constitue donc une A-segmentation de S*
concordante et, de méme que g, unitaire; d’aprés 2.1, on a par conséquent

§*:I.
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Si ri—ry, -
S(riri—1) =au...qum.-S . Qgp. . G51 =1,
et st ri= 7‘;1,

S(rirk) =@ @ S W U =1, g(riH ri—1) =17 S(rirg) . rpt =1,

ce qui contredit dans les deux cas 'hypothése : R irréductible et w(R) > 3.

D’aprés (A), si C=R,, R est r,-simple et par ailleurs 2(R) = o < A(r,), de
sorte qu'on peut prendre S =R.

Si Cz£R,, considérons parmi les inter-supports de C=C,(r,), I'inter-
support C/, unique, contenant des centres de r, et posons C'=S(a; .\ aw).
On a d’apreés (3'), C'=1; d’autre part a;, et a; ., sont des supports de C appar-
tenant & un méme A,, de sorte que a;;a;, ., = a€A,.

Quatre cas sont a distinguer :

1° ¢ (r;)C et c_,(r.)gC'. — Dans ce cas r, €S(ri 7y ) et d’aprés (A),
S(7ia1i—y ) est r-simple. D’autre part

2(1(r) —JI<A(r) Z0(ry),  2h<A(re) Z 4(ry),

done A(r;)) —j—+h < W(r), et
S(ricirie) = @ity @i s oy Cloagh . cagd = aplpy. . @iy agh- - agh,

de sorte que
MS(rivime) | Z0(r) — j+ b < ().

On peut prendre S = S(ri4 7).

2° ¢, (r;)€C et c_, (r,)gC'. — On ar,€S(r;r,_,) qui est r,-simple. D’autre
part ‘
2f ZW(ry) Z h(ry), a2l < A(ry),
done j 4 A< A(1,), et _
S(rire—) = auy. . QA ..o,
de sorte que -
MS(rirmen]=j+h <i(ry).

On peut prendre S = S(r;7_,).

3 ey (r)gCl et c_y(r,)€C!. — Ce cas est analogue a 2° et I'on peut prendre
S:S(r,-ﬂr,‘). .

4° ey(r;)eC et c_ (r,)€l’. — Onar,&S(rr;) quiest r-simple. D’autre
part v

.

2f Z1(r) 2[M(r) — B Z () Z (),
donc j+ A(re)—h A (1), et

S(rirk) = @ « Qi G jor - - Qe = Qir e« O Qs e o O gl
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de sorte que :
MS(rir )] £j+h(r) — h— 1< k(ry).

On peut prendre S =S(7;7;).
“hioo. St I(R)=2m -1, il existe pour tout r,€R vérifiant ).(r,)=I(R),

et tout e = 1, soit un segment S_, de R, r,-simple a gauche, soit un segment S,
de R, r,-simple a droite, avec

g_n:[M:«l,l(ri).a.—M]n, aeA(ry), l(lﬁ)ém, n==rt1,
ott l'on a U'une des quatre conditions :

(a) a=1;

(B) 2(M) < m:

(v) M_y(ri) =Mo(r,), M= M, (rs), redery;

(%) sir, est non symétriqgue, M_,(r;) =M =M_.(r,).

Considérons comme dans 4.1, R,=1, la A-segmentation concordante et uni-
taire p qu'admet R,, 'ensemble ¢* des couvertures centrales d’éléments sem-
blables a r, et soit C=C,(r,), r,~r,, un segment minimal de ¢*.

On a ¢(r,)€C, donc d’aprés (2), S,[c(r,)]€C, et puisque C est minimum
dans g UR, a contenir ¢(r,), S,[c¢(r,)]=C; C&yp, et c(r,) est un support de C.

(A) Un inter-support C' de C né contient pas des centres d'éléments r; sem-
blables a r,.

En effet, ¢(r;) € C* entraine d’aprés (2), |
Co (1) E8p[e(r)]€CicC,

ce qui contredit "hypothése que C est minimal dans ¢*; ¢(r;) est un support de C.

Posons C = S(a; j.1a,); on a d’aprés (3), C=1.

Cherchons maintenant parmi les inter-supports de C, un inter-support C!
contenant une moitié M, (r;) avec M, (7;) =M.(r,), ri~~r,.

Si un tel C’ n’existe pas, r, est non symétrique et par ailleurs, en tenant
compte également de (A), on conclut que c(7,) est une extrémité de C; soit par
exemple u=1, j=m, a; ;... = ¢,=c(r;). D’autre part r,s«r, pour i<t < ket
sirye~r,onah<m-1.Dans ce dernier cas on peut méme supposer h=_m,
car h =m -1 est contradictoire; en effet si r,—=r,, C* ou C* est dans les condi-
tions requises pour C’ et si.r,=r;"

g(rz'rlc) =1 ...Aim- C-ak,nz—q—‘z o Qo = 1 g(ri+1 rk»—i) —1I.
Il reste a étudier le cas :

° Soit rer,, soit rye~r, et h=—m. — Sic_,(r,)&C, S(r;ri_,) est r,-simple
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a gauche et 1 =m, d’ou

S(rire) =an) ... amagt ... ag' =M _, (r;). M, I(M—)élzézn;
on peut prendre S_, = S(riri_y) car celui-ci vérifie (a).

Sic_y(r)€C, on a nécessairement r,o<r,, donc S(r;r;) est r,-simple & gauche
et A(r) —h=m, d’ou -

S(rirt) =ag . . . @, Wit v o Qg =Mz (r:). M, }(M)é rry) —h=Zm;
on peut prendre S_, = S(r;r;) car celui-ci vérifie («).
Si d’autre part il existe C' avec
M, (r;) €, My (r;) = Mc(ry), riery,
supposons par exemple ry=r1; d’aprés (A), C’ est nécessairement de la forme

C'=S(a; ms2ai); toujours d'aprés (A), r,o«r pour i<+ <k; d'aprées (3'),

('=1; enfin
s Aot = Cr €= (L E A (ry).
Trois cas sont a distinguer une fois choisi (' :

2° Soit A(ry)<2m—-1,80it A(r,)=2m—1 et s pi e (ry). — Sie_y(ry) &,
S(riri—1) est r,~simple & gauche et puisque a; ;.= ¢(r;), on a b <m, d’ou

g(l‘[l‘k_.l) =y e U Cloag}...ait = M:,{ (7). @iy - 1\_1, i €A(r,),
K(M)_/I” h<<m;

on peut prendre S_, = S(r;r,_, ) car celui-ci vérifie (§).
St ¢ (ri)eC daprés (A), rir, done S(r r;) est r-simple a4 gauche et
Ar) —h—1<m, dou

§(rirk) =Sy e Qe Qi e () = M- (ri).a.M, acA(ry),
X(M)él(rk) —h—1<<m;
on peut prendre S_, =S (r;r,) car celui-ci vérifie ().

3° A(r)=2m—1, a; . :=c(ry), 1k r,. — Dans ce cas, S(riri)estr,-simple
a gauche et A=m, d’ou

S(Fr) = v Aot + v+ Qpmst + o+ Grpmr =M} (r).a. M,  aeA(r,), M=M,(r\);

on peut prendre S_, = S(r;r,) car celui-ci vérifie (y).
Si maintenant ay ;.. = ¢(r), ;2 r, o~ r, et si r, est symétrique,

g(rl’Hrk;l) = A e Wi Qo At = M;! (ri).M_, (re) =M—(ry). M(r,) =1,

c’est-a-dire, étant donnée 'irréductibilité de R, kF =i +1.
Cect étant vrai pour tout inter-support C’ compris entre des supports centres
de symétriques semblables a r,, il s’ensuit que si 'on ne réussit pas a choisir
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un C* vérifiant 2° ou 3°, le segment S(r,7;) de R déterminé par C=S[c(r,),
c¢(r>)], ne contient que des r; symétriques semblables 4 r, et

S(rere) =M=} (r;). C. M, (ry) =M~ (r,). M(ry) =1,

ce qui est en contradiction avec les hypothéses faites sur R.
Si par ailleurs, dans le cas de r, non symétrique, @, ;.. =c(r;), ;,=r;", on a
h= m, d’ou

g(rirk) =G Wt @t - e s Qa = 1, S(rigare)=r.
Il reste a étudier le cas :
4° r, non symétrique, a; ;.= c(r;), ri=ry~r,. — Dans ce cas S(r;r,_,)
est -simple a gauche et A =m, d’ou
S(Pirey) = s« o oy @7, izt =ML (1) C @ g .M, Aimr €EA(1Y),

M=M_ (r)=M_(r)=M_(r);

.

on peut prendre S_, = S(r;r,_,) car celui-ci vérifie (¢).

5. Turorime pE Kuros. — Si XCI*A,, notons X(A) 'ensemble des xe€X
avec A(ax) =) et soit H un sous-groupe de II*A,.

(Bl 1Bt ooy {B), ... étant des ensembles d’indices, considérons les
systemes de sous-groupes premiers de H,

[BY|SiBEIC... C

=
o

définis par récurrence comme suit :
(a'){Bj, | est un systéme libre bien enchainé mazimal tel que
B'CH(1).
(a) {Bj, | est un systéme libre bien enchainé maximal tel que

{B',1<{B} ], B:CH(),

ou, notation déja utilisée, B* est I'ensemble des éléments principaux des sous-
groupes By . Il est évident que la propriété d'un systéme de sous-groupes

‘étre libre est une propriété de caractére fini et l'on voit d’autre part
facilement que la propriété d'un systéme de sous-groupes premiers de H d’étre
bien enchainé est une propriété inductive. L’existence des systémes maximaux
{BY, | est donc assurée par le théoréme de Zorn (avec la convention que le sys-

téme vide de sous-groupes premiers est libre bien enchainé). Notons :
(b) {Bg}= U (B, )3 suivant les remarques ci-dessus {Bs} est également un

systéme libre bien enchainé de sous-groupes de H.
Arn. Ec, Norm., (3), LXXV. — Fasc. 2. 16
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5.1. Ona H=1I"Bg.

Il suffit d’établir HS[B]. Supposons H(A — 1) C[B*~*] et montrons que
(8) (%) S [B). |

Soitz€H(A); sii(x)ZA—1,onaxeH(h—1)C[B"*|C[B"]; sih(z)=A
et si € B}, pour un certain §,, on a x €Bj, C[B*].

Considérons donc les ¢léments x € H avec A(z) ="k et z&Bj, pour tout f,;
onaB(z)NBy =1.

Si A =2m, B*UB*(x) est un ensemble bien enchainé; d’apres (@) il s’ensuit
que {Bg,, B(2)| n’est pas un.systéme libre. Il existe done, d’aprés (L,), une
relation R=1 irréductible entre les éléments de B* U B*(x) qui n’appartiennent
pas tous & un méme sous-groupe de {B%, B(x)] on déduit que w(R)>.3 et
que les éléments de R ne sont pas tous symétriques semblables. Puisque { B, |
est un systeme libre, il existe », €R avec r,~ x et d’autre part

AMry)=i(z)=r=1(r).
On a par conséquent d’aprés 4.1, une égalité de la forme

Ly e X TVZ o =S,

ou S est z-simple donc za; €B, et )‘(’S) ~ X —1donc

SeH() —1)g[B—]C[BY),

de sorte que z €[ B"]. "
Supposons maintenant A = 2m—-1; on montre successivement :

"~ (A) Tout x avec h(x) =%, contigu & un élément de B*, appartient a [ B*].
Six est contigu a4 y € B*, B U B*(2) est enchainé et, dans celui-ci, A(@) =A(y);
mais d’apres 3.4, BrUB*(x) est dans ces conditions bien enchainé. On déduit

comme plus haut 'existence de R =1 irréductible et de r,€R avec r,~x et
A(r,)=h(x) =2A=I(R) de sorte que si ¢ est déterminé par M.(r,) = M_..(y),
on a d’aprés 4.2 une égalité de la forme

(xSoxy. . 2y)i= g_n:[ﬁjl (x%).a. 1\71]*1, . xoex;eBY,
ou — éventualités (2) et (B) — A(S_,) =X —1, ou bien — éventualités (y) et

(8)—§_n est intermédiaire entre deux éléments de B*; dans les deux cas
S_,€[B"], de sorte que xz €[ B*]. ‘

(B) Tout & avec \(x) = )., symétrique, appartient a [ B ].
Si le symétrique x est enchainable 4 y €B?, soit z =M"*(x).a. ng(y) I'inter-
médiaire entre z et y dont I'existence est assurée par 3.2; on a

zzyt=M-1(2).c(2).a.c¢(y). Mc(y)= 3,
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ot z est contigua y €B* et 5’ est soit tel que A (3')= )k — 1, soit contigu 4 y €B.
Sil'on tient compte de (A), on déduit z, '’€[B"], de sorte que z & [B*].

Si le symétrique « n’est enchainable a aucun élément de B*, B*UB*(z) est
bien enchainé et I'on déduit comme dans (A) I'existence d'une égalité de la
forme

(Exl...x,,l)"':g_,,,:[m (£).a. M1, E~v oo xe B,

ot — éventualités (o) et (3) —A(S_,) = A —1, ou bien — éventualité (y)—
est contigu a un élément de B*; mais alors

"’1

(z2@, ... 2p) = (2 i, . ..o =| 2. 5. M-t (5).a. M|
=[M-1(8).c(x).c7t(£).a.M |7 =S*,,

ou 8", est soit tel que 1 (S”, ) A —1, soit contigu a un élément de B*; on conclut
en faisant intervenir (A) que S*, €[B*] et en définitive x€[B*]. '

(C) Tout x avec ).(x) =\ appartient a [ B:].

Supposons @ non symétrique. Si 'on tient compte de (B), B*UB*(x) est
d’apres 3.4, bien enchainé, et I'on déduit comme dans (A) I'existence d’une
égalité de la forme

(@oz). .. 2,)"=S_, = [M_; (z%).a.M], z sz, € B,

ou — éventualités (a) et (8) — »(S_,) = »—1, ou bien — éventualité (Y)—S_,
est contigu a un élément de B’, ou encore — éventualité (3) — S_, est symé-

trique ; on conclut en faisant intervenir (A) et (B) que S_, €[ B*] et en définitive
ze€[B"]. .

Avec la convention que tout « avec A(x)=1 est symétrique, (8) est par
ailleurs évidente pour 2 =1, de sorte qu’elle est valable pour tout % ; on déduit
en tenant compte de ()

H=|_JH})C U[B‘A]:[U B7~]:{B].
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