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SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER

ET LEURS

APPLICATIONS AUX SERIES

ET SUR

LES FONCTIONS TYPIQUEMENT REELLES D'ORDRE ,

Par M. Nicoras ARTEMIADIS.

INTRODUCTION.

N

L’idée simple qui se trouve & la base de la premiére partie du présent
travail est la suivante : si ’on considére une fonction F(z):Zanz":Z a,r"e"

définie dans le cercle-unité, certaines hypothéses faites sur F(z) entrainent
certaines propriétés des coefficients { a,} de cette fonction. Si I’on suppose, par

exemple, que F(3) =13 +Z a,z" est une fonction univalente holomorphe dans

. n=2
le cercle-unité et que la partie du plan couverte par ses valeurs est étoilée par
rapport a l'origine, alors I'inégalité |a,| <= a lieu pour tout . En partant de
cette remarque nous avons voulu, sur le conseil de M. S. Mandelbrojt, faire
correspondre a la suite {a,} une fonction f(z) appartenant & la classe L, de
fonctions absolument intégrables sur toute la droite réelle et a F(z) la trans-
formée de Fourier de (), dans I'intention de trouver une estimation de f(z).

Ainsi, dans le premier chapitre nous démontrons un certain nombre de
théorémes du type suivant : nous considérons une fonction appartenant a la
classe L, et nous obtenons des estimations de cette fonction selon les hypothéses,
plus ou moins simples, faites sur sa transformée de Fourier.

Le second chapitre est consacré aux applications des résultats obtenus, aux
fonctions données par leur développement en série de Taylor ou de Dirichlet.
Nous retrouvons donc le probléme qui nous a servi comme point de départ et
nous I'étudions munis en plus des outils nouveaux, fournis par le chapitre I
et des méthodes nouvelles utilisant la transformée de Fourier dans I'étude des
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270 N. ARTEMIADIS.

séries. Nous obtenons ainsi plusieurs résultats nouveaux concernant les coeffi-
cients de Taylor des fonctions typiquement réelles [13]. Nous retrouvons et
nous améliorons I'inégalité principale de M. S. Mandelbrojt, qui lui a servi pour
démontrer son théoréme sur la sommabilité de la série des coefficients de
Taylor d’une fonction typiquement réelle [ 10]. Nous introduisons deux nou-
velles classes de fonctions, les classes It et 9T. Pour la classe 1T, un théoréme

, alors

x=1—0 1 —

analogue a celui de Hardy-Littlewood <si a,>0 et Ea,,,a:“ ~

nw=10

v
Ea”r\/v> est donné. Pour toute fonction Eanz” de la classe 9T l'iné-

n=0

galité |a,|n a lieu. De nouveaux résultats intéressants, sont obtenus

“concernant les coefficients de Taylor d'une fonction univalente holomorphe et
étoilée dans le cercle-unité et les coefficients d’une certaine classe de fonctions

représentées par une série de Dirichlet.

Dans le chapitre III nous nous occupons de la classe B(p) (p entier positif)
de fonctions typiquement réelles d’ordre p. Cette classe de fonctions a été
étudiée par MM. A. W. Goodman et S. Robertson dans [8]. Nous généralisons
le théoréme de M. S. Mandelbrojt, mentionné plus haut, dans le cas oup >1
en introduisant une nouvelle méthode de sommation (M, sommabilité) ins-
pirée par celle de M. S. Mandelbrojt et nous donnons des estimations concer-
nant les coefficients des fonctions de la classe ©(p) plus précises que celles
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson. D’autres résultats de caractére
taubérien concernant les séries de coefficients des fonctions de la classe ®(1)
sont obtenus.

La plus grande partie des résultats de cette thése ont fait 'objet des Notes [1],
(2], [3]. [4].

Je suis trés heureux de pouvair exprimer ici ma profonde gratitude a
M. S. Mandelbrojt pour les conseils qu’il m’a prodigués pendant la rédaction de
ce travail.

Qu’il me soit permis enfin de rémercier MM. G. Choquet et J. Dixmier qui
avec M. S. Mandelbrojt m’ont fait I'honneur d’accepter de constituer le jury.

NOTATIONS.

I. Nous désignons par

’ T f(z)="T(f) :_-fxf(x) % dze

la transformée de Fourier d’une fonction () de la classe L, de fonctions abso-
lument intégrables sur toute la droite réelle.
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II. La classe des fonctions qui sont des transformées de Fourier de fonctions
de la classe L, est désignée par A.

HI. Si g(x) est une fonction réelle de la variable réelle o, nous désignons
par g(x)~ la fonction définie comme suit :

g(x) lorsque g(x)<o,
glz)y—= o lorsque  g(z)>o.
IV. Par
fre=[ fe=rsdr

nous désignons le produit de composition de deux fonctions f(z) et g(x) de
la classe L,.

V. Etant donné une fonction f€L,, nous désignons par E, 'ensemble des
valeurs de la variable «, telles que R, T(f) < o. E, sera la fermeture de E,.

VI. Si ax, hi e sont des nombres positifs finis, nous désignons par
W, e (®) = wi(a), la fonction de la classe A définie comme suit :

o pour |o|> ap—+ 25,

. 28,
c.)/..(oz):hkO‘—_i———Z—,‘E:—_——iL » — ap— 26 o Z—
hy » || Zay,
g 28— -
/lk—/(—u—~ » ar < o Z A+ 2.
2¢€
VII. Posons
TPi(z) = wr(a).
On trouve
VIII.
hr cosarx — cos(a;—+ 28;.) @
Pk(x) = e— ( ) -

2 TEL x?

Si A est un nombre réel, on pose

IX. . ‘ -
ox(o -+ 1) = T[Pi() ] = wif.

X. p. p. est abréviation des mots : presque partout.
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CHAPITRE 1.

ESTIMATION D’UNE FONCTION APPARTENANT A LA CLASSE L,.

1.1. DrrmnTioN DE LA cLassE L. — Nous dirons qu'une fonction /(&) appar-
tient a la classe L] si :

a. f(x)€L1§

b. [R,T(f)]-€L,.

Remarquons que si f(x)€L;, il existe toujours une suite d’intervalles

fermés (1.}, telle que E;C U I et telle que si I'on pose
p

1.1.2.
hy=max|R, T(f)| (aeknE,)

on ait, si I'on désigne par I, la longueur de I'intervalle I,

ilkllk<+w-

k=1

1.2. DEFINITION D’UNE FONCTION REGULARISANTE D’UNE FONCTION DE LA CLASSE L,. —
Etant donné une fonction f(x)&€L, nous dirons que la fonction P(x) est une
. régularisante de f(x) si, \

a. P(z)eL;
b. R, T(f+P)>o.

Remarque. — 11 est clair que la classe L] n’est pas vide. Par exemple, toute
fonction de la classe L, dont la transformée de Fourier est & support borné,
appartient a L. Une telle fonction aura comme régularisante une fonction de
la forme (VIII). Remarquons aussi que si f(z)€L] et[R,T(f)]-€A, alors la
fonction

— 5 ) (BT
est une régularisante de f(x).
1.3. EXISTENCE DES REGULARISANTES DES FONCTIONS DE LA CLASSE L.
LemMe. — Hypotheéses : f(x)€L]; soit { ¢} une suite de nombres positifs telle

que thin<+°°a ou h; est la quantité (1.1.2); désignons respectivement
k=1 ‘

par — Ay, et a, Uabscisse du milieu et la moitié de la longueur de Uintervalle 1, ;

st Pu(x) et ™ sont respectivement les fonctions (VIII) et (IX) pour A= 7\/.

posons formellement
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1.3.1.
P (x) ____E P, etk
k=1
ct
o(a) :2 WM (a).
k=1
Conclusions :
a. P(x) est une fonction régularisante de f(x);
b. P(x) est continue;
c. T(P)=w(a).
Démonstration. — D’aprés (VII), on trouve
Py () eibir — fop (- &) sin(ag—+ &) x singx e,
T (m+e)r gz
d’ou
Ilk(ak—i—- 8k) .

ikt
[Pr(z) ether | Z p

Par conséquent

1.3.2.

Z | Pr() ety | <<+ .

k=1

La série (1.3.1) étant uniformément convergente, la fonction P(x) est
continue.
Considérons la fonction

hi(ar—+ &)

= pour || <1,
gr(z) =
————Ilk(ak+8k) —I— pour |x|>1.
T x-
Ona
| Pi(z) e | Zgp ()
et
4
| g llL,= Ehk(ak“‘ &)-
Donc

S Pe(a) e [, < -+ 0.

k=1

Par conséquent
P(z)e€L,.



274 . N. ARTEMIADIS.

Posons
G(a:) :Eérk(x),
k=1
Srz(tz') :2 Pk(x) g“nkl',
k=1
Qn(d):Em(z\w(a).
k=1
On a

Q) =T(S,).
Mais puisque
1Su(z) | ZG(z) et G(z)el,

le théoréme de Lebesgue concernant le passage a la limite donne

()= lim &,(a) = lim Sn(x) e* dx :[ P(x)e** de.

n—==» n=wdJ_ ,

On en conclut que w(a)€A et que T(P) = w(a).
On constate enfin que d’aprés la facon dont on a construit la fonction P(x),
on a
R.T(f+P)>o.

On en conclut que la fonction P(x) est une régularisante de la fonction f(x)
et le lemme se trouve démontré.

1.3.3. Remarque. — Le lemme 1.3 affirme que toute fonction de la classe L;
posséde une régularisante. Elle en posséde méme une infinité selon le choix de
la suite {¢,},

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons un certain nombre de propo-

_sitions qui peuvent étre considérées comme cas particuliers du théoréme
principal de ce chapitre, théoréme que nous démontrerons dans le para-
graphe 1.5.

1.4. THEOREME :

1.4.1. Hypothéses : f(x)€L,; R.T(f)>o0; il existe un nombre c dont la
partie réelle est positive et tel que f 1[ S+ f(—t)—c]| fj—t <. Posons
2 f(o)=c.

Conclusions :

lf(a;) | +[f(—x)]|cos{arg f(z)+arg f(—x)}| Z2R.f(o) p.p.,
(|f(z) |+ |f(—2)]|) (14 cos {arg f(x) +-arg f(—x)} ) < 4R f(0) p.p-

-
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Démonstration. — Considérons un nombre réel < et posons f, () = f(x) e™*.
La fonction f,(x) a les propriétés suivantes :

1.4.2.

Ji(z)€eL;

20 R, T(f1) > 0;

R fi(0)>0;

e [ 150+ =0 =2 s % <.

En effet les propriétés 1°, 2°, 3° étant évidentes, démontrons la propriété 4°.
On a ’

[ 1RO+ =0 =afi0)F
= [ 1r0+s=0=2s@1F

Yo f(o)] (1 — costr) !
+f0 : dz+f0

Donnons-nous maintenant deux nombres positifs R et ¢ et posons

T(f):?(a)) T(fl):q)l(a))

sinét
l

f(O) = f(—=0)]dt <.

1 R 1 b
I]{ (o)zﬁ “cp (a)dazﬁf [¢ (2) +0 (— a)]da,

1
(o) = Py

() =5 [ () (= )] o

—1

D’aprés la troisiéme hypothése sur f(x) et la propriété 4, on a

limi (o) =/ (0)=5= [ [ (2) ¢ (— )]z,

1

lim 1 (0) = (o)== [ [9a(a) + 1 (— )] v

2T

Posons ensuite

I{(O):ﬁf ‘q) (a) g~swda:%r [0 (@) 49 (— a)]e—** do,
- 0

1?(0):‘%‘/\ (\Di(a)e_awd“:;}rfi[@l(a)—l‘%(-—a)]e“”gda,
—w o

2

Puisque les intégrales fw[cp(a)—f-cp(—oc)];ia, fw[qai(oc)—{—cp,(—- a)|da,
existent, on a d’aprés un théoréme d’Abel :

1.4.3.
lim1f (0) =/ (o),

limIf (0) = £i o),
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Considérons maintenant I'intégrale
; 1 ? e ) )
I!l(x) — 2_1?‘[ (Pl(og) 6—:“'(2 — eta.'; e_l;x,v) d(Z

et passons i la limite pour e =o. On trouve si 'on tient compte des (1.4.3)
limIf'(2) =2 fi(0) = fi(@) = fi(= =) PP

d’autre part, on a
1{‘(5’/'):%fw%(“)c"msin?f;do:.
d’ou -
Btr[ig?)l{‘(JC)]éo
ou en remplacant f, () par f(x)e™,
R.[f(x)e™e+ f(— z)e™*| Z2R. f(0) . P

Si l'on choisit 7 tel que
a7t -+ arg f(x) =o,
on a

1.4.4.
(@) |+ f(— @) |cos {arg f(x) +arg f(— z) } Z2R. f(0) p- .
En changeant « en — x dans (1.4.4), on trouve
1.4.5. |
[f(—a) [+ [f(x)]|cos {arg f(— ) +arg f(x) | Z 2R f(0) p.p-
En additionnant (1.4.4) et (1.4.5), on a finalement
LIf(2) [+ f(—2)|][x+ cos{arg f(z) +arg f(— )} | =4R.f(o) p.p-

Le théoréme est démontré.
Les corollaires qui suivent sont des conséquences immédiates du théo-
réme 1.4 :

1.4.6. Si f(x) satisfait aux (1.4.1) et f(z) = o pour < o, alors
|f(2z)|<2Rcf(0) p-p-
1.4.9. Si f(@) satisfait aux (1.4.1) et si
borne (1 + cos { arg f(2) + arg f(— ) |) = 4{> o,
alors '

/@) |+ f(—@)| = ;R f(0) p-p:
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1.4.8. 8¢ f(x) satisfait aux (1.4.1) et st
— Z —I—Séargf(x)ég — 9,
ottol s g, alors
L @) | S ) | = AR S)

I— C0s20

Démontrons maintenant une proposition qui peut étre considérée comme cas
particulier du théoréme 1.4 et dont la démonstration est presque la méme que
celle du 1.4. Nous préférons néanmoins énoncer cette proposition sous forme
de théoréme car nous en ferons constamment usage dans le chapitre suivant.

1.4.9. Tukorime. — Hypothéses : f(x)€L,; f(x) continue; R, T(f)>o0;
Rf(0)>o0;T(f)€Ls.

Conclusions :
2 |f(2) |+ 1f(—x)|{cos(arg f(x) + arg f(— x)) | L 2R, f(0) partout;
b [1f(@) ]|+ |f(—2)|][1+ cos {arg f(x) +arg f(— z) } ] Z 4R, f(o) partout.
Démonstration. — Considérons un nombre réel © et posons
Siz)y=flz)em,  T(H=oe(a), T()=aei(a)

Considérons ensuite 'intégrale

I «
l _— . plr ___ gl d .
()= 2 [ ou(a) (2= e o) d
On trouve
. . 2 (7 .oz
(@) = 2/1(0) = fi () — = @) = 2 [ ou(a)sine 22 i,
d’ou
Re(f(x)e™+ f(— x)e~¥*) 2R, f(0) partout.
En choisissant le nombre © convenablement et en opérant comme dans la
démonstration du théoréme 1.4 on arrive a la conclusion désirée.
Le théoréme suivant est du méme type que ceux que nous venons de
démontrer et fournit une estimation de la fonction considérée en un point

particulier. La démonstration étant semblable a celles des théorémes précédents
nous n’en donnons que ses points essentiels.

1.4.10. TutoriMe. — Hypotheéses : f(x)€L,; f(x)= o pour x < o; il existe
un nombre c dont la partie réelle est posttive et tel que

[ 16—l F <w;

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 36
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R.T(f)>o0. On pose
ghy=fx+ )+ f(x— 1) — 2 f(x) et 2 f(o) =c.

Conclusion : Pour chaque valeur de x pour laquelle

[ f(z)| <+ fpﬂm_<y

on a

|f(z) | = 2R [f(0).

Démonstration. — Considérons un nombre réel = et posons f,(x) = f(x)e=.
La fonction f, (&) a les propriétés suivantes :

1° Si(z)eL;
2° ReT(f1) =05
30 fi(z)y=o0 pour x <<o;
fe 2 fi(o) =c¢;
5° Si pour une valeur de 2, soit ,, on a
| /(20) <+ o0 f 1840 % <o
alors
lW%WH%<x;
6o [0 = nen% <=
0

Les quatre premiéres propriétés sont évidentes. La propriété 6° résulte de 5
silon y pose x,=o0. Démontrons donc la propriété 5°. Supposons que pour
x =z, les hypothéses qui figurent dans 5° aient lieu. On trouve

fl"f‘(t)l—éf [84,(¢) | — +f lf(x0)|(l—costr)d

1%
0
La propriété 5° est démontrée.
Posons ensuite T(f;)=1wo,() et considérons, pour la méme valeur de x=ux,
et pour un nombre R positif quelconque 'intégrale

R

Sin it

| f(xo+2) —f(xo——t)ldt<oo.

1 ‘ . o
Ii(zo) = v @y (a)[2 — €% — =% do.,
—R

A partir de ce point la démonstration s’achéve comme dans les théorémes
précédents, c’est-a-dire par passage a la limite pour R=a ct ensuite par un
choix convenable de .

Démontrons maintenant le théoréme principal de ce chapitre.
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1.5. TutorkMe. — Hypothéses : f(x) €L, il existe un nombre c dont la partie
réelle est positive et tel que

Al ' d
J s =l <
P(x) étant la régularisante (1.3.1) de f(x), posons

F(a)=f(x)+P(z), 2f(0)=c, Kafzg_ihmwek)-
Conclusions : =
1.5.1.
| F(@) |+ | F(— )| cos{arg F (2) + arg F(— 2)} Z2(R. f(0) +-K3) p.p.,
1.5.0.
[IF(@)| +|F(—2)|][1+ cos{arg F(x) + arg F (— 2)} | < 4(Rc f(0) +~ K%) p.p.

Démonstration. — On peut facilement vérifier que la fonction F(x) satisfait
aux hypothéses (1.4.1). En appliquant donc le théoréme 1.4 & F(x) on arrive
a la conclusion désirée. '

1.5.3. CoroLLARE. — St f(@)= o0 pour x < o et satisfait auzx hypothéses du
théoreme 1.5, si I’on pose

I
Kv:-—Z/z ar
S ks
k=1

| f(z)|<2R. f(o) + 4K, p.p.

Démonstration. — De (1.5.1) pour & > o résulte

alors

1.5.4.

If(z)| Z2Ref(0) + KG) + [P(2) | +|P(—a) | Z2Re f(0) + 4K+ %zhkﬁb
k=1
L’inégalité (1.5.4) est vraie pour toute suite {g} telle qﬁethe,{<oc.
k=1
On peut donc en choisissant convenablement la suite {¢}, faire tendre cette
somme vers zéro. Le corollaire est établi. '

Remarque. — Les propositions que nous venons de démontrer, fournissent
en général, des inégalités contenant f(x) et f(— ) en méme temps. Mais on
constate facilement que si I'on fait I'hypothése supplémentaire que f(x)=o
pour x < o [comme dans les cas (1.4.6), (1.4.10) et (1.5.1)] ou que f(x)
est une fonction paire ou impaire, on peut obtenir une estimation de cette
fonction.
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Dans le théoréme qui suit, nous donnons séparément une estimation de f(x)
pour x>0 et x o, en faisant certaines hypotheéses sur son comportement
lorsque x tend vers + et —oo.

1.6. TukorkMe. — Hypothéses :
1.6.1. La fonction f(x)€L,.

1.6.2. Il existe un nombre c dont la partie réelle est positive et tel que
: dt
/ f(l)—l—f(—~l)———(;{—t—<oo.

1.6.3. R.T(f)=R.o(a)>o0.
1.6.4. Il existe deux nombres positifs (., et A, tels que pour presque toutes
les valeurs de x suffisamment grandes, on ait

f(z) =0(e ™) pour x—-+ o,

J(x) =0 () pour x—-— .
1.6.5. Il existe deux nombres p. et ) tels que

o p T oy 0 A< Dy,
Reg(a-+id)>o, Reg(a—ip)>o0.

1.6.6. Posons

; 2 f(o)=c.
Conclusions :
2R, f(o
|f(z)] < ‘—‘/()—r)- pour presque lout x>0,
1 —e W
2R f(o
[ f(z) | < —Ic'f——ci—lf) pour presque tout x = o.
Démonstration. — Considérons un nombre réel <, et posons

g(x) = f(x) e, Hiz)=f(x) e By (x) = fi(x) e,

Nous avons déja vu, dans la démonstration du théoréme 1.4 que la fonction
g(x) ales propriétés (1.4.2). Nous allons démontrer que les fonctions f;(x)
et F, () ont aussi les mémes propriétés. Pour cela, il suffit de montrer qu’il en
est ainsi pour Fy(&). Les propriétés 1° et 3° étant évidentes, démontrons les 2°
et 4°. :

Posons 5 = o —+ ¢f3. Dans la bande o < 3 <2, la fonction

9(s) = f " f(@) e d

est analytique et réguliére.
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On a
TH(x) =0 (a—+ A= @y (a),
TF (z) =) (e +1) =g (a + 17+ id) =B («).

D’aprés (1.6.5), on a

R.®, (a)>0
et la propriété 2° est démontrée.
Posons
e M1+ (— M) A(e).
On a

fiF)\(t)+Fx(—t)—2F>\(o)|d7téf If(t)e““—l—f(—t)e“-—zf(o)lg;-+(}|
= [ 1011+ (= M)A+ f= O+ A= 0] = 2 ()| F +Cs

= 10+ f=0 =201 F + [ 170 (=10 AO+ f= U= 9| F -G <on,

ou C,, C,, C; sont des constantes finies. La propriété 4° est aussi démontrée.
Considérons maintenant deux nombres positifs R et ¢ et posons

T(g) = G(a),

R R
I{(o):%f (p(a)da:;iﬁf [e(a) + @(— a)] da,
R 0
R R
Iﬁ(o):%rf_“ G(a)da:%rfo [G(2) + G(— a)] d,
R’ R
I{‘)(o):;l—?;/\ oy (a) do = %Tf [or(a) + @n(— a) ]| dx,
R ({ : 0

I R
Fifo) — L . Joy — - . _
Ii* (o) = 27T‘f_ntl),\(az)doc_ 27'[]0 [@)(a) + By (— )] da.
D’aprés la propriété 4°, commune aux fonctions f, g, fi, F,, on a

1.6.7.

1

lim (o) = (o)== [ [o(2) + (=) | d,

2T

==

lim 1f(0) = ¢(0) =f(0) = %Tfow[(}(a)—l—G(—a)]a’a,

ngx:o 2 (o) = fi.(0) = f(0) = Lf”[cp*,\(a) + oy (— a) ] da,

2T

lim I} (0) =Fy (o) = f(0) = %rfow[q)*,\(a) + By (— a)] da.

R—=w
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Posons ensuite :

[{(O)ZEI—&fw g(a) e do = %r[x[@(a)+@(_ a)] e da,

I,é"(o):-;ﬁ_fm G(a)e—* da = QLﬁfﬁ[G(a)A—G(— a)] e ** da,

l?\(o) = ;IEI CP‘,\(O()(?’“SOU[IQ(: 2%/ [CP)\(“) -+ (P)\(___ O()] e—s:xﬂda,
—= 0

1

Igl(o):g—lﬁfwd))\(a)e—swda: —fw[‘l’)‘(a)—k(l)x(——a)]e—“"da,

AT

Puisque les intégrales (1.6.7) existent, on a d’aprés un théoréeme d’Abel :
1.6.8.

limI/ (o) =limI$ (o) = lim¥* (o) = limI¥x(0) = f(o0).
£=0 =0 £=0 £=0
Considérons maintenant les intégrales
g — i - —Ea2 . p—idr __ pixy
L(x)._2nf_wG(a)e [2—e e*v ) dua,
I (z) = sz: f D) (a) e[ 2 + e 7+ e** ] da

et passons & la limite pour e = o.
On trouve si I'on tient compte de (1.6.8)
limlf(z) = 2g(0) — g(—=)— g(x) p.p.
HmIP (z) =2y (0) + F, (— @) + Fy(z) p. p-
e=0

D’autre part

Ié’(x):;—/‘ G(a) e‘s“’sinia—j—doc P- P

Bx) = ‘—z_—fxd))\(a) e cos? g;fdoz P- P
d’ou
Re[2f(0) — g(—2) — g(z)] =0 p.p,
Re[2 f(0) + Fo(—2) +F(x)]>0 p.p.
En remplacant F, () par f(x) e e= et g(z) par f(x) e, on a
1.6.9. - '
Re[2f(0) = f(==z) e — f(z) ™| =0 p.p.,
1.6.10.
Re[2 f(0) + f(— @) e e+ f(z) e e | >0 p. P.
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En multipliant (1.6.10) par e*" et en ajoutant membre par membre I'iné-
galité ainsi obtenue et (1.6.9), on trouve pour x>0 :

Re[f(z)e™] < QRf(O) P p-

e—«l v
Si 'on choisit 7 tel que
arg f(x) +txr =0,
on trouve finalement pour x>0 :

/()| < 2BeS(0)

1 — e—‘/\.rf

P-P-

De méme en considérant les fonctions
glz)=[f(z) e,  fu(z)=[f(z)er=,  Fy(z)=fu(z)e™
et en opérant comme précédemment on trouve pour x <o :

. 2R, f(0)
lf(x)|ém p- p-

Le théoréme est ainsi démontré.
Démontrons, pour terminer ce chapitre, deux théorémes qui correspondent
aux deux propositions suivantes, dans la théorie des fonctions univalentes :

S

a. St F(z):z—l—z a,3" est une fonction de la variable complexe z, univa-
n=2 '

lente holomorphe dans le cercle | z| < 1 et si les a, sont réels, alors

|an| Zn (n=1,2,...).

»

b. St F(z):z+zanz" est une fonction de la variable complexe z, univa-
lente holomorphe dans le cercle || <1, et si la région du plan couverte par les
valeurs de ¥ (z) est étoilée par rapport a l’origine, alors

lan| Zn (n=1,2,...).

. TurorkME, — Hypothéses :

~

1. La fonction f(x) est réelle et appartient a L,.
2. f(x)=o pour x < o.

.3. La fonction {(a) = I T(f) £ o pour a £ 0.
.4. On suppose l'f( )]eL etf [@]dx>o.

IS )ﬂ‘» [
~1 ~1

]

—
]
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If(w)|<%fow[@]dx p- p-

Remarque : 1l existe des fonctions satisfaisant aux hypothéses du théoréme (1.7).

. : . ; , et —1 s v s
Citons comme exemple la fonction f(x) égale & —— pour x> o et égale a zéro

pour x < o.

Conclusion :

Démonstration. — La fonction ¢(a) étant continue et ne s’annulant pas

‘pour @ £ 0, on a pour « > 0, ou bien $(«) > o ou bien Y(«) < o.
Considérons un nombre positif B quelconque. On trouve

fonn.b(a)da:fow@d‘”’f@wsmm

B w »
lim Lp(a)da:f t.p(a)doz::f f—(xx—)dx.

B=w./,

d’ou

On en conclut que
d(a)>o0 pour o<<a<{ oo,
d(a) <o pour o> a>-—ow,
¢(o)=o,
Y(a)el,.
Considérons la fonction —f—(%ﬂ et sa transformée de Fourier qui est

égale a &(a). En utilisant le fait que ¢(«)€L,, on trouve

f(x):%£w¢(a)5illaxdx PP
d’ou
If(x)i<§fow%@dw P- P
Le théoréme est démontré.

1.8. TutorkME. — Hypothéses :
1.8.1. Les fonctions f(x) et x f(x) appartiennent ¢ L,.
1.8.2. i l'on pose G(a)= ’I"r((a}j)"), on suppose que T( f) % o et que G(a) €A.

1.8.3. La ligne que décrit o(a)="T(f) est simple et étoilée par rapport a
Dorigine. _ ‘

1.8.4. Si G(a)=T g(x), on suppose

4l =borne[1+ cos {argg(x) +argg (— x)} ] > o.
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1.8.5. Il existe un nombre c dont la partie réelle est positive, et tel qu’on ait

[ 150 +g(—0—cl5 <.

1.8.6. On pose
2g(0)=c.
Conclusion :

/(@) | =28 py, .

Remarque : Il existe des fonctions satisfaisant aux hypothéses du théoréme (1.8). .
Citons comme exemple la fonction f(x) égale ¢ x e~ pour x > 0 et égale a zéro

pour x < o.

Démonstration. — Posons
(o) =p(a)ee.

On a
log ¢ (o) =logp(a) -+ id(a),
d’ou
J{logo(a)}=20(a).
On trouve
diflogg(a)} . dlogo(a) . ¢'(a)
(;a =J P __J(P(a) =R, G(x).

D’apreés ’hypothése (1.8.3), on a

dd(a)

do =0

d’ou

R.G(a)> 0.

On constate que le corollaire 1.4.7 est applicable & la fonction g(x). On
trouve
|g(a) |+ |g(—a)| =28 p
ou encore
1.8.1.

lg(z) | = Eﬁ%@
De (1 .8'.2) résulte
x f(x) =ftg(y)f(x~y)d)'
ou, d’apres (1.8.7) =°
(@) = W, g0) 3.

et le théoréme est démontré.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 37
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DiIScussION DES RESULTATS OBTENUS.

Les propositions que nous venons de démontrer nous conduisent a la conclu-
sion générale suivante : une fonction de la classe L, sous 'hypothése essentielle
d’avoir la partie réelle de sa transformée de Fourier non négative, est majorée
par une constante ou par une fonction simple, comme par exemple dans le cas
du théoréme 1.6. Ainsi, étant donné une fonction appartenant a la classe L,, si
'on veut arriver 4 une estimation de cette fonction, il est naturel de penser a se
ramener au cas ou ’hypothése essentielle en question est satisfaite.

A cet effet les méthodes suggérées par la théorie que nous avons exposée
sont au nombre de deux.

La premiére consiste 4 chercher une régularisante de la fonction donnée.
Nous avons vu que grace au lemme 1.3 cette régularisante existe toujours pour
les fonctions de la classe L]. La notion de régularisante est en général liée a
celle de la distribution des valeurs négatives de la partie réelle de la transformée
de Fourier. Dans le cas particulier ou la suite {I,} des intervalles, qui contient

" I'ensemble E; est telle que Zlk<°° , la fonetion f(a) appartient a la classe L]

et elle posséde par conséquent une régularisante. Pour s’exprimer d’une facon
générale, la recherche d'une régularisante est indiquée lorsque des renseigne-
ments sur le comportement a I'infini de la transformée de Fourier sont donnés.

La seconde méthode consiste a trouver une fonction de la classe A,
soit B(a) =T (), telle que si p(a) est la transformée de Fourier de la fonction
donnée f(x), on ait R.[o(a)B(a)]>> 0. Il est évident que cette méthode nous
conduit & chercher une estimation de la fonction fx 3 et non pas de f(«) qui nous
intéresse. Mais comme on le verra dans le chapitre suivant, I'estimation de fx 3
nous permettra souvent d’obtenir une estimation de f(x) elle-méme. L’appli-
cation de cette seconde méthode est indiquée dans le cas ou les points de chan-
gement de signe de la R, T(f) sont donnés. C’est dans ce but, qu'au début du
chapiti'e suivant, nous donnons quelques lemmes, d’ailleurs trés simples,
concernant la construction des fonctions de la classe A dontles changements de
signe sont donnés d’avance.

CHAPITRE 1I.

APPLICATIONS.

2.1. QUELQUES PROPOSITIONS PRELIMINAIRES.

2.1.1. Lemme. — Etant donné q nombres réels : o, "o, ...~ «,, et un
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nombre positif quelconque A, la fonction

o — oy
B(a)-—]] = (O( —0!1)2

appartient a la classe A et change de signe seulement aux points{ o;} (=1, 2, ..., ).

Démonstration. — Considérons les fonctions g(x) et g,(x) définies comme
suit :
e»  pour zXo,
g(z)= _
o pour x <{o;
— X
(x) _8(z) — o g(—x)
On trouve
a
T(Ol) == CPi(a) == PO )\)

Mais on a

: o — Oy
Tlsi(@) e = g1 (x — o) = 72—1—_(77———%5
Par conséquent la fonction B(«) comme produit d’'un nombre fini de fonc-
tions appartenant a la classe A y appartient aussi et il est évident qu’elle ne
change de signe qu’aux points { «; } donnés.

. . . sinad . ,
2.1.2. LemMe. — Si ¢ est un nombre réel, la fonction —— appartient a la

classe A.
En effet, par exemple, pour ¢ > o0, on a

sin ao

TBs(x) =
ou B;(x) est définie comme suit :
2.1.3.

pour || =3,

N

Ba(z) =

o ailleurs.

2.1.4. Lemme. — S¢ F(3) :Z A, 3" est une fonction de la variable complexe
n=0 )
3 =re", réguliére dans le cercle-unité, alors pour une valeur de r fixe (o = r < 1),
la fonction
) et

! i
= F(re*)

de a, appartient a la classe A.
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Démonstration. — Considérons la fonction f(x) définie comme suit :

2.1.5.

A, rm pour nZLxz<n—+1 (n=o,1,2,...),
f(z)=
0 pour x <o.
Il est clair que la fonction f(a) appartient a la classe L,.
On trouve
» i - n+1 ei% g
T(f):f f(x) e"“'dx::ZA,lr”‘f e dp — ——— F(re?)
0 n o
n—~0 .
et le lemme est démontré.
2.2. LA CcLASSE ® DE FONCTIONS TYPIQUEMENT REELLES. — Une fonction

F(z) :z+2 a,z" de la variable complexe z=re™ réguliére dans le
cercle | z| < 1’, est dite typiquement réelle dans ce cercle si elle n’est réelle que
pour des valeurs de z réelles.

Il résulte de cette fonction que les coefficients {a,} sont nécessairement
réels. ‘

On démontre [13], que les propositions suivantes sont vraies pour les
fonctions de la classe %. ‘

a. La classe G est caractérisée par la relation
2.2.1.
signJ F(z) = signJ ().
b. SiF(z)€Bet —1~x_1,0na
2.2.9.
sign F(2) = sign .
c. SiF(3)€%etoLx-1,0na
2.2.3.
e <@ = ey

2.2.4. Le théoréme de M. S. Mandelbrojt [10] : Si F(z)€®, la limite
lim F(r)=TF(1) existe (cette limite peut éventuellement étre égale @ +x) et
r=1—0 .
Uona
Ora Gob e o o G 2L
lim F(r)=F@()= lim

r=1—0 n—ow I

ou
=1+ Ay +...+a; (I=1,2, ...).
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Dans le cas ot F(3z) est en plus une fonction impaire, on a

lim F(r)=F(1)=lim 2% %,
0

r=1— n—w n

Pour démontrer son théoréme M. S. Mandelbrojt établit d’abord I'inégalité
fondamentale suivante :

2.2.5.

a
0LI 4 Ayt o Ay + ;\)é2F(I).

/ .
(est cette inégalité que nous allons démontrer et améliorer lorsque F(1) = <.
Plus précisément nous démontrons le théoréme suivant :

2.2.6. Tneorkme. — SiF(z)€B et 51
lim (1—r)2F(r)=28I[

r—=1—0
alors
2.2.7.

ay .
V21 oy ?"é.’zF(l).

Démonstration. — Considérons la fonction f(x) définie comme suit :

F() A T = g P pour x> o,
J(x)—= :
» 6] pour x < o,
ol r est un nombre fixe pour le moment : o <7< 1. Posons
() = f(— =)
fi (x) fa— f—...‘f__.

27
Il est clair que f,(x)€L,. On trouve

T(fi)=d(a)= %[1’4— a1 cos0o —+ (@17 — 1) cos20 + (@1t — aa1?) cOs3 o + ... ]

sin o
e } T JF(Z).

Il en résulte, d’aprés (2.2.1), que pour o =~ a ~"927, on a
aP(a)s0
et puisque la fonction o (o) admet 27 comme période, on en conclut que

d(a)>o0 pour a>wo0,
Y(a)<o pour o« o.

En d’autres termes le seul changement de signe de U(a) a lieu au
point & = o.



290 N. ARTEMIADIS.

Les notations du (2.1.1) étant conservées, considérons les fonctions g(x)
et g1 () qui figurent dans ce lemme. On a

a
T(g) = 9:(a) = -
Posons
H(a)=1{4(a)¢:i(a) et h(2)=fikg:.

On a

. . _osimad F(z)

Phr(z) =H(a) = —am —
et
92.2.8.

hr(z) == %f SN [gxz+y)—g(—y—2)—glz—y)+g(y—=2)]d
On constate que la fonction A.(x) est continue, réelle, paire, appartient a L,

et que H(x)€L,.
‘Calculons 4,.(0). On trouve

i A > n -1
1 5. 1 et—1 Anr' = Apq 7
/l,.(O)::;f F(y)erdy=—— o 2: n n ,
0
n=0

2 e

donc d’aprés (2.2.2), on a
0 << h-(0) <<—+o0.

En appliquant le théoréme (1.4.9) & la fonction A.(x), on trouve

2.2.9.
1 k()| L he(0) partout.

Choisissons maintenant = v = entier positif etle nombre A =log(2 —r).
Pour simplifier I’écriture, posons

v

"t~ @y 1"
B(r) _Z n e)\’r:+1 B, (r) :Z(dn*ﬂ'n_i‘*‘ @nrr) eMn—1),

n=1

- prt—+ a,,+,r"+‘
J"_i ( f‘) Z ehn

De I'inégalité (2.2.9) découlent les deux inégalités suivantes :

2.2.10.
B(r) (e —1)2ZerBy(r) + e Cy_, (1),

2.2.11.
e*B, (r) + e Cy_y (r) ZB(r) (e +1)2.



SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER ET LEURS APPLICATIONS AUX SERIES. 291

Mais on a

limB(r) (61 —1)*=lim [B(N(‘ - g’> S ”Z“"l_r—)“J =hbv.

S

Par conséquent, dans (2.2.10)et (2.2.11)en passant a la limite pour r=1,
on trouve
2.2.12.
a
V14 a+.. .+ ay 1+ -Z—V,

2.2.13.
a
Tty ooy ?“ézF(x);

d’ou la conclusion (2.2.7).

2.2.14. CoroLLARE. — 8¢ F(3)€B et F(r) ~ ————, alors :

r=1—0 (I—")2
a. quel que soit 8 0—-8<2,0na

a.,
Lo oo gy --?’

lim ~ —o0;
Yo

R A L I
b. lvl:II: — T =
Démonstration. — En effet on a
im [(r—r)2F(r)]=8{=1
r=—1

et la conclusion a résulte de (2.2.12) pour /= %

D’autre part on sait que l'inégalité |a,| v (v entier positif) est vraie pour
les fonctions de la classe . Par conséquent la conclusion & découle de @ siI'on
pose 6 =1.

2.2.15. LemMe. — Hypothéses: F(z)€®; F(r) ~v { a (ohg=o0,1,2);

1—r)?
il existe un polynome

k
P(r) EZYil'f (y: réels)
=0

tel que :

a. P(r)alaracine r =1 de multiplicité q .

b. lim[ P(r) ]:1;

r=1 (I——r)’/

c. Sil’on pose

yn—l Yne1— i Yn

To—mr

B! —
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on ait a partir d’une certaine valeur de r suffisamment voisine de 1 :

’ .sin2a .sinda sm(k—+1)a
ro— Y1) 1+ BY = B —— +... oy ——
(= )[ + By sin o S ema + Bl sina >0

Posons
I+ G+ ay—+...+a;=S; (J=1,2, ...).

Conclusion : ;
i° A= — ("{1+st2+')’383+~-+Y/:Sk)éo;

90 A — é{yo(sv—l— Sy—1) + Yi(S~;+1+ Sy—s) .4 Vi (Sysk =+ Su_i—1) } lé;\k.

Démonstration. — Considérons les fonctions p.(x) et p,(x) définies comme
suit : 3 '
() :;-Zapr/’ pour n—1<lx-Ln (n=1, 2, ...),
p=n
pi(®) =70 pour |z |1,
() == yprt pour n<|zx|Zn-+1 (n==1, 2, ..., k),

wi(z) =o ailleurs.

On voit facilement que les fonctions w(x) et p,(x) appartiennent a la
classe L,.

On a
. 1
T(p) == - a¥ (),
k-1
T(pi):zf pi(x) cosax dz
0
___sina ’ oy SIN2a . osin(k—+r1)a
- 2 o (YO—‘)lr)[I—f—}}g sina +.-.+Bk+1TJ'
Posons ‘
H, () = ok pa.
On a pour r assez voisin de I'unité,
T(H) =T ()T (1) = ¢r(a)
_asina . . sin2o . sim(k+1)a”
- PD JI (N)(‘}O_‘\‘/il)[l—i—Bz Sina +...+Bk+1——;i—n—a-—-—Jé0.
On trouve
k+1 P+
ll,-(o)::zzypf () dy
=0 P
ou
2.2.16.
H, (o) = P(/')E AprP — it — Yo (r = aar?)— . .. — R (r - apr? . agrk).

p=t
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D’autre part ¢,.(a)€L, et H.(a) étant continue, on a

1

H.(0)= —nfwcp,‘(a) do.

2
et comme @,(a)=£0, on a

H, (o) > o, d’ou Iim H,(o)>o0

r=1—0

et de (2.2.16) résulte, en passant a la limite, pour r=1, la conclusion 1°.

Du fait- que p(x) et w,(x) sont des fonctions paires résulte que H.(x) est
aussi une fonction paire. En appliquant le théoréme (1.4.9) a cette fonction,
on trouve

2.2.117.
|H.(2)| ZH.(0) partout.

Pour & = v = entier positif ou nul, on trouve
H,(v) =P(r)F(r)— é[YO(SV"‘ Sy—1) Y17 (Svaa+Sva) 4o Ve (Svar+ Svp) |-

En remplagant dans (2.2.17) la valeur de H,(v), et en passant a la limite
pour » =1, on obtient la conclusion 2°.
Le lemme est établi.

2.2.18. Lemme. — Hypothéses : ¥ (z) € ©; il existe un polynome
k
P(r) EZY,T‘ (v: réels),
i=0
tel que si ’on pose
B,» . rr=t Yn—i - rnYn

Yo— M1l

on ait a partir d’une valeur de r suffisamment voisine de 1 :

sin2a sin(k+1)a
Vo — ¢ BZ; 0} ... B’: -_— 0
(Yo ')11')[1—1— ® sino et B sina ]>O
Posons
I+ o+ ...+ a;=8; (J=1,2, ...).
Conclusion :

Yo(sv+ Sv—1) 4 Y1 (Sv41+Sy—2) o . V2 (Syar+ Sytmr) > 2(y:+ stz+- oo TESE).

Démonstration. — Elle est presque la méme que celle du lemme précédent. Les
notations du (2.2.15) étant conservées, on voit facilement que I'inégalité
(2.2.17) est encore vraie, d’ott en opérant comme précédemment on arrive a
la conclusion désirée.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 38
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Remarque. — Le choix du polynome P(r) n’étant pas unique on peut trouver,
en choisissant convenablement P(r), des relations concernant les coefficients
d’une fonction appartenant a la classe ®. Par exemple si lim F(r)< o en pre-

i r—=1—0

nant P(r)=1 on retrouve l'inégalité (2.2.5) de M. S. M:;ndelbrojt.

2.2.19. Tntorkme. — SiF(z)€® et F(r) ~v :

r=1—0

a
on a
I—7r

a4+

Uy o — yyo
S ey — Gy | Z A+ 2 — .

Démonstration. — On prend P(r)=2—3r—+r* et l'on applique le

lemme 2.2.15.
2.2.20. THiorEME. — Si F(3)E€ G, on a

Uy_9— Uy 9
2%+ Ao+ Uy — Ayt ——‘—2—‘——‘ éo-

Démonstration. — On prenvd‘ P(ry=2—r—r* et l'on applique le
lemme 2.2.18.

2.2.21. TutoriMe. — ST F(3)€ T, on a

Uyio— Uy
% — Ayt Ay — Ayyq + I — > o.

~ Démonstration. — On prend P(ry=2—3r+4r* et l'on applique le
lemme 2.2.18.

92.3. Skries bE DIRICHLET. FONCTIONS UNIVALENTES.

2.3.1. TukoriME. — Hypothéses : Soit Ay =0, Ay, X, . . ., une suite de nombres

posttifs (Ayq > Ay, limA,=—+4-oc); la série 2 a, e (s =a—1it) converge abso-

n—1

lument dans le demi-plan R_es< 0; Re( Za'n e7""‘>§o; R.a, > o; il existe un

\n=1

nombre positif d tel que pour tout n, on ait A,y — h,>>d.

Conclusion :
|a.| <L 2R a4 (n=1,2,...).

Démonsiration. — La série zan e représente une fonction de s holomorphe

n=1
dans R,s < o. Soit F(s) cette fonction. Considérons un nombre 8 : 0 < 5 < %"]et
désignons par I, I'intervalle [2, — &, X, 2. ‘

’
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Il est clair que sit>£j, onaLNL;= 0.
Posons E = | ll,,, et définissons, pour ¢,< o la fonctlon Sf(x) de la variable

reelle x, comme 11 suilt :

a, e'n% pour z€l,
(n=1,2,...).

fao(év)“‘g
0 pour z¢l,

La fonction f, (z)€L,. En effet on a

1a(@ =3, [ fa(@)|do =0 |ax] o< +eo.

n=1 " n=1

Calculons la transformée de Fourier de f; (). On a

T(fao)_foGo(x ewdw_E a, et %fe“rdxHSIDtaF(o'oA—zt)
I,

n=1

Considérons la fonction 3;(«) donnée par (2 1.3) et posons

- ho’o(x) :fco*ﬁa'
On a :
T (hoy) = sin t6

F(o,+ it),

d’aprés Ihypothése R, < Da, e“"‘> > o0,0na

Re[T (hs,)] >0
On trouve

/za.,(m:;-f fulw—yydy = [ f() do,

-6
[

u+
0
./200()\;1)— ‘g‘f fo’o(&))dﬁ): gane)\no'n,
Py}

. e )
he,(0) = §f~ J(—y)dy = Y
0
Rehg,(0) = 5 R.a,> o.

On constate facilement que T(k,,) €L, et que A, () est continue. En appli-
quant a la fonction A, (ar;) la conclusmn a du théoréme 1.4.9, on trouve :
2.3.2.

| hg,(z) | + | ho,(— x) |[cos { arghs, (x) + arghqs (— x) } ] < 2Rehig, (0) = 0R.a,  partout.

Mais pour > 23, on a h,(— &) =o.
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En effet, on a

/zgo(—x):éf a(w)do

et puisque —z+38<—det —x—2<—3¢.Ona

[—2—0, —z+0]nE =0,
done h,(—a)=o0 pour les valeurs de x considérées. D’autre part d’dpres
I’hypothése o < 8 < ga on a

2>20 (n=2,3,...)

et de (2.3.2) résulte que
|h°’o(xn) lé6R8a1

ou .
| @n| e\An"oé aR.a,.

En faisant tendre o, vers zéro par des valeurs négatives on arrive a la conclu-
~ sion désirée. :

2.3.3. TukorkME. — Si la fonction F(z) =3 —|—2 a, 3" de la variable z —=r e™*
est univalente holomorphe dans le cercle |3|< 1 et représente ce cercle sur un
domaine étoilé par rapport a l'origine, alors

I“v-—l“‘févlé%Zi“n]_‘_C (v=1,2,3, ...),

n=1

ou C est une constante : o — (G 3.

Démonstration. — Puisque F(z) est univalente et étoilée dans |z|<1, ona

zF'(5)
R, >~ 0

F(z) =

On a
zF'(z) :2 na,s".
n=1
Posons
2.3.4.

G N o N
F(z) _I+2bn~* -—anq .

n=1 n=0

La fonctionz b, z" étant holomorphe dans | 3| <1 et puisque

n=0
Re [ Ebnz"] évo,
n=0
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on en conclut que | b,| = 2.

Définissons les fonctions B(x), A(x), A(x), A:(x) et p(x) appartenant
toutes a L,, et écrivons a coté leur transformée de Fourier, calculée d’apres le
lemme 2.1.4 :

pour o x 1, . e*—1
flz)= . (@) = ——;
~ ailleurs, la
b,rt our n-x<n-+1 . 1~ '
Alz)={"" P - ’ T(A) = — Zb,lr"e’”“;
0 » x < o, o
n=0
nar® » n—_x<<n-+1 e ” .
Al(x):{ - ’ TA) = — Znaur"el“";
0 » x < 0, o,
n—1
a,r » nx<<n-+1 5 elr —1 ” )
Ag(x):{ " - ’ TA) = — Zanrne‘“";
0 » x < 0, 1o
n=1
I—IJUl » I(l'|él, C'—il—l eia_l Sln;
p() = N T = —f 7 =
» || >1, ia Ta

w1 R

En multipliant les deux membres de (2.3.4) par

e — 1 ei*—1\2
0 T ’
—la [ 44

on trouve

2.3.5.
T(p)T(A) =T[B(—=z)] T(A).
Posons
h(z)=0(—z) % A(z),
on a \

/t(w):f 5(—}')A(<v—)')dy:f A(x+}')d)':f A(y)dy

et
AN
, sm; »
T(h)=TH(—a)Td)=| — anr”el'“".
- n—o
2

On constate que A~(x) est continue et que T(h)€L,. Ona
h(o) :f A(y)dy =1.

En appliquant le théoréme 1.4.9 a la fonction A(2), on trouve
2.3.6.

[h(z)|+|h(—2)|cos{argh(x) +argh(—x)} L2R,h(0) =12 partout.
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Mais pour =~ —1 on a h(z) = o.
Par conséquent pour z>x1, de (2.3.6) résulte

|h(z) | .

Pour — 1 <& <o, on trouve
k(@) =1+ 2 <I1.

Pour o <z <1, 0na

/z(x):f +JcA(y)dy:f A(o))dco—}—f +l‘A(w)dw:1—x+b.lrx,
d’ou
[ ()| <<3.
L’égalité (2.3.5) s’écrit
T(p)T(A) =T(4:)T (%),

d’ou

2.3.

A

IU- * A1 = Ag * .
Pour & = v = entier positif, on a

v( @y P+ @y Py — oy v
2

{J.*A,:

et

]Ag*lL{:‘fng(v~)f)lz(y)dyl | .

éfIAe(V~y)\dy+3fIAe(v—y)ld..HfolAz(v—deJ'

v

— 22[ ap| = ayy | P’ —ay | 1Y

n=1
et de (2.3.7), en majorant le second membre et en passant 4 la limite pour
r=1, résulte '
2.3.8.

3!61\,A1l__2[av!'

v
]av—i‘*‘avléézlan)—F

n=1

On trouve en tenant compte de I'inégalité |a,| Zp(p=r1, 2, ...) qui est
vraie pour les fonctions univalentes, ici considérées, que pour tout v, on a

3lavy| 2|a]
v

<3,
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—— | 3| ay—
borne || 2] =03
y v v

et de (2.3.8) en majorant le second membre, on arrive a la conclusion désirée.

2.4, LES CLASSES DE FONCTIONS I ET 9. — Considérons une fonction

F(s)= Ea z" donnee dans le cercle | z| <1 par son développement en série
n=0

de Taylor. On sait qu’en général si I'on connait le comportement asymptotique
de F(z) lorsque z approche la circonférence | z| =1 suivant un rayon du cercle
on ne peut rien dire sur le comportement des { a, | lorsque » tend vers l'infini.
Par contre si I'on fait des hypothéses supplémentaires on peut obtenir des
expressions asymptotiques pour les coefficients. Citons comme exemple le
théoréme suivant de Hardy et Littlewood :

s alors

2.4.1. Sta,>~o(n=o, 1, coetsiF(a)= 2(1,,:8” ~

=1—

AN
P 2 o,

p=0

Dans ce paragraphe nous définissons la classe de fonctions, O, pour
lesquelles un théoréme analogue a (2.4.1) est vrai. Nous démontrons aussi
qu’il existe des fonctions de la classe O pour lesquelles la conclusion du
(2.4.1) n’est pas vraie.

Nous définissons ensuite une autre classe de fonctions, la classe 9t. Pour

“toute fonctionZanz" de cette classe I'inégalité | a,| < n a lieu.

2.4.2. Définition de la classe M. — Nous dirons qu'une fonction
F(z)=1 —|—2a z" de la variable complexe z = rei appartient a la ‘classe m,

n=1

si quel que soit «, et partir d'une certaine valeur de 7, 80it 0 1y 1 Lr1:
1° F(z) est réguliére dans | z| <1;
° ~ \ a
2° RF(z)= IF(3)tg -
La classe J1t n’est pas vide. Par exemple les fonctions

1 1 1 I
b ) 3
I—3 1+ 3 1— 32 (1+3)?

et la constante 1, y appartiennent.
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Propriétés des fonctions de la classe M. — 1° Si F(z)€M et p>~ 0, alors

weg11_
I+p

2° SiF,(3)eM, F,;(z)€IM, et X et 1. sont deux nombres positifs, alors

AF, 4+ AF,

I,
A+ p €

2.4.3. THeorkME. — Si F(z)€ I, alors :

a. | @n—+ Cniy | < 2
(n=o0,1,2,...).
b. lan| L2n+1 .
 Démonstration. — Considérons la fonction f(x) de la classe L, définie
comme suit :
(a,r our nLax<<n-+1I
=y e s
o pour x <o.
On a d’aprés le lemme 2.1.4 :
e*r—1 .
T f < pl
(f) o (Fre)

ou, si 'on pose
F(re*)=P(r, a)+iQ(r, a) =P +iQ,

T(f):Psma 1— cosa L.[Qsma_i_PI—cosa].

a [e4 a

Considérons la fonction 8, () définie dans (2.1.3), pour 6=1.0On a

(5 = T2
Posons
2.4.4.
\ /z(x) :f* 51.

Il est clair que ~(x) €L, et est continue. On a

T(h) = mza(smap_ 1—josaQ>+isx;1a<51naQ+ I—cosaP>,

a a a

d’ou puisque F(z) €N résulte que
o R, T (h) > o.

La fonction T (%) €L,. En effet, si I'on désigne par M le max |F(z)|sur|z|=r,
on a

2

Loa o
s — sin —
2

| T (h)|= T‘Z [cos 2| | F(re)| =M €L,

2

N
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De (2.4.4) résulte
1 x-+1
h(z) = 5[ ) dy,
x

-1

d’olt pour & = v = entier positif ou nul, on a
1
h(v)= 5 (ayr’ + ay_ '),

/1(0) psend

1
=
En appliquant le théoréme 1.4.9 a la fonction 4(x) on trouve
2.4.5.
|h(z)|+|h(—z)|[cos{argh(z) + argh(—x)}] L 2R.A(0) =1, partout.

Mais on constate que pour x—1 on a h(x)=o0. Par conséquent pour
une valeur de z = v entiére, supérieure, ou égale a 1, de (2.4.5) résulte

[A(v)| L1,
d’ou en passant a la limite pour » =1, on trouve

2.4.6.
|ay—+ a,| L 2.

1
1 — =

L’égalité dans (2.4.6) a lieu dans le cas ou F(z) =
De (2.4.6) résulte par récurrence :

lay| L2y +1 (v=o,1,2, ...).

Le théoréme est démontré.

2.4.7. Tuiontme. — SiF(s)€M et F(r) ~ ——, alors

r=1—o0l—7T
an
1+a1+a2—|—...+an_,+—2—~Cn (n =0).

Démonstration. — Posons

= dp+ ipn et C=0C,+¢C,.
On a

F(r)y=1 —|—2 a,,r".—_—i A rn—+ ii YT

n=1 n=o0 n=o .

%

w
j7\,,7‘” ~ G ; ?P‘n"n ~

r=1—0 I— T o re=t—o L —17
n=o n==0

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 39

G,
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Puisque F(z)e:m; on ad’aprés (2.4.3)

| ap =+ Ay ’ = ’ A+ Pt + l(P‘n+ P-n—i) Ié'z,
d’ou
[ Ay Ao | Z 2, | ot e | Z 20
Posons
A,=2— )\n — }\n—h B,= >2 — M P

On trouve

N A2 N N, 200G

_‘Anr = I_r—-Zlnr ——2‘7\,1_47' ~—— (r=1-—o0).

=10 n=—o n—1
Puisque A,>~ 0, on a 1 — ;> 0. Nous pouvons supposer que 1— C, > o. Car
si 1— C;=o0 nous n’avons qu’a considérer et continuer la démonstration avec
la série

S 20+G) 4

(r=1—o0)

E (2 + Dy ey ) 1~

n=o

1—7r 11—
et arriver au méme résultat.

Revenons donc a la série > A,r" et appliquons-lui le théoréme 2.4.1. On
n==o0

trouve

2.4.8. '

o+ i+ ?\,,_l—i—)\;"rvncl (n =o0).

De méme en considérant la sériez B,r", on trouve
n—o

2.4.9.

Pa

lLLO—i—pq—I-—...—i—[J.n,,l—l——;Nan (n = o0).

En combinant (2.4.8) et (2.4.9) on arrive & la conclusion désirée.

Exemple. — Nous allons donner un exemple d’une fonction qui appartient a
a la classe J1U et pour laquelle la conclusion du théoréme 2.4.1 n’est pas vraie.

Les fonctions —— e appartenant a 1, il résulte de la propriété 2°

t, I
1— 3 (14 3)? )
des fonctions de cette classe, que la fonction

I I

I ,
e

appartient aussi a J1L.
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Ona
G(r) ~ !

r=1—02(1—7)

La fonction G(z) est I'exemple cherché. En effet, on trouve

»

1
G(s)==1— —z4932— g%+ ...== a5t
1() 5 -+ 5 -t 3",

n=—u
’ I
Uyy=—=p -1, 2R <p+—2~>
Pourn=2p:
n

3 S 3
S :Za-:— —+1 d’ou lim =2 ==
" =P new 4

k=0

Pourn=op—+1:

S,,:X akzp -:—I, d’ou lims—" o [1‘

k=0

On en conclut que S, ’—: lorsque n = .

2.4.10. Définition de la classe 9. — La fonction F(z):z—-]—z a,z" de la

n=—2

variable complexe, z=re¢™ appartient a la classe I, si quel que soit a et a
partir d'une certaine valeur de r, soit 0 Zr,=r <1:

1° F(z) est réguligre dans |3 <1;

2 RF(z)+ L JF(5) g2 > o.

1—7r

La classe 9t n’est pas vide. Les fonctions

~ ~

X
A}

SR L (1—z)?
y appartiennent.
* Propriété des fonctions de la classe 9. — Si F,(3)€9t, F.(z)€9IT et A et p.
sont deux nombres positifs, alors

AF 4 pF, c

It.
A+

2.4.11. TutorkMe. — S7 F(z)€ I, alors

Ia”r—P‘l_aﬂ]éz et ‘a’ﬂlén (n:07l>27~'->~

Démonstration. — Posons

A= apiy— ap, Fi(z) :zAnz”,
n=o0

F(z)=P(r, a) +1iQ(r, ) =P +1Q, Fi(z) =Py(r, @) +iQ,(r, a) =P, +1Q,.
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On a

La fonction F,(z) appartient a la classe 1. En effet on a

P(cosa —r) + Qsina Q __ Q(cosa —r) —Psina
b 1—
r r

P1:

d’ou, puisque F(z)€ It, résulte
Pi>Qitg ;ﬁ
On en conclut que F,(z) €.
Par conséquent, d’aprés le théoréme 2.4.3, on a
Ant Ap | = ps —an| <2 (R=0, 1,2, ...).
d’ou par récurrence

2.4.12.

la,| <Zn (n=1,2, ...)

I'égalité dans (2.4.12) a lieu dans le cas ou

(1— z)""'

F(z)=

Le théoréme est ainsi établi.

CHAPITRE III.

LA cLASSE G (p) DE FONCTIONS TYPIQUEMENT REELLES D’ORDRE p.

La classe ©(p) a été introduite, pour la premiére fois par M. S. Robertson [12].
Il s’agit essentiellement des fonctions

F(z):Zanz" (s =red),

aux coefficients réels, réguliéres dans |z| <1 et telles que JF(z) change de
signe 2p fois sur la circonférence | z|=r, et ceci, a partir d'une certaine valeur
de r soit o Zr,Zr < 1. Cette classe de fonctions est une généralisation natu-
relle de la classe ® de fonctions « typiquement réelles » introduites par M. W.
Rogosinski [13].

La classe ®(p) a été egalement étudiée par MM. A. W. Goodman et S.
Robertson [8]

Dans ce qui suit, nous nous occupons de la sommabilité des séries de coeffi-
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cients d'une fonction de la classe B(p). Plus précisément nous généralisons,
pour les fonctions de cette classe, le théoréeme de M. S. Mandelbrojt, déja cité
dans (2.2.4) et nous obtenons une nouvelle estimation des coefficients de ces
fonctions. '

Voici d’abord quelques définitions et lemmeb préliminaires d’apreés le travail
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson [8].

3.1. QUELQUES PROPOSITIONS PRELIMINAIRES.

3.1.1. Définition. — On dit qu'une fonction harmonique U(r, ¢) change de
signe a4 ¢ = 2§}, s’il existe un € > o tel que pour o < d <, on ait
3.1.2
U(r, 8/-—{—(1)[_](1“, 6/_(1) <o0.

Notons que dans (3.1.2), r est constant et que ¢, qui est fixe pour une fone-
tion donnée U(r, 3) et un r donné, dépend en général de r.

3.1.3. Définition. — Si F(z) :Z C”z* est une fonction réguliére
dans |z| <1, on dit que JF(z)=U(r, o) change q fois de signe sur la circon-
férence | 3| =r, s’il existe ¢ valeurs 81y sy ..., 5 de 3, telles que :

. 1negallte (3.1.2)alieu pour tous les SJ(J_ 1,2, ..., q);
b o,;é or(modan)sij=£k.
c. Si o, est une valeur de 2 a laquelle U(r, o) change de signe, alors, pour
une des valeurs &;(j=1, 2, ..., q), onag,=2¢;(mod2t).

3.1.4. Lemme. — 8¢ Uy (r, 8) et Uy(r, o) changent de signe d o; alors le
produit U, (r, 3) U, (r, 2) ne peut pas changer de signe a 3;. St U,(r, d) change de
signe a 8; et st Uy(r, 8) ne change pas de signe a S; alors le produit change de
signe a 3;.

3.1.5. Lemme. — S ¥F(z) est réguliére dans |z| 1, alors pour tout r:
o< rZ1, JF(3) change de signe un nombre pair de fors.

3.1.6. Définition. — Lafonction F(z) =Z C” zrappartient a la classe @, (p),
n=—1
ou p entier positif, si :
a. F(z) est réguliére dans | 3|1 et tous les coefficients C”’ (n=1, 2, .. .)
sont réels.
b. JF(z) change 2p fois de s1gne sur la circonférence |z|=1.

3.1.7. Définition. — La fonction F(z) =2 CP'z" appartient a la classe B, (p)

ou p entier positif, si :



306 ) N. ARTEMIADIS.

a. F(z) estréguliére dans |z| <1 et tous les coefficients C?’ sont réels.
b. 1l existe un nombre r, < 1 tel que pour tout r(r,<r< 1), JF(3) change
2 p fois de signe sur | 3| =r.

3.1.8. Définition. — Posons
B(p) =% (p)VB(p).

Toute fonction qui appartient a la classe ®(p) sera par définition « typi-
quement réelle d’ordre p ».

3.1.9. Lemme. — S F(z)€ B, (p)alors F(rz) € ®,(p) pour tout r(r,<r<1).

3.1.10. Lemme. — 87 F(z)€G,(p) alors JF(e?) change de signe a ¢ =o
et s =r.
Si JF(e?) change de signe a o elle change aussi de signe a — 3.

3.2. GENERALISATION DU THEOREME 2.2. 4 pE M. S. ManpeLBroJT. — Citons d’abord
un théoréme et une remarque de M. S. Mandelbrojt [10] qui lui ont servi pour
établir son théoréme 2.2. 4 et que nous utiliserons dans la suite.

m

3.2.1. TutoreMe. — Soit P,,(3) = ZAk coskd un polynome trigonométrique

k=0
tel que :

a. P,(8)=o0(0Zcom);
b. P,(o)=P,(2n)=o0.
En posant

/
. O .
s,-::ZAk, Si:zsk (J=o, 1, ..., m).,
k=0

On a l'inégalité suivante :

o é f Sm" S/' I - (sm_ S/) /;:Sfézslll'
Remarque . Le théoréme precedent se généralise aux séries de Fourier,

P(c)= ZA,\ cosk 8 a condition que Z n|s,| converge.

k=0

T . . N\ . .
Généralités et notations. — Si ¥(z) =2‘ C7 s appartient a la classe (p) et
n=1
(r,c!"") désigne, en coordonnées polaires, un point de la circonfé-
rence |z|=r, différent des (r, o) et (r, ), ou JF(z) change de signe, nous
désignons par & I'ensemble des points d’accumulation de tous les points (r, 8)
sur | 3| =1, lorsqu’on fait tendre r vers 1.
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Si(1,2)€&, on pose y = cose.
Donnons-nous un nombre »(r,<Zr < 1) et posons s =r{. On a

F(re) = @) =Y, CP ren= Y 8¢,
n=1 n=1
ou l'on a posé
CP rn=1>5{" et {==pew.

D’aprés le lemme 3.1.9., ®.({)€,(p). D'aprés le lemme 3.1. 10, la quantité

a«p,(eia)zzbgpsinna

n=1
change de signe aux points suivants :

6, OU A, ..., 8. m am— oW

(r) (r)
o210 Sy am =0y, ..., 2m—0Yy), am— oy,

ou les ¢/ (i=1, 2, ..., p—1) sont des nombres positifs compris entre o et ©
et dépendent en général de r.

Remarquons qu’on peut toujours supposer que la quantité Zbﬁf’ sinng reste
n=—1
de méme signe par exemple positive, pour o <3< 8}, et pour tout r(r, <Zr< 1).
En effet si cette hypothése n’est pas réalisable on peut toujours trouver une
suite { r;} tendant vers 1, pour laquelle on ait

Zb“»’smno>0 pour o< 0 < oy (i=1,2,...).

n=1

Dans ce cas-la, les raisonnements qui vont suivre (passage a la limite
pour r =1) seraient également valables, si au lieu d’avoir tous les »(ry = r < 1)
on avait seulement la suite {r;}. Posons

. ) 0y — 8 Lo —6 . m—06 . 2m—0Y) —0 Cam—oY)— 38
K9 = 2 sin — sin ...sin 224 sin —— sin - q” ! co.sin ———1 7,
2 2 2 2

On constate facilement que

3.2.3.

K‘,f’Zb(n")siunc?éo (0282 am).
n=1
Dans le cas ou F(z)€®(1)="% on trouve K =sins et de (3.2.3) résulte
I'inégalité
sind JF(d) >0

qui est équivalente a la relation (2.2.1) qui caractérise les fonctions de la
classe G.
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o - , .. . B , . - .
3.2.4. Définition. — Nous dirons qu'une série Za” est IMM-sommable, s’il

n=—1

existe un A > o, tel que, si 'on pose cj::Xak(j:I, 2, ... )lalimite

k=1
[
e o e p 1+"

lim + 2
n=s=» n - n

L

existe, est finie et différente de zéro.
Le cas 2 =o correspond au théoréme 2.2. 4.

Nous allons maintenant généraliser le théoréme 2.2.4, dans le cas des
fonctions de la classe ®(2), la méthode a suivre étant la méme dans le cas

oup > 2.

3.2.5 TutorkMe. — Hypothéses : F(z) :2 C7zne®(2), la limite

n=1

lim F(r)=~F(1)

r=1—0
existe, est finie et différente de zéro; posons
o-l——ZC‘“ (i=1,2,...).
k=1 .

Conclusions : a. Un des trois cas suivants se présente :

1o Il existe au moins un point de & tel que y=1, 2F(1)(1—v)—

la série Z C®) est IN-sommable et sa somme est F(1).

n=1

2° Il existe un seul point de & tel que v =1 et

(2)
CI

T o)

3° Ona
cr+Cc2, T F(¢)
2(n+1)(n+2) fo dxfo LF(‘)*"T"CS)J‘”

b. Pour tout point (1, 8)€ &, on a

e (G, — Gy — oy (G — GR2) [ =2(CG — 2y CY)  (n=0,2,3, ..

20 |G + G —ayCP | Za2 (G — 27C.

Démonstration. — Pour p = 2, et si 'on pose cos 3\’ =1,, on a

€50,

)3
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. w° ©
V(d) = K(;)Z b\ sinn 6 == siné (cos o — y,) Zbﬁ[’ sinzn 6> o.
n=i1 n=—1

On trouve

3.2.7.
GV (8) = bY)— 29,65 4 (b 4 b — 29,b%) cosd
o LB — B — oy (B, — B, )] cosn o,
d’ou
L 27
Z—Ef 4V(6)d6::b<{>_2\‘,rb(1r):__\_0.
0

On a aussi pour n=o0, 2, 3, ... (sauf pourn=r)

n—2 -

27 ’
f GV (8) (12 cosn 8) dd = 27 (bY — 27,47 == [ B2, — bY2, — 23, (B2, — BU2,)] 2 0,
0

d’ou
b(,:_'ﬂ? - bgzr—)‘z - 2\"‘(b(n'31 - b(nlzi) Ié g(b(;‘)__ ZY,.b(i")) (n=o, 2, 3, ... )-
En multipliant les deux membres de (3.2.7) par (1= cosd) et en intégrant
de 0 2 27, on trouve
057+ B — oy, b7 [ Z 2 (657 — 27,-6Y").
Soit (1, 8) un point de &. Si, dans les deux derniéres inégalités, on fait
tendre » vers 1 suivant une suite de valeurs correspondant au point d’accumu-

lation en question on arrive a la conclusion b.
Posons

Ag= B0 — ayub), A= B B — o b, A== BY2, — b, — oy (BY2, — b))
(n==2,3,...).
L’égalité (3.2.6) s’écrit
3.2.8. \

4V (9) :ZA,, cosnd.

n==o

Posons
SP=Ag A4 Ay et SP=s s s
On trouve pour n =1, 2, ...,

S0 == b2y 057+ bl = b, — 2 (B + b)) .
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 4o
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On constate facilement que

®

ans”‘|<+oo.

n=1
D’autre part, 'd’aprés (3.2.6), on a
V(o)=V(2m)=0 el V(d)>o0 (0L0L2am).
Par conséquent le théoréme 3.2.1 est applicable a (3.2.8). On trouve, en
posant o =¥ b} :

k=1

3.2.9.
S =l + o ol ol —ove(0)) +oyly) — 20 >0 (n=o,1,2,...).

Nous allons maintenant, dans (3.2.9) faire tendre r vers 1, et dlstmguel
différents cas, selon la nature de 'ensemble &.

Premier cas : & contient un seul pointtel que y = ret2F(1) (1 —y)—C{Vs£o0
De (3.2.9) en passant a la limite pour r =1, résulte

Sp== Gui 4 O+ Gnat+ O — 27 (00 + Onpr) — 2CP > 0 (n=o0,1,2,...).

. . , . Ol v
Considérons la série 2‘ S,2". On a
n=»_0

»

. N W ~ \ (2
lim (1—2) Spat==4F (1) (1—vy) —2C{
xr=1—0
n=0

Par conséquent
4F (1) (1—v) — 20> o.

En appliquant le théoréme 2.4 .1 & la série ZS,,(E”, on trouve

n-—=9o
3.2.10
On -
e e e P .
lim oG (1),
n=x n An(l-—y)( n--1 n-1) (1)

Deuzxiéme cas : & contient un seul point tel que Y~ 1 et 2F(1)(1—vy)—C{¥=0
Dans ce cas, on n’a que I'égalité évidente :
C(i'_’)

F(I)::ql—_—y—)-

Troisiéme cas : & Contient un seul point tel que y =1.
De (3.2.9) résulte :
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3.2.11.
Sy=GCl, — G — 2G> 0.

On trouve comme précédemment

-
. N P
lim (1—a) ZS”x":— 2 G
x=1—0

n=0o

et puisque S,>~o0, ona €V =Zo.
Supposons d’abord C" = o0. On a

3.2.12. ‘
S,= ng-:lz - Cf"é 0.

De (3.2.12) pour n=o, 1, 2, ..., on trouve

VW

G2y G G, L oo,

On constate donc que C,">o0(i=1, 2, 3, ...) et que les coefficients dont
les indices sont de méme parité, ne décroissent pas lorsque n croit indéfiniment.
Les possibilités qui se présentent sont donc les suivantes :

a. o C¥==o0 (i==1,2,3, ...)

b. : in’:—l—oo.

i=1

c. A partir d'une certaine valeur de 7, les (; sont nuls.
Les cas a et b entrainent respectivement F(1)=o, F(1)=+49, ce qui
contredit notre hypothése. Le cas ¢ entraine que F(z) est un polynome.

3.2.13. On en conclut que les seules fonctions de la classe ®(2) pour
lesquelles U'ensemble correspondant & contient un point avec Yy =1 et G’ = o sont
des polynomes (st cette sous-classe n’est pas vide).

Supposons maintenant que C;’ < o.
L’inégalité (3.2.11) s’écrit
Sp==2] G| + i, — G > 0.
On a

®

. [CONI
o100+ O, — Cpjan ~ G
x=1—0 1 —X
n=—o

En appliquant le théoréme 2.4. 1, on trouve
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3.2.14.
(2 (2
lim Cn)_("'(";z'-u —o.
n—e n

On a

(€ G T () - | P+ 22 o]

n—1

En intégrant les deux membres de cette égalité de o ax(o<x < 1), on trouve

(2) x x X oy
Z g—%(i"*—ix'm::f F,(t)dt:f F(e)dt +f P—([th—C(l'“x: F.(x).
0 0 0

n=1

En intégrant de nouveau les membres de cette égalité de o a x(o <@ <1),
on trouve

())+C§:)' e — T
F(‘”)MZ(n+1)(n+2) f F, (¢) dt.

La fonction F,(z) étant bornée et intégrable sur le segment [o, 1], |

fonction F; () est continue sur [o, 1] et la limite lim F,(z) existe. On a
x=1—0

1 ou(n+1)(n+o) '_lhimo +1)(,l+2)x —-xl:":_l_ol“s(x):fs(‘).

n—1

lim ) _G+ GR, o 2( G+ G n—
n

D’autre part, de (3.2.14) résulte que

CGr+Gel (1
(n+1)(n+2) ~'0<i_l.>

(n=w=).
Par conséquent, d’aprés le théoréme de Tauber, on a
3.2.15.
C+ G2, ‘ (e ) co
Z(n+1)(n+?) Fo(1) = dxfu (b(t)—{— S )dz

n=1

Il est evxdent que (3.2.15) est encore vraie lorsque F(z) est un polynome.

Quatriéme cas : & contient au moins deux points tels que
AL YoF 1, Y172 Yo
2F(1)(1——\')~C<2);éo 2F (1) (1—12) — CP'#Z 0.

Si dans (3.2.9) on fait tendre r vers 1 suivant deux suites {r,} et {7 |
correspondant aux deux points d’accumulation en question, on trouve

! N 9
Sp= Opet+ Gp—+ Gnia =+ Tngo — 271 (G =+ Gnpa) — 2G5 0,

"
S, = Gn1 4 Ont Onpi -+ Opgs— 272 (0n+ 0py) — 2G> 0.
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* 12 o W [ .
En considérant les séries zsnx" et ZS;x” et en opérant comme dans le

n=o n=o

premier cas on trouve

Tn
01+Ug+...+gn_1+—2—

: 1 Ont1— Tn—t | __ '
2L 7 M= R It

g,
Fa'i—;- Ootv o Opy+ —
2 1 Oni1— Tp—1

(1—2) n

lim
n=w n

En comparant ces deux relations, on trouve

. Gni1— Tn—y
lim 22227 —,

n=w n

Par conséquent

On
v +o+0. A+ O0py+ —
LoonTT T e =F(1).
lim
n—w= n

Cinquiéme cas : & contient seulement deux points tels que

2F(1) (1—y1) —CP=0, 2F(1)(1—7,) —C¥>o.

En opérant comme dans le premier cas, on trouve

Cn
G+ G+ ...+ Gpgt+ — °
. 2 1 Ongt— On_i - G
Iim n+1 n—1 :F(I): 1

e n +4(I"“‘Yg) n 2(1—71)

Siziéme cas : & contient seulement deux points tels que

Y171, T2==1,
2F (1) (1—y,) — C¥=o, 2F (1) (1 —v2) — G > 0.

Il est évident qu'on peut se ramener au troisieme cas et démontrer que

(3.2.15) a lieu.

On constate maintenant que la série ZCﬁf) est JM-sommable, dans les
n=—l

premier, quatriéme et cinquiéme cas. En effet, les valeurs de 2 qui corres-
pondent respectivement a ces trois cas, sont :

I

1=, k=, 7\:%(1—y2).

Dans le troisiéme cas et le sixiéme cas la relation (3.2.15) a lieu.
Le deuxiéme cas est le cas trivial.
Le théoréme est démontre.
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3.2.16. Discussion des résultats obtenus. — MM. A. W. Goodman et S.
Robertson ont démontré [8] le théoréme suivant :

3.2.17. Tukortme. — SiF(5)= Y C/'5"€%(p), on a pourn >p:

3.2.18.

» :
G =X D(p, &y )| G,
k=1
ot
ak(n—+p)!

Dp, by n)= pPp+Tp—0BTh—p—0T (=1’

Iégalité dans (3.2 .18) ayant lieu pour toutes les variables
[CY ], 1G9 s G

C'est-a-dire a tout ensemble |CY"|(k=1, 2, ..., p) non tous zéro, correspond
une fonction F(z) € G(p) pour laquelle I’égalité dans (3.2.18) a lieu.

Remarquons que les inégalités qui figurent dans la conclusion & du théo-
réme 3.2.5 fournissent des estimations de coefficients plus précises que celles
données par (3.2.18). Ceci provient du fait que les inégalités en question
contiennent la quantité v.

Par exemple, si dans (3.2.18) on pose p=12 et n=13, on trouve

3.2.19.
[C =5 |G+ 4] G,

tandis que I'inégalité »° de la conclusion b donne

3.2.20. ‘
[C =S [y G |+ 2 G2 (r+[v])-

De la comparaison des (3.2.19) et (3.2.20) résulte la proposition intéres-
sante suivante :

3.2.21. Pour que U'égalité dans (3.2.19) ait lieu, il faut que l’ensemble &
contienne le point (1, 0) ou (1, ).
En effet supposons que ‘
|G =5]C [+ 41G)

et que (1, 0)S& et (1, n)E6. :
On aura |y|<{1. En remplacant dans (3.2.20) | C}"’
on trouve

par 5|C

+4[C

b
51CP |+ 2|0 | <o, don  CP=CP=o0
et d’aprés la conclusion b du théoréme 3.2.5 on trouve C*'=o0(i=1, 2, ...),

ce qui contredit 'hypothése que la lim F(r)s£o.

re=1=
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\ 1) . . ™ . .y ’
Le cas ou 'ensemble & contient le point <1, E) est particuliérement remar-

quable. On a dans ce cas Y=o, et de I'inégalité 1° de b résulte pour n>> 2,

[Gs — G2y | £ 2 G

La fonction F(3) = > est un exemple de fonction de cette

S [ 1
~arer (PTG
catégorie. -

Les remarques précédentes mettent en évidence le role important que la
connaissance de I'ensemble &, associé a une fonction de la classe B(p), joue

dans la recherche des estimations des coeflicients de cette fonction.

3.3 QUELQUES THEOREMES SUR LES FONCTIONS DE LA CLASSE ®. — Pour terminer ce
chapitre, nous démontrons trois théorémes, concernant les fonctions typique-
ment réelles, dont les deux premiers fournissent des expressions asympto-
tiques des coefficients tandis que ‘le dernier donne une condition suffisante,
trés simple, pour que la série des coefficients d'une fonction de la classe G soit
sommable par le procédé de sommation de Cesaro.

3.3.1. TntoreMe. — Hypothéses : F(z)=z —i—Eanz“ €T, (z=re*);
n==2
. I
F(r) ~ ——; posons
r=1—0 1 —7
Sy 1y~ .. a,.
Conclusion :

Z%Nn (n =w).

k=1
Démonstration. — On sait que [ 13 ]
| @pos — a | < 2 (n=o, 1, 2, cea).

On trouve

2

kel
2(2 -+ a,— an«’.’.) m o~

r=1—0 1 -—17
n—qo

D’ou en appliquant le théoréeme 2.4.1, on a

lim et G

n—w= n
Ecrivons

Qnia—+ Qs N1 [ Qyyy 42 Unva
n T n \n+1 n-+2 n(n—42)

En faisant tendre » vers l'infini et en tenant compte du fait que l'iné-
galité |a,| Zv(v=1, 2, ...) est vraie pour les fonctions de la classe B, on
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trouve
. A a
lim <-L1-+—n>::0,
n=w n-—1 n
d’ou
3.3.2.
Q  a, Qn _
I+2+3+...+n_.o(n) (n=0o).

D’autre part on a d’apreés (2.2.5)

On trouve

P
\

2‘(‘9”*%)]‘"{\’(_;:‘—;—)5 (r=1—o0).

/
n=—0

En intégrant les deux membres de cette derniére égalité asymptotique, on

trouve

®
2‘1 _I. Sy — &’I rotl o~ I .
n 2 r=1—0 I—0r

n=1

En appliquant de nouveau le théoréme 2.4.1, on trouve

n n

;A—ézgké ~L T (n=—=ow)

k=1 k=1

d’ou d’aprés (3.3.2) onarrive a la conclusion désirée.

3.3.3 TnkorkME, — Hypothéses : F(z)=z +Z a,z" €,

F(ry ~ I—:——r;posons

r—=1—0

n
2: o Sn
S = ey bn — Sk, = —-

k=1 k=1

Conclusion :

o

g
Z—ZAN S (n=wx).
k=1

Démonstration. — On sait que [13 ]

n+(n—1)a+(n—2)a;+4...4+ a,> o.
d’ou
Snéo

b

(z=re®);
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on a

- I
ES"rn—iN —.—————,‘ (r:l'—o).
n=1 (I r) B

En intégrant deux fois de suite les membres de cette égalité asymptotique on
trouve
agn I
e ) (r=1—o0),
n=1

d’ou, en appliquant le théoréme 2.4.1 on arrive a la conclusion désirée.
3.3.4. Tutoreme. — Hypothéses : F(z)= z—l—Zanzne B, (3=re®);
lim F(r)=s<+o; R.F(3)s; posons

r=1-—0
n
S,,_:Z ay.
k=1
£

Conclusion : la série Z ay, est sommable par le procédé de Cesaro :

n=—t1

n=29

o

Z:s(c, 1).

n—1
Démonstration. — Posons

F(z) =P(r, a) +iQ(r, 2) =P+ Q.
On a

[ s—P)(1—rcosa) + rsina .r(s—P)sina — I— rcosa
—2(8—8,1,\3":( ) ( ) Q_ ;! ) Q( L ).
s s(1— 2rcosa -+ r?) ; s(1—2rcosa —+ r?)

n=—o0

D’aprés '’hypothése faite sur la partie réelle de F(z) et du fait que F(z)€ T,
il résulte que

1 .
- —_ n
R. Sz(s Sp) 3" 0.
n=—0
Il en résulte que
s — $p
S

Z2 ou [$n] L 3s <<+ 0.

La conclusion du théoréme est une conséquence immédiate de la proposition
connue [ 9] suivante :

St une série Z a, est sommable par le procédé d’ Abel :

n=0
»

a,=s(A) et s$n= 0 (1),

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. 41
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~alorson a

ian:: s(G, 1)
n=—0
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