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SUR LES TRANSFORMÉES DE FOURIER
ET LEURS

APPLICATIONS AUX SÉRIES
ET SUR

LES FONCTIONS TYPIQUEMENT RÉELLES FORDRE p
PAR M. NICOLAS ARTEMIADIS.

INTRODUCTION.

L'idée simple qui se trouve à la base de la première partie du présent
travail est la suivante : si Fon considère une fonction VÇ^)=^anZn=^anrneiv•n

définie dans le cercle-unité, certaines hypothèses faites sur F(^) entraînent
certaines propriétés des coefficients {a^} de cette fonction. Si Fon suppose, par

exemple, que F(^)=^+V,a^ est une fonction univalente holomorphe dans
n==2

le cercle-unité et que la partie du plan couverte par ses valeurs est étoilée par
rapport à l'origine, alors l'inégalité \a^\^n a lieu pour tout n. En partant de
cette remarque nous avons voulu, sur le conseil de M. S. Mandelbrojt, faire
correspondre à la suite { a ^ } une fonction f(x) appartenant à la classe Li de
fonctions absolument intégrables sur toute la droite réelle et à F(^) la trans-
formée de Fourier de/(.r), dans l'intention de trouver une estimation de /(^).

Ainsi, dans le premier chapitre nous démontrons un certain nombre de
théorèmes du type suivant : nous considérons une fonction appartenant à la
classe L^ et nous obtenons des estimations de cette fonction selon les hypothèses,
plus ou moins simples, faites sur sa transformée de Fourier.

Le second chapitre est consacré aux applications des résultats obtenus, aux
fonctions données par leur développement en série de ïaylor ou de Dirichlet.
Nous retrouvons donc le problème qui nous a servi comme point de départ et
nous Fétudions munis en plus des outils nouveaux, fournis par le chapitre 1
et des méthodes nouvelles utilisant la transformée de Fourier dans Fétude de^-^ y
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séries. Nous obtenons ainsi plusieurs résultats nouveaux concernant les coeffi-
cients de Taylor des fonctions typiquement réelles [13]. Nous retrouvons et
nous améliorons l'inégalité principale de M. S. Mandelbrojt, qui lui a servi pour
démontrer son théorème sur la sommabilite de la série des coefficients de
Taylor d'une fonction typiquement réelle [10]. Nous introduisons deux nou-
velles classes de fonctions, les classes 3YL et 91. Pour la classe JR, un théorème

analogue à celui de Hardy-Littlewood ( si a^^o et V^,/^71 ^ —^—? alorsi — x

Vû,,^v ) est donné. Pour toute fonction Va^1 de la classe ffi l'iné-
^==0 /

galité \a^\^n a lieu. De nouveaux résultats intéressants, sont obtenus
concernant les coefficients de Taylor d'une fonction univalente holomorphe et
étoilée dans le cercle-unité et les coefficients d'une certaine classe de fonctions
représentées par une série de Dirichlet.

Dans le chapitre III nous nous occupons de la classe fêQo) (p entier positif)
de fonctions typiquement réelles d'ordre p . Cette classe de fonctions a été
étudiée par MM. A. W. Goodman et S. Robertson dans [8]. Nous généralisons
le théorème de M. S. Mandelbrojt, mentionné plus haut, dans le cas oùp^>ï
en introduisant une nouvelle méthode de sommation (JH, sommabilite) ins-
pirée par celle de M. S. Mandelbrojt et nous donnons des estimations concer-
nant les coefficients des fonctions de la classe ®Qo) plus précises que celles
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson. D'autres résultats de caractère
taubérien concernant les séries de coefficients des fonctions de la classe ^(i)
sont obtenus.

La plus grande partie des résultats de cette thèse ont fait l'objet des Notes [l],
[ÎM3M4].

Je suis très heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde gratitude à
M. S. Mandelbrojt pour les conseils qu'il m'a prodigués pendant la rédaction de
ce travail.

Qu'il me soit permis enfin de remercier MM. G. Choquet et J. Dixmier qui
avec M. S. Mandelbrojt m'ont fait l'honneur d'accepter de constituer le jury.

NOTATIONS.

I. Nous désignons par
T/(^)==T(/)=^ f(x)e^-dx

la transformée de Fourier d'une fonction /(^) de la classe Li de fonctions abso-
lument intégrables sur toute la droite réelle.
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II. La classe des fonctions qui sont des transformées de Fourier de fonctions
de la classe Li est désignée par A.

III. Si gÇx) est une fonction réelle de la variable réelle x, nous désignons
par g(xY la fonction définie comme suit :

§{x) lorsque g ( x ) < o,

g{x)-^= o lorsque ^(^)^o.

IV. Par

/*^=jT f ( ^ - y ) g ( y ) d y

nous désignons le produit de composition de deux fonctions f{x) et g{œ) de
la classe Li.

V. Étant donné une fonction /eLi, nous désignons par Ey l'ensemble des
valeurs de la variable a, telles que R, ï (/) < o. Ë^ sera la fermeture de E^.

VI. Si a^ h/,, £/, sont des nombres positifs finis, nous désignons par
co^,^,^(a) = ̂ (a), la fonction de la classe A définie comme suit :

o pour [ a [^^+2 s/,,

, . , a 4- âk 4- 2 £/.
^k\^)^IZk———————————— » — CL],— 2£^-^a^— a/.,

hk » 1 ^ 1 . ^ Ciki

' L ak-^<2£k— a • „ ./̂ . — — — — — — ^ a^ a ̂  a/c + 2 s/,.
2^-

VII. Posons

On trouve

VIII.

TP,(^)==co,(a).

P f^^^-^i COS^^— COS(^.4- 2£k)^
k{ ' 27:^ xî

Si X est un nombre réel, on pose

IX.
c^(a -h- À) = T[P^(.r) é?^] == ûû^.

X. p. p. est l'abréviation des mots : presque partout.
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CHAPITRE I.
ESTIMATION D'UNE FONCTION APPARTENANT A LA CLASSE Li.

1.1. DÉFINITION DE LA CLASSE L^. — Nous dirons qu'une fonctionna?) appar-
tient à la classe L\ si :

a' /(^)eLi;
b. [R,T(/)]-eL,.

Remarquons que si /(a?)el^, il existe toujours une suite d'intervalles

fermés { I / c } , telle que E^c \ ] L et telle que si l'on pose

1.1.2.

/4=max|R,T(/) (ael^nËy)

on ait, si l'on désigne par I/, la longueur de l'intervalle I/,,

^I^<+OC).

1 .2. DÉFINITION D'UNE FONCTION RÉGULARISANTE D'UNE FONCTION DE LA CLASSE Li. —

Étant donné une fonction /(^çLi nous dirons que la fonction P(*r) est une
régularisante de/( a?) si,

a. P(.a?)eLi;
b. R,T(/+P)^o.

Remarque. — II est clair que la classe L^ n'est pas vide. Par exemple, toute
fonction de la classe Li dont la transformée de Fourier est à support borné,
appartient à L ^ . Une telle fonction aura comme régularisante une fonction de
la forme (VIII). Remarquons aussi que si /(a?)eL^ et [R<,T(/)]-eA, alors la
fonction

-^ f_\^T (/)]-€--^

est une régularisante de/(.r).

1 .3 . EXISTENCE DES RÉGULARISANTES DES FONCTIONS DE LA CLASSE L^.

LEMME. — Hypothèses : /(.r)€l^; soit [ £/,} une suite de nombres positifs telle

que VÂ/,£/,<^+OO, où h,, est la quantité (1 .1 .2) ; désignons respectivement
À-=:i

par —À/, et a,, V abscisse du milieu et la moitié de la longueur de l'intervalle I/,;
si PÂ(^) et (jû^ sont respectivement les fonctions (VIII) et (IX) pour }i=X/,,
posons formellement
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1.3.1.

et

P(^):=^P^-
k=.i

c.)(a)=]^c^(a).

k=l

Conclusions :

a. P(*3?) est une fonction régularisante de f(^x);
b. P(.z?) est continue;
c. T(P)=oj(a).

Démonstration. — D'après (VII), on trouve

P,^) ̂ == /l^^•4-£^) sm(a,4-£,)^ sins^^
v / 7T (^4-2^)^ £k^ î

d'où

Par conséquent

1 . 3 . 2 .

p^^^l^^t^Lit).

^IP^^)^-

La série (1.3.i) étant uniformément convergente, la fonction P(^) est
continue.

Considérons la fonction

hk(ak-^-^k) pour | x \ ̂ i,

ë'kW'- hk(dk-\-Zk) i
7: X-

pour | x \ ̂ i.

On a

et

Donc

Par conséquent

P^)^-l^(^)

ll^lk=^(^+^).

^IIP^^)^-]^^-^^.

P(^)eL,.
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Posons

G(.r)==^^(^),
k=l

S,(^)=^P^)^
k=l

n

^(a)^^^(a).

On a
^(a)=T(S,).

Mais puisque
S,,(^)|^G(^) et G(^ )€L i ,

le théorème de Lebesgue concernant le passage à la limite donne

o) ( a )== l im^(a)= lim f ^x) e1^ dx •==. Ç V^e^dx.
n = » /2 = so ,/_ ^ ./_ ^

On en conclut que co(a)€A et que T(P) == co(a).
On constate enfin que d'après la façon dont on a construit la fonction P(^),

on a
R,T(/+P)^o.

On en conclut que la fonction P(.z?) est une régularisante de la fonction fÇoc)
et le lemme se trouve démontré.

1.3.3. Remarque. — Le lemme 1.3 affirme que toute fonction de la classe L^
possède une régularisante. Elle en possède même une infinité selon le choix de
la suite { s / , } ,

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons un certain nombre de propo-
- sitions qui peuvent être considérées comme cas particuliers du théorème
principal de ce chapitre, théorème que nous démontrerons dans le para-
graphe 1.5.

1.4. THÉORÈME :

1.4.1. Hypothèses : /(^)€Li; ReT(y)^o; il existe un nombre c dont la
r 1 dtpartie réelle est positive et tel que i |./(Q+./(—l) — c\ — <^oo. Posons

^o . •

VC0)^-
Conclusions :

l / (^) l+l / ( -^) |œs{arg/ (^)+arg/ ( -^)}^2R, / (o) p. p.,

( \fW + 1/(- ̂ ) 1 ) (i + cos { arg/(^) + arg/(- x) ) )^^f(o) p. p.
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Démonstration - Considérons un nombre réel T et posons /, (^) - f(^ ̂
La fonction/,^) a les propriétés suivantes: .AW~/W<- .
1 .4 .2 .

i°
2°

3°

,/i(^)eL,;
R,,ï(/,)^o;
H../i(o)>o;

40 ^^)+/-(-0-V,(o)|^<4-o=.

^^ effet les propriétés i», .0, 3» étant évidentes, démontrons la propriété 4".

/l/.W+/i(-0-V,(o)|^
^ O ^ -

^ y i/(<)+/(- <)-v(o)i^
^ 0 ^

+ /''̂ ^ .̂[(i.l̂ Oîfl).. f1 sil^T ,^ <———dt^] —r \f(.t)-f{-t)\dt<^.
Donnons-nous maintenant deux nombres positifs R et £ et posons

T(/)=y(a), T(/,)=<^(a),
/IR R

I1{(0)=^ J (o()rfa=^/ [? (")+? (-a)Ka,
— l l ^ 0

I/t'(o)==^/,R?l(G()rfa=A/^(a)+^(-^^.— I l vo

D'après la troisième hypothèse sur/(aQ et la propriété 4», on a

^ml,{(o)=/(o)=^r^(,)+y(_^^
^0

^m^(o)=/.(o)=^ r[T,(a)+<p,(-a)]rfa.
^n

Posons ensuite

^(o}=^f^ W^^^f^^W^V (~a)]e——^,

^(«)=^^^(.).——rfa=^^^^^)+^(_,^^^

Puisque les .ntégrales ^"[?(a)+y(-a)].a, /^(a)+9.(-a)^a,

existent, on a d'après un théorème d'Abel :

1.4.3.
liml{(o)=/(o),

Hml;f'(o)=/,(o).



276 N. ARTEMIADIS.

Considérons maintenant l'intégrale

I{1 ( x ) == -!- f 91 ( a ) e-^2 ( 2 — 6^ — e-1^ ) dy.

et passons à la limite pour 2=0. On trouve si l'on tient compte des (1.4.3)

limî^W^ïf^o)—/,^) —/ i (—^) p. p.,

d'autre part, on a
l/1^)^3 ' f ^(a^-^sm20^^.

^^-00 2

d'où
RjlimI^^l^o

L £ = O J

ou en remplaçant /i(^) par/^)^,
R,[/(^)^+/(-^)e-^1^2R,/(o) p. p.

Si l'on choisit T tel que
^T,+arg/(^)=:o,

on a

1 .4 .4 .

l / (^ ) l+ l / ( -^ ) | cos ia r§ / (^ )+arg / ( -^ ) j^2R,y(o) p. p.

En changeant x en — x dans (1 .4 .4)? on trouve

1.4.5.
1/(- ̂ ) 1 + 1/(^) 1 œs { arg/(- ^) -4- arg/(^) j ̂  2Re/(o) p. p.

En additionnant (1.4.4) et (1.4.5), on a finalement

[ 1/(^) 1 + 1/(- x} 1 ] [i + œs î arg/(^) + arg/(- x ) } ] ̂ tV(o) p. p.

Le théorème est démontré.
Les corollaires qui suivent sont des conséquences immédiates du théo-

rème 1.4:

1.4 .6 . SifÇx) satisfait aux (1.4. i) et f^x)==o pour x<^0y alors
|/(^)|^2R,/(o) p. p.

1.4 • 7 • Sif(x) satisfait aux ( 1.4. i ) et si
borne (i + cos { arg/(^) 4- arg/(— x) } ) === 4^> ûi

x

alors

1/^)1 +l/(-^)l^^<-/(o) p. p.
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1.4.8 . Si fÇx) satisfait aux ( 1 .4 . i ) et si

^+i^arg/(»)^î-a,

où o <^ o <^ - î aforj""• ^ 2

W ̂ -^T^ - P -

Démontrons maintenant une proposition qui peut être considérée comme cas
particulier du théorème 1.4 et dont la démonstration est presque la même que
celle du 1.4. Nous préférons néanmoins énoncer cette proposition sous forme
de théorème car nous en ferons constamment usage dans le chapitre suivant.

1.4.q. THÉORÈME. — Hypothèses ;/(^)eLi; f(x) continue; R^T(/)^o;
R/(o)>o;T(/)eL,.

Conclusions :

a. \fW I-H.A--^)! {^(arg/^) +arg/ (—^)) }^2Re/(o) partout;

^ [\fW 1 + 1/(- x) I] [ ï + cos { arg/(^) + arg/(- x) } ] ̂ ^Ref(o) partout.

Démonstration. — Considérons un nombre réel T et posons
f,(œ)=f(x)^^ T(/)=cp(a), T(/0=cp,(a).

Considérons ensuite l'intégrale
ï r^\{x)-=.— f 9 i ( a ) ( 2 —e^—e-^dy..

— x

On trouve
I(^) == 2 / 1 ( 0 ) — / i ( ^ ) — / i ( — ^ ) = 2 ^ 9 l (a)sm 2 a ^^a,

7" ̂ - ̂  2

d'où
Re(/0)^+/(— .y)^-^') ̂  2R^/(o) partout.

En choisissant le nombre T convenablement et en opérant comme dans la
démonstration du théorème 1.4 on arrive à la conclusion désirée.

Le théorème suivant est du même type que ceux que nous venons de
démontrer et fournit une estimation de la fonction considérée en un point
particulier. La démonstration étant semblable à celles des théorèmes précédents
nous n'en donnons que ses points essentiels.

\
1.4.10. THÉORÈME. — Hypothèses : f{x) e Li ; /(a?) = o pour x <^ o ; il existe

un nombre c dont la partie réelle est positive et tel que

f 1 , ,dt
/ \fW-c\—<^,

^o
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASG. 4. 36
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ÏVr(/)^o.Onpose

^•'(^) =f(^ + Q +/(^ - /) - 2/(^) et 2/(0) =C.

Conclusion : Pour chaque valeur de x pour laquelle

|/(^)|<+oc et f\dW\^<^.

on a
|/(^)[^2tV(o).

Démonstration. — Considérons un nombre réel T et posons /\(x) =/(^)^Ta;.
La fonction /i(^) a les propriétés suivantes :

/i(^)eL,;
R.T(/o^o;

^° / i (^)==o pour ^<o ;

4° 2/,(0)=C-;

5° Si pour une valeur de x, soit o-o, on a

, d t|/(^o)<+oo et f |^o(^)|^<oo,
Jo 6

alors ri^(^if<-;
^0 t'

f l/ i(^)--Vi(o)|^<OC.
*-/n i

6°

Les quatre premières propriétés sont évidentes. La propriété 6° résulte de 5°
si Fon y pose ^o==o. Démontrons donc la propriété 5°. Supposons que pour
x=x^ les hypothèses qui figurent dans 5° aient lieu. On trouve

r^^if^ri^^i^+r2^^^
•^o " ^o 6 Jn i^ o - ^ o t/ i/o

/^IsnUT+y sn^ \f(^^t)—f(x,—t)\dt<^.
La propriété 5° est démontrée.

Posons ensuite T(/i)=yi(a) et considérons, pour la même valeur de x=x^
et pour un nombre R positif quelconque l'intégrale

i -R

IK (^o ) == -s- f cpi ( a ) [ 2 — e^-^ — e-1^] dc^.
^ — \\

A partir de ce point la démonstration s'achève comme dans les théorèmes
précédents, c'est-à-dire par passage à la limite pour R=oo et ensuite par un
choix convenable de T.

Démontrons maintenant le théorème principal de ce chapitre.
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1.5. THÉORÈME. — Hypothèses : f{x) € L^ ; il existe un nombre c dont la partie
réelle est positive et tel que

f{\m+f{-t)-c\dt<^^JQ L

P( x) étant la régularisante ( 1.3. i ) de f(x), posons
00

F(^)=/(^)+P(^), 2/(o)=c, K).=^A,(a,+£,).I

7:
^=l

Conclusions :

1.5.1.

| F(^) | + [ F(- œ) \ cos{ argF(^) -4- argF(- ^)}^2(Re/(o) + K).) p. p.,

1 . 5 . 2 .

[ |F(^) |+ |F(-^) | ][ i+cos{argF(^)+argF(-^)}]^4(R./(o)+K» p. p.

Démonstration. — On peut facilement vérifier que la fonction ¥ ( x ) satisfait
aux hypothèses (1.4. i). En appliquant donc le théorème 1.4 à ¥(x) on arrive
à la conclusion désirée.

1.5.3. COROLLAIRE. — Sif(x) = o pour x <^ o et satisfait aux hypothèses du
théorème 1.5, si l'on pose

^'^ïS7'^

alors
[ /(^) |^2ÏV(o)+4K/- p. p.

Démonstration. — De (1.5. i) pour x ^> o résulte

1 .5 .4 .

\f(x) ^ 2 (R./(o) + K» + | P(^) [ + | P(- x) \ ̂  2-R,/(o) + 4Ky+ J ̂  h^

L'inégalité (1.5.4) est vraie pour toute suite [ e ^ } telle queVA/,£/,<^oo.
k==i

On peut donc en choisissant convenablement la suite {^},, faire tendre cette
somme vers zéro. Le corollaire est établi.

Remarque. — Les propositions que nous venons de démontrer, fournissent
en général, des inégalités contenant f{x) et/(—x) en même temps. Mais on
constate facilement que si l'on fait l'hypothèse supplémentaire que/(^)==o
pour.r<^o [comme dans les cas (1.4.6), (1.4.10) et (i .5. i)] ou que f(x)
est une fonction paire ou impaire, on peut obtenir une estimation de cette
fonction.
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Dans le théorème qui suit, nous donnons séparément une estimation de/(.r)
pour ^^o et X^Q, en faisant certaines hypothèses sur son comportement
lorsque x tend vers + et — oo.

1.6. THÉORÈME. — Hypothèses :

1 . 6 . 1 . La fonction y(.r)€Li.

1.6.2. Il existe un nombre c dont la partie réelle est positive et tel que

f/(^)+/(-
. dt• Q - c | y < o o .

•^o

1.6.3. R,T(/)=R,y(a)^o.

1.6 .4 - II existe deux nombres positifs p-o et ^o ^^ que pour presque toutes
les valeurs de x suffisamment grandes, on ait

f(x) =:0(<°-^) pour ^=:+oo,

f ( x ) = z 0 ( e ' o x ) pour x •==.—oo.

1.6.5. Il existe deux nombres [L et X tels que

0<|J.<p.o, 0 < ^ < 7 o ,

ReCp(a-i-ï 'À)^o, Re(p(a—/^)^o .

1.6.6. Posons
V(o)=c,

Conclusions :

\f(x)\^= — — p o u r presque tout œ~^ o,
i — (?

|y(•2')|^—^^—~ pour presque tout x ^- o.

Démonstration, — Considérons un nombre réel T, et posons
^•) ==/(^) ̂ , /),(^) ==/(^) ̂ -^ l F)^) =A(^) ̂ •.

Nous avons déjà vu, dans la démonstration du théorème 1.4 que la fonction
g{x) a les propriétés (1.4.2). Nous allons démontrer que les fonctions f\Çx)
et F^(a") ont aussi les mêmes propriétés. Pour cela, il suffit de montrer qu^il en
est ainsi pour F^(*r). Les propriétés i° et 3° étant évidentes, démontrons les 2°
et4°.

Posons z == a + ;?. Dans la bande o <^ ? <^ X, la fonction

ç ^ ( z ) == f /(^e1^dx

est analytique et régulière.
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On a
T/î.(a;)==(p(a+i7)==q)),(a),

ÏF),(d")==(p).(a+T)==(p(a +T4-;'À)==$).(a).

D'après(1.6.5), on a
R,<&,(a)^o

et la propriété 2° est démontrée.
Posons

e-^=:i-+-(—^t)A(t).

On a

C |F).(<)+F).(-<)-2F).(o)|°l^f | /(<)(>-^+/(_()e)- '_2/(o)|^+C,

= f \f(t) [i + (- ̂ ) A(<)] +/(- t)[i + 7<A(- <)] - a/(o) ] dt + G,
J» t

ï=f \f(t)+f(-t)-2f(o)\^+f \f(t)(-î.t)A{t)+f(-t)).t^(-t)\dt+C,<»,
^0 ^0

où Ci, €2, Ça sont des constantes finies. La propriété 4° est aussi démontrée.
Considérons maintenant deux nombres positifs R et £ et posons

T(^)=G(a)^

i r^ i r^
^(°)=— / ^^^—L / [9(a)+9(-a)]û?a,

-"•^-R ^'^O

I g ( o ) = — f G ( a ) ^ a = = — f [G(a )+G( -a ) ]û?a ,
J7h J-n ^ ' • ^ o

I^(o) =— r ^(a)r/a=— f [cp,(a) + rA(- a)] d^Â I • J _ ^ •""•^o

I^(o) ==-1- f < ^ ( a ) ^ a = — r [^(a)+<D^(-a)1^a .
^ '•^-R " ' • ^O

D'après la propriété 4°, commune aux fonctions/, ^',/>,, F^, on a

1.6.7.
/*30

limli! '(o)=:/(o)===— ^ [cp(a )+c?( -a )" |6 /a ,
K = ^ 27^•> fo

lim Ig (o )^^ (o ) = / ( o ) = — r°° [G(a)+G(-a) ]^a ,
R = ^ 2 7 ^«- /o

lim I^(o) =/ , (o)==/(o)==— f fcp , (o()+^(-a)1 . /a ,
H == oo 2 7: Jo

l imI^(o)=F^(o)=/(o)=^- f [^(a)+^(-a)]^a.
R ̂  ao — ' • tV , >
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Posons ensuite :

^^a'TrJ^ ^We-^da^^^ [<p(a)+9(-a)]e-^^,

'^"^a^J^ ^^^'^^^/''[G^+G^cO^-^/a,

1A(0)=^/' 9)-(a)c-£ a•r fa=—f [^(a)+(px(-a)1e-^rfa,
^ — s o -4 '(- ^/o

^^^^f $x(a)<•-£a '^=— y[<I»),(a)+<h(-a)](>-^a.
—00 «^0

Puisque les intégrales (1.6.7) existent, on a d'après un théorème (TAbel :

1.6.8 .
liml{(o) == l imlf(o) == limi^o) = limï^Vo) = /'(o).
£==0 £=0 £=0 " £^0 "

Considérons maintenant les intégrales

I f (^)=^ f G(a)^-£a2[2-e-^-^•^]^a,

1̂  ( ̂  ) = ̂  f ^ ( a ) ^-£a2 [ 2 + ^ -^-^ 4- e1^- ] dy.

et passons à la limite pour £ = o.
On trouve si Fon tient compte de ( 1.6.8)

limlf(^)==: 2^-(o) — ^ ( — ^ ) - ^ ( ^ ) p. p.

l imI^(^ )=2r \ (o )4 -F^(—^)+F) , (^ ) p. p.

D'autre part

I f (^) := 2 f ^ G(a ) ^-^sin^^a p. p.,7r J__ 2 r l ? .

IP(a-)==^y"^(a)e-^cos'^rfa p. p.,

d'où
R,.[2/(0)— ff(—£C) — g(x)} ̂ 0 p. p.,

H,[2/(o)+Fî.(—a-)+Fx(a')]:^o p. p.

En remplaçant F,(a?) par^a;)^-^^ et g - ( x ' ) par/(a-) e1^, on a

1.6.9.
R,[2/(o)— /(-.») e-^— /(a;) e'^j^o p. p.,

1.6.10.
R<.[2/(o)+/(—a7)ex•re-^T•ï+/(a•)e-/••re^1:•c]^o p. p.
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En multipliant (1.6.10) par e~^ et en ajoutant membre par membre l'iné-
galité ainsi obtenue et ( I .6.9), on trouve pour^^o :

R4/(-)^"]^^g p. p.

Si l'on choisit T tel que

arg/(^) 4-T^==o,

on trouve finalement pour*r^o :

W^^S P. P.

De même en considérant les fonctions

g ( x ) =f{œ.) ̂  f^x) =f(x) e^\ F^) =/^) e1^

et en opérant comme précédemment on trouve pour x^ ^ :

i/(.)i^^^) p. p.l J ^ > 1 — ï—e^ 1 F

Le théorème est ainsi démontré.
Démontrons, pour terminer ce chapitre, deux théorèmes qui correspondent

aux deux propositions suivantes, dans la théorie des fonctions univalentes :

a. Si F(^) = ̂ +^,^^ est une fonction de la variable complexe z^ univa-
n=.-2.

lente holomorphe dans le cercle \ z \ <^ i et si les On sont réels, alors

an ^n (n=zï, 2, . . .).

6. Si ¥(z)=z-+-^a^zn est une fonction de la variable complexe z, univa-

lente holomorphe dans le cercle \ z \ <^ i, et si la région du plan couverte par les
valeurs de F(^) est étoilée par rapport à l ) origine^ alors

\ an \^n ( / Î = = = I , 2, . . . ).

1.7. THÉORÈME, — Hypothèses :

1.7.1. La fonction f(^x) est réelle et appartient à Li.

1 . 7 . 2 . fÇx) = o pour x<^ o.

1.7.3. La fonction ^(a) = J r! (f) ̂ -É o pour a^o.

1 .7 .4 . On suppose i^^eL, et ^oo^^)1^>o.
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Conclusion : ^^f.w]"- "• •
Remarque : II existe des fonctions satisfaisant aux hypothèses du théorème (1.7).

Citons comme exemple la fonction f^x) égale à e—^î-pour x^o et égale à zéro
pour x<^o.

Démonstration. — La fonction ^(a) étant continue et ne s'annulant pas
pour a ̂  o, on a pour a > o, ou bien ^(a) > o ou bien ^(a) < o.

Considérons un nombre positif B quelconque. On trouve

f ^(a)^a= F} f^ldx- f^Z^cosB^^
^0 Jo x JQ ^

d'où

lim F ^(a)^a=:r ^(a) â = F l^ldx.
B=^o.^ ^o ^o •27

On en conclut que
^ ( a ) > o pour o < a < oo,

4 ^ ( a ) < o pour o > a > — o o ,

^(°)=o,

^(a)€L, .

Considérons la fonction / (^)^f(~'r) et sa transformée de Fourier qui est
égale à ^(a)- En utilisant le fait que ^(a)eLi, on trouve

2 /^ °°
f(œ)==-j ^(a)sma•^^ P- P.,

^ o
d'où

i '̂̂ u^^ ^^
Le théorème est démontré.

1.8. THÉORÈME. — Hypothèses :
1.8.1. Les fonctions f{x) et xf(x) appartiennent à L^.

1.8.2. SiFonpose G^)=T—^, on suppose que T(/)^ o et que G(a)eA.
1.8.3. La ligne que décrit y(a)==T(/) est simple et étoilée par rapport à

l } origine.

1 . 8 . 4 . Si G(a)=T g(x\ on suppose

4 ^ = = b o m e [ i 4 - c o s { a r g ^ ( ^ ) 4 - a r g ^ ( — ^ ) } ' | > o .
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1.8.5. 77 existe un nombre c dont la partie réelle est positive, et tel qu'on ait

f \SW+^-t)-c\dt<^.
^0 l

1.8.6. On pose
2^'(o) =C.

Conclusion :

^fW ^-^^ll/lk p. p.

Remarque : II existe des fonctions satisfaisant aux hypothèses du théorème (1.8).
Citons comme exemple la fonction f(x) égale à x e^ pour x ̂  o et égale à zéro
pour x<^ o.

Démonstration. — Posons
^(^^(a)^0^.

On a
l o g c p ( a ) = = l o g p ( a ) 4 - / ô ( a ) ,

d'où
J j l o g c p ( a ) j = ô ( a ) .

On trouve
6 / J { l o g c p ( a ) } ^log9(a) q/(a)
————-7———— — ^ ————— z=z o —-—- == Kg (jr ( a ).a a d(x cp ( a ) v /

D'après l'hypothèse (1.8.3), on a
^(a). ,

dy.

d'où
ReG(a)^o .

On constate que le corollaire 1.4.7 est applicable à la fonction g{œ\ On
trouve

1^)1 +[^(-^|^Rl^o2 p. p.
ou encore

1.8.7.

De (1.8'.2) résulte

ou, d'après (1.8.7)

1^)1^^ p. p.

^/(^) = j ^ ( y ) f ( ^ — y ) dy

l^/(^)l^lLÇibR^(o) p. p.
et le théorème est démontré.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 4. 87
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DISCUSSION DES RÉSULTATS OBTENUS.

Les propositions que nous venons de démontrer nous conduisent à la conclu-
sion générale suivante : une fonction de la classe Li sous l'hypothèse essentielle
d'avoir la partie réelle de sa transformée de Fourier non négative, est majorée
par une constante ou par une fonction simple, comme par exemple dans le cas
du théorème 1.6. Ainsi, étant donné une fonction appartenant à la classe Li, si
l'on veut arriver à une estimation de cette fonction, il est naturel de penser à se
ramener au cas où l'hypothèse essentielle en question est satisfaite.

A cet effet les méthodes suggérées par la théorie que nous avons exposée
sont au nombre de deux.

La première consiste à chercher une régularisante de la fonction donnée.
Nous avons vu que grâce au lemme 1.3 cette régularisante existe toujours pour
les fonctions de la classe L^. La notion de régularisante est en général liée à
celle de la distribu-tion des valeurs négatives de la partie réelle de la transformée
de Fourier. Dans le cas particulier où la suite { I / , } des intervalles, qui contient
l'ensemble E^- est telle que Vl/^oo, la fonction f{x) appartient à la classe L^
et elle possède par conséquent une régularisante. Pour s'exprimer d'une façon
générale, la recherche d'une régularisante est indiquée lorsque des renseigne-
ments sur le comportement à l'infini de la transformée de Fourier sont donnés.

La seconde méthode consiste à trouver une fonction de la classe A,
soit B(a) = T P(^), telle que si y (a) est la transformée de Fourier de la fonction
donnée/(*3?), on aitRe[<p(a)B(a)]^o. Il est évident que cette méthode nous
conduit à chercher une estimation de la fonction/* P et non pas de f{x) qui nous
intéresse. Mais comme on le verra dans le chapitre suivant, l'estimation de/* p
nous permettra souvent d'obtenir une estimation de f(x) elle-même. L'appli-
cation de cette seconde méthode est indiquée dans le cas où les points de chan-
gement de signe de la ReT(/) sont donnés. C'est dans ce but, qu'au début du
chapitre suivant, nous donnons quelques lemmes, d'ailleurs très simples,
concernant la construction des fonctions de la classe A dont les changements de
signe sont donnés d'avance.

CHAPITRE II.

APPLICATIONS.

2.1. QUELQUES PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES.

2. l . i . LEMME. — Étant donné q nombres réels : a^^aa^. . .^a^, et un
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nombre positif quelconque X, la fonction

a — a/,B(a)==JJ
' / ^^^^(a—a/,)2

Â:=l

appartient à la classe A ̂  change de signe seulement aux points { a,} (?== i, 2, ..., q).

Démonstration. — Considérons les fonctions g{x) et ^i(a?) définies comme
suit :

( e-^ pour X^Q,
g(x)^ v — '

o pour x <; o ;

„^(lr) —^(—^)^i(^)
2ï

On trouve

T(^)=cp,(a):
a2 + 72

Mais on a

T[^(^)^^]=^(a-a,)^ a-^ .
A -+- ^ a — a^ y

Par conséquent la fonction B(a) comme produit d'un nombre fini de fonc-
tions appartenant à la classe A y appartient aussi et il est évident qu'elle ne
change de signe qu'aux points { a / } donnés.

2 . 1 . 2 . LEMME. — Si o est un nombre réel, la fonction sm^0 appartient à la
classe A.

En effet, par exemple, pour o ^> o, on a

^^ sina^Tp§(^)= ———,
a

où (3ô(^) est définie comme suit :

2.1.3.

,. , . - pour | x \ ̂  ô.
Pô(^)= 2 F 1 1 — /

o ailleurs.
00

2.1.4. LEMME. — Si F(^) ==^A^^ é^ une fonction de la variable complexe
n ==0

7_»/yi 7/.^ == r ̂ (a, régulière dans le cercle-unité^ alors pour une valeur de r fixe (o ̂  r <^ i ),
la fonction

oiy. __ j
—:——F^c^)

ûfe a, appartient à la classe A.
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Démonstration. — Considérons la fonction/(a?) définie comme suit :

2.1.5.
.. ( A^r" pour n^œ<,n-\-i (n = o, i, 2, . . . ),/ { x ) — <

( o pour x < o.

Il est clair que la fonction f{x) appartient à la classe Li.
On trouve

T(f)= r/We^d^^^A^r- f e^dx^^—^FÇre^)
Jo n-^ Jn 'a

et le lemme est démontré.

2.2. LA CLASSE % DE FONCTIONS TYPIQUEMENT RÉELLES. — Une fonction

F(^)=^+^û^ de la variable complexe z=re^ régulière dans ler'i
n =-,2 >-

cercle \z\ <^ i, est dite typiquement réelle dans ce cercle si elle n'est réelle que
pour des valeurs de z réelles.

Il résulte de cette fonction que les coefficients {a^} sont nécessairement
réels.

On démontre [13], que les propositions suivantes sont vraies pour les
fonctions de la classe %.

a. La classe % est caractérisée par la relation

2.2.1.
signJF(^)==signJ(^).

b. Si¥(z)e^et—ï^x^i, ona

2.2.2.
sign F (a?) == sign^?.

c. Si F(^)€^ et o ^Lx ̂ i, on a

2.2.3.

^F^)^————.
( i 4 - ^ ) 2 — v ' — ( l — ^ ) 2

2.2.4. Le théorème de M. S. Mandelbrojt [10] ; Si F(^)e%, la limite
lim F(r)=F(i) ^r^ {cette limite peut éventuellement être égale à +00) et

r=l—0

Von a

ou

o-i + 0-2 + . . . -4- o-^+ <7n±l

lim F( r )=F( i )= lim
r==l—0 7î=oo ^

^•==1 4-^24-. . .4-0; ( t = = i , 2, . . . ) .
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Dans le cas où F(^) est en plus une fonction impaire, on a

lim F(r)=F(i)=lim^±°i±-——t^.
/ •==1—0 n=w fï

Pour démontrer son théorème M. S. Mandelbrojt établit d'abord l'inégalité
fondamentale suivante :

2.2.5.

o^i -|- a.2-4-. . .+ av-i-4- al ^2F(i).

C'est cette inégalité que nous allons démontrer et améliorer lorsque F(i) = oo.
Plus précisément nous démontrons le théorème suivant :

2.2.6. THÉORÈME. —Sif(z)e^etsi
lim ( I — r ) 2 F ( r ) = : 8 / ,

r= l—0

alors

2.2.7.

y2/^; 1-4-02-h.. .+ ^v-i+ ^f^sF^).

Démonstration. —- Considérons la fonction /(^) définie comme suit :

„, , ( a[x} ̂ [•^'] -4- a\x}+\. r^-^1 pour x ̂  o,
j\x)=\

( o pour x << o,

où r est un nombre fixe pour le moment : o <^ r <^ i. Posons

M.)= W-^-^.

Il est clair que/i(.r)eLr On trouve

T (YI ) == ̂  ( a ) == - [ r 4- a.̂  r2 cos a -h ( 0:3 /•n — /' ) cos 2 a + (04 /•''• — a^ A'2 ) cos 3 a -^ . . . ]

^^F^).
a

II en résulte, d'après (2.2. i), que pour o^a^a-n, on a
a ̂ (a)^o

et puisque la fonction a^(a) admet 211 comme période, on en conclut que
^(a )^o pour en ̂ o,
^(a)^o pour a .-̂  o.

En d'autres termes le seul changement de signe de ^(a) a lieu au
point a == o.
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Les notations du (2.1.i) étant conservées, considérons les fonctions g{x)
et^i(^) qui figurent dans ce lemme. On a

T(^^(a):=^.

Posons
H ( a ) = = ^ ( a ) ( p i ( a ) et hr(^)=:f,^^.

On a
^r z, / \ T T / x 2sinaJF(^)lA.(^)==H(a)=—^^U

et

"2.2.8.

hr(œ)-^- f f(y)[g(ac+y)-g(-y-x)-g(x-y)+g(y-x)}dy.
• ly 0

On constate que la fonction hr(x) est continue, réelle, paire, appartient à L^
et que H(a)€Li.

Calculons ^(o). On trouve

Mo)--1 F î^e-^dy^ I g'-IV ̂ +q^r^
S j ^ ' 7 ^ 7 t/ 2 À^ ^ ^ 5

7Î==0

donc d'après (2.2.2), on a
0 <ihr(o) <<-(-00.

En appliquant le théorème (1.4.9) à la fonction hr(x\ on trouve
2.2.9.

'[ hr(x) \^hr(o) partout.

Choisissons maintenant x == v = entier positif et le nombre X = log(2 — r).
Pour simplifier Fécriture, posons

g^ ̂ ^ ̂ ^+^^^ ^^^ ̂ (^^+ ̂ ) ̂ -,.

7l==0 „=!

r ^\ y ̂ ^+^+l^+l
^_i(r)=^———^—— .

^==0

De l'inégalité (2.2.9) découlent les deux inégalités suivantes :

2.2.10.
^(r)(e^-iy-^e^B,(r)-{-e^C^(r),

2.2.11.
e^(r) -4- e^C^(r)^B(r) (e^-+- ï)\
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Mais on a

limB(r)(^-I)9-==lim^B(r)(I-^Y(^-I)2-.—————i I == 4/'2, =l r=l \ ^ / f i _ Z- 1
L Y ^ J

Par conséquent, dans (2.2.10) et (2.2. n)en passant à la limite pour r= i ,
on trouve

2.2.12;
a^

/v2^! 4-^o4-. . .4-<%v-i4-— i
—— ~ 2

2.2.13.
14-^24-. . .4-^v-l4-^^^(l);

d'où la conclusion (2.2.7).

2.2.14. COROLLAIRE. — S i F ( z ) e ^ e t F(r) ^ I , alors :
/ •==1—0 \1 / ^

<7. çî/^Z ̂ ^ ^o^ S : o^S <^ 2, on a
a.,

i + a^ + . . . 4- Ov-i 4- -
lim ————————^———————- == oo ;
V^c y°

, ,. i 4- a.? 4- . • . + ci.)b. l im———=—————=GC.
v=.a, ^

Démonstration. — En effet on a

. limi^i—r)2?^)]:^/:^!

et la conclusion ^ résulte de (2.2.12) pour 1= |̂
D'autre part on sait que l'inégalité |^|^v (v entier positif) est vraie pour

les fonctions de la classe ç. Par conséquent la conclusion b découle de a si l'on
pose â== i .

2.2.15. LEMME.— Hypothèses: F^e^^r) /-^ ———(où y=o, i, 2);

il existe un polynôme
k

P^EEE^Y^ ^i réels)
;'==0

tel que :

a. PÇr) a la racine r = i de multiplicité q;

^•"-ra-
c. SiF on pose

B,-^7-"-'^-!-^

T.-Ti^
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on ait à partir d'une certaine valeur de r suffisamment voisine de i :

(ïo-ï^y'l+Bt;s-^4-B:s^3a+...+B^ ^(^^"k
sma - sma ' k+l sina j -

Posons

14-02+0:3-1-. . .4-ay==:Sy C/==i, 2, .. .).
Conclusion :

10 A^==c l-(ï l+Ï2S2+Y3S3+...+Y^S,)^0;

20 a -4 { ïo(^4- s^) + ïi(Sv+i+ S,-,) +...+ T.(S^+ S,_^) j ^A,.

Démonstration. — Considérons les fonctions [^) et ^(x) définies comme
suit :

<a(•z>) ^g^^^ pour ^ — I < - ^ ^ ^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . ) ,
p=n

^W==P.(-^),

^ i ( ^ ) = = Y o pour |^[^i ,

^l(^)r=^^ pour ^ < [ ^ [ ^ 7 2 + I ( /Z=-:I , 2, . . ., Â-),

^.i(^)==o ailleurs.

On voit facilement que les fonctions ^(^) et ^(^) appartiennent à la
classe Li.

On a

T(^)=^F(^
/,/L+l

T(l j . i )==2 j p.i(^)cosa.y^
^o=2^(T.-ï^)^I+l^M^+...+B^sin^+I)g1.a L " sina l+l siria J

Posons
ÏÎ,.(3S)=^^.

On a pour r assez voisin de l'unité,

T(H,)=T((A)T(^)=y,(a)

.^.P(,i^_^,^B,^,.,^s^^^^

On trouve
7c+l
v^ r p + l

H.(0)^2^^/ ^(J)6/J

/^O ^
OU

2.2.16.

H,(o)=P(,-)^^^-Y,^--Y,^(/-+a,^)-. . .-Y,^(/-+^^+.. .+a,^).
/?=!
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D'autre part <pr(a)eLi et H^(o?) étant continue, on a
i /^os

iï^0)^'^ j ?r(a)<^

et comme ç, .(a) ̂  o, on a

H^(o )>o , d'où lim H^.(o)^o
7-==1—0

et de (2.2.16) résulte, en passant à la limite, pour r=i , la conclusion i°.
Du fait que p-(^) et ^(^)sont des fonctions paires résulte que Hr(.r) est

aussi une fonction paire. En appliquant le théorème (1.4.9) à cette fonction,
on trouve

2.2.17.
H/.(^) | ̂ H,,(o) partout.

Pour x == v = entier positif ou nul, on trouve

H,(^)=P(r)F(r)-^[Yo(S,+S^)+Y^(S^+S,-,)+.. .+Y,^(S^+S^/^)].

En remplaçant dans (2.2.17) la valeur de H/.(v), et en passant à la limite
pour r= i, on obtient la conclusion 2°.

Le lemme est établi.

2.2.18. LEMME . — Hypothèses : F ( z ) € % ; il existe un polynôme
fc

P(^]^ï^ (T. réels),
i=o

tel que si F on pose
r.r „ ̂ J^z^^fi — ^To-ïir

o/i ait à partir (Tune valeur de r suffisamment voisine de i :

. s in2a/ \ r r»r sin2a — sin(Â'+i)a -)
^-^^L^^-ima-^--^33^ sma J > 0-

i+^4-. . .-ha^S/ C/==i, 2, .. . ) .
Posons

Conclusion :

yo(S^-+-Sv-i) +Yi(S^+i+S^2) +. . .+YA:(Sv+Â:+Sv_Â-i)^2(yi-4-Y2S2+. . .+T^S^).

Démonstration. — Elle est presque la même que celle du lemme précédent. Les
notations du (2.2.i5) étant conservées, on voit facilement que l'inégalité
(2.2.17) est encore vraie, d'où en opérant comme précédemment on arrive à
la conclusion désirée.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASG. 4. 38
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Remarque. — Le choix du polynôme P(r) n'étant pas unique on peut trouver,
en choisissant convenablement P(r), des relations concernant les coefficients
d'une fonction appartenant à la classe %. Par exemple si lim F(r)<"oo en pre-

/•=:1—0

nantP(r)=i on retrouve l'inégalité (2.2.5) de M. S. Mandelbrojt.

2.2.19. THÉORÈME. —&'F(^)e%^F(r ) ^ J^—ona
/ • = 1 — 0 I r

Ct\)_0 ——— â^_)_')

et -+- ——————" 4- a^i — Ov-i ^ Cl + 2 — a.,.

Démonstration. — On prend P(r)= 2 — 3r+^ 2 et ron applique le
lemme2.2. i5 .

2.2.20. THÉORÈME. —5ÏF(^)€%, ona

Ct\i_9 — C("\i_i_e)
2 4- (22 + ̂ v-l— ^v+r-h ———=——————^0.à

Démonstration. — On prend P ( r ) = 2 — r — r 2 et Fon applique le
lemme2.2.i8.

2.2.21. THÉORÈME. — Si F (^)€®, on a

6?M_i_9 —— Û^^_92 — a» + a^-i — â^+i 4- —————-—' ̂  o.
2 ——

Démonstration.— On prend P ( r ) = 2 — 3 / - + r 2 et Fon applique le
lemme2.2.i8.

2.3. SÉRIES DE DIRICHLET. FONCTIONS UNIVALENTES.

2.3.1. THÉORÈME. — Hypothèses : Soit Xi = o. As, ^3, . . ., îm<? ̂ ^ rf^ nombres

positifs (À^i > X^, lim À^ ±= + oc ) ; ̂  ^>^ V ̂  e^Çs = CT + ̂ ) converge abso-
n =ya ^BBI

7î == 1

/ °° \lument dans le demi-plan R^<o; R^ ^^^ )^o; B^i>o; il existe un
\ Tî--=l /

nombre positif à tel que pour tout n, on ait X^+i — X,̂  d.

Conclusion :
[ a / , ^2Rea i ( /z=:i , 2, . . . ) .

Démonstration. — La série ̂ a^e^ représente une fonction de s holomorphe
n -= 1

dans R^ < o. Soit F(^) cette fonction. Considérons un nombre § : o <; S <; d et
désignons par L Fintervalle [X^— o, ̂ + o].
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II est clair que si i^j, on a I/nl/= 0.
Posons E = \^J I,,, et définissons, pour <7o < o la fonction f(x) de la variable

n

réelle x, comme il suit :

. , . -a^e^0 pour^çl /^
A(^)= 2 " 1 ( ,z=i, 2, . . . ) .

o pour x^\^

La fonction/^ (a-) çLi. En effet on a
ao oo

||/o.(^) ||,,,=^ y |/̂ ) | dx = ô^ | «„ | e .̂< +00.
7Î==1 I" /l==l

Calculons la transformée de Fourier de/^(,r). On a
00 00

T(A) =S j'f^)e^dx=^ \a^^ e^dx= ̂ F^+it).
71=1 I" n=l r"

Considérons la fonction Ps(.») donnée par (2.1.3) et posons

/^(d?) =/a.*P8.

On a
T^^^V^it),

( \

d'après l'hypothèse Rg ,̂ ̂  g^
n==l /

o, on a

R.[T(A^)].^o.

On trouve
i r i r

h^(x)-= - ^ /<7o(^—j)^'=- / /(ûû)^co,
2^-Ô ^^.r-ô

^ ^7t + Ô ^

^o(^z) = - ^ /oo(^) dw = -a,^^»,
^«-ô

/» + 0 5,

M0) ̂  ̂  / î(-y}dy-=. -a,,
^^-ô 22./_3 - - - 2

^
Re^(To(o) == - Re^l> 0.

On constate facilement que T(À^)eLi et que h^Çx) est continue. En appli-
quant à la fonction h^x) la conclusion a du théorème 1.4.9, on trouve :

2.3 .2 .

1 h^W 1 + \h^(— œ) \ [^QV>\ argA^(^) + ar^h^Ç— x) } ] ̂  2Re/Zoo(o) == ôR^ai partout.

Mais pour x ^> 2 S, on a A^(— .r) == o.
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En effet, on a
^ /-.-^-o

h^(-x)=-^ \ ^ A(co)^
ty — 1' — ̂

et puisque — * r + â < — o e t — a ? — â < — 3 â . On a

[—^—ô,—^4-ô ]nE= :0 ,

donc h^{—x)=o pour les valeurs de ^ considérées. D'autre part d'après
l'hypothèse o <^ à < — î on a

7,,> 2 Ô (/2 = 2, 3, . . . )

et de (2.3.2) résulte que
^o(^)I^Ï^l

OU

[^l^o^aRe^.

En faisant tendre 0-0 vers zéro par des valeurs négatives on arrive à la conclu-
sion désirée.

2.3.3. THÉORÈME. — Si la fonction F(^) === z +Va^ de la variable z=r e1^n de la variable z=r <?^a

n=î

est univalente holomorphe dans le cercle \ z \ <^ i et représente ce cercle sur un
domaine étoile par rapport à l^origine, alors

,4
: ^ ̂  l^/J+t. (V==I , 2,

n==l

|^_i+^[^4^ [^ / J+C ( v = = i , 2, 3, . . . ) ,
n==l

o^ G est une constante : o ̂  C ̂  3.

Démonstration. — Puisque F(^) est univalente et étoilée dans z <^i , on a
^F^)

^-FdT
On a

R.^^o

^F^)=^

n=:

Posons

2.3.4.
^'(^ 2A ^„V/, ^

^/î- ——^c?^5 •¥ ( z )

La fonction^ é,,̂  étant holomorphe dans \z \ <^ i et puisque
^=0

^[S^^l^o,^ f =^0,

_n==o J|
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on en conclut que | b^ \ ̂  2.
Définissons les fonctions P(^)» A(a?), Ai (a?), ^Çx) et ^.(^) appartenant

toutes à Li, et écrivons à côté leur transformée de Fourier, calculée d'après le
lemme 2 .1 .4 ;

pour o ̂  x ^-1,
ailleurs,

p(.^)=:

A(^)=

A,(^)=

A,(^)=

|j.(^)=:<

( i
io

( ̂

t °

( nar71

e1*— iT(p)=:———;

pour n ̂  .r < /î + i, '̂a — ï
T(A)=^-1^^^^;

)) ^ << 0,

» n ̂  x <^ n 4- i,
T(AQ =: ̂ -—l ̂ na^e1^ ;

T(A,)=^^^a,^^;

» .z-< o, ' J / î'a.o

cin r 1 » n ̂  ̂  < ^ -t- i , ^., A ^ ^a — i V
» x << o,

sm0^
T(^)^^-:1 ^-I / sm2i — [ x » | x ^-1

» 1 x >> ï

En multipliant les deux membres de (2.3.4) par
e^—ï /e^—ïY-

;a ;a

- ta \ iy.

on trouve

2.3.5.

Posons
T((A)T(A,)=T[(3(-^) ]T(A).

A(a-)=(3(-.c)^A(.^),

on a

h(x)=f p(- j)A(^-j)rf j=fA(a-+j)</j=f A0-)cfy
»-/_ „„ tV i\ tV y

et
/ . a \ >2

y sm— ^
T(A)=T(3(-^)T(A)==( —^/ v^^^"^.

On constate que hÇx') est continue et que T(À)€Li . On a

h(o)=f A( j )^=i .
^o

En appliquant le théorème 1.4.9 à la fonction hÇx), on trouve

2.3.6.
\h{x) - J r - \ h ( — x ) \ cos j arg/i(a?) + a rg /^ (—.^ ) 1 ̂  2 R ^ A ( o ) == 2 partout.
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Mais pour x^L—i on a A(a?)== o.
Par conséquent pour x ̂  i, de (2.3.6) résulte

|/^)|^2..

Pour — i <^<^o, on trouve
h (x) == i 4- x «< i.

Pour o <^ <^ i, on a
/•» l + a? /, 1 /, 1 -+- a-'

h{x)-==.^ à ( y ) d y = = j A ( co ) (^&) 4- I A(C«L) ) ^0)= i — ^ -t- b.^rx^

d'où

L'égalité (2.3.5) s'écrit

\h(œ) <3.

T ( ^ ) T ( A , ) ^ T ( A , ) T ( ^ ) ,

d'où

2.3...
^AiEEsAs*/^

Pour x = v == entier positif, on a

i A „ v(av/^+ Ov-i^-1) — av-i/^-1
^•*Ai=.

et

| A o * A =| / ^ ( v - y ) h ( y ) d y
| ̂ -i

^r |A,(^-j)|^j+3r |A^-j) [<r+2f |A,(v- j ) [<y
•/— i *-/() «-/^

v

^ra^ l^ l r^+ l ̂ v-i ] r^~~1 — a^ \ r^
n =1

et 4e (2.3.7), en majorant le second membre et en passant à la limite pour
7'=== i, résulte

2.3.8.

3 ( CL^—\ \ 2 a-î. an\ -(-a^_i + Oy

On trouve en tenant compte de l'inégalité [â^j^p(p=i, 2, . . . ) qui est
vraie pour les fonctions univalentes, ici considérées, que pour tout v, on a

3 | <2v-i | 2 a^
<3,
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d'où
3 | a^-i | 2 | a.

borner1 '"11 - ———' = G ̂  3

et de (2.3.8) en majorant le second membre, on arrive à la conclusion désirée.

2.4. LES CLASSES DE FONCTiQiNS 3TI ET 31. — Considérons une fonction

F(^)==Va^^ donnée dans le cercle | ^ |<^ i par son développement en série
n=0 ^

de Taylor. On sait qu'en général si l'on connaît le comportement asymptotique
de F(^) lorsque z approche la circonférence \z \ == i suivant un rayon du cercle
on ne peut rien dire sur le comportement des {a^ ] lorsque n tend vers l'infini.
Par contre si Fon fait des hypothèses supplémentaires on peut obtenir des
expressions asymptotiques pour les coefficients. Citons comme exemple le
théorème suivant de Hardy et Littlewood :

Dans ce paragraphe nous définissons la classe de fonctions, Jtl, pour
lesquelles un théorème analogue à (2.4.i) est vrai. Nous démontrons aussi
qu'il existe des fonctions de la classe Jtl pour lesquelles la conclusion du
(2.4. i) n'est pas vraie.

Nous définissons ensuite une autre classe de fonctions, la classe 31. Pour
toute fonction Vû^ de cette classe l'inégalité | a^ ^n a lieu.

2.4.2. Définition de la classe JTL — Nous dirons qu'une fonction
00

F(^) = i +Vâ^1 de la variable complexe z =reivt appartient à la -classe JTl,
n =1

si quel que soit a, et à partir d'une certaine valeur de r, soit o^i\^r <^ i :

i° F(^) est régulière dans [ z \ <^ i ;

2° R,F^)^JF(^)tg^

La classe 3VL n'est pas vide. Par exemple les fonctions

i i i ii-v i4-y i — z 2 ' . ( i+^) ' 2

et la constante i, y appartiennent.
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Propriétés des fonctions de la classe JTl. — i° Si F(^)€^1X etjo^o, alors

^-^^u.
I+T?

2° Si Fi(^)e3îl, F2(^)eJîl, et À et [JL sont deux nombres positifs, alors

À F i + À F ^ ,,eou.^-4- p..

2.4.3. THÉORÈME. — Si¥(z)€^, alors :
a. |^4-a^+i|^2
&. | a/î | ̂  27î -}- i

(;î=:0, I, 2, . . .).

Démonstration. — Considérons la fonction /(^) de la classe Li définie
comme suit :

( ^n^ pour n^œ<^n-\-ï^f{œ) =<
( o pour x <^ o.

On a d'après le lemme 2.1.4 :

T(/)=3^^(F^)

ou, si Fon pose
F( r^ a )==P(^ , a )+ /Q( r , a ) = = P + / Q ,

^sina ^ i — c o s a . l é s i n a ^ i — c o s aT^^P^-Qi-^+d'Q^+la a | a a
^Considérons la fonction ?i(^) définie dans (2.1.3), pour 0=1. On a

,- . - , sin a
ï(Pi)=

Posons

2.4.4.
^(^)=/*p,.

Il est clair que À(.r)çLi et est continue. On a
„, , , sin a /sin a- i—cosa , - . \ .sin a /sin oc ^ i — c o s a _ \T(h) =: —— — — P — —————Q + i —— ——Q-+- —————P ,a \ a a " / a ^ a " a /

d'où puisque F(^) e Jîl résulte que
R,T(À)^O.

La fonction T(À) € Li. En effet, si Fon désigne par M le max ] F(s) | sur z \==r,
on a

/ . a \ 2 / . a \ 2

f sin - ^ y sm— ^
T ( A ) | = = ( ——? I [ c o s a [ . [ F ( r e ^ a ) | ^ M ( ——2 1 çLj .

' • a / 2 ' l v / ' — ^ a '
2 / \ 2"
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De (2.4.4) résulte
^x+l

h^)=1- f(y)dy,
2 J x-\

d'où pour x === \» = entier positif ou nul, on a

A(v)=^(a^+av-i^),

Â(O)^.

En appliquant le théorème 1.4.9 à la fonction h(x) on trouve

2.4.5.

| h(x) | 4- | h(- x) \ fcos { argÀ(^) 4- ̂ h{-œ) }]^2R,/i(o) == i , partout.

Mais on constate que pour x^_— i on aA(.r)=o. Par conséquent pour
une valeur de x = v entière, supérieure, ou égale à i, de (2.4.5) résulte

l^) l^i ,

d'où en passant à la limite pour r == i, on trouve

2.4.6.
a^_i 4- a^ \ ̂  2.

L'égalité dans (2.4.6) a lieu dans le cas où F(<s)== ï .i — ^
De (2.4.6) résulte par récurrence :

1 a^ l -^ 2 ^ + I (V == 0, I , 2, . . . ).

Le théorème est démontré.

2.4.7. THÉORÈME. —&*F(^)€<?îl etf(r) ̂  -c—, alors
r = 1 — o ^ ^

1-4- <%i-l- Oa+. . .4-a^-i4- an- ^Cn (n==.:oo).

Démonstration. — Posons

^==^+^'^ et C==Ci-+-^'C2.

On a
00 ao ac

F(r)=i+^a^"=^^^+^^,..

"=1 /;==0 ^==0

et

^^^ ^ -G., Y . ̂  _c^^
'—— r=l-0 1 — ^ ^^ r=l-0 1 — ^
" = 0 n=o

Ann. Ec. Norm., (3 ) , LXXIV. — FASG. 4. 3o
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Puisque F(^)e<7U, on a d'après (2.4.3)

| a.n^r- ,̂,-1 | == ^n-h ̂ -l -4- l(^n-+- [J-n-i) | ̂  2,

d'où

Posons

On trouve

| An-i 4-^|^ 2, ^-4- ^n-l 1^2 .

A,, = 2 — À,, — À,,_i, B^ == 2 — ̂  — ^_i.

ï^= ̂  -^-^r" ^ ̂ -^ (/.=, - o). .
// -= 0 n == 0 /( == 1

Puisque A/,^0, on a i—Ci^o. Nous pouvons supposer que i — C i ^ > o . Car
si i — C i = o nous n'avons qu'à considérer et continuer la démonstration aveck31 A ——— ^1

la série1 Q 0 ÛT*1 û

^ ., + À,+ ̂ -,)r"^ 2( I+C1) = -A- (^ i - o)
ï — /• i — /•s

et arriver au même résultat.

Revenons donc à la sérieVA^r7' et appliquons-lui le théorème 2 .4 . i . On
/?=0

trouve

2.4.8.

?.o+ ^i +. . .+ ̂ -i+ -n r^ nCi (/?=:oo).

De même en considérant la série VB^r\ on trouve
n-=o

2.4.9.

p.o-4- p.i+. . .+^-i+ ^ ^/iCs (^=:oo).
2

En combinant (2.4.8) et (2.4.9) on arrive à la conclusion désirée.

Exemple. — Nous allons donner un exemple d'une fonction qui appartient à
à la classe JTl et pour laquelle la conclusion du théorème 2.4. ï n'est pas vraie.

Les fonctions ——^ et -—ï——^ appartenant à Jîl, il résulte de la propriété 2°
des fonctions de cette classe, que la fonction

^-[^-(TT^
appartient aussi à JR.
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On a
G(r) ~ ———-.

,.=1-1)2(1—r)

La fonction G (2) est l'exemple cherché. En effet, on trouve

G(.)=i-^+^-|^+...=^^",
/c==U

^==/?-4-i, ^ + i = = — ( ^ -+--1 y
Pour n=f2p :

H
0 0 0

S/, ==^^/. ==- / ?+ i , d'où lim^^:0

/±1 2 n-n 4

Pour ^ = 2jo + i :
7Î

- y p +1 ,, , i. S/, i
^/f=rr ,7 ^/- == ———— ? d OU lim — rrr - .

AJ ^ n-^ n 4 ,
À- = o

On en conclut que S,,96 n lorsque n == oo.

2.4.10. Définition de la classe 31. — La fonction F(^)=^+V^^ de la

variable complexe, z=reiv• appartient à la classe 91, si quel que soit a et à
partir d'une certaine valeur de r, soit o^r^^r^i :

i° F(^) est régulière dans \z\ <^ i ;
2" R,F(.)+^JF(^)tg^o.

La classe 91 n'est pas vide. Les fonctions

• Z Ï-Z ( 1 - Z ) - (l+^)2

y appartiennent.

Propriété des fonctions de la classe 9Ï. — Si F^(z)e9t, f^(z)e9t et X et p.
sont deux nombres positifs, alors

^tî ^r.
À -h ̂

2.4.H. THÉORÈME. — 5Ï F(^) e 9î, alors

I ^+'2 — a,J ̂  2 et a^ [ ̂  n ( n = o, i, 2 , . . . ) .

Démonstration. — Posons

A.^=:a/^i—^, Fi(^)=:VA/,s^,

F(^)=:P(r , oO+/Q(r , a ) = : P + ^ Q , F,(^)=rP,(r , a) + /Q,(r, a) =: P,+ (Q,.
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On a
F^)^^—).

La fonction Fi(^) appartient à la classe 3ÎI. En effet on a
__ P(cosa — r) -4- Qsina _ Q(cosa — r) --Psina^_——————^———————, (^__——————^——————,

d'où, puisque F(^)e5I, résulte

Pi ̂ Qitg l^-

On en conclut que Ft(^)e3îl.
Par conséquent, d'après le théorème 2.4.3, on a

i A^4- A,,4_i =r 1 a^+2 — ̂  | ̂  2 (^ == o, i, 2, . .. ).

d'où par récurrence

2.4.12.
1 a,n\^n (n==i,2, . . .)

l'égalité dans (2.4.12) a lieu dans le cas où

¥(z)==

Le théorème est ainsi établi.
(i-zr

CHAPITRE III.

LA CLASSE %(jo) DE FONCTIONS TYPIQUEMENT RÉELLES D'ORDRE JO.

La classe ®(jo) a été introduite, pour la première fois par M. S. Robertson [12].
Il s'agit essentiellement des fonctions

¥(z)==^anzn (z=re^), -
n-=.i

aux coefficients réels, régulières dans ^ |<^ i et telles que <^F(^) change de
signe 2.p fois sur la circonférence z \ =r, et ceci, à partir d'une certaine valeur
de r soit o^ro^r<^i. Cette classe de fonctions est une généralisation natu-
relle de la classe ^ de fonctions « typiquement réelles » introduites par M. W.
Rogosinski [13].

La classe %(jo) a été également étudiée par MM. A. W. Goodman et S.
Robertson [8].

Dans ce qui suit, nous nous occupons de la sommabilité des séries de coeffî-
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cients d'une fonction de la classe ^(jo). Plus précisément nous généralisons,
pour les fonctions de cette classe, le théorème de M. S. Mandelbrojt, déjà cité
dans (2.2.4) et nous obtenons une nouvelle estimation des coefficients de ces
fonctions.

Voici d'abord quelques définitions et lemmes préliminaires d'après le travail
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson [8 |.

3 . 1 . QUELQUES PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES.

3.1.1. Définition. — On dit qu'une fonction harmonique U(/ ' , o) change de
signe à § = S/, s'il existe un £ ^> o tel que pour o <^ d<^ £, on ait

3 . 1 . 2 .
U(r , ^ + ^ ) U ( r , ^ j — d ) < o.

Notons que dans (3.1.2), r est constant et que Sj qui est fixe pour une fonc-
tion donnée U(r, S) et un r donné, dépend en général de r.

3.1.3. Définition. — Si F(^) =^G^)^ est une fonction régulière
n=ï

dans [ z \ <^ i, on dit que 3 F(^) = U(r, o) change q fois de signe sur la circon-
férence \z = r, s'il existe q valeurs §1, §3, . . ., Sq de à, telles que :

a. L'inégalité (3.1.2) a lieu pour tous les Sy(y== i, 2, . . . , y ) ;
6. â/^S^ (mod2ïi) si y 7^ k.
c. Si S, est une valeur de o à laquelle U(/', o) change de signe, alors, pour

une des valeurs Sy(y === 1 ,2 , . . ., q), on a ây= Oy(mod2'n).

3 .1 .4- LEMME. — Si Ui(r, 8) et V^Çr, o) changent de signe à êj alors le
produit Ui(r, o) Ua^', o) ne peut pas changer de signe à Sj. Si Ui(r, S) change de
signe à S/ et si t^r, S) ne change pas de signe à Sj alors le produit change de
signe à §y.

3.1.5. LEMME. — Si F(^) est régulière dans \z\^i, alors pour tout r :
o <^ r ̂  i, 3 F(^) change de signe un nombre pair de fois.

3.1.6. Définition. — La fonction F(^) r^VC^^ appartient à la classe ̂ (jo),
71=1

oùp entier positif, si :

a. F(^) est régulière dans |^|^i et tous les coefficients C^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . )
sont réels.

6. J F(^) change 2jo fois de signe sur la circonférence [ z = i.
30

3.1.7. Définition. — La fonction F(^) ==V C^^ appartient à la classe ̂ ^p)
n=l

oùp entier positif, si :
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a. F(^) est régulière dans [ z \ < i et tous les coefficients C^ sont réels.
6. Il existe un nombre /-o < i tel que pour tout rÇr^ <; r <^ i ), JF(^) change

2jo fois de signe sur z \ = r\

3.1 .8 . Définition. — Posons

^(p)==^(p)u^(p).

Toute fonction qui appartient à la classe %(p) sera par définition « typi-
quement réelle d'ordre p ».

3.1 .9 . LEMME. —Si¥(z)e^(p)alors¥(rz)e^(p)pôurtoutr(r,<^r<^i).

3.1.10. LEMME. — Si F(^)e%i<jo) alors JF(^0) change de signe à 0=0
et^=r^

Si 3 F(^0) change de signe à o/ elle change aussi de signe à — S,.

3.2. GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME 2.2.4 DE M. S. MANDELBROJT. — Citons d'abord
un théorème et une remarque de M. S. Mandelbrojt [10] qui lui ont servi pour
établir son théorème 2.2.4 et que nous utiliserons dans la suite.

m

3.2.1. THÉORÈME. — Soit P^(â)=^A^cosÂ-â un polynôme trigonométrique
k=--0

tel que :

a. P^(S)^o(o^,o^2Ti);
b. P^(o)=P,,(27i)=o.

En posant

s/==-^^k, S/=:^^ C/^o, i, . . ., m).,^ ^/==^,Sk

X-^o k=:0

On a l } inégalité suivante :

3.2.2.
0 ̂  1 S/,- Sy ] - (S/,- Sy) ̂ Sy^ 2S/,.

Remarque : Le théorème précédent se généralise aux séries de Fourier,

P(o) ==^A/,. cos^* o à condition que V n \ s^\ converge.

Généralités et notations. — Si F^^^G^^ appartient à la classe V>(p) et
n-==.\

si (r,o^) désigne, en coordonnées polaires, un point de la circonfé-
rence \z =r, différent des (r, o) et (r, n), où cïF(^) change de signe, nous
désignons par ê Fensemble des points d'accumulation de tous les points (r, ^r))
sur [ z =i, lorsqu'on fait tendre /' vers i.
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Si (i , o)eê, on pose y= cos5.
Donnons-nous un nombre rÇr^^r^ i) et posons z =r lC. On a

00 00

F(rÇ) =<D,.(Ç) = ̂ CWr^"^ &<„'•'Ç»,
71 = 1 n = 1

où l'on a posé
C^/^:---^ et Ç_rp^'0.

D'après le lemme 3.1.9., <I^(Ç)e%i(p). D'après le lemme 3.1.10, la quantité
00

J^^^V^silmô
7Î=:1

change de signe aux points suivants :
^ Â(r) ^(r) Â(r) 7,. r, ̂ _ Â ( / ' ) 9 77---.-â^ 9 TT_^ ( r ) 9 7T_Ô ( r )

0, ° l i QS 5 • • • î ^—l / ? ' • î ^ " —— "p-i 1 -' " ^p-î1 ' • ' 1 2t 'L ^2 ? ^ "• u! ?

où les (^(î^i, 2, . . . , j o — i ) sont des nombres positifs compris entre o et ri
et dépendent en général de i\

Remarquons qu'on peut toujours supposer que la quantité Vô^sin^S reste
n=ï

demêmesigne, par exemple positive, pourcx^â^S^, et pour tout r(ro^/-< i).
En effet si cette hypothèse n'est pas réalisable on peut toujours trouver une
suite { r , } tendant vers i, pour laquelle on ait

00

V & i ^ s m / A Ô > o pour o < ô < ô^ (/= i, 2, . . . ).

Dans ce cas-là, les raisonnements qui vont suivre (passage à la limite
pour / -== i ) seraient également valables, si au lieu d'avoir tous les f\i\^r <^ i)
on avait seulement la suite { r A . Posons

. Ô . Ô^-Ô . Ô ^ - Ô . T T - Ô . ^TT -Ô^ -Ô . ^ T T - Ô ^ - OK^== 2^ sin - sin ———— . . . sin -p——— sin ——— sin ———————— . . . sin ———————— •
P 2 2 2 2 2 2

On constate facilement que

3.2.3.
K ^ V ^ S m ^ Ô ^ O (0^0^277) .

Dans le cas où F(^)e%(i)=^ on trouve Kf^sino et de (3.2.3) résulte
l'inégalité

s inôJF(ô)^o

qui est équivalente à la relation (2.2. i ) qui caractérise les fonctions de la
classe î?.
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3.2 .4 . Définition. — Nous dirons qu'une série V,^ est JTl-sommable, s'il
/ / — i

y

existe un X^o, tel que, si Fon pose ^j='^akÇj'== i ? 2? • • • ) la limite
Â-=l

cr, + o-., 4- . . . + o-/,_.i -+- <7n

lim ————___________' +/^1"^-
/ /-=^L /î ^ J

existe, est finie et différente de zéro.
Le cas A == o correspond au théorème 2.2.4.
Nous allons maintenant généraliser le théorème 2.2.4, dans le cas des

fonctions de la classe ^(2), la méthode à suivre étant la même dans le cas
O Ù J O ^ > 2 .

3.2.5 THÉORÈME . — Hypothèses : F ( z ) = ̂  C^ z11 € % ( 2 ) ; la limite

lim F ( r ) = = F ( i )
/•rr l—O

existe^ est finie et différente de zéro; posons
i

Œ,=^C^ ( ^ = 1 , 2 , ...).

k =: 1

Conclusions : a. Un des trois cas suivants se présente :

î° II existe au moins un point de & tel que y 7^ i, 2 F( i ) (i — y) — C^^ o,

la série V C^J ̂  yCi-sommable et sa somme est F( i )."•(2)
'- /.

n =1

2° Z? existe un seul point de & tel que Y 7^ i et

Fm-—^-.
'^-^i-y)

3° Oraa

v c^c^ ^ r ̂  n-F^ „ ̂  _ c-| </<.
^ 1 ( W + I ) ( W + 2 ) J J, L ^ J

/ /^ == 1

6. Pour tout point ( ï , S)Sê>, on a

,o (^(2) p(2) ov^PC2) P(2) \ ^^^^r^2^ ^vO2^ ^ y î _ r t o ^ ^ •1 ^ ^ 4 - 2 — — ^ - 2 — — 2 T V ^^4-1——^/î - l / ^ r^V^a — — ^ T ^ l ) \ ^ — — ^ S 2 ? 0 ? • • • ; ?

2° [C^^ ^-C^ -aya^l ^2(C(;-) -SYC^-^

Démonstration, — Pourp = 2, et si l'on pose cos o^=y,., on a
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3 .2 .6 .

V(ô) .--K^^ sinn ô == sinô(cosô - y.)^^ sin/, ô^o.

' t = i /( = i

On trouve

3.2.7.

4V(Ô) -^b^- 2y,^+ (^•)+ ̂ r)- 2^)0080

+2 [^ - ̂ 2 - '̂ (^l - ̂  )] cos/î ô-

d'où

^- f 4V(ô)^==6,r)-2^^)^o.
^ o

On a aussi pour n=o, 2, 3, . . . (sauf pour / i=i)
^27T

< 4-V(ô) (i ± COSTÎ ô) 6/0 == 27r(^ - ay,^^) ± | b^ - b^ - ̂ rW^ - b^\)]^o,
J^

d'où

^.-^2-2Ï.(^-^2J|^2(^-2Y,^ (^--0,2,3, . . . ) .

En multipliant les deux membres de (3.2.7) par ( i±coso) et en intégrant
de o à 2Ti, on trouve

1 by-^-b^-^b^ \^{î^\- 2^b^).

Soit (i. S) un point de ê. Si, dans les deux dernières inégalités, on fait
tendre r vers i suivant une suite de valeurs correspondant au point d'accumu-
lation en question on arrive à la conclusion 6.

Posons

Ao== b^ - '^^•\ A,= ̂ + &r- ̂ rW-\ A,= ̂  - ̂ 2, - 2y.(^, - b^,)

(^^=2, 3,. . . ) .

L'égalité (3.2.6) s'écrit

3.2.8.

4V(ô)=:^A,,cos^ô\

Posons
s'f = Ao -^ Ai 4- . . . + A, et S^ = ^o^ + s^ + . . . + 4r).

On trouve pour n=i, 2, . . .,
^

^r) = &^i + 6^' + &^ 4- &K, - 2 Y, ( '̂•' + 6^, ).
^w. A'c. Norm., (i), LXXIV. — FASC. 4. 4o
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On constate facilement que

^n ^ )1<+^.
n==:i

D'autre part, d'après (3.2.6), on a

V(o)==V(27r )=o et V(ô)^o (o^ô^27r).

Par conséquent le théorème 3.2.i est applicable à (3.2.8). On trouve, en
;•

posant (7;'•)=^6(;•) :
t = i

3.2.9.

sr-^+^+^+^^^-^Y^^+^j-^^ (/^o, 1 , 2 , . . . ) .
Nous allons maintenant, dans ('3.2.9) faire tendre r vers i, et distinguer

différents cas, selon la nature de l'ensemble ê.

Premier cas : S> contient un seul point tel que y ̂  i et 2 F(i) ( i — y) — C^ 7^ o.
De (3.2.9) en passant à la limite pour r= i, résulte

S/,:-- Œ,,_i+ 0-/1+ CT/^4- 0-/î4.2—.2Y((7,,+ 0-,,_n) — 2C (l9)^0 (^==0 , I , 2, . . . ) .

X,

Considérons la série VS,,a^. On a
/<--=o

lim ( i - a;) V S,,A-"^ 4 F ( i ) ( i - y) _ 3 C',2'.
.r=:l—0 -al—

// == 0

Par conséquent
4F(i ) ( i - -y)-- -2C^>o.

•»
En appliquant le théorème 2.4. i à la série V S,,^, on trouve

7?-=0

3.2.10.

[ ^ • '| .<7i + 0-2 4-. . .4-0,^1-4-—
hm. —————.—————2+4/^(^(^ l-a- l)^

Deuxième cas : & contient un seul point tel que y^ i et 2F(i)(i—y)—C^^o.
Dans ce cas, on n'a que l'égalité évidente :

r'(2)
F( ' )=————,-v / 2(i-y)

Troisième cas : & Contient un seul point tel que Y == i.
De (3.2.9) résulte :
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3.2.H.
S^Ci^-C^-aC'r'^o.

•

On trouve comme précédemment

lim (I—^VS^^-^G^
y — — A __n ^H

et puisque S,^o, on a C^^o.
Supposons d'abord C^= o. On a

3.2.12.
S.=C^-C^o.

De (3.2.12) pour n = o, i, 2, . . ., on trouve

cy^o, .
cy^G^^o,
cf^cy^o,
c^c^^ c^o,

p(2) \. p(2)\ fO) --. -^ ..
^n+2==i^n —^^-g-^- . .-^0.

On constate donc que C^ )^o(^= i, 2, 3, . . .) et que les coefficients dont
les indices sont de même parité, ne décroissent pas lorsque n croît indéfiniment.
Les possibilités qui se présentent sont donc les suivantes :

a. , Cp^o ( î = - ^ i , 2, 3, . . . )
oî

&. . ^cr^+oo.

c. A partir d'une certaine valeur de i, les G, sont nuls.
Les cas a et b entraînent respectivement F(i)=o, F(i)==+oo, ce qui

contredit notre hypothèse. Le cas c entraîne que F(^) est un polynôme.

3.2.13. On en conclut que les seules fonctions de la classe ^(2) pour
lesquelles l^ ensemble correspondant & contient un point avec y = i et C(^2)= o sont
des polynômes Çsi cette sous-classe n^ est pas vide).

Supposons maintenant que C^2^ o.
L'inégalité (3.2.11 ) s'écrit

C __ ^ j p(-2) | i P(2) P^)^ r\^ — 2 [ <^4 | -t- ̂ /^ — t^ ^ 0.

On a
30

V r 9 r/'^ i-4-r/^ —r/'^i-y^ ^ 2 ^i" 1^ L 2 î  1 + l.,,, ^, J X ^^ -^——^

7;==0

En appliquant le théorème 2.4. i, on trouve
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3.2.14.

On a

N. ARTEMIAD1S.

lim^^

2(c"2'+ c^ ) x"^ F' (A-) ̂  V W + F^ - G-2 ' 'a' 1 .

En intégrant les deux membres de cette égalité de o à.r(o<,2- < i), on trouve

i^^^^-Y^^^^-r^o^+f^^-c^
n=i tyo ^0 ^o

En intégrant de nouveau les membres de cette égalité de o à oc(o < x < i ),
on trouve

^^^(^^T)^-/1^^^
C^-^ C^^n -t-^-M ,̂̂ +2 ;

n=l t)

La fonction F2(^) étant bornée et intégrable sur le segment [o, i], la
fonction F3 {x) est continue sur [o, i] et la limite lim V,Çx) existe. On a

X=l—0

î,-.'̂ -̂-.!.»^^^ .̂-̂ ^^^
n—i fl=.i

D'autre part, de (3.2.14) résulte que

C^+C^ / i \
(n+,)(n+^=°[7z) (re=^°)•

Par conséquent, d'après le théorème de Tauber, on a
3.2.i5.

|^^^^(.)^^Jr^(^^)-.^)^
II est évident que (3.2.15) est encore vraie lorsque F(^) est un polynôme.

Quatrième cas : & contient au moins deux points tels que

yi^i, y,^=i, ïi^Y2,

2F(l)(l-^)-C^O, 2F(l)(l-y,)-C^O.

Si dans (3.2.9) on fait tendre r vers i suivant deux suites [r^\ et { / • :
correspondant aux deux points d'accumulation en question, on trouve n f

S;,=: c^-i-4- Œ/,4- 0-/Z4-1+ cr^2— 2yi(^4- o-^) — aC^^o,

S^ == <7^_i +0-^-f- (7^1 -i- 0- ,̂ — 2 Y, ( O^ + Œ^+i ) — 2 C^) ̂  0.
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30 00

En considérant les séries ^S^et ^S^ et en opérant comme dans le
îi-=o n == o

premier cas on trouve

O-i 4- 0-2 -4- . . . + On-i + <Jn n •

.'•"l———-,———- '̂-'̂ J^o,
<7i 4- ers + . . . 4- o^i -+- ̂

lim ________________"-+—————-^±1——°^ --F(i)
.=.L ^ ' 4 ( 1 - ^ ) n ] - s - ^ ) '

En comparant ces deux relations, on trouve

i • ^n+l — O'/i-llim ——————— == o.

Par conséquent

lim
^•1 + 0-2 +.'..+ Vn-i + C7n ^ . ,
__________________ 2 ==F(l;

Cinquième cas : & contient seulement deux points tels que

ÏIT^I Î ï9-^^
^(^(I-YO-C^O, 2 F ( I ) ( I - Y , ) - C ( , 2 ) > 0 .

En opérant comme dans le premier cas, on trouve

[o-i4-o-2+. . .-4-o-,,_i+°" | _,,
lim ——————————————^—————/———^-^Fd)^ c^ .
^=^ ^ 4 ( i — y 2 ) ^ J v / 2 ( I — Y l )

Sixième cas : & contient seulement deux points tels que

ÏIT^ Ï2——-I,

2F( i ) ( i - y,) - 0^= o, 9.F( i ) ( i - y,) - C^> o.

Il est évident qu'on peut se ramener au troisième cas et démontrer que
(3.2. i5) a lieu.

On constate maintenant que la série YC^ est Jtl-sommable, dans les( 2 )
^n

/;==!

premier, quatrième et cinquième cas. En effet, les valeurs de X qui corres-
pondent respectivement à ces trois cas, sont :

/=^( I -Y) , /==0, 7==^( i_y, ) .

Dans le troisième cas et le sixième cas la relation (3.2.15) a lieu.
Le deuxième cas est le cas trivial.
Le théorème est démontré.
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3.2.16. Discussion des résultats obtenus. — MM. A. W. Goodman et S.
Robertson ont démontré [8] le théorème suivant :

X

3.2.17. THÉORÈME. - Si F(^) =^ C^^fE^p), on a pour n^>p:
n=l

3.2.18.
p

iCW|^D^,Â,n)|Ci/"|,

on
:i/c(n+p) !D(p, A-, n)==

(p + k) ! (p .- A-) ! (,i. -p _ i) i (n^ _. /,') '

V égalité dans (3.2.18) ayant lieu pour toutes les variables

\cr\, ic^i, ..., ]GW| .
Cest-ù-dire à tout ensemble Cf j {k = i, 2, . . ., p) non tous zéro, correspond

une fonction F(z) € ̂ (p')pour laquelle l'égalité dans (3.2.18) a lieu.

Remarquons que les inégalités qui figurent dans la conclusion b du théo-
rème 3.2.5 fournissent des estimations de coefficients plus précises que celles
données par (3.2.i8). Ceci provient du fait que les inégalités en question
contiennent la quantité y.

Par exemple, si dans (3.2.18) on pose^= 2 et n== 3, on trouve

3.2 .19.
ic(,2)|^5|c(,''|4-4|a2)[,

tandis que l'inégalité a" de la conclusion b donne
3.2.20.

IC^I^o y [ Cm\+î\CW ( i+|y|). .

De la comparaison des (3.2.19) et (3.2.20) résulte la proposition intéres-
sante suivante :

3.2.21. Pour que U'égalité dans (3.2.19) ait lieu, il faut que l'ensemble &
contienne le point ( i, o ) ou ( i, TI ).

En effet supposons que
c^^ôic^i^icy»!

et que (i, o)^êet(i , r.)^ê.
On aura y |< i . En remplaçant dans (3.2.20) IG';-'! par 5 | C^ [ + 4 | C'.2'),

on trouve
5 | C1;2' | + a ICy2' | ̂ o, d'où Cw== Cy== o

etd'après la conclusion b du théorème 3.2.5 on trouve C^'^c^^i, 2, .. . ),
ce qui contredit l'hypothèse que la l imF(r)^o.
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Le cas où Fensemble & contient le point ( i , 7 T ) est particulièrement remar-
\ 2 /

quable. On a dans ce cas y = o, et de l'inégalité i° de b résulte pour n ̂  2,
| P(2) p(2) | ^ ^ p(2)
1 -^n+î — ^n-2 | ̂ = 2 ^2 •

La fonction F(^) =— ———-, ( a = I ) est un exemple de fonction de cette
[ Ï - + - P . Z ) - \ ^3/

catégorie.
Les remarques précédentes mettent en évidence le rôle important que la

connaissance de l'ensemble ê, associé à une fonction de la classe ®(p), joue
dans la recherche des estimations des coefficients de cette fonction.

3.3 QUELQUES THÉORÈMES SUR LES FONCTIONS DE LA CLASSE ®. — Pour terminer ce
chapitre, nous démontrons trois théorèmes, concernant les fonctions typique-
ment réelles, dont les deux premiers fournissent des expressions asympto-
tiques des coefficients tandis que le dernier donne une condition suffisante,
très simple, pour que la série des coefficients d'une fonction de la classe ^ soit
sommable par le procédé de sommation de Cesaro.

3.3.1. THÉORÈME. — Hypothèses : F(.J)-^^4-V^^eÇ, (z^re^);

F(/') ^ __ ; posons
/•=-,i—o 1 r

s,,= i + a.^-\-. . .-{- a^.

Conclusion :

'^ikl S/-X^ Sk
Zàk
Â-=i

Z^f^71 (^==^).

Démonstration. — On sait que [13]

0^4.2 — an \ ̂  9- (n == 0, 1, 2,

On trouve
V / . . v „ 2^( 2 -4- CLn — On-ï ) r11 ^

/•=-rJ -
n=^0

•n — ^n—î ' '^ ———— .
/..--j_0 I— r

}Yoù en appliquant le théorème 2.4. i, on a

, . â^-f-l -t- û^/z+2lim ——————— ==o.

Ecrivons
an+i 4- cin+2 n + i / a^+i 0^4.2 \ an

n n \n 4-1 / î 4 - 2 / n(n + 2 )

En faisant tendre n vers Finfini et en tenant compte du fait que Finé-
galité | ^ |^v(v==i , 2, . . .) est vraie pour les fonctions de la classe %, on
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trouve

limf-^-L+^-o
«=« V T Î — I ^ T Î ^ — " '

d'où

3.3.2.

^^l3-^--^^) (.=00).

D'autre part on a d'après (2.2.5)

.^-^0.
2 ——

On trouve
X^ f Cln\ 1i^-Ti^-rr-Ty? (^'-o).
n=o / ' '

En intégrant les deux membres de cette dernière égalité asymptotique, on
v 1 0 U. V o

v-1^-^,^ ^ _^.
£"\ ^ —I-/-

En appliquant de nouveau le théorème 2.4. i, on trouve

[ " " -i
V Sk i YI a,k \2^• -22;7^~• / ^ ("=--ao)
*=1 <-=! J

d'où d'après (3.3.2) on arrive à la conclusion désirée.

3.3.3 THÉORÈME, - Hypothèses : F(^)=^+^^ç^ ^==/^);

F(/-) ^ —— ; posons
/•=! ~0 I —— r

" H

•̂ = .̂, S,=V^ a,^^.
^

Conclusion :
ii
^ ^k n
L~k^^ ^==30)-Â-=i

Démonstration. — On sait que [13]

»+(»-i) a3+ (n _ 2) «,+...+ ̂ ^o
d'où ~

S,,.̂ o,



SUR LES TRANSFORMÉES DE FOURIER ET LEURS APPLICATIONS AUX SÉRIES. 317

on a
00

^^"•"^(TrTF (^=1-0).
/!==!

En intégrant deux fois de suite les membres de cette égalité asymptotique on
trouve

S an j
-n-^^T—T) (^==1-0),

n==:l

d'où, en appliquant le théorème 2.4. i on arrive à la conclusion désirée.
oc

3.3.4. THÉORÈME. — Hypothèses : F(2)==a+^a^»ç%, ^^re^);

lim F(r) ==.?<+oo ;R,F(2)^,?;D<Mow
/•==!— 0 —— 1

n

Sn^^^ak.
/:==!

Conclusion : la série ̂  dn est sommable par le procédé de Cesaro :
n== l

i=-(c,i).^(^
Démonstration. — Posons

¥ ( z ) = : P ( r , a)4-î 'Q(r , a)=:P+<Q.
On a

1 V ( c _ y j ^ — ( • y — P ) ( I — ^ c o s a ) - ^ - ^ s m a Q ^ r ( s — P) sina — Q(i — rcosa)
•ç—, " ^ ^ ( i - 2 r c o s a + r 2 ) ^ ^(i - 2rœsa-+-r2)

D'après Fhypothèse faite sur la partie réelle de F(^) et du fait que F(^)€®,
il résulte que

^^^(s-s^z^o.
n =.-: o

II en résulte que
ç _____ f

———— ^2 OU \Sn\'^3s <+oo.

La conclusion du théorème est une conséquence immédiate de la proposition
connue [9] suivante :

Si une série ̂  ̂  est sommable par le procédé d'Abel :
n=o

^^=:.ç(A) et ^=0(i),
71=0

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXIV. — FASC. 4. f ^
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alors on a

^a^s(C, i)
fl=:0
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