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SU H LES

GROUPES DE MOUVEMENTS
DES

ESPACES A CONNEXION AFFINE PROJECTIFS
PAR M. G. VRANCEANH.

Etant donné un espace à connexion affine A,,, on sait qu'il possède un groupe
maximum de mouvements ayant n^+n paramètres s'il est localement euclidien,
donc si les tenseurs de torsion et de courbure sont nuls. J'ai montré en K)^ (1),
que les espaces A,, qui possèdent une forme de Pfaff invariante ont un groupe
maximum de mouvements ayant n2 paramètres et ce maximum est atteint
seulement si la forme de Pfaff est une différentielle totale exacte. D'autre part,
en K/JQ, I. P. Egorof (2) a montré qu'un espace A,, qui n'est pas localement
euclidien peut admettre un groupe de mouvements ayant au plus n2 paramètres.
Il en résulte d'ailleurs que tous les espaces A,, à groupe maximum G^ sont en
même temps des espaces à forme de Pfaff invariante, et si l'espace A,, est sans
torsion il est projectivement euclidien. En ce qui concerne les espaces A,, qui
ne sont pas projectivement euclidiens, j'ai montré qu'ils possèdent au plus un
groupe de mouvements ayant /? 2 — ^n + 5(^^3) paramètres (3).

Nous allons considérer maintenant dans la première partie certaines
propriétés des espaces projectivement euclidiens en ce qui concerne la possi-
bilité de prolonger la connexion de ces espaces à l'espace projectif entier. Dans
la seconde partie nous allons considérer une nouvelle voie, plus directe, pour
déterminer les espaces A,, à groupe maximum G//.. Dans la troisième partie nous
allons montrer qu'à chaque forme de Pfaff de classe ^p et d'espèce p ou

( 1 ) G. VRANCEANU, Leçons de Géométrie différentielle^ i. f , 1947, p. -255.
( 2 ) I. P. EGOROFF, Dokl. Akad. Nauk., t. 66, 1949, p. 793.
( ' • ' ' ) G. VRANCEANU, Sur les espaces à connexion à groupe maximum de transformations en eux-

mêmes ( C . R. Acad. Se.,, t. 229, 1949, p. 543).
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P-+-Ï, on peut associer un espace A,, ayant un groupe de mouvements
à fîp2+p+(n-}-ï)(n—tîp) ou ^-^-p+nÇn—^p) paramètres, qui sont
des groupes maximum compatibles avec cette forme, comme forme de Pfaff
invariante. Enfin dans la dernière partie, nous considérons le groupe maxi-
mum de mouvements des espaces A,, projectivement euclidiens qui possèdent une
forme quadratique de rang m <^ n.

I. On dit qu'un espace à connexion affine A^ est projectivement euclidien, ou
simplement projectif, s'il existe un système global de coordonnées, disons
(*r1, . . ., x"), dans lesquelles les courbes autoparallèles de l'espace sont des
droites. Il est alors bien connu que dans ces coordonnées « projectives » les
composantes P^ de la connexion supposée symétrique sont données par les
formules
( I) r^ô^+ô^

où ê\ est égal à i si i=k et à o si i-^k et où les y/, sont des fonctions quel-
conques des variables x\ . . . ^ x 1 1 . Quand aux équations des courbes auto-
parallèles

d2 x1 _ . dxj dx^
~dF ~ ^-"dt ~dt'

elles s'écrivent, en tenant compte des formules (i),

d^x1 _ dx1 dx8

"dt7' ~ 2 ~dt ?s ~~dt

On peut donc satisfaire à ces équations par des formules de la forme

(2 ) x^^u-^-b1 ( / = = i , . . . , / / ) ,

où la variable u est liée à t par la formule

d^u [ du\-
~dr-=\~dt) (?1a1+?^+-?^)

et où dans Ci, .... y,,, on a substitué à {x^ .... x11) leurs valeurs (2). Nous
avons donc pour u comme fonction de t une équation de la forme

'̂<^").
En supposant la connexion ( i ) régulière dans tout l'espace, ce qui revient à
supposer y ^ , . . ., ç,, régulières, par exemple fonctions analytiques entières,
la fonction

^ ( u ) == 9. ( a^ cp, + . . . + a^ cp^)

çst une fonction analytique entière. En ce cas il est facile de voir que t est aussi
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une fonction entière de u. En effet, en prenant u comme variable indépendante
dans l'équation (3), nous avons

c l 1 1 dt - , ,
—- ==— —^(u)
du'1 du v /

et, par conséquent, nous avons

l^Çe-f^'du

La réciproque n'est pas vraie, c'est-à-dire que u n'est pas en général une fonc-
tion entière de t. En tout cas on peut supposer dans les formules (2) que u
varie de —oo à +°o, donc que les droites (2) toutes entières sont des courbes
autoparalièles de l'espace A^.

Nous avons donc le théorème :

Si les fonctions cp/ sont analytiques entières, les courbes autoparallèles de F es-
pace projectif An sont les droites entières de I'1 espace euclidien E^(^1, . . ., x^).

On peut se demander maintenant si l'espace A,/ peut se prolonger dans
l'espace projectif entier. Pour cela on peut remarquer en premier lieu que si
l'on considère une transformation projective de coordonnées

(4)

la connexion F'\ sera donnée par des formules de la môme forme (i), car par..
une transformation projective les droites se transforment en droites. Nous
aurons donc

( 3 ) r^=o^+^.
D'autre part, on sait que l'espace projectif. se compose du voisinage
V(a?1, ...,.r"), donc de l'espace euclidien E^(^1, . . . , a^), et de n autres
voisinages, qui ont les points à l'infini sur un des axes comme origine. Consi-
dérons par exemple le voisinage ' V ' Ç x ' ' ' , . . ., x " 1 ' ) relatif à l'axe ^1. Nous avons
la transformations de coordonnées

(6)
, _ i ^ _ x- . ^ x11

X^ .T1 / X^

Considérons alors la connexion contractée I\=r^. En tenant compte des
formules ( i) et (5), nous avons

r/,== (n 4-1 ) ̂ k, r/, = (n +1 ) 04.
D'autre part, on sait que la connexion contractée r\ se transforme, par une
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transformation de variables, d'après les formules (4)

r- à^! -r -, ^^s àxk — l / c + ""^T-5

où A est le déterminant fonctionnel de la transformation. Dans le cas de la
transformation (6), le déterminant A est égal à —(.r1)"72-1 de façon que nous
avons la formule

dx^
( 6' ) 0.4 dx'^ ==: cp^- dx'^ — —— ?

X

ce qui nous donne les formules de transformation pour les quantités y/,

( 6 ' ) ^ [ = ^ ( ï — cpi^1— cp/^'), ©^==..r1^- ( A - > i ) ,

où l'on doit remplacer dans le second membre .r1, x " ' par les valeurs déduites
de (6). -

En supposant <pi, ^2? • • • ? ^n analytiques entières, la connexion sera régu-
lière aussi dans le voisinage V7 si <p^, (Q\ tendent vers des valeurs finies quand x1

tend vers l'infini. II faut donc que les quantités

(^k-, i—.re-

tendent vers zéro quand la variable x1 tend vers l'infini. Cela ne peut pas
arriver si y/ sont des polynômes mais cela arrive si l'on a, par exemple,

, , (^)^-1-<-T^• .. .
. (7 ) Qi= T-n^V^—^^ (.=i,...^),

oùjo est un nombre entier positif et où les P/ sont des polynômes dans xr, .....r"
de degré ^p— i, mais qui ne con t iennen t pas de terme en (a^)2^"1

, __ ^((^Y^-^Pk) ^ __ x^— (^y-p,—. ..—x^x^k
? / L — — I- t-(^ l)^+.. .+(^ ^)^ ' ?1-- I+ (X1)^-^-.. .+(^)2^

Ces formules nous montrent que ç4 et o[ tendent vers des valeurs finies
quand x1 tend vers l'infini.

Comme les formules (7) sont symétriques en x1 en ce qui concerne le déno-
minateur et le terme (.r1)27^1 du numérateur, la connexion (7) sera régulière
aussi dans un autre voisinage de l'espace projectif, où l'on fait jouer à ^(î^>i)
le rôle joué par x^ dans les formules (6 ).

Nous avons donc le théorème :

La connexion affine (i) où les (D{ sont données par les formules^) est régulière
dans tout l } espace projectif\

(4) G. VRANCEANU, Leçons rie Géométrie différentielle, t. I, 1949, P- 197-
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II est facile devoir d'ailleurs que l'on peut généraliser les formules (7) en
prenant

/ ^i\îp,—l i p

(77) cp^ v P ' P==(^i)^-(-...+(^)^+^

où p ^ , . . ., p,, sont des nombres entiers positifs et où P/ est un polynôme en x1

de degré inférieur à 2p,—i et en x ' ' de degré inférieur à 2jo/,. On peut même
prendre au lieu de P un polynôme P + Q où Q est en chaque variable x1 de
degré inférieur à 2p,, le polynôme P + Q ne s'annulant pas.

On peut aussi remarquer que, dans le cas particulier où dans les formules (7)
les P/ sont identiquement nuls, on peut écrire

^'= ôx, s"10^6 [6 := ] -l- (•r;l)'2/'+ • • • + W]^

donc les o/ dérivent d'un potentiel. Dans le cas particulier 0117)==! , nous
avons

(-/) ?.=^^. [0=I+(^)•2+•..+(^)2 ]

et la connexion ( i ) nous donne, comme il est bien connu, la connexion d'un
espace de Riemann à courbure positive dont l'absolu est la quadrique imagi-
naire 9 === o.

Supposons maintenant qu'un certain nombre des composantes 9^, ..., y,, soient
nulles, par exemple que cpi est nulle, et que les autres dépendent seulement des
variables x1^ , . ., x11. En ce cas, les premières formules (6') nous disent que
les o^. tendent vers l'infini quand x1 tend vers l'infini, donc la connexion ( i ) en
ce cas ne peut pas se prolonger du voisinage V au voisinage V^.

Nous aurons donc le théorème :

Étant donné une connexion ( i ) régulière dans tout le voisinage V et dont
les ç>a= o(a = ̂  + i ? . . ., n) et cp/(? = i, . . ., m) dépendent seulement des x' y
cette connexion ne peut pas se prolonger aux voisinages qui contiennent les points
à l^ in fini des axes de coordonnées x^.

Si l'on considère, par exemple, la connexion (i) où

X1

^i == ———;——,—l-————;——-, (i=z i m' ©a == o ),' I+(^ l)2+...4-(^,)2 v . . . . ;.

cette connexion peut être prolongée dans tout l'espace projectif x1, . . ., ^m,
mais elle ne peut être prolongée dans l'espace projectif x^, ..., x"1, ̂ m+l, ..., x1'.
On peut donc dire qu'elle peut être considérée comme une connexion de
l'espace dont les droites x^, . . . , ^m sont fermées tandis que les droites
^<+j, . . ., x^ sont ouvertes.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 3. 33
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II. Considérons maintenant un espace projectif dans un système quel-
conque de variables. Un tel espace est caractérisé par le fait que le tenseur
de courbure de Weyl est nul, donc que le tenseur de courbure de l'espace est
donné par les formules

r,,=^. -PH- +ô'/YJ^- - -^-} -ô^^- - J^Y7 ^ n - ^ r - ï " V / / . — T . n ) • — \ ) ^ / / — T n ï — v )

où Py/, et F,/, sont les tenseurs contractés de courbuTe
p _ T1 r _ vi
1 //,: ——— 1 ;• j /, , 1 //, —— .1 ;.y /_. .

Dans les coordonnées projectives, c'est-à-dire si les formules ( i ) sont vérifiées,
ces tenseurs sont donnés par les formules

p ^ ( , + , ) ( ^ ^ Y r^A-^+(.-.)^
X^ôœ1' ôxi ) ' àx^ àxi ^ i / i / l

et nous avons
F,k — T^- = ( n — ï ) P^

et cette formule est valable évidemment quel que soit le système de variables.
Il en résulte qu'un espace A,, projectivement euclidien possède deux

tenseurs indépendants, le tenseur symétrique gauche P,/, et le tenseur symé-
trique r/A+ I\y ou, si l'on veut, le tenseur

r^r^
h î k 2(72-I )

et l'on voit facilement que dans des variables projectives nous avons

/ o \ 1 ( ^^i ^y. \
(°) <^-= - -î—— + .—— + 2 C p y C Û / , .07 2 \àxk àxj l y i /

Si les ç/ dérivent d'un potentiel, nous avons

<./= àî^ . àçû à(?
h l " àx^c^ àxj àx^

On peut donc associer à un espace A,/ projectif deux formes quadratiques

(8') ^=gikdxïdx^ fj=Vjkdx'idx^

la première étant symétrique et la seconde symétrique gauche.
On voit qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la forme n soit de

rang ï , donc qu'elle soit formée d'un seul carré, est que nous ayons

/ o / / \ à^i à^f .
(° ) -T- + -r- = 2À(p;cp,,àxi àxi T T7

où À est une certaine fonction des variables x\ . , ., x11, et en ce cas la forme
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de Pfaff invariante est donnée par la formule

ds == \/À + i cp; dœ1.

Nous allons maintenant montrer que les gij ne peuvent pas être nulles, sans
que les P/y soient aussi nulles, et en ce cas l'espace est évidemment localement
euclidien. En effet, si les ̂  sont nuls, nous devons avoir les équations

()(Di ÔV),
———, -+- -—— = — 2 Cp/Cp/ .
( f X l ().T1 ' •

Considérons ces équations pour deux indices quelconques, par exemple i, 2.
Nous avons

^©1 „ ^C0l ^9.2 • ^<P2 2

(9) ^=-œ;' ^=-^-2M2' ^=-^--
t

En écrivant que les dérivées du second ordre de la fonction épi sont égales, nous
obtenons, en tenant compte des équations (9),

/à^^ \ à2^^ ., „ à(û^2?1? +^i^— (^y. + ̂ .r- ̂ ^

ce qui nous donne
à2^ . ^cp9
(^7==-4^^-2CÛÎCP^•

En dérivant cette équation par rapport à x^ et en tenant compte des équations (9)
et de la dernière des équations (9) dérivée par rapport à .r1, nous avons
, ,, ^îp2 ,à^^ (à^^ \ • ^ à^^ , ( à^^ \ . . ,
^ ) J^^-4^^^201^^

De même, la dernière équation (9) dérivée deux fois par rapport à x^ nous
donne
, ,. ^3®, /^,\2 , / à^ , \
( 9 ) (^y^——2^) +4^^cp^+cpï^.

En égalant les seconds membres des équations (9') et (9^), on obtient la
condition

fào^Y- à(û^ , ^
L-—— + 2 ——— Cpl92+ (Q\Q:,-==L 0,\ ^^1 / .̂r i ' • • ' ~

ce qui nous montre qu'on doit avoir

^p2

^=-^-'

Mais, en ce cas, la seconde équation (9) nous dit que —^ est aussi égale

à — < p i C p y et, par conséquent, la composante Pis du tenseur P,y est nulle.
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Comme cela est vrai pour chaque paire d'indices, nous avons le théorème :

Si le tenseur g^ est nul, il en est de même du tenseur P,y et V) espace A,, est loca-
lement euclidien.

Étant donné un espace A,, projectif, qui n'est pas localement euclidien, il pos-
sède donc les deux formes invariantes et TI et a, la forme TI ne pouvant pas être
nulle et le groupe de mouvement de l'espace doit donc conserver les deux
formes ri et a. Dans le cas où la forme TL n'est pas dégénérée, l'espace A^ peut
être considéré comme un espace de Riemann V,, de forme fondamentale ît
et l'on sait qu'un tel espace peut posséder au plus un groupe ayant7 n+

paramètres. Pour avoir des espaces A,, ayant un groupe plus grand, on
doit donc supposer que la forme TI est dégénérée et le cas le plus simple est
celui où cette forme quadratique contient un seul carré. Dans ce cas, on peut
écrire T. = £(rf.y1)2, où £=±1 et ds^ est une forme invariante et l'on dit que
l'espace est à forme de Pfaff invariante. En associant en ce cas à la forme ds1

d'autres n — i formes de Pfaff ds-, .. ., ds'1 de façon que les formes ds\ .. .,
ds11 soient indépendantes il en résulte que ces formes sont déterminées,
abstraction faite d'une transformation de la forme

(10) ds^ == ds^, d^ =z c^ ds^ -f- c^ ds1,

II en résulte que le groupe de transformations en lui-même d'un espace A,, à
forme de Pfaff invariante peut posséder au plus n2 paramètres. C'est la somme du
nombre n des variables^ et du nombre n1—n des fonctions c^, c^ considérées
comme fonction des x1, . . ., x'\ J'ai montré (°) que ce nombre maximum est
atteint et j'ai déterminé tous les espaces A,, à groupe G/^. Je veux donner ici une
nouvelle démonstration plus directe de ce résultat.

En premier lieu nous allons observer que si nous avons un espace A,/ avec
torsion
( i i ) r^r^-n,,
on peut former le vecteur contracté de torsion t/,= T^ et l'espace est dit équia-
fîn si le tenseur de torsion s'écrit

(^) T^=^^-ô^^,

donc si le tenseur de torsion s'exprime à l'aide du vecteur de torsion. On peut
concentrer les formules (i) et les formules (12) dans une seule formule

( i 3 ) r^=:ô^+o^

(•'') G. VRANCEANU, Leçons de Gcoinéirie diffère ni ici le. t. 1, p. 255.
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l'espace étant sans torsion si (p/,=^/,. Un espace A,, avec torsion peut donc, lui
aussi, avoir une forme de Pfaff invariante si le vecteur t/, n'est pas nul, c'est la
forme ^ dx^,

On peut manifestement observer que si un espace A^ à forme de Pfaff inva-
riante ds1 possède un groupe maximum G^, la forme invariante doit être une
différentielle totale exacte, car autrement le covariant bilinéaire de ds1 impose
des conditions aux fonctions cï,, c\ du groupe (10). La forme ds^ étant une
différentielle totale exacte, on peut supposer que nous avons ds±=dxl. De la
relation ds'l=dxfl= dx1, nous avons xrl=xi+a et les espaces A^ à
groupe G,^ doivent posséder cette translation quel que soit a, donc les com-
posantes de la connexion doivent être indépendantes de la variable x'.

Considérons alors une transformation de variables de la forme

(14) ^l:=^1-+-^ x ' y '= f v • (x \ . . . , x n ) .

Par cette transformation, les quantités r^(a, [î==2, . . ., n) sont les compo-
santes d'un tenseur covariant du second ordre, car nous avons

à^x'1 __ _ à^__àa^
ôxy•ôx^~o~ r s ô^ àx^~" ap<

Pour les espaces à groupe G^ il faut donc que 1^= o. De même, nous avons
f)-î ^l rï^r16

( 1 5 ) , . ^r^——-T^=o
àx^ àx^ ôx? r

et il faut donc que nous ayons aussi r\o = o. Comme nous avons
Ai ̂ l( iQ\ —o—r'1 r1

(IO/ ( ^ ) ^ - 0 - 1 1 1 ' ~ 1 1 1 ?

il faut que F^ soit une constante. En ce qui concerne les autres composantes,
nous avons par une transformation (^)

à'-x^ _ à_x^_ àx^ _ ^ àx^
(17) àx^àx^~~ ^~ào^ ~àx^~ ^o^7"

Cela nous montre que, pour x1 égale à une constante, les quantités constituent
les composantes d'un espace à connexion affine A^_i et, en accord avec les for-
mules (6), cet espace doit avoir le groupe maximum à n2—n paramètres. Cet
espace A^-i est donc un espace euclidien et, par conséquent, on peut choisir
un système de variables x2, . . ., x" de façon que F^ soit nulle et alors les
transformations de variables qui conservent cette situation sont de la forme

(18) x^^x^a, x'^z^a^+c^.

où a^, a" peuvent dépendre seulement de la variable x1. On peut même sup-
poser que a^ ne dépend pas de x1, car l'espace A,,_i ne dépend pas lui non plus
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de x^. Cela fait, considérons les formules
à^œ'^_________—P'a.yA rp ^a

àx^àx^ ~ 1À a^~i^a^

. ^L—pa. rpa .pa p j - , ̂ a ^
(^l)2~lll+Ll^+l^--lllJ^ -lll•

Les premières nous montrent qu'il faut avoir

T^==(r-.)^ r^=(r+.)^

où r, s sont des constantes, pour que les a^ ne soient liés par aucune relation
Les secondes équations s'écrivent

d2^ da^- ^ .^^=r^(.,.-r;,)^-r^.

Elles nous disent qu'on doit avoir
FA — s ^.\ r ' A _ s ^ 'A

•M- •^ ^ ~—— *-tx/ 7 1 1 —— 5

où £ est une constante, et l'on retrouve le résultat que la connexion de l'espace A,,
à groupe G^ peut se réduire toujours à la forme canonique (6)

(18')
r i i = P- . r ̂  = ( r - s ) à ̂  r ̂  = ( r +. ) ô ̂ ,
rî,=£^s rip=r^^rà,=r^=o.

Quant au groupe il est donné par les formules (8) où a" sont solutions de
l'équation

d'-u , . du
, , ,,., == (2r — a) -—— + s^.
(d^1)2 ' ' / 6/^1

Par une transformation de variables

^•1 == ax^, ^^== e-P^x'1^

où a etjo sont des'constantes, on peut supposer [L= 2r et c ==±i ou o. Donc
on peut supposer que Û0' sont solutions de l'équation

, . dîu(I9) (^yi-5^
Par une transformation de variables on peut réduire le groupe à un groupe

projectifqui conserve deux hyperplans

(^y--z^=o,

ce qui conduit à un résultat trouvé par Egoroff. En particulier, dans le cas ellip-

(6) G. VRANCEANU, Propriétés différentes globales des espaces An à groupe maximum Gn^' (Bull.
St. Acad. H. P. 7?., t. 6, 1954, p. 49-5g).
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tique £ = — i , ces hyperplans sont imaginaires et la connexion est définie par
les formules

p^ _ 2 x -+- 2 r p^ x -\- r — s ̂  -p^ _ x —|— r + s ̂
(20) ^-TT^T ^--FT^)^' ^-^-^7°?'

r i , ,_pi _pi _pa _pa _ ^a p — - l - i a — - « - a i — i - p v — - 1 - 1 1 — 0

et l'on voit qu'elle est régulière pour chaque système de valeurs finies des
variables x^, . . ., x'\ Elle est aussi régulière à l'infini sur l'axe x1, car par la
transformation projective de variables (6) nous avons

p,, 9. x^ — 2 r ^ ^ x^ — r 4- s . x ' ^ — r — s
^^TTT^-r ^^T-^F5 ^^^ z+(^)^

r^ = r^ = ria = Fa', = r^ = o,
donc la connexion est aussi régulière pour chaque système de valeurs finies
des ^/1, . . ., x ' " . On peut donc dire que la connexion (20) peut être prolongée
sur toute la droite projective x1.

D'autre part, en tenant compte des résultats obtenus plus haut, il en résulte
que la connexion ne peut pas se prolonger à d'autres voisinages de l'espace
projectif.

Nous avons donc le théorème :

La connexion (20) de V espace Kn elliptique à groupe G ̂  peut être prolongée à
V espace topologique formé de la droite fermée x^ et des droites ouvertes x2, ..., a?".

III. Nous allons considérer maintenant le cas où l'espace A^ possède une
forme dsi invariante, cette forme n'étant pas une différentielle totale exacte.
Cela signifie que le covariant bilinéaire A^ n'est pas nul. Le cas où ce covariant
impose le plus petit nombre de conditions au groupe des transformations des
formes de Pfaff ds1, . . ., ds11 est celui où A^ est nul en même temps que ds\
donc dans le cas où l'on peut écrire
(21) ^sï=[ds[ ds1}.

Dans ce cas, les formes ds1, ds2, ds1' sont déterminées abstraction faite d'une,
transformation de la forme

ds1 == ds1, ds2 •==. ds14- a ds ',

d^^c^ds^c^ds^c^ds1 , (h = 3 , . . . , n ) .
(22)

Le groupe maximum de l'espace peut donc posséder au plus
n 4- i -i- n ( n — 2 ) == n1 — n -h i paramètres,

c'est-à-dire la somme du nombre des variables • x ' 1 , . . ., x'11 et des fonctions a, c7^,

c\, c\. D'autre part, comme on peut toujours prendre dst= 7-1-,? en choisissant
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convenablement les variables, il faut que ds^ possède un groupe de transfor-
mation en elle-même à trois paramètres, ce qui est réalisé si l'on prend

/ 0 \ '1 axv + ̂  / ) œî 1 1( 23 ) x1 = —;———, î x - == —-——; i ad — bc == i.
cx1 + d CX14-- d

D'autre part, en associant à ces transformations les formules

„. „ 6^.2^-4- ai'x^^r-a^x1-^ a11-
( 2 8 ) x'1^ ————————-————,v / cx^+ d

nous obtenons un groupe projectif ayant n2—n + i paramètres. Nous allons
montrer qu'il existe un espace A,, possédant ce groupe.

En premier lieu nous allons déterminer les espaces Aa possédant le groupe
(28). Ces espaces ont été déjà déterminés par St. Petrescu (7) dans un système
de variables où l'on prend comme variable au lieu de Xe1 le logarithme de(^2)2.

Pour déterminer les espaces Aa en partant du groupe (28) nous allons utiliser
le fait que Fon doit avoir les équations

à^-x1 ___ , àx^_ àx^ __ àx^_
( 2 4 ) à xi àxk ~~ r s à xi àx1^ ] k àx5 '

où Y'\ sont les mêmes fonctions des variables x ' que les P^ des variables^.
Considérons alors les équations (24) relatives au groupe (23 /) pour j = k = 2.

Nous avons
à^-x^ _ _ F,,, i __ p, i
(^p2)2""0" '2'2 (c^-^-dy1 ~ ïî (c^-^-d)^

à^ x^ _ _ _ p / 9 i _ r" I pi CXL

^^Y2 — 0 — 1 ̂  (^l+^)•2 ~ 2 2 cx^ + d ' îî cx^d

La première de ces équations nous dit que F^ est une constante et la seconde
kque cette constante est nulle et que r;^= —^ donc que nous avons

r^-o, il^,
où k est une constante.

Considérons maintenant les formules (24) pour y = i, /:= 2. Nous avons

—r'i ï r1 I
0~' '^{cx^dY 1 2 (c^^-d)-2'

c _ _ Y I ï y i cxî r2 ——__L-r1 cxî

( cx^ + d'Y ~ 1 ' ( c^1 -4- dy î 2 ( cx^ -+- dy ' î cx^ 4- d 1 2 (c^1 4- d)'1

et des formules analogues où Fon change T^_ et F2.^ avec F^, r;^.

( 7 ) ST. PETRESCU, Zrt classification des espaces à connexion affine As (St. Cerc. mal., t. 11 , IQÔI,
p. i4).
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La première de ces formules nous montre qu'on doit avoir

pi „ a, n „ P
lio--^ 1 2 1 ~ ^

où a, ? sont des constantes et la seconde qu'on doit avoir

^—(^ ^=WY' ^P^-1-

où X, \k sont des constantes.
Considérons enfin les équations (24) pour y = A: = 2, Nous avons

^'2^1 _ — 2C __ 1 _ ^ (Â-- I )C^ 2 _ 1

(<to1)2 ~ (cx^dY ~ "(c^1-^)4 ^^(c^-h-^)4 "(c^^-d)'^

à^x1'1 _ 2c2^2 _-p^ __i À 4- p. ex1 k c2^2)2

(^1)2 ~~~ (C^1+ ^)3 ~ J ' (C^ + ^)'^ — (X2)2 (C^1+ 6/)4 '+- ^7i (<-^+ c/)^

_F-2 I , FI cx'
11 (6^1+^ (cœ^dY'

La première nous montre que l'on doit avoir

'•-, r;',=^y,
et la seconde que l'on doit avoir

p=^+^ ^^(^^

En conclusion, l'espace As, qui admet le groupe (23) possède comme com-
posantes de la connexion

pi „ ̂  p2 — _ 2 r1 — r 1 — ï
- ' •22 —— '-'5 A 2 2 —— -..q^ J - 1 2 —— -^l —— _9

(25)
^ + ^ p2 —— /> F.2 __ ^ F.2 __ __^pi _ '> '1~ r' p2 _ p2 _ r~ p2

1 1 1 —— / ^ 9 \ - 2 ? - ' - 1 2 —— / ^ 9 \ - 2 ? 1 2 1 —— / ^ 9 \ 2 î x 1
(.Z12)2 ? ""'(.C2)2' 2 1 ~ ( ^ 9 ) 2 Î ^"(.C2)^

où À, [J-, o sont des constantes.
On voit que la connexion devient infinie pour o^^o. Donc on peut consi-

dérer comme voisinage où l'espace est défini, le domaine x2 ^> o et dans ce
domaine le groupe (28) de l'espace est transitif.

Si l'on passe maintenant aux espacesA,,(7i^>2)etsi l'on veut que ces espaces
possèdent le groupe (28), (23'), on trouve facilement que l'on doit avoir

W r^ri.^r^r^r^r^o ( ^ / > 2 ) .
De même, la formule (24) powj=k= i et i^> 2 nous dit que l'on doit avoir
§ = o. Quant aux autres formules (24), elles nous montrent que l'on doit prendre

(^(\'\ r/t _s,h '___ r/i _^A ^- p/f _-p/i ^k
(2D) lik—ôk•^Y^ ^i—^^y^ lÀ2—l•2À-= : : =^ i •

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 3. 34
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Nous avons donc le théorème

L} espace Kn dont la connexion est donnée par les formules(26) avec S == o, (26)
et (26') admet le groupe projectif (28), (23') û e2—/i+ i paramètres.

Il est à observer que l'espace A^ est projectif, si X == p. avec les fonctions

(26//) ^^(——i5 ^^^ ^=:0 ( ^>2)•

Si À ̂  p., il est équiaffin et projectif.
Si, au lieu des variables x1, x2, . . . . x " , on prend

(27) rl:^^ y2==^ yA=^ (^^

le groupe (28), (23') devient

( y'11_: ay1-^-&y'2, y^rrr cy1 -+- û?y2 )
(28) — / , / / ' (ad-bc^i),
' ' \ r^^^j^+aîj'+ai^+a^ ) v / î

donc il devient un groupe affine unimodulaire dans les variables y1, y1 et ce
groupe conserve la variété linéaire y i= y 2= o.

En ce qui concerne les quantités o/ dans les variables y, nous avons en tenant
compte des formules ('7)

• ©i== X 1 (pi, o» == X1 ( i — x^ cp i — .r2 îp^),

ce qui nous donne, en tenant compte de (^ô'7) et (2^),

cpi==Ar2 , 9.2=— Aj1

et l'on retrouve ainsi les espaces An à groupe possédante2—n-\-ï paramètres
trouvés par Egoroff(8).

En ce qui concerne la forme de Pîoiiî ds ==——^ elle devient dans des variables

y ^ y 1

(29) ds -=:j2 c / r 1 ==: r^ dy1.

Nous avons donc le théorème :

L'espace A,,
^/^r-ô'7•?^+^?/• (pi^—y^ ?'2==—j1, <pÀ==o)

possède la forme invariante (29) ̂  û comme groupe de mouvements le groupe
affine (28).

( 8 ) I. P. EGOROF, Dokl. Akad. Nauk., t. 87, 1952, p. 698; t. 89, 1953, p. 781.
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De même, nous avons le théorème :

Les espaces An qui possèdent une forme de Pfaff invariante qui n^ est pas une diffé-
rentielle totale exacte^ possèdent un groupe ayant au plus n2 — n + i paramètres
et ce maximum est atteinte

On peut généraliser ce résultat par le théorème :

Étant donnée la forme de Pfaff

( 29' ) ds1 == j2 dy1 — j1 dy'- 4-... + y^P dy^--^ — y^-1 dy'P

V espace projectif Kn{n ̂ > 2jo) qui possède la connexion projectile (i) où nous avons

(3^ (pi^JS ?2^-y1, ?3=j^ (p^-rS
) cp2^-i=J2^ cp^=:—j^-1 c^==o •

possède comme forme symétrique n la forme (fi^1)2, donc cet espace est à forme
de Pfaff invariante et son groupe de mouvements est le groupe symplectique dans
les 2p variables y1, . . ' y y t 2 p , et le groupe affine quelconque dans les variables
j27^, . . ., j71, cest donc un groupe à 2p2 +p +(n-+-ï)(n — 2jo) paramètres.

Pour la démonstration on observe que les ^calculés par la formule (8) coïn-
cident avec les coefficients des dyidyJ dans le carré de la forme ds où Fon
voit simplement que les formules (8^) sont vérifiées avec X=o . En ce qui
concerne le groupe symplectique des ip variables y1, . . . , y27', il possède
2^2 -{-p paramètres. Le groupe de l'espace projectifA^ dont les ç/ sont données
par les formules (3o) possède le groupe à

M == ^P2-^- P 4- (n -4- i) ( n — ^ p ) paramètres

donné par les formules

(3^ ^ y ^ ^ y ( ^ y = i , . . . , 2^),
) y^^r a ĵ.3 + aaJ/^+ a^ (a == ̂ p 4- i ... n)

où \a^\ est un déterminant symplectique. En effet, ce groupe est linéaire et
conserve évidemment la forme (ag^, donc le vecteur (3o) et, par conséquent,
transforme en elle-même la connexion (i). On peut aussi observer que tous ces
espaces Kn ainsi considérés sont des espaces ouverts dont la connexion est régu-
lière dans tout l'espace E^(j1, . . ., y),

Pour voir que le nombre M est un maximum pour les espaces A^ ayant une
forme de Pfaff invariante de rang 2p, comme c'est le cas de la forme (29'), con-
sidérons la transformation de variables (27). Avec ces variables la forme ds^
s'écrit

dx14- ̂  dx^ — x^ dx^ +. . . + X1? dx^-P-^ — X^P-^ dx^i1ds^z
(^
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Quant au covariant bilinéaire de cette forme, il s'écrit
. ^_ _ 2 [ds1 dx1 ] [ dx^ dx^ ] 4-. . . -+- [ dx^-1 dx^P ]
s ~ ~ ~ ( ^ ) 3 + ( ^ i •

II suffit donc de prendre

j -> dx^ -, , dx11

dsî=-l2^ dsh--^ (^^

pour obtenir le covariant bilinéaire A^1 sous la forme canonique
, A51=:[^l ds2] + [ds3 ds^] 4-. . .+ [ds^P-i ds^P].

Le groupe de transformation de congruences qui conserve ce covariant s'écrit
ds1 == ds1, ds2 == ds^- + Ci ds^ 4- Cy, ds^,
ds^^c^ds^+c^ds^

où les c^ sont les coefficients du groupe symplectique à 2p—2 variables. On
sait que parmi lesc^i lyen a 2(jo—i)^?— i qui sont indépendantes. D'autre
part, comme les c01 sont liées aux Ça? nous avons encore les fonctions indépen-
dantes Ça et Ci, donc 2jo — 2+1 fonctions. Le nombre maximum de paramètres
du groupe de l'espace est

ip + 2(7? — i)2^-/) —1-4- 2/? — 2 +1 +(n H- i) (^ — a/?)

qui coïncide donc avec M, et le théorème est démontré.
La forme ds1 donnée par la formule (29') a la propriété d'être d'espèce p , car

si l'on considère des coordonnées polaires p,, 9,. dans chaque plan J2^ - l,y2^ la
forme s'écrit

^^p^^-i-.-.+p^^

et contient seulement p différentielles. La forme ds^ a aussi la propriété que le
rang de son covariant bilinéaire diminue quand on pose ds^= o, autrement dit,
ce covariant contient la forme ds1.

Supposons que nous avons ds^ sous la forme
( 31')' ds1 = dx^ 4- x^- dx^ — x^ dx^- 4- . . . + X^-P dx2!^ — x^^ dx^-P

qui est de rang ^p, mais d'espèce p + r.
Nous avons, en posant rf^== dx1^ (h == 2, . . ., ip + i ),

^sl==[ds3ds2]-{-. . .-^[ds^^ds2?]

et le groupe de transformations de formes de Pfaff associé à l'espace s'écrit
ds^^ds^ ds^c^ds^

ds^=i ̂  ds^-^-cî ds^ c^ ds1,

où c^[ est un déterminant symplectique. Le nombre des c indépendantes est
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donc
m == 2/?2 4- p -+- ( n — IP — i ) n.

Il en résulte que le groupe des mouvements de l'espace contient au plus m -+-n
paramètres et ce nombre est atteint par l'espace projectif(i) où l'on pose

( S i " ) (o.i=r, (p^==—^2^4-1, (p^i==:.2^, cpa==o (a>27?+i ;5==i , . . . , / ? ) .

En effet, il est facile de voir que le groupe affine

x 1 == x14- a 4- di x1 ( i == 2, . . ., ip 4- i ),
(32) x 1 == c ^ j X i -\- a1^

x'^^a^x^^- a^x'î-^ a^ ( y = = i , . . . ^ 2 / ? + i ; a > 2 j p 4- i),

où a1^ est un déterminant symplectique et où

aia^a^^aY—a^ay^ (s == i, . . . , / ? )

transforme l'espace A,, à connexion (i), (Si^) en lui-même.
Les paramètres du groupe (82) indépendants sont donc les 2p2+p para-

mètres du déterminant symplectique d^ , les 2p+i quantités a et a1 et les
Çn + i ) x {n — 2jo — i ) paramètres a|, a^., a^, ce qui nous donne

N == 279•2-4-^ + 2/? 4- i 4- (n + i) (^ — 2p — 1)=== 2/?2+/-? -t- / î (^ — 2/? — i) + ^,

nombre qui est égal, comme on le voit, à m + n.
On peut aussi observer que la connexion (i), (Si^) peut être considérée

comme une généralisation de la connexion (iS^) pour ^== ir et e==o, donc la
généralisation du cas parabolique des espaces à groupe G,^. On voit d'ailleurs
que N coïncide avec n2 sip== o.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Étant donné une forme Pfaff sous la forme canonique (29') ou (3l7), il existe
un espace An projectif qui possède cette forme comme forme invariante, le groupe
des mouvements de cet espace, ayant M ou ̂ paramètres.

D'autre part, étant donnée une forme de Pfaff dont le covariant bilinéaire est
de rang 2.p, on sait qu'elle peut être réduite par une transformation de variables
à la forme canonique (29') ou (31/) suivant qu'elle est d'espèce p ou p + i, en
appelant espèce le nombre minimum de différentielles qu'on peut laisser figurer
dans la forme. Il en résulte alors que le groupe d'un espace A,, possédant cette
forme invariante, peut avoir au plus M ou N paramètres suivant que la forme est
d'espèce p ou p+ï, et nous avons donc démontré que ces maximums sont
atteints.

IV. Supposons maintenant que la forme r. soit une somme de m carrés où
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m^n. Dans ce cas, l'espace peut posséder au plus un groupe ayant

fii\ r» m (m—i) ,\.66) F = = : n 4 - — — — — — — ^ , ^ — m ) m paramètres,

et ce nombre maximum est atteint seulement si la forme quadratique r. est la
métrique d'un espace V^ à courbure constante k. En supposant par exemple,
que la courbure k est positive, on peut écrire la connexion de l'espace V^ sous
la forme

(3/^) r^- ̂  ==^+^cp, (^y,/:^i, ...,m),

où 9, sont données par les formules (7//). En considérant comme connexion de
l'espace A^(/î^> m)

(35) ^c=<^(p,+ô^ (a,b,c=zi, . . . , n ) ,

où Ça = o (a == m + i, ..., n), on obtient un espace dont le groupe de mouve-
ment est donné par les formules

/ 2 A \ ' ci] x j + ̂ 0 ^ c^ ̂  + c? 'a?'4- ^î

(36) -'=4^-^' "^ p c;^+c; >

où le déterminant
r1 r 1 r^ 1Cl . . . €/„, Cn

/»"<• /»'/<• ^»"
"l • • • ^m ^o
^0 o oc i . . . c „, c A

est un déterminant orthogonal. Le groupe (35) possède donc P paramètres.
Nous avons donc le théorème :

Si la forme quadratique r\. est formée de m carrés, le nombre maximum des
paramètres du groupe de F espace Kn est égal à P et ce maximum est atteint par
Vespace (35) où <pa= o et y; sont données par les formules (7").

En tenant compte des résultats obtenus dans la première partie, il en résulte
que l'espace projectif An dont la connexion est donnée par les formules (35)
peut être prolongée aux droites fermées a?1, . . . , a^, mais ne peut pas être pro-
longée aux droites fermées x^^, . . ., ̂ .

Nous allons supposer maintenant que la forme quadratique n ne contient pas
des termes en dx^, dx^(ai, (3 = m +1, . . ., n\ donc que g\^ = o. En ce cas nous
avons vu plus haut que les Pap sont aussi nulles, donc on peut poser <pa=;—-

03C

En posant aussi y==logp , il est facile de voir que g^=o montre que p est
une fonction linéaire des variables ^a, donc que nous pouvons prendre

p^Aa^+B,
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où Aa, B sont fonctions seulement des variables x\ Considérons maintenant les
composantes g^ et P,a. Elles s'écrivent

—IMH-̂  —â-Cy),-
Supposons que nous soyons dans le cas ou g^ et P,y. sont aussi nulles,

donc que les deux formes TI et cr ne contiennent que les différentielles
dxi(l= i, . . ., m). En ce cas, si les A^ sont toutes nulles, les y a sont toutes
nulles, les 9, ne doivent pas dépendre de x^. Si les <pa ne sont pas toutes nulles,
nous avons les conditions

^=^),- ^M )̂,-
Les secondes de ces conditions nous disent que les y, dérivent d'un potentiel,

donc que les P/y sont aussi nulles. Il en résulte donc que si les deux formes TZ
et Œ dépendent seulement de m différentielles dx\i^m<^n), la forme a est
identiquement nulle.

Les équations (3i) nous montrent aussi qu'on peut écrire p sous la forme
p :==: ay. x^- -+- b,

où a^ sont des constantes et où b dépend seulement des variables x1 et, par
conséquent, que nous avons

^•^^•t10^^4-^-

Nous avons alors, en accord avec les formules (8),

( ^ ' } .r - l ôîb

v / / ^/ a^-^-b à^à.T/'

Si l'on suppose que b est une forme quadratique des variables x\ définie
positive, on peut choisir les variables x1 et x^ de façon à avoir

pr^.r1)-2-^-. . .4- (^)24_ ̂

ce qui nous donne

(38) T: —- -[(^ l)2+.. .-4- (da;^].

En ce cas on voit que la transformation de variables

(39)
x'1^. a^ x'i -}- a1 ( î, / == ï, . . . , m ),

X^-T-Z. ag^?+ a^x1-^ a^ (a == m 4- ï , . . ., n — ï),

x " - == x11 — a^- xi — a11,

où a^ est un déterminant orthogonal, et où l'on a les formules
a^ == a'j a1, a11 --=- ci1 a1,
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conserve la forme quadratique (38). Il en résulte que l'espace projectif A^ dont
les ©a sont données par les formules

3 SC^
<?;• -.-=. —— î cp^ =r: o ( m < a <; n^

(4o)
cp,== I [p=:(^)•2+...+(^)24-^]

admet le groupe (89) à
^ m(m -}-1} , . , .S^^ —^————L + (n -(- i) (n — m, — i) paramètres,

et il est facile de voir que nous avons le théorème :

Si la forme ^ est de rang m et contient seulement les différentielles dx1 ( i' == i, ...,
m) et si la forme a est nulle, ïespace projectif Kn possède un groupe de mouvements
ayant au plus ^paramètres.


