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SUR LE GROUPE PONCTUEL
CONSERVANT LA FAMILLE DES CONIQUES

DU PLAN QUI ONT UN ELEMENT
DE CONTACT DONNE

Par M. Rexte LAGRANGE

INTRODUCTION.

Le groupe anallagmatique du plan asix parameétres, et il en est naturellement
de méme pour le groupe G qui conserve la famille des coniques I' du plan qui
ont deux points fixes donnés I, J, distincts. On se propose d’étudier ici ce que
devient ce groupe G lorsque I et J sont confondus, c’est-a-dire lorsque les
coniques I' ont en commun un élément de contact donné. Quelle est la structure
de ce groupe? Des transformations particuliéres se présentent tout de suite &
Iesprit; ce sont celles qui conservent les coniques I appartenant a un faisceau
particulier; si (A, B) est le bipoint qui définit ce faisceau dans la famille,
avec A £ B, on fait correspondre plus particuliérement a chaque point M du
plan son conjugué harmonique M, par rapporta A, B, sur la conique du faisceau
qui passe par M. Cette transformation M,=H, ;M est symétrique, et peut
s’appeler la symétrie par rapport au bipoint (A, B), dans ce groupe G. Tout
produit d'un nombre fini de ces symétries est une transformation dont I'en-
semble est un sous-groupe H de G. H dépend de six paramétres. On en déduit
aisément le groupe G, qui a sept paramétres. On verra comment on est amené
a associer & chaque conique I de la famille un point de I'espace E a trois dimen-
sions, de sorte que les transformations de Il correspondent aux déplacements
dans E, tandis que G est isomorphe au groupe des similitudes. Il est remar-
quable que, dans cette correspondance, I'image d'un H, , est la symétrie par
rapport 4 une droite. La construction du déplacement le plus général a I'aide de
deux telles symétries devrait avoir son ¢quivalent dans H; cependant, certaines
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transformations de H ne sont pas le produit de deux symétries H, ,, mais de
trois; il s’agit d'ailleurs de transformations correspondant, dans E, a certains
déplacements hélicoidaux d’axe isotrope, ou a certaines translations isotropes,
qui n’échappent pas pour autant au théoréme général; I'anomalie tient a la
nature de la correspondance entre les coniques et leurs images.

Evidemment, on peut construire par ce procédé le groupe qui conserve la
famille des coniques qui ont deux points distincts donnés I, J. Afin de mieux
souligner les différences produites par la coincidence de ces points, il m’a
semblé utile d’exposer en premier lieu ce que donne cette méthode quand I
differe de J, bien qu’il ne puisse s’agir que de propriétés si connues chez le
groupe anallagmatique. On sait, par exemple, que tout produit d’'un nombre
pair d’inversions est un produit de couples d’inversions dont les deux cercles
sont orthogonaux; la méthode utilisée ici consiste a construire H a partir de ces
couples, qui sont les symétries H, . Le sous-groupe H de G est celui qui
conserve séparément I et J, tandis que les transformations de G — H permutent
ces deux points. Lorsque I5£7, il correspond a chaque conique I'; de la famille
une transformation de G qui conserve chaque point de I';; ¢’est ce qu'on peut
appeler I'inversion par rapport a I'y; toute transformation H, , est le produit de
deux telles inversions particuliéres, et H est I'ensemble des produits dun
nombre pair d’inversions, tandis que G est le groupe des produits d'un nombre
quelconque d’inversions. Mais, lorsque I =1J, ¢’est un sous-groupe a un para-
métre qui conserve tous les points d'une conique I'y; la construction de G a
partir des inversions n’est plus possible, tandis que la construction et son étude
a partir des symétries H, ; restent valables.

CHAPITRE 1.

GROUPE (G ASSOCIE A DEUX POINTS DISTINCTS.

1. SYMETRIE PAR RAPPORT A UN BIPOINT DU PLAN. — (A, B) désignant un bipoint
dont aucun élément n’est sur la droite qui joint les deux points I, J communs a
toutes les coniques I' de la famille, nous appelons symétrie H, , par rapport
a (A, B) la transformation qui associe a chaque point M du plan le point M,
conjugué harmonique de M par rapport a A, B sur la conique I' qui passe
par M, A, B. Ecrivons les formules de cette transformation en coordonnées trili-
néaires z, y, t dont I, J sont deux sommets du triangle de référence, soit (1, 0, 0)
pourlet (o, 1, o) pour J. Désignons par (a, @, 1) et (b, b', 1) deux systémes
de coordonnées de A et B, par (z, y, 1) le point M et (@4, y,, 1) son homo-
logue M,. ’ :

L’harmonicité du faisceau J(M, M,; A, B) s’écrit

xr— X —

x—b a:i—b:O’
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done
a-+b

€ — ab

X, = .
! a—+b

2

Le faisceau harmonique I(M, M, ; A, B) donne de méme

7
3
a + b

2%

y—d

I

Y1

La transformation H, , est donc représentée par le couple de transformations
homographiques du type

(1) . ’,

a:v—l—ﬁ yi= 28

o'y +
z—a' y -

oua, bsontles racines de 2* — 202 — f=o0, eta’, b’ celles de y* — 20’y — ' =o.

H, , dépend bien de quatre paramétres comme le bipoint (A, B), mais elle
coincide avec la symétrie H,, ,, définie par les points A’(a, b', 1) et B'(b, @/, 1).
(A’, B") est le seul bipoint qui donne la méme symétrie que (A, B). A’, B’ sont
les cinquiéme et sixiéme sommets du quadrilatére complet de sommets1,J, A, B.
Si I, J sont les points cycliques, (A’, B") est le bipoint focal de (A, B). On
déduit de cette remarque une autre définition de H, ; : on associe a chaque
bipoint (A, B) le bipoint (A’, B') qui compléte le quadrilatére IJAB, et M, est le
quatriéme point commun aux deux coniques I' qui passent respectivement

par A, B, M et A’, B’, M.
dy

Si M décrit une courbe de pente y'= -~ en M, ¢ restant ¢gal a 1, M, décrit
dx o

}’1

une courbe de pente (*) y, = == avec ¢, =1, et il résulte de (1) que

@ B (x— o)

(2) )’1'——'—0(_'_‘6 (.y a).f}’
On observe donc que
(3) ‘2—}— ne dépend que du point M, et non de y/',

autrement dit que le birapport de I, J avec les points ou les tangentes
rencontrent z= o ne dépend que de M.

2. Groure H. — Chaque H, ;est une transformation symétrique, et I'ensemble
des produits d'un nombre fini de telles transformations est un groupe. Nous

(1) (dx, dy, o) est le point de rencontre de la tangente avec la droite IJ, mais il est commode
d’utiliser le méme langage que si £ = o était 1a droite de I'infini.
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I'appelons le groupe H. D’aprés (1), un produit de telles symétries est de la
forme

_xz+p _dy+
(9 T ere T pyae

et I'on vérifie sans peine que, réciproquement, toute transformation (4) est le
produit de deux symétries biponctuelles au plus, quels que soient les six para-
métres essentiels dont dépend (4).

La conique I' la plus générale se représente par la relation homov'raphlquc

générale entre 7 et%, donc (4) conserve la famille de ces coniques. H posséde
également la propriété (3). Nous allons établir le
Trkorime. — H est le groupe des transformau'ons qut conservent la famulle des

coniques I, et pour lesquelles 2. e dépend que du point transformé.

Ecrivons d’abord que + ne dépend pas de y’, dans la transformation

D
n=e(@y), =9 7), D—E'fc", f; # o,

donc qu’il existe un facteur A(, y) tel qu'on ait

Jd
o4 o,
———’— = Mz, ¥)y's
99 , 99, '
ox dy)
quel que soit y'. A=o0 ‘ntralncraltgj— = % =o0, ce qui est inadmissible. 11

reste done la solution ()—\P = - =o, et les transformatlom en question sont

d—
z=g9(z), n=9%) (@) 4}’()') # 0.

L’invariance de la famille des coniques I' s’exprime par le fait quune relation
homographique entre @ et y entraine une relation analogue entre x, et y,,
donc que la nullité du schwarzien '

),/ 9 )”
GIEHEN
)”l 2\ V1

les dérivées de ce dernier sont prises par rapport a z,. Il vient

entraine celle de
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ot chaque fonction est dérivée par rapport a son propre argument. On a ensuite

G =) - (B (B) - (5) =55+ 5= %)

done
-3 =3() -3
e ¥ ¢ L\y Y
=) =) =15 -3
¢ <¢ > ¢ e’ 2\

Le schwarzien est fonction de y’, y”, ¥”, et la nullité du premier crochet au
second membre, qui dépend seul de y”, doit entrainer la nullité du premier
membre, donc de la somme des deux derniers termes au second membre, quel
que soit y’. La condition nécessaire et suffisante est que les schwarziens de ¢
et ¢ soient nuls, donc que ¢ et ¢ soient des fonctions homographiques.

c. Q. F. D.

N o=

_I._

(]

3. CoNIQUE SYMETRIQUE D'UNE CONIQUE I'. — Soit une conique I', d’équation
(5) | hay +uxt + vyt + wi*=o, \
et sa transformée I', = H, ,I', d’équation
(6) a /Lixy—i—uiwt+v1yt—|—‘w1l‘3:o.

On obtient tout de suite

yy—=—aqdu+pv —a'w + al'h,
vi— Pu —adv—aw -+ Ba'k,
(7) wi—=— Ba'u— afv+ aa'w + BB'A,
= au —+av —+w + aad'h,

dont le déterminant des coefficients est («*+ §3)? (o' §')%. Les mémes rela-
tions sont valables en permutant u, ¢, w, h avec u,, ¢,, w,, hy, au facteur arbi-
traire prés dont dépendent ces coefficients. :

T', est une droite, ou mieux I'ensemble d'une droite et de la droite 1J, pourvu
que h, = o, c¢’est-a-dire pourvu que I' passe par le point C de coordonnées

4 ! !
(o, ) I):<a+b a+b >’

5 ’ — I
qui est le point de rencontre des diagonales AB, A’B’ du quadrilatére complet
ABIJ. On peut 'appeler le pole de la droite 1J par rapport au bipoint (A, B).

4. GroveE G. — Un raisonnement classique permet de déduire de H le
groupe G de toutes les transformations ponctuelles qui conservent la famille
des coniques I'. Soit & une transformation quelconque de G, et deux points
homologues C, C,=GC. Soit (A, B) et (A,, B,) deux bipoints par rapport
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auxquels les poles de 1J soient respectivement C et C,. La transformation
S =Hy, 4 ®H, , transforme toute droite du plan en droite; en effet, H, , trans-
forme toute droite en une conique I" passant par C: G transforme cette conique
en une conique I' passant par C, et H, ; transforme cette derniére en une
droite. S est donc projective. En outre, elle conserve le bipoint (I, J), et, en
particulier, la droite = o. Elle est donc de la forme
o=k +py+vi,
(8) =Nz —+ uy+v't,
i, =1t.
SiIet] sont séparément invariants, A'= p.==o0; (8) se réduit a
Ty =hxr+ v
(9) =y Y
ty =t
et est une transformation linéaire du groupe H; =H, , SH, , est elle-méme
de la forme (4). Si I et J sont permutés, 2 = p/=o0; (8) est de la forme
ry=py+vi,
yi=Nax+ ',
lL,—1,

ce qui revient a permuter z et y dans la transformation S du type (g), donc 4
permuter x et y dans (4). Les transformations & de ce sous-ensemble sont les
couples de transformations homographiques de la forme

ay + (3 oa'x+

vr+rs T Yzxd

(10) 1=

En résumé, toute transformation de G est une transformation de U, ou le
produit d’une telle transformation par la permutation

(11) x, =y, Y=z, tH=1.

C’est encore, ou bien une syméirie H, ,,, ou le produit de deux telles symétries,
assoctés ou non d (11).

Dans la transformation (10), ¢’est le produit 'y, des pentes des lieux homo-
logues qui ne dépend que du point transformé. On est ainsiamené a considérer,
pour le groupe G, l'expression logy’, définie a 2kns prés, de sorte que
c’est logy, #=logy’ qui ne dépend que du point M. Pour deux lieux passant
par M, de pentes y’ et ), il vient, apres transformation en les pentes y, et y,,

logy' 7 logy' = logy’ 5 logy’,

avec le méme slgne — ou —+ suivant que la transformation & appartlent ou
non, a H. Ceci s’écrit

- —
(12) Iogﬁzt]og%,
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avec le signe + ou — suivant que ® appartient, ou non, a H. En appelant
écart de deux courbes passant par M I'expression Z—I.logy, qui est définie a k=

prés, on peut dire que G conserve I'écart en valeur absolue, H étant le sous-
groupe qui conserve I'écart algébrique. C'est la définition de Laguerre quand 1, J

~sont les points cycliques.

5. Ecart pE pEUX coniQues I'. — Considérons deux coniques T', TY d’équations
respectives

(13) - hxy 4+ ux+vy +w =o,
(x3") Way +dx—+ ¢y +w'=o.

En un point-commun autre que I, J, on a respectivement

- (d)/ _ uw—wh
= dz )r — (hx+v)’
g (dyN\ _ ue— Wl
T \dxe )T (W —+ ')

et (*)
p Tuw—wh Wa -+
(14) , W' — W'l ha+v
L’élimination de y entre (13) et (13") donne, d’autre part, I'équation aux = des
deux points communs, soit

(15) (ux +w) (x4 ¢") — (hx +¢) (2 + @) = 0.
Posons
Wa—vo  daA4+w )
he +¢ — ux 4w 7
de sorte que ¢ est donné par I'équation
(16) (uv — wh)p*— (ud' +vou' — wh' — hw')p + /v — @' b/ = o.

Il en résulte que

\/; Vue — wh us’ 4+ ot — wh' — ! +\/< W'+ eu' — wh' — hw' )2

TVl — Wl P= Vi — whyud o' — w' I/ 2\ ue —wh\Ju'v' —w' I

on est conduit & poser
w' + o' — wh' — hw'
(17) o = cosl,
2Vuy — wh\Ju'o'— W'l

de sorte que

T .. .
‘/—, = cos0 £ 7sin0 = =0
T

(2) La Hessienne de T est A(uy — wh).
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et 'écart %.log \/g n’est rien d’autre que 4 0. On a deux écarts opposés quand

on change le point d’intersection considéré sans changer l'ordre des deux

coniques. 0 est infini ou indéterminé si 'une des coniques au moins est singu-
litre (uy — wh = o, par exemple).

(17) devient effectivement le quotient d’un produit scalaire de deux vecteurs
par le produit de leurs longueurs en posant
h/:xl-—ixg, w=— (& + iz,), U = &3 — Iz, Y =25 + 12y,

- (18)

W= — iz,, w=— (2, +iz,), J=a,— iz, o= + iz
on a, en effet,

. & : 4
[, — 2 It T U]
uy — wh = E z3, w'ey' — w = Exj ,
j=1

j=1

&
wV' ~+vu' — wh' — ho' ,
:2xixj.
2
j=1
On associe ainsi 4 chaque conique I' la droite O g de paramétres directeurs ,,
Z,, xy, , dans l'espace euclidien E, a quatre dimensions, en coordonnées
cartésiennes rectangulaires de sommet O, et I'écart de deux coniques I' est
l'angle de leurs images dans E. Les droites Og isotropes sont les images des
coniques singuliéres. ;
Avec les éléments x;, I'équation (13) de I' s’écrit
J

Zzy + 1 xr —

xy(xy — 1) + 25 - +xy(x+y)+x y:o,

ce qui conduit a associer au point M(z, y, 1) les quatre quantités

(19) Xl_x_y—_"‘{ Xzzw X~:x+y X,,:w_y.

= ) —

— 3 \ 3 - g
2 21 2 21

& \

On a done M, X’ =o, et 'équation de (13) devient

j=1

&
(20) Zx/X/:().

i=1

On peut considérer les X; comme les coordonnées tangentielles d’un plan
isotrope u. passant par O, de sorte que les points M de la conique I' ont pour
images les plans  qui passent par I'image Og de T

Au lieu du plan w, on peut associer 4 M la droite isotrope Ov de paramétres
directeurs X;; Ov est également I'image de la conique singuliére qui consiste
en les deux droites MI, MJ. En effet, les coordonnées du point double d’une
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conique (13) singuliére (uv — wh =0, h£0) sont

—_— ‘) — u.
T=—p Y=—=173
par conséquent,
_uy w
et .
 ow—=h oz _w+h oz
Y= =5 X=—=m =7
o ute o _u—v_ @
Xy= TR NT Sm T

Sous la forme (20), I'équation de toute conique I' est une combinaison
linéaire des équations de quatre coniques I' de référence, les X;= o. Celles-ci
forment évidemment I'équivalent du tétracycle de référence de la géométrie
anallagmatique.

6. INVERSION PAR RAPPORT A UNE CONIQUE I'. — (est la transformation de G, autre
que l'identité, qui conserve tous les points de I'. Vérifions qu'elle est unique.
Cela ne peut étre une transformation de H, car @, =, y, =y n’est possible
pour un point, avec une transformation (4), que si les deux transformations
homographiques qui la composent sont I'identité. Il ne peut s’agir que d’une
3 : q oon p gir q
transformation (10), qui doit étre telle qu’on ait
q qu e
_ay+p _dz+p
Tyywd YT Yaxd

pour tous les points de I'. Chacune de ces équations, ou « et y varient, est celle
d’'une conique I'; cela doit étre celle de la conique considérée, d’équation
donnée (13). La transformation cherchée est donc

vy +w ux + w

(21) M=y rw T dmae

_On vérifie aisément que (21) est caractérisée par la condition que toutes les
coniques I' qui passent par deux points homologues M, M, ont le méme écart
absolu avec (13). On peut placer O en M sans restreindre la généralité. Les
coniques sécantes sont alors de la forme
Waxy +ux+vy=o,
avec la condition '
(22) lz’xl)q.-l— u’xq—l—v")q:.o.

Ceci doit entrainer la constance de (17), done

' uv' + ou' — wh'
(23) - —const. = K.

Vvu'e'
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L’élimination de A’ entre (22) et (23) établit une relation entre les deux
variables indépendantes «', ¢/, qui doit se réduire a une identité; on obtient
ainsi les trois conditions

YL+ W =0, ux,—+ w=o, K=o,
qui donnent bien le méme point M, que (21), et montrent de plus que cet écart
™ .,
constant est (orthogonalité dans le cas des cercles). Le calcul suppose x, y, £ 0;
mais, si 2, = o, (22) exige y, = o puisque ¢'=£ o pour une conique réguliére;
M, coinciderait avec M et le probléme n’aurait plus de sens.

7. FORMULES DE TRANSFORMATION D'UNE CONIQUE I' PAR LE GROUPE G. — (4) trans-
forme (13) en une conique d’équation

(24) hyzy +~wux+ v,y + wy=o,
avec
hy=  00"h +yy'w — oy u —yd'e,
. wi= B A+ adw—Pa'u—afe,
(25) uy=—0f'h — ya'w + 0o’ + yf'v,
pr=— 30" h —ay'w + By u + ad'p.

On vérifie tout de suite que
(26) w9y — wihy= (20— By) (' — B'Y") (uv — wh);

d’ailleurs un systéme de deux droites passant par I, J doit se transformer en un
systéme semblable. Avec les coordonnées x; et y;des images des deux coniques,

(26) exprime la covariance de Zaz, A T'aide des relations du type (18), les

formules de transformation des x; sont

aa’ — BB — vy + 00’ w4 oo’ — SB’T Y + 60’ -

=

2 20 . -
a3+ Ba'— vo' — oy’ — afd + Bao’' 4+ v — oy’
4+ i ﬁ i 7 25—+ ﬁ @ _ i i x,,
2 21
aa' — BB+ vy — 0o’ o’ 4+ BB+ vy 4+ 0’
jo MW e ey s
i
! ! hNZ ol ! I ! o,
a a' + vo' —+ oy af — Ba' 4 v’ — ov
R R S S R
27
(7) ay' 4 ya' — B’ —‘BB’ — oy — yo!' — B0’ — of’
yo= ) ) P Y e 2
2 21
ad’ + oo’ + By + vfB' L= a0’ + 0o’ + By’ — B .
-+ 5 34 e iy
ay’ — va' — B0’ -+ of3' ay! — va! — 30"+ 03/
Y= Y i ZZS T 2, + [ . p ;3 Zs

ao' — oo’ ;{-@\"’—— 3 . ad 4+ 81’—; By — B’ ”
i

A
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Elles s’identifient avec la représentation classique par le produit
%) ' Y=Q'XQ
des quaternions
X =284 &8s+ X8+ 24,
Y = yie1+ Yabot Yaes+ Vi,

(29) Q=17 e+ Ases+ Ay g+ Ay,
Q=X e, + Nyeo+ Xye5+ X,
avec .
(30) { o0 =X+ 1, 0 =2 — 1A, B=— (M +1h), Y =h — Thy,
o' = A, + A}, o'=A, — i}, B'=— (¥, +11,), Y =% —1ilk.

La transformation de (13) par une transformation (10) se déduit de ce que
donne (4)en permutant simplement a avec y dans les coordonnées ponctuelles,
done u avec ¢ dans les coordonnées tangentielles u, ¢, w, A; sans écrire les
équations qui remplacent (27), on observe que cette permutation de u et ¢ se
traduit pour l'image x,, ., x;, x, par le changement de x, en — x,. Les
équations qui se substltuent a(27)s’endéduisent immédiatement, et équivalent,
sous la forme (28), &

G Y=—QXQ,
ou

Xg=— &) — X268 — X386+ 2

est le quaternion conjugué de X.

CHAPITRE 11,

GRrouPE G ASSOCIE A UN ELEMENT DE CONTACT.

1. Choisissons un triangle de référence dont le coté z=o soit la tangente
commune 2 toutes les coniques I', et le sommet x == o le point de contact
commun I. Le coté y = o reste indéterminé. -

Un bipoint (A, B) étant donné, il est commode de placer d’abord le sommet
o=y =oen B et le coté y = o suivant AB. Soit(a, o, 1)le point A. L’équation
générale des coniques I' qui passent par A et B est

(1) T + pX(X —aT)=o,

ou X, Y, T sont les coordonnées trilinéaires courantes. La conique qui passe
également par le point M(z, y, 1) est définie par la condition

(2) Ly + px(x —a)=o.

En désignant par #,, y,, 1 les coordonnées du transformé M,=H, ; M, ¢’est-a-dire
du conjugué harmonique de M par rapport a A, B, sur la conique en question,
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I’harmonicité du faisceau I(M, M,, A, B) donne d’abord

1 L 2
)
Z, x «
done
ux
P/ .
22X — (1
Ensuite
Y xi(xi—a) — a?
y  x(@—a)  (2x—a)y

d’ou résultent, dans ce cas particulier, les formules de transformation

ax
X, = ]
2X — U

(3)

—aty
CEE
2. Lorsque IetJ sont distincts, sur la droite z= o, les points tet=<,, ouz=o0
est rencontrée par lés tangentes aux deux lieux homologues que décrivent M
et M,, sont tels que le birapport (=, 7,, I, J) soit fonction de M seul, et non de .
Pour passer 4 la limite, prenons J en («, 1, 0), [ restant en (o, 1, 0). Tet 7, ont
les coordonnées respectives

dx 1 Lo ot dz, 1 o
—— T —_— I
dy ——)/’ ) ) 9

d)’1——)’—'1,
I 1 0 /1 1
(1,1:1,I,J)::<——,,—,,o,a):l—\—a[——(——/,—,yo,a)] +....
.y )/1 0& )’ }’4 aA=0

1ot d [1 1 , P T . /
On en‘dedult que 5~ <5,—,, 777 0 oz>a:0 ne depend que de M, c’est-a-dire que y'—y,
ne dépend pas de y’. Les différentielles sont calculées en faisant dt =dt, = o,

et la valeur fixe de la différence y'—y. s’obtient en faisant dx=1, dy =o
"dans (3); il vient ainsi

avec

— 2 2
dx‘l:___a___),_ dy, = hary

(22 — a)? — Gz —a)y’

d’ou résulte la formule remarquable

) r

(4) : Y—yi= =
z—2
2

3. Etablissons maintenant les formules de la symétrie H, ; la plus générale.
Soit (a,a’, 1) et (b, ', 1) les points A et B. On passe du cas précédent a celui-ci
par un changement de variables linéaire conservant = o et le point (o, 1, 0),
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donc de la forme

z = IZ+ nt,
y=lz+y+n't,
t=n'"t.

Siz, y, t désignent le systéme des coordonnées dans lequel B et A sont en (o,
o, 1)et (1,0, 1),etsix,y, zsontles coordonnées actuelles, on a de plus
b=n, b=n/, n'=i,
. a=1+n, a=10~+n'
“avec t=1, il vient donc
‘ x=(ax—b) Z+0b,
(5) ly:(a’—b’)c?+7+b’,

t=t= I,

et, réciproquement (*),

_. xz—b
i —

(6) o, (d=b)(z—b)
y=y—b a—b ’
t—=t—1

(3) s’écrit ici
-z - =Yy
T=ST 1 )’1—(2‘%_1)27

et se transforme par (5) et (6) en

x—b _(a+b)xr—2ab
2(x—b)—(a—0b) 22— (a+0b)"’

2, =b—+ (a—b)

_ (d=0)(z—0) , (a=b)(y—=b)— (=) (xz—b)
N @b (@6 D0 —@_nF 7"
_(@+b)(x—b)—0b(a—b) (a—0b)(y—0)—(a—0b)(ad—0)(z—0)
B 20— (a+b) [22 — (a+ b)) ’
soit enfin
a+bx—ab
T1= at+b .
(7) L
_ <“_ b>2 + a/_;blxﬁ_ (ab'+ ba') z + (——-lw_: bra
yi= a—+b\?
=)

(3) On suppose a # b, sans quoi A, B, I seraient alignés, et I' se décomposerait en deux droites
passant par I. Les bipoints (A, B) alignés avec I sont nécessairement écartés.
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Posons
14 ’
l:a_;b, m = ab, 6___a—+2~b,
(8) / / ' 97/ 9 1
ab' + ba atd 4+ b2a
f‘-‘———;———, =0

de sorte que les cinq nouveaux parameétres /, m, e, f, g sont liés par
(9) me + 2lf 4+ g =—o;

les formules () de H, , aux quatre paramétres essentiels a, @', b, b’ s écrivent
ainsi

lx —m
Xy = —
x—1
(1) ( B)Yy + ex*+ ofx +
m—03)y +ex?+ ofwr + g
Yi= )(x——l)'z 2 (m — o),

avec cinq parameétres non essentiels.

(7) montre que H, , n’est conservé que par le changement des paramétres
qui consiste a permuter a et b en méme temps que @’ et b’ ¢’est-a-dire A et B.
Ici, chaque symétrie est associée 4 un seul blpomt et non deux comme dans le
cas ou I et J different.

En ce qui concerne la généralisation de (4), il résulte de la forme des rela-,

<9 d )
L est encore indépendant de %2, et I'on peut encore
dx, dax

obtenir sa valeur en fonction de M, en faisant dy = o, dx =1. A l'aide de (5)
et (4), on peut aussi écrire

dy dy, 1 cljf_dy, 2 ¥
dz  dz,  a—0b\dz dz, _a—b%

tions (5) que 2[1 —

N =

2 (a——b)(y——b)—(a—b')(x——b)

a—b _a+b
2
et enfin
: , 2 (a—b)y+(b—d)x— (ab'— ba')
(11) Y == _a+b )
2

Avec les paramétres de (10), et compte tenu de (8) et (9), cela s’écrit

G e A e e ()

2 x— 1

. Grouvee H. — H, , étant sa propre réciproque, 'ensemble des produits de
symetrles est un groupe, que nous appelons le groupe H. H appartient a
I'ensemble des transformations ponctuelles

D(CP’ LP) ¢O

Xy = @(Ja }/), .)":q)(x’ ‘y'), b=t D(JL,)/)
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pour lesquelles
‘ 9 9y dy

dy, dy_(9_90+@dx dy
do " ds — dg dg dy  dx

| dz " dy d=
. dy : . do _90Y _ de _
est indépendant de —=. Pour cela, il faut et il suffit que Doy 0w =0
donc qu’on ait
(13) xl:c?/(x)v
yi=9(2)y +y(x),

ot o(x), 7 (x) sont des fonctions arbitraires (*) de x, avec ¢' (@) £ 0.

Les transformations de H conservent également la famille des coniques I';

elles appartiennent donc a I’ensemble des transformations (13) dont les
fonctions ¢ et  sont particularisées de maniére que toute conique

(14) . hy +~ux*+ vz +w=o0

conserve sa forme. (13) transforme

hy+ uxi+ vz, +w=—o0
en

AC)) e(x) 9(2) L.
(15) hy + lCP/(x) +ucp’(x) +ch’(x)+wcp’(ac) 0;

cela doit étre de la forme (14) quels que soient les coeflicients 4, u, ¢, w, donc
il faut et il suffit que la somme des termes autres que /&y soit un polynome
quadratique en x, quels que soient ces coeflicients. Les termes en w et ¢
donnent d’abord, pour o(x) et ¢'(x), des expressions de la forme '

(@) = ——
? T ax’+ bx + ¢
()= i+ byx + ¢

¢ ~ Tazit bz +c

oua, b, ¢, a,, by, ¢, sont des constantes. Une primitive de 'expression de ¢'(x)
n’est rationnelle que si ax®+bx—+c¢ est un carré parfait; o(x) est alors
homographique, soit

ax+ 3

t?~(x):m’ 20 — By Zo.

Dans ces conditions, le coeflicient de u dans (15) a la forme voulue, et celui
%(x)

de h donne, pour %—%, un polynome du second degré, d’ailleurs arbitraire;
¢'()

\

(*) x(x)eto'(x)sont évidemment continues. D’ailleurs les transformations de H sont algébriques,
puisque Hy p est.
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avec
ex*+ 2fr+ g

ACOES (Yz —+0)?

les transformations qui possédent les deux propriétés en question sont celles du
groupe 4 6 paramétres
ax —+
) 1= Y& + g ’
_ (ad—By)y +ex’+ 2 fx +&.
o (Yo +9)?

(16)

Nous allons établir que H est ce groupe, en démontrant que toute transfor-
mation (16) est un produit de plusieurs symétries.

5. Cherchons d’abord si une transformation (16) peut étre le produit de deux
symétries H, , ><H, ;. Prenons celles-ci sous la forme (10), soit

. ll-x—mi
» - @‘—Ii ’
1 Hy, »,
(7) . A;B; , (mi_ll?).}/+ei$2+2ﬁx+gi .
Y= CIYAT (i=1, 2),
.aVGC
(18) m;e; -+ 2liﬁ+gi: o.

La transformée finale de x est

e — (Lly— my)yx ~+{imy— m, !,
YT h— by x4+ Ll — m,

qu’il s’agit d’identifier avec la premiére équation (16). On a ainsi, avec un
facteur auxiliaire (*) £, non nul,

my=l;l,— k9, my=1010—ka,

(19) ( Lh—l=ky, Limy— lymy = kf3;

P’élimination de m, et m, définit l, et I, par le systéme

L—bL=FK
(20) 711112— al,Y—:— 8l,— B=o.

Si ys£o0, (20) représente, en coordonnées cartésiennes [y, I,, une droite et
une hyperbole sans point commun a l'infini. L’'intersection consiste en deux
points, distincts ou non. Pour chaque valeur du paramétre arbitraire £,
(19) admet alors deux solutions, distinctes ou non, en /,, l,, m,, m,.

(3) Lorsqu’on multiplie «, 3, v, & par 4, les coefficients e, f, g doivent étre multipliés par 42 afin
de conserver la transformation (16). Ce caractere d’homogénéité permet de ne faire les calculs
qu’avec la valeur £k =1.
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Siy=oetaz£3, (20) donne
Ll 2

2 6——&’

et, grace a (19),
my =1 — kd, my=— 10— ka.
Si y=a—2=o0, (20) est impossible si B5£o0, et indéterminé si f=o,
avec [,=1{,. Dans ce dernier cas, (19) donne d’ailleurs m,=m, de sorte

que H, , =H, , et le produit des deux symétries est I'identité. Poursuivons
les calculs dans ces trois cas.

1° v %0 : Observons d’abord que la deuxiéme relation (20) s’écrit encore

(21) (Yh+39) (Yh—a)=PBy—ad#o
et que
Hy ol Lix—m, - (bh—bL)xz+ UL, —m, :ka_’_a.
v x— 1, x— 1 x —

Le produit des deux symétries transforme alors y en

]'1:-7—,——2{(mg——li)[(mlmlf)y%—elx?—k 2fix 4+ g+ e (b —my)?

+aofs(bhx —m) (x— 1) +g(x—1,)*}].

Il s’agit d'identifier I'accolade avec le produit, par £*, du numérateur de
Iexpression (16) de y,.

La vérification est inutile pour les coefficients des termes en y, car le produit
de deux symétries est a priori de la forme (16), de sorte que son coefficient
(my,—U)(m,—L)[k* est le discriminant «d — By de la formule qui trans-
forme x. Ce fait résulte également de la propriété du discriminant dans le
produit de deux transformations homographiques. Compte tenu de (18),
I'identification des termes en «* donne

e=(m,— L) e+ (I —my) es+ 2fs (L — 1),
ou, grace a (19),
ke=(ylh—a)e,+ (Yli+ a)es+ 27 fs.

Les termes en x donnent, de méme,

sz: (my— lg)fi__ Lmye,— (85 + ml)fz—l— U (mye, + 2[2,]1‘2)
ou
M= (1b—a) fi+ (3 —a) ley— (yl,—8) f.

Les termes indépendants de « donnent

kRg=(my,— L) g1+ mie;+2Lym, fo— I (maes+ 2L f>)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3. 28
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ou, compte tenu de (19) et de (20),
kg =(yLh—a)gi+ (k&> — il — 200 L+ al?) e, — 204, f,
= (Yl—a) g+ (ko*— 0l l,— Bl) e;— 201, f,
=(vbh—a)gi— (0m,+ Bl;) es— 201, f,.
On peut remplacer cette derniére équation par celle que fournit la combi-

naison k(g —+ 2/, f+ m, e), qui élimine g, et donne un second membre de la
forme

[(Yh+a)m+2(00—a)l;—BlLi—dm,]e,+2[ym — (yL—0) I, — 01, ] fu;
le coefficient de 2 f; est y(m,— ;) =— ky(yl+2); celui de e, est
(0 —a) (26— my) + lLi(ym—fB),
avec, grace a (20),
ymi—B=y(Ll—kd) —B=oal,—dbL—kyd=(a—93) I;;
le coefficient de e, est ainsi
(8 —a) (B—m)= k(8 — a) (yhi—+ 3).
En définitive, on obtient le systéme des trois équations

‘ (yh—a) e+ (Yhi+ a) es+ 2y fo= ke,
(22) ] (Ylo—a) fi+ (0 —a) lies— (v, — 9) fo=kf,
l (Yh+0)[(0—a)e—avfi] =g+ 2l f+ me,

aux quatre inconnues e,, f, ,, fa, aprés avoir choisi £ et déterminé 4, [,, m,,
: (Y o ey , .

m,. (21) montre que Y/, +c et y/, —a ne sont pas nuls. La troisiéme équation (22)
détermine donc f, lorsqu'on se donne e,, arbitrairement; les deux autres
équations du systéme fournissent ensuite e, et f,. Dans ce cas, (16) est le
produit de deux symétries d'une double infinité de facons, a cause du choix
arbitraire de £ et de e..

B

2" y=o0et a0 : Nous avons déja vu que [, =1, = 5~ tandis que

my=10*— ko, my,= 10— ka.

Les calculs qui ont conduit a (22) sont encore valables, et ce systéme se
réduit 4 ‘
a(e,— e) = ke,
(23) —afi+Be+ 0fs—=kf,
(0 —a)e,=g+ 2L f+ me,

avec ad £ 0. Les deux équations extrémes déterminent e, et ¢,, et il ne reste
qu'une relation linéaire  satisfaire, entre f, et f,. La réponse au probléme est
encore affirmative, avec la méme double indétermination, mais le systéme (20)
ne fournit qu'une solution.
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< N . . (PR
3 y=B=a—o=o0:Ici, (16) se réduit a

(| z=x,
(24) : R
=y -+er+2fr+g,
de sorte que a = S=1; (19) donne [, =1,, m;=m,=1; — k, tandis que (22),
toujours valable, s’écrit
€y — €)= 1(6,
(25) )fz—'fl—”:/ffv

(& + 2L f+ me=o.

La derniére équation permet de calculer /,, non encore déterminé; elle
s'éerit, en effet,
el +afl,+ g — ke —=o,

du second degré en /, siez£o0. Les deux autres équations (25) fournissent e,
et /5 en fonction des deux valeurs arbitraires de e, et f,. Il y a impossibilité si
e=f=o0, g0, et quadruple indétermination si e=f=g=o0. Dans ce
dernier cas, (24) est d’aillears I'identité, et H, , =H, , est complétement
indéterminé puisque le carré de toute symétrie est I'identité.

Les résultats de cette discussion peuvent étre rassemblés dans I'énoncé du

TutoriMe I. — Toute transformation (16) est le produit de deux symétries, et
cela d’une double infinité de fagons au moins, sauf si Y=o —3=o0, 3£ 0, ou
siy=f=a—38=o0,avece= f=o0, g£o.

6. Les transformations (16) qui ne sont pas un produit de deux symeétries
sont celles du type
f =2+ B,

26
(26) | yi=y +ex?+ 2fx + g,

ou 3£ o0, oubien 3 =e= f=o0, g5 o. Multiplions une telle transformation (*)
S par une symétrie H, , dont le bipoint est sur y = o, c¢’est-a-dire une symé-
trie (7) ou @' =b'=o0; la forme (10) de celle-ci est alors

. —m
=TT
L, (m—t)y
ST (e —1)?

et les formules de la transformation H, ;S sont

e+ Bl—m

T B0’

(m—l)y+(m— ) (earafutg)
= (@+B—10p

(¢) S n’est pas une symétrie Hap, car ce n'est pas une transformation symétrique.
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~ Ce n’est plus une transformation (16) exceptionnelle, et I'on peut Iidentifier
d’une infinité de facons a un produit H, , H, ;. Onen déduit que S=H, H, , H, , .
etl'onale

Takorime II. — Toute transformation (16) appartient a W et est le produit de
trots symétries au plus.

7. GroupE . — Le groupe G des transformations qui conservent la famille
des coniques I' se déduit de H par le raisonnement suivi au paragraphe 4 du
chapitre I. La symétrie H, , représentée par (3) transforme la conique géné-
rale (14) en la conique d’équation homogeéne

a? a a a a \?
h—yt—u—a*—v—z|lax——t)—wlax——t) —o.
4 4 2 2 2

Celle-ci se décompose en t=o et une droite pourva que

2 a
Uw— +¢— -+ w==o,
2%

4

(ui exprime que (14) passe par le point <§, o, 1);} ce point C est encore le

conjugué harmonique, par rapport a A, B, du point ou la droite AB rencontre
t=o0, que nous avons convenu d’appeler le pole de z = o (tangente de contact
de la famille des coniques I') par rapport au bipoint (A, B). Il suffit ensuite de
raisonner comme au paragraphe cité pour voir que toute transformation % de G
est de la forme H, , SH, ,, ou H; ; et H, , sont deux symétries telles que les
poles C et C, de z=o0 par rapport aux bipoints (A, B) et (A, B,) soient
homologues pour (C,=%C), et ot S est projective et appartient a G.
S conserve donc ¢ =o et le point I(o, 1, 0) et ces propriétés suffisent. S a ainsi
la forme générale
Zy=hax + v,
(27) T n=Na+ply -+,
' Q th=t,

avec A=< 0; (27) n’appartient généralement pas a H, car, lorsque z = const.,

@ 1{_<v~’ >dy x

dr, dxz

dépend de ;%’ si /£ A. Celles qui appartiennent a H sont celles de la forme

xy= Az + vi,
(28) yi=Nx-+ Ay +v't,
=1,

¢’est naturellement la forme des équations (16), ou y =e=o0. Toute transfor-
mation (27) est le produit d'une transformation du type (28) et de la transfor--
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mation (27) particuliére

X, =&,
!
(29) Y= my, <m: %)) '
HL=1t.
. R , . . dy, dy e,
En résumé, toute transformation de G est telle que — — m—- soit indépendante
dx, dx

d . , ] D .
de T‘Z‘a pour une certaine constante m. Cest donc le produit d'une transfor-
mation (2¢) par une transformation de H, et réciproquement. Nous avons ainsi
établi que la transformation générale de G est, avec t =1¢,=1,

a
Xy —= z B,

Y& —+0

_ky+ex*+afr+g

1= (Yo +0)?

(30)

)
et dépend de sept paramét‘res essentiels.

8. De méme que lorsque I5£1J, les transformations du groupe actuel G
conservent le birapport de quatre points situés sur une conique I'. On peut
choisir le sommet (o, o, 1) et le coté y =o du triangle de référence de maniére
que I'équation de I' soit
1) yt—x*=o.

Le birapport de quatre points M; de I' est égal a celui des quatre droites IM,,
donc des quatre coordonnées x; (avec t = 1), et la transformation (30) de x est
homographique. Par contre, le fait remarquable qui distingue le groupe (30)
du groupe G du chapitre I est le nombre des paramétres; (30) a un parameétre
de plus que son sous-groupe H, alors que G et H ont tous les deux six paramétres
lorsque I5£7J. On observe également qu’il n’existe pas de relation de continuite
entre H et G —H dans ce dernier cas, alors que (16) se rattache a (30) en
faisant tendre & vers a8 — (3y. Il est clair que la permutation de I et J, qui
caractérisait la famille G — H au chapitre I, n’a plus de sens ici.

Ce paramétre supplémentaire se retrouve dans le sous-groupe de G qui
conserve tous les points d’une conique I'j donnée. Prenons celle-ci sous la
forme (31), avec les coordonnées x,,.y,, ¢, et transformons-la par (30). Elle
devient

kyt + ex*+ afrxt + gt* — (azx + Bt)*=—o,

et se conserve pourvu qu'on aite =o*— k, f=af}, g = ?; le sous-groupe qui
conserve la conique I', est ainsi le groupe a quatre paramétres essentiels

_azp
- Yx—|—8’

P et
O TR

X4

.
+ x?. i
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Chaque point de I, est invariant, pourvu que la transformation homogra-
phique de « soit I'identité, ce qui donne le sous-groupe a un paramétre

=,

3
(32) )fI::.I(]’—i—(l"‘/l‘) x?.

Alors que, pour 117, il existe une transformation unique qui conserve tous
les points de Iy, qui appartient a 'ensemble G — H, et est 'analogue de 'inver-
sion pour le groupe anallagmatique, nous avons ici un sous-groupe, ce qui
rend impossible 'extension de I'inversion.

Observons enfin que (29) est, pour y =o, l'analogue de (32) pour la
conique (31).

9. EcArt DE DEUX CONIQUES I'. — Lorsque deux courbes passant par M sont
transformées dans le groupe G, les pentes de leurs tangentes en M n’offrent un
invariant que dans le sous-groupe H, et c’est la différence de ces pentes. Nous
I'appellerons I’écart en M. Il se définit algébriquement, et son invariance est
algébrique. Calculons-le pour deux coniques I', I'" d’équations

(33) hy+uax*+vaz+w=—o,
(33") My +uax*+vx+ w=o,

ou l'on suppose hh'5£ o, afin d’écarter les coniques formées par deux droites
issues de I, que nous appelons « coniques I' singuliéres ».

o dy (4 : . ints .

Soit T = <ZIE>1" “=(Zz ) I'un des deux points communs M(x, y, 1) de-
ces deux coniques. On a

, adz+¢  c2ux—+v  o(hu—ul)x + ho'— ol
T—1 = — = )

o n h hh'
ou x désigne I'une des deux racines de I’équation
(34) (! — ub' Y22+ (W' — oh' )Y + hw' — wh/ = o.
Il vient donc
(35) f—r’:ihh, V(A — oh' )2 — G (ha! — uh') (hw' — wh'),

ou le double signe correspond aux deux points d’intersection de I' et I'.
|t — ='| peut s’appeler I’écart des deux coniques.

Considérons u, ¢, w, h comme des coordonnées homogénes de lespace a
trois dimensions, et posons

. u  E—in w E 4+ P
36 “__& Yoty A
(36) AT R R
on a, de méme,
u El_ o' w' E.I+ in' of

—_ s — —

[
n 2 ' " n &
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et (35) s’écrit
(37) |7 =7 [=V(E =)+ (0 —7n)*+ (T =)

ainsi I'écart de I' et I' est représenté par la distance des images ¢(&, v, {)
et ¢/(£', v, (') des deux coniques dans I'espace des coordonnées cartésiennes
rectangulaires &, v, {. Dans cet espace, I'image de H est un groupe ponctuel
conservant les distances, mais dont chaque transformation se rattache par
continuité a I'identité a cause de I'invariance de I'écart algébrique dans H. 11
est a présumer que cette image de H est le groupe des déplacements, puisque H
a six parameétres essentiels. Nous le vérifierons plus loin.
Avec les coordonnées de son image, I'équation (33) de I' devient

x:—1 x4 1
(38) G+ —— ety =0;

I' est ainsi rapportée a un systéme de quatre coniques particuliéres de la
famille, soit
x*—1 xr41

=o, Xo= -
2 27

(39) Xi=

(40) 'E- = ? = —c- = "1—7
(38) s’écrit
(41) 21Xy + s Xo 4+ 23 X5+ 2, X, — 0.

Les coniques I” tangentes a une conique I' donnée ont leurs images ¢’ a la
distance nulle de I'image ¢ de I', donc sur la sphére-point c¢. Comme ces
coniques, ces points dépendent bien de deux paramétres. En particulier, les
points du cone £*+ 7>+ {*=o sont les images de coniques tangentes a la
droite y = o, car I'image de X, = o est I'origine { =n=_{=o.

Ici, nous ne pouvons assimiler le point courant du plan des coniques aux
coniques singuliéres, comme nous avions pu le faire au chapitre I. Au
point M(x, y, t) on peut associer les coordonnées homogeénes X; définies comme

en (39), avec 7’)? au lieu de z, y, et a un facteur pres, soit

xt— 2 B ey i R .
5 X,=12 Py X;= rat, X, =iyt

(42) X;== 2

de sorte que X+ X:+ X:=o0. Sil'on considére les X; comme les coefficients

d’un plan EX,wi: o de I'espace des x;, les images m des points M sont les
i=1

plans isotropes, et (41) exprime que les points d'une conique I' ont pour

images les plans isotropes qui passent par I'image ¢ de I'. Réciproquement, les




220 RENE LAGRANGE.

coniques I' qui passent par un point donné M ont pour images les points ¢ du
plan isotrope m, image de M. Deux coniques T', I, tangentes en M, ont leurs
images ¢, ¢’ dans m, a une distance nulle I'une de lautre; la droite cc’ est la
génératrice de contact de m avec la sphére-point c.

Observons également que les images des droites du plan qui ne passent pas
par I sont les images de coniques I' ot w = o, donc les points du plan isotrope
particulier &y, — iz, =o0. L’image de la tangente a une conique I', en l'un de
ses points M, est donc I'intersection de ce plan et de la génératrice de contact
de la sphére-point ¢ avec 'image m de M. \

Les images des coniques I' singuliéres sont les points a I'infini.

Deux coniques I', I, d’images c, ¢/, se coupent en deux points M,, M, dont
les images sont les deux plans isotropes m,, m, qui passent par la droite cc'.
Les points de cette droite sont les images des coniques du faisceau défini
par I, I".

10. TRANSFORMATION D'UNE CONIQUE I" PAR G. — La transformation inverse de ( 30)
transforme (33) en I';, d’équation

h1y+ll1x2+ V1 —+ W= 0,

de maniére que, avec les notations de (30),
(Y 4+ 02 [hy +uxi+va, +w|=hy + 22+ 0,2 + w,.
Il vient ainsi
hy =kh,
) = a*u + ayy + v w + eh,
wy = 2u+ B0y + O*w + gh,
vy —20aBu + (a0 + By)v + 270w + 2 fh.

(43)

‘Les cordonnées &,, 1, {, de 'image ¢, de I', sont alors

. wy— w, (02— B2 u—+ (Y2 — %) w + (ay — BO) ¢ + (e — &) o
£y = frnd - 3
> hy kh
Uy W, (a2 B2 u+ (v + 0w+ (ay + B+ (e+g)h
Ny—=1 gy 4 )
Ay kh
C1: 2—:?

et, par conséquent, en fonction des coordonnées &, 7, { de I'image ¢ de T,

- az_@z_.]».»_,_ 52* a2_@2+.\(2_32 a.\{_ﬁa e—g

b= ok E P S

—a?— 4 y24 32 a4 324 124 &? ay + (30 e+ g

(46)  {m= P e e
— 0 . + 70 0+ 2

7 — aﬁkY - E‘ETY_ T,ﬂTﬁH Tf
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Cest une transformation de H pour %= ad — By; la matrice des coefficients
est alorb orthogonale. Dans le cas général, le déterminant de celle-ci

vaut ( 6Y> » et il se réduit & 1 pour une transformation de H. Dans I’espace

\

des images, H est donc le groupe des déplacements. :
Les formules de la rotation autour de l'origine O(k = a8 — By, e = f=g=0)
deviennent les formules d’Olinde Rodrigues en posant

a=p—1iv, B=— (p.—h), Y=+ 02, 0=—=p—+1v,
ou A, 1, v sont des paramétres directeurs de I'axe de la rotation d’angle

P

0=2arctg

En particulier,
ad — By =1+ pi+4 v:+p2Zo.

Bien entendu, il s’agit ici de rotation réelle ou imaginaire, et ¢’est pourquoi les
transformations de H pour lesquelles a¢ — 3y <o se rattachent par continuité
a I'identité, par lmtermedlalre des valeurs complexes de ces coefficients. Par
exemple,

a=—0Zo, B=vy=—o, e—=f=—=g=o, k—ad—By=—o*

correspond a la symétrie

le—z’ Ty =—=—T"1, Li=¢
par rapport a I'axe OC.

Les formules générales (44) représentent le produit d’une rotation autour
de O, &’ une translation définie par les éléments e, f, g, et d’'une homothétie de

rapport BY En résumé, G est isomorphe au groupe des similitudes de l’espace

a trots dzmenszons, et le sous-groupe H est isomorphe au groupe des déplacements.

En particulier, les symétries, c’est-a-dire les transformations ou les deux
figures sont égales a une symétrie prés par rapport a un plan, sont les transfor-
mations (44), ot £ =— (a8 — B7).

11. Une symétrie. H, ,, qui conserve les deux points A, B et chaque conique I’
qui passe par eux, correspond a un déplacement des images qui conserve tous
les points de I'intersection A des plans isotropes qui sont les images de A et B.
C’est donc une rotation autour de A. C’est méme la symétrie par rapport a A,
car les équations (7) sont des formules (30), o «+2=o0, donc p=o

-et cotg- =o. La correspondance que H,, établit entre les points d’une
conique I' passant par A, B a pour image la symétrie par rapport a A des plans
isotropes qui passent par 'image ¢ de I'; ¢ est d’ailleurs sur A. La relation (g)
exprime, comme il se doit, que la translation représentée par les derniers
termes des équations (44) est perpendiculaire a A.
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La construction du.déplacement le plus général dans I'espace a trois dimen-
sions 4 I'aide de symétries par rapport a des droites est ainsi la traduction, pour
les images, de la construction du groupe H a l'aide des symétries H, ,. Une
remarque s’impose, si I'on se rappelle I'énoncé du théoréeme I, puisqu’il est
bien connu que tout déplacement de I'espace est le produit de deux symétries
par rapport a deux droites, coupant orthogonalement I'axe du déplacement
hélicoidal, dont 'une peut d’ailleurs étre choisie arbitrairement. La contra-
diction n’est qu’apparente, car les deux exceptions obtenues au paragraphe 5
correspondent a des déplacements imaginaires de I'espace des images.

La premiére d’entre elles est caractérisée par a =¢=1, y=o0, £ 0; le
systéme (44) correspondant, compte tenu de k= ad — y =1, est de la forme

g b= (1= g i —prep,

2
(43) )nlzigi+<1+%>n+i@§+%

2
VU =BE—ifn+L+r;
On a done

et I'axe A est isotrope.
La deuxiéme exception est caractérisée par

amd=1,  B=y=o, e=f=o, g0,

et le systéeme (44) correspondant, ou £ est encore égal a 1, définit une trans-
lation isotrope
(46) Ga=t—g m=n-+ig, L=

D’ailleurs, il faut se garder de conclure hativement en ce qui concerne cette
correspondance entre le groupe H et celui des déplacements des images.
En effet, 'espace des images se comporte comme un milieu isotrope
_%a %7 % des
coniques I' ne l'est pas pour celles-ci; c’est ainsi que, dans les formules de
transformation (46), £ et v jouent le méme role dans 'espace, alors que u et w
ne sont pas comparables dans la représentation (33) de I'. Sous une autre
forme, on peut dire que les pentes ¢ et — ¢ des directions paralléles a oy ne
jouent pas le méme role dans la famille des coniques T'. Effectivement, si (46)
est la représentation d'une transformation exceptionnelle du groupe H, il n’en
est pas de méme pour "

pour les déplacements, tandis que l'espace des coordonnées

(46l) £1:E+e’ ‘01:77+l.€,‘ :1:§7

obtenue en faisant a =¢=1, f=y=0, f=g=0, e£0, k=1 dans (44).
Le théoréme I est d’accord avec la représentation de (46’) par un produit de
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deux symétries par rapport a deux droites (7); cette représentation vaut donc
aussi pour toute translation isotrope et, en particulier, pour (46). Le méme
genre d’observation s’applique a (45).

12. Coniques I" INVARIANTES DANS UNE TRANSFORMATION DE G. — La recherche de
ces coniques équivaut a celle des points de I'espace qui sont invariants dans une
transformation du groupe des similitudes. Il existe généralement un point
invariant, unique, si le rapport de similitude différe de 1; s’il s’agit d’un dépla-
cement, il n’y a aucun point invariant a distance finie, ou il y en a une infinité.
Il n’est pas sans intérét de retrouver ces résultats a I'aide du systéme (43), car
nous pourrons en méme temps préciser quelques points de détail.

Les coniques I' invariantes pour (43) sont celles qui sont fournies par le
'systéme d’équations
(47) w = yu, 0= YV, W=y W, hi=yh,

done v =k si h=£o0. Les coniques I" autres que les systémes de deux droites
L q y

passant par I sont ainsi déterminées par le systéme des trois équations homo-
génes a quatre inconnues u, v, w, h

(*—k)u+aye + y*w + eh =o,
(48) 2afu—+ (ad+ By —k)v +2y0w +2fh —o,
B2u+ Bov+ (0*— k)w + gh—o.

Si h=o0, y_est quelconque, et I'on a le systéme & quatre inconnues u, ¢, w,
7. linéaire et homogéne en u, ¢, w,
(a2 —yg)u—+ayey + 12w =—o,
(49) 2aﬁu+(a6+@y—x)v+2y$w:o,
Bru—+Bdv+ (02— y)w=o.

La discussion de (48), ou £ a une valeur a priori indépendante de «, 3, v, o,
fournit en méme temps celle de (49). On a donc une conique I' invariante
unique lorsque la matrice des coefficients de (48)

az—k ay v e
(50) 20 a0+ By—k 2y aof
5 g vk g

est de rang 3. Pour une vraie conique T, ¢’est le déterminant formé par les trois
premiéres colonnes qui importe; il est égal a

D(k)y=—k*+ (024 8>+ ad + By) k2 — (a0 — By) (a2 + 0>+ ad + By)k -+ (ad — Bv)?,
done, en posant ac — ffy =K

(51) D(k)=— (k—K)[k2— (a?+ &>+ 2 y) k + K2].
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Le rapport de la similitude étant ;> D(4) = o lorsque (43) est une transfor-
i3

mation de H, correspondant & un déplacement; comme prévu, ou il n'existe
alors aucune conique invariante ayant une image a distance finie, ou il y en a
une infinité. (51) fournit aussi deux autres valeurs de £, généralement diffé-
rentes de K, donc fournissant des similitudes pour les images, pour lesquelles
la réponse est la méme. Le crochet au second membre de (51) s’écrit

ke — z[ﬁ‘“;—") - K]A-+Kzskz_ 2(2p2— K)k + K2,

ou p est I'un des éléments des formules d’Olinde Rodrigues, li¢ a
K—=73+ p2+v24p?
par la formule /
0
2—K cos®--
P 2
Ce trinome s’écrit done encore

k*— 2kK cos0 + K2

et s'annule pour les deux rapports de similitude %:eif(’. Ces valeurs sont
généralement imaginaires et, par conséquent, sans intérét lorsqu’on s’en tient
aux transformations réelles du groupe G. Cependant, elles sont réelles
lorsque O est un multiple de =. Il s’agit alors de transformations du
groupe H(6=0), ou dont le rapport de similitude vaut —1(6 = ). Effecti-
vement il existe dans l'espace des similitudes de rapport —r et qui ne
conservent aucun point a distance finie. Ce sont celles qui équivalent & une
symétrie par rapport a une droite D multipliée par une symétrie par rapport a
un plan P paralléle a cette droite. Toute similitude équivaut a un tel produit,
ouD et P sont quelconques; si P coupe D, le point d’intersection est le point
invariant unique; si P contient D, tous les points du plan Q perpendiculaire a P
suivant D sont invariants; d’ailleurs, la similitude équivaut alors a la symétrie
par rapport a Q. Effectivement, lorsque ¢ = o,
D (k) =— (k—K) (k+K)?
/

et, pour la racine double £ =K, le systéme d’équations (48)enu, ¢, w est de
rang 1; il est donc ou insoluble, ou équivalent a une seule équation. La trans-
formation (44) correspondant & ce dernier cas conserve toutes les coniques I'
d’un réseau linéaire, dont les images sont justement les points du plan de la
symétrie correspondante.

13. Terminons par une représentation, remarquable dans l'espace des
images, de la figure formée par une conique I' divisée harmoniquement par
deux autres. On a le
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TnroriME. — Pour que deux coniquesT',, I's, d’images c,, c,, déterminent une
division harmonique sur une conique T d’image c, il faut et il suffit que

l’angle c, cc, soit droit.

Le bipoint d'intersection (A,, B,) de I' et I'; a pour image le couple des
plans isotropes (a,, b,) qui passent par la droite cc,; pour que (A,, B,) soit
conjugué harmonique, sur I', par rapport au bipoint (A,, B;) commun a I
et I'y, il faut et il suffit que la symétrie H, , conserve (A,, B,), donc que, dans
I'espace, la symétrie par rapport a la droite cc, conserve le couple (a,, b,) et,
par conséquent, la droite cc,. La condition est lorthogonallte de ces deux
droites. C. Q. F. D.

Par exemple, pour que I'soit divisée harmoniquement par I, et I'y, en méme
temps que I', par T' et T',, il faut et il suffit que les deux angles ¢ et ¢, du
triangle cc, ¢, soient droits. Ce n’est possible avec des coniques non exception-
nelles, dont les images sont a distance finie, que si la distance cc, est nulle,
donc siI' et I', sont tangentes. Dans ces conditions, il faut et il suffit que ¢, soit
dans le plan isotrope qui passe par cc, ; les ¢, sont les images des coniques de la
famille qui passent par le point de tangence de I', I', (autre que I) et dépendent
effectivement de deux paramétres comme ces coniques.

D’une maniére générale, montrons que le birapport des deux bipoints

A~ >

01009

~d’intersection (A, B, ), (As, By) est — tg? 25 ou — cotg? 22522, suivant I'ordre

des deux points d’un bipoint. En effet, representons r par I'équation (33)
et I';({ =1, 2) par I’équation semblable de coefﬁcwnta hi, wiy vi, ;. Léquation
aux abscisses des deux points A;, B; est

(52) (hu;i— uh;) 2>+ (hv;— vh)) x + hw; — wh;—=o.

Le birapport R=(A,, B,; A,, B,) est égal a celui des deux racines de
I'équation (52) d’'indice i =1 avec celles
que si ces équations sont écrites

02+ 2B x -+ =0,
R est donné par
| Ay Yo+ A Y1 — 261521 .
2 \/(°‘1Y1 — .B‘T)) (atays — ﬁi)

Avec les coordonnées des images, le numérateur

R4+1|
R—1|

(hiey — uhy) (hws— why) ~+ (hw, — why) (htty— whs) — = (hey— 0h,) (hes— vhs)

devient
_Izzh1ltg[a‘—£—;(”i“‘”) = 52"E+§(”2~‘0)+£1—E+2i(m—n)
Ey— £ — i(1
x BRI L (- 0) |

- _mhlm[(e E) (Ba—E) + (m—mn) (na— ) + (L —8) (L— )]
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En égalant les deux indices, on en déduit

2y — B =— Z’h“‘ [(B—E)2+ (ni—n)2+ (L — ) =— Zh h?cc?,
done
R—+1 __' A
R | =lcoscice .

14. 1l n’est pas sans intérét de vérifier I'isomorphisme de H avec le groupe
des déplacements de I'espace, et celui de G avec le groupe des similitudes, a
I'aide des transformations infinitésimales. Les sept transformations infinité-
simales du groupe des simililitudes sont

d . af 7}
s =, s
. af of af ()f af ()j
[ Y = g s — oy L
(53) R=) Jdz oy’ . dx 0s’ it d) Yoz’
_ ()f of S
| —_— x_ + 1 0 + ~ E)‘gi ‘
et sa structure est fournie par le tableau
(Th T]‘.)::O (1'7 If:l? 2, 3)7
(Riy, Rp) =— Ry, si 7, k, I est toute permutation
circulaire de 1, 2, 3;
(54) (T, Ry) == o (i=1, 2, 3);
(Ti;, Rp) = — (T), Ry =— T, si i, k, h est toute permutation
circulaire de 1, 2, 3;

(’1“1'7 S) :Ti7 (Ri) S):O (l‘:l,?,, 3).

On forme les transformations infinitésimales de H en donnant des valeurs
infiniment petites aux coefficients 3, v, e, f, g des équations (16), avec ¢ =1
et «a=1-4¢, ou ¢ est un sixiéme infiniment petit. Dans ces conditions,
s — By =1 -+ ¢ en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur. Pour le
groupe G, on compléte avec le coefficient £ de I'expression (30) de y,, infini-

ment voisin de 1; pour que le rapport de similitude pr o soit assimilable
a 1-¢/, ou € est un infiniment petit, on prendra k=1 -+ ¢'. Avec ces
hypothéses, (30) donne les variations

Np (LR E 6
I+ vy
(1+ce+¢)y+ex*+2fr+g
Ay =
(t+yx)?

—zx=034cer—vyai+...,

—y=(e+)y —ovay +ex’+ofr+g+....
Txy g

ou I'on ne conserve que les éléments du premier ordre; en associant les trans-
formations infinitésimales aux paramétres g, 2f, e, B, ¢, —v, et ¢ dans cet
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ordre, le groupe G est représenté par le tableau

_of _.9f _ 2
1{1—.5)—;, Hg_xd—y, Hg—x d—y)
. __of _of _ 9df 29 of
(55) K, = Pt Kﬁ_x% -+ (—);, Ky—==x %+2xya;,
of
L:‘ .
\ Yoy

Les deux premiéres lignes forment le groupe H. Les équations de structure
sont .
(H;, Hy) =o (i, k=1, 2, 3);
(H;, K;) =o (i=r1, 2, 3);
(Hy, Ko) = (Ky, Ho) =H,,  (Hy, K;) = (K,, Hy) = H,,
(H,, K;) = (K,, H,) = 2 H,;
(Ki, Ko)=K,;, (K, K;) =K, (K, K;) =2K,;
(H;; L) —=H,, (K;; L)y =o (i=1, 2, 3).

(56)

Il s’agit de remplacer les transformations du tableau (55) par sept combi-
naisons linéaires et homogeénes X;, a coefficients constants, de maniére que les
coefficients dc structure des X; soient ceux du tableau (54). La déterminatiou
de ces combinaisons est facilitée par les équations (44) qui représentent la
transformation de I'image de la conique I'. La translation de cette image y est
représentée par le vecteur de composantes e — g, i(e+g), 2f, avec k=1, ce
qui nous améne a lui faire correspondre le sous-groupe des H; de G, et a rem-
placer ces H; par les combinaisons linéaires

(57) X,=H,—H,, X,=i(H,+H,), X,=—aH,.
Comme les (T;, Tx), les (X;, X;) sont nuls.

Le sous-groupe des K; correspond de méme & celui des R; et L a S. Rem-
placons donc les K; par les combinaisons

(58) Y=20/K,  (i=1,9,3)
: j=1

et L par Z=0L, ou les 6/ et 0 sont des constantes inconnues, de maniére qu’on
ait
(59) (Xiv Yi):0> (Xl’a Yk):_ (X, Yz'):—‘Xh

comme dans les troisiéme et quatriéme ligne de (54), et
(60) (Xi, ) =X,

analogues aux (T;, S) ="T; du méme tableau.
La comparaison de (60) avec la derniére ligne de (56), compte tenu des
expressions (57), donne tout de suite 6 =1 et il reste a déterminer les 6/.
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A Taide des mémes équations (56) et (57), formons d’abord les (X;, K;) :
(X, Ky) = (H;, Ky)— (0, K;) =— 2H,—= — X,
(X, Ky) = (Hy, Ky) — (H,, Ky) = — (Hy 4 H,) = X,
(Xl, K:z) = (H:;, ng) — (Hl, Kg) =—oH, =X,
(Xs, Ky) = — 2ill, = — iX,,
(}(-27 Kc_)) - — l‘(}13~ Hi) p— ix1,
(X‘z, Kn) = iX;;,
(X3, Ky) =—2aH,, (X3, Ky) =o, (X3, Ky) =9oH,.
Il vient alors
. 3
(X, Yy) :2 07(X, K;) =i03X, — (0] + 0})X;=o,
j=1

"ot résultent d’abord les valeurs 07 = o, 0] 4 07 =o. Ensuite

(Xs, Yy) :20{()(2, K,)=i(0:— 01X, =X,
&=L
donne

01— 03 =1, donc 0!=—0}=

W |~

L’égalité (X, Y, ) =—X, est alors satisfaite. On doit avoir de méme

(X, Yoy = S04(X,, Kj) = 03X, — (0] 4 03) X, =— X,

Jj==1
done : .
' 02==0 et B4 0l=r1;
puis
(X27 Y,) :’(02_‘ e;)X:}:O
donne
01 =031,
2

et I'égalité (X,, Y,) =X, s’ensuit. Ecrivons enfin que

(X1, Y5) == 3 04(X,, Kj) = 103X, — (83 + 0) X, =X,

Jj=1

3
(Xs, Ya) :Ze;{(xz, K;) = i(02 — 0)X, — 02X, — — X,;

]=1

on en déduit tout de suite

0l=03=0 et

..._l';
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(X3, Y;) =o s’ensuit, et la structure du tableau (54) doit étre celle des trans-
formations

X1:H3’—"‘H1, Xg:i(Hg-‘l" Hl), Xg: 2H2,

(61) Y,:g(Ki—-Kz), YQ:%(Ki—n—Kg), C Yo=K,
‘ Z—1L.

L’égalité des coefficients fournis par les parenthéses (Y;, Y;) et (Y;, Z) avec
ceux que donnent (R;, R;) et (R;, S) se vérifie immédiatement.
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