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LES
ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS

~

Par M. Marcer. BERGER.

INTRODUCTION.

En recherchant dans [3] les différents groupes d’holonomie homogéne
possibles pour une variété a connexion affine, j’avais déterminé en particulier
les groupes d’holonomie homogeéne irréductibles des variétés dont la connexion
affine posséde un tenseur de courbure a dérivée covariante nulle. Une telle
variété est localement représentable (et globalement, si elle est compléte et
simplement connexe) par un espace (homogéne) symétrique, c’est-a-dire, en
bref, un espace homogéne G/H pour lequel H est le sous-groupe des points fixes
d’un automorphisme involutif X de G. Ces résultats sur les groupes d’holonomie
pouvaient donc conduire a la détermination des espaces symétriques irréduc-
tibles; si g est algebre de Lie de G et h (resp. m) le sous-espace propre pour
la valeur propre 41 (resp. —1) de 'automorphisme involutif ¢ de g induit
par celui de G, I'espace symétrique G/H est dit irréductible si la représentation
adjointe de h dans m est irréductible. Mais les calculs pour obtenir ces groupes
d’holonomie étaient longs, et inachevés en basse dimension; ce qui suggérait
de déterminer les espaces symétriques irréductibles directement, par la
recherche des automorphismes involutifs d’un groupe de Lie. On étudie
d’abord les automorphismes involutifs ¢ d’une algébre de Lie g, c’est-a-dire
les espaces locaux symétriques, ensemble d’une algébre de Lie g et d’un auto-
morphisme involutif ¢ de g, de points fixes la sous-algébre h; on note un tel
espace local symétrique g/b.

D’apreés des résultats de K. Nomizu [ 24], on peut supposer, sil’espace g/l est
irréductible, que I'algébre de Lie g est sermi-simple. La base de la recherche des
automorphismes involutifs d'une algébre réelle semi-simple g est 'existence,
pour tout automorphisme involutif ¢ de §, d'une sous-algebre compacte maxi-
male g, de g, qui est invariante par o; 'espace local symétrique g/lj détermine
donc un espace local symétrique de g, et I'on est ramené au problém: <
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détermination des espaces symétriques de groupes compacts; ces derniers ont
été déterminés par E. Cartan dans [11]; ce sont en particulier des espaces
riemanniens (pour une métrique définie positive).

On détermine ainsi tous les espaces locaux symétriques g/l) des algebres semi-
simples. Mais tous les espaces obtenus ne sont pas irréductibles; pour déterminer
ceux qui le sont, il est nécessaire d’étudier la représentation (linéaire réelle)
(ad(h), m), ce qui se fait par I'intermédiaire de la représentation (ad(bh,), m,)
d’un espace symétrique local compact g,fl), naturellement associé a gfh.
Lorsqu’on détermine ainsi les diverses représentations (ad(h), m) des espaces
locaux symétriques g/l pour lesquels les algebres g sont simples, on constate le
phénoméne suivant. Rappelons d’abord que si (¢($), W) est une représentation
irréductible de I'algébre simple complexe p dans I'espace vectoriel complexe W,
et (¢(p), W) la représentation dans W d’une forme réelle p de , obtenu par
restriction a p de (p(p), W), on définit une représentation de p dans un espace
réel V, qui est irréductible, mais que deux cas seulement sont possibles : soit
dim; V=2dim;W, et la représentation est dite de 2° classe, soitdim; V=dim W,
et la représentation est dite de 1°classe. Le phénoméne constaté est le suivant :
soient p et p’ deux formes réelles de § et une représentation irréductible (¢(3),
W). Alors, les deux représentations(p(p), W) et (¢(p’), W) n’ont pas néces-
sairement la méme classe lorsque les formes réelles p et p’ sont isomorphes. Ce
résultat semblait cependant implicitement contenu dans I’ensemble de [10].
Ce phénomeéne est li¢ au fait suivant : ‘on sait que dans une algébre de Lie
semi-simple réelle p, les différentes sous-algébres compactes maximales g,
sont toutes isomorphes par un automorphisme intérieur ¢ de p. Une forme
réelle telle que p est déterminée par un automorphisme involutif < de la forme
compacte p,, dont les points fixes forment la sous-algébre g,. Il se trouve
que si g, et g, sont les sous-algébres des points fixes de deux automorphismes ©
et <" de p, définissant des formes réelles p et p’, il n’existe pas nécessairement
d’automorphisme intérieur de p, pour lequel g, et §, sont isomorphes, lorsque
les formes réelles p et p’ sont isomorphes. Ce fait avait été reconnu par E. Cartan
dans [12]. 11 est alors facile de démontrer que les représentations (p(p), W)
et (¢(»'), W) ont certainement méme classe si les sous-algébres compactes
maximales correspondantes g, et g, sont isomorphes dans p, par unautomor-
phisme intérieur. On détermine alors les seuls cas pour lesquels la classe
de (o(p), W) n’est pas univoquement déterminée par la structure de la forme
réelle p de § : ce sont les représentations notées Spin* (4n) dans [3], et celles
justement sur lesquelles le phénoméne a été rencontré. g

Déterminant les espaces symétriques G/H quelconques, il était naturel.
d’étudier ceux qui généralisent les espaces hermitiens symétriques : ceux-ci ont
été étudiés dans [5]; ils sont hermitiens et méme kahlériens dés que la variété
sous-jacente de G/H admet une structure presque-complexe invariante par G. Il
n’en est plus de méme dans le cas des espaces symétriques quelconques : il faut



LES ESPACES SYMéTRIQUES NON COMPACTS. 87

alors distinguer entre la notion d’espace C-symétrique, espace homogéne symé-
trique muni d'une structure presque-complexe invariante par G et la notion
d’espace symétrique semi-kdhlérien, espace symétrique muni d’'une forme
d’Hermite de rang maximum (de signature quelconque) et invariante par G.

Toutes les propriétés d’un espace symétrique peuvent s’étudier sur son espace
local symétrique gfl); mais elles ne peuvent étre « remontées» en propriétés
de G/H que si H est connexe; mais Hn’a aucune raison d’étre connexe en général.
(’est pourquoi on établit qu'un automorphisme involutif £ d’un groupe de Lie
(quelconque) laisse invariant un sous-groupe compact, maximal convenablement
choisi, Kde G. Ce qui permet d’abord de montrer que le groupe H est le produit
topologique du groupe C formé des points fixes dans K de I'automorphisme de K
induit par X et d’un espace vectoriel réel; en particulier, le sous-groupe H a
toujours un nombre fini de composantes connexes. On en déduit aussi, en un
sens 4 préciser, qu'une propriété de g/l) se remontera si et seulement si elle se
remonte pour I'espace symétrique compact maximal K/C.

Utilisant un résultat de Mostow [21], I'existence d'un sous-groupe compact
maximal K de G invariant par X entraine que, topologiquement, I’espace homo-
gene symétrique G/H est un espace fibré, de base 'espace symétrique K/C et de
fibre homéomorphe a un espace vectoriel réel. Latopologie des espaces symé-
triques est donc ramenée a celle des espaces symétriques compacts. On déduit
aussi de I'existence de cette fibration que si 'espace symétrique G/H est
compact, alors le groupe G est nécessairement compact.

Le contenu des différents chapitres est le suivant :

Le chapitre I rappelle la définition d’un espace symétrique et les propriétes
de la connexion affine canonique qu’on peut y définir. On définit ensuite les
notions d’espace local symétrique, et celles d’espaces symétriques ou locaux
symétriques qui sont C-symétriques et semi-kahlériens.

L’ensemble des chapitres 1I et III est consacré a la détermination de toutes les
structures d’espaces locaux symétriques g/h a g semi-simple. Aprés avoir défini
les notions d’espaces locaux symétriques isomorphes et ext-isomorphes, on
raméne d’abord le probléme de la classification des structures d’espaces locaux
symétriques isomorphes (ou ext-isomorphes) au cas ou I'algébre g et sa forme
compacte g, sont deux algébres simples. On associe a tout espace local symétrique
g/h son espace local symétrique compact maximal g,/g,,, en montrant qu'on
peut toujours définir I'algébre réelle g a partir de sa forme compacte g, par un
automorphisme involutif © commutant avec I'automorphisme involutif o défi-
nissant la structure symétrique g/h. Deux structures locales symétriques iso-
morphes ont des espaces compacts maximaux isomorphes. On raméne la
classification a celle des espaces compacts en montrant que, réciproquement,
si g/h et g/h’ ont méme espace compact maximal g,/g,,, ¢’est que : soit ils sont
isomorphes, soit g/lj’ est isomorphe a I'espace associé de g/, défini par P'auto-
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morphisme involutif ot. On peut alors déterminer les espaces locaux symétriques
g/t d'une algebre § simple (de forme compacte simple) en recherchant les
espaces symétriques g,/g,, de la sous-algébre compacte maximale g, de g, qui
se prolongent en un espace local symétrique de toute I'algébre g. Ce qui est fait
dans le chapitre III, pour toutes les formes réelles simples g. Le cas ou I'algébre
g est pseudo-complexe simple, c’est-a-dire celui ot sa forme compacte g, n’est
pas simple, est traité a part.

Le chapitre IV est consacré a la détermination, parmi les espaces locaux
symétriques g/h 4 g semi-simple, de ceux qui sont irréductibles, C-symétriques,
semi-kahlériens. Ce qui se fait en étudiant la représentation (ad(l)), m). On
traite a part le cas ou g est non simple ou bien est simple mais pseudo-complexe,
pour se ramener au cas ou g et g, sont toutes les deux simples. On compare la
représentation (ad(l)), m) a celle (ad(h,), m,) de I'espace local symétrique
compact g,/h, correspondant a g/hj. Pour caractériser ceux de ces espaces qui
sont semi-kahlériens, on obtient un théoréme analogue a celui de [5] : I'espace
local symétrique g/ly (pour lequel g et g, sont simples) est semi-kahlérien si et
seulement si I'algébre lj contient un centre a une dimension dans ses sous-
algébres compactes maximales. Et 'on caractérise en méme temps, parmi les
espaces locaux symétriques g/lj(a g et g, simples) ceux qui ne sont pas irréduc-
tibles : ce sont ceux pour lesquels la sous-algébre |y contient un centre & une
dimension, mais qui n’est pas dans une sous-algébre compacte maximale de j. On
détermine aussi dans le chapitre IV la nature exacte de la représentation linéaire
(ad(ly), m), par Vintermédiaire de la représentation complexifiée (ad(f)), i) dont
on montre que c’est la méme que la représentation complexifiée de (ad(l.),
m, ). Quant aux représentations (ad(ly,), m,) des espaces symétriques compacts
g./h., elles ont été déterminées par E. Cartan dans [11].

L’ensemble des résultats des chapitres II, 1II et IV est condensé dans le
tableau II, qui donne toutes les structures non ext-isomorphes d’espaces locaux
symétriques et, pour chacune de ces structures, la nature de la représentation
(ad(l), m) et si cet espace local symétrique est réductible, C-symétrique ou
semi-kahlérien. Le tableau II définit ces structures par I'algébre g et ’algébre l);
ceci est justifié parce qu'on montre dans I’ensemble des chapitres II et III que,
non seulement deux espaces locaux symétriques g/l et g/ly’ pour lesquels ) et iy’
sont isomorphes, sont eux-mémes ext-isomorphes, mais encore que deux
espaces symétriques quelconques G/H et G/H’, dont les e$paces locaux symé-
triques sont g/l et §/ly’ (avec lj et ly isomorphes), sont encore isomorphes.

L’examen du tableau II montre que deux espaces symétriques peuvent avoir
le méme groupe H sans étre isomorphes; ce qui n’arrive pas pour les espaces
symétriques riemanniens : cela tient a ce qu’un groupe linéaire irréductible non
compact peut laisser invariantes plusieurs métriques non proportionnelles. Le
tableau II montre enfin le phénomeéne, signalé plus haut, concernant la classe
des représentations réelles irréductibles.
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Dans le chapitre V, on étudie les propriétés des espaces symétriques G/H pour
lesquels G est semi-simple. 1l faut d’abord préciser, étant donnés un espace local
symétrique g/l et un groupe de Lie G dont I'algébre de Lie est g, a quelle
condition g/lj se «remonte» en un espace symétrique G/H. Si I'on définit le
groupe G comme le quotient G*/Z; du groupe simplement connexe G* par le
sous-groupe Z;, discret Z; du centre Z de G*, il faudra, et ce sera suffisant, que
I'automorphisme X* de G*, qui remonte I'automorphisme involutif o de g,
conserve globalement Z;. On indique alors rapidement comment les automor-
phismes involutifs X*, correspondant aux divers espaces locaux symétriques g/lj,
transforment le centre Z de G*.

On établit ensuite qu’il existe toujours une décomposition topologique
G =K.N du groupe semi-simple G en produit du sous-groupe compact maxi-
mal K par la sous-variété N homéomorpbe 4 un espace vectoriel reel, qui est
invariante par I'automorphisme involutif X définissant I'espace symétrique G/H,
soit Z(K)=K et X(N)=N. On en déduit toutes les propriétés globales des
espaces symétriques G/H & G semi-simple : d’abord, une décomposition sous-
jacente H=C.E, avec CCK et ECN, pour le sous-groupe H. D’ou la nature du
groupe d’holonomie homogéne W de G/H : 1l est identique au groupe (ad(H), m)
[ dapres [24], on était seulement assuré que le groupe d’holonomie homogéne
restreint W', était identique a la représentation (ad(H,), n) de la composante
connexe de ’élément neutre de H|. La recherche des espaces symétriques semi-
kihlériens est raménée a celle des espaces symétriques kahlériens (pour un
groupe H non connexe). On peut aussi ramener I'étude des géodésiques de
I'espace symétrique G/H a celle des géodésiques de 1’espace symétrique
compact K/C; ces derniéres ont été étudiées dans [12]. On utilise enfin des
résultats de Mostow [217], pour montrer que I'espace symétrique G/H admet
une fibration de fibre homéomorphe a un espace vectoriel réel : on précise la
nature de la base et de la fibre, dont on montre qu’elles peuvent étre considérées
comme des sous-variétés totalement géodésiques de G/H, et que G/H induit, sur
I'une une métrique riemannienne a courbure positive ou nulle, sur I'autre une
métrique riemannienne 4 courbure négative ou nulle.

Le chapitre VI généralise certaines des propriétés des espaces locaux symé-
triques et des espaces symétriques a groupe semi-simple, au cas d’un groupe de
Lie quelconque. On montre d’abord que tout automorphisme involutif d’une
algebre de Lie réelle respecte une décomposition de Levi-Malcev de g. On en
déduit 'existence d’un sous-groupe compact maximal K du groupe de Lie G,
d’algeébre de Lie g, qui estinvariant par . Puis que le groupe Hest le produit C.E
d’un sous-groupe C de K par un espace vectoriel réel E; et, appliquant [21],
une fibration de G/H, de base K/C et de fibre homéomorphe a un espace vectoriel
réel.

Enfin, on déduit de cette fibration que les seuls espaces symétriques
compacts sont ceux dont le groupe G est compact.
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Dans [ 1], Allamigeon a étudié les espaces symétriques harmoniques et les a
déterminés a I'aide du tableau II.

Les résultats de ce travail figurent en partie dans deux Notes aux Comptes
rendus [2], qui contiennent quelques erreurs: on a signalé ces derniéres.

Depuis la rédaction de cet article, j'ai eu connaissance des travaux [29],
[31], [34]. Dans [29], la classification des espaces locaux symétriques est
faite lorsque l'algébre g est une algébre réelle simple classique. Dans [31]
figurent : d'une part, une démonstration du lemme 10.2: [31], p. 19,
lemme 1.3 ; d’autre part, une formule générale permettant de déterminer
la classe d’une représentation linéaire irréductible d’une algébre de Lie simple
réelle a I'aide du poids dominant de la représentation complexifiée, formule
qui est en accord avec les résultats du n° 48; [31], p. 11, théoréme VII.
Enfin, [34] donne une interprétation géométrique des espaces symétriques
du tableau II. ‘ :

Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin du
texte.

CHAPITRE 1.
DzrINITIONS.
1. ESPACE SYMETRIQUE :

Dernrion 1.1 ([24], p. 52). — On appelle espace symétrique un espace homo-
géne G[H tel que :

a. le groupe G est un groupe de Lie connexe,

b. le groupe G est eflectif sur G[H, c’est-a-dire que H ne contient pas de sous-
groupe invariant non discret de G; A

c. il existe un automorphisme involutif (c’est-a-dire dont le carré est I’auto-
morphisme identité) X, de G, tel que, si 'on note Hy le sous-groupe fermé des
éléments de G invariants par X, et par H, la composante connexe de I’élément
neutre de Hs, alors on a pour 11 : '

H,cHcHsy.

Le sous-groupe H sera bappelé le groupe d’isotropie de ’espace symétrique G/H.

Remarque. — Dans le cas ou la condition b n’est pas satisfaite, on peut la
satisfaire en considérant, au lieu de G, le quotient G/C de G par le sous-groupe
invariant C de G qui est contenu dans H; puisque C est dans H, il est invariant
par I'automorphisme involutif X définissant G/H et défini donc un espace homo-
géne du groupe G/C : (G/C)/(H/C), qui satisfait aux conditions a, b, c.

Symétrie par rapport a un point de G/H. — L’automorphisme ¥ définit par
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passage aux quotients un homéomorphisme différentiable de la variété M sous-
jacente de G/H, pour lequel le point origine de G/H (c’est-a-dire la classe
correspondant a un élément de H) est un point fixe isolé : ¢’est la symétrie par
rapport a I'origine. On transporte ensuite cette symétrie, a 'aide du groupe G,
en une symétrie par rapport 4 un point quelconque de M.

Exemple. — La variété sous-jacente M d’un groupe de Lie G peut toujours
étre considérée comme un espace symétrique de la fagon suivante : on munit le
groupe de Lie G >< G (produit direct de G par G) de I’automorphisme involutif X,
défini par Z(g, k) = (h, g), quels que soient g et h appartenant a G. Le groupe
d’isotropie H est I'ensemble des (g, g), ou g parcourt G; il ¢st isomorphe au
groupe G et I’espace homogéne M = (G >< G)/H est homéomorphe a la variété
sous-jacente de G, puisque la classe modulo H de (g, &) est la méme que celle
de (gh™*, e) (ou e désigne I'élément neutre de G). La symétrie par rapport a
Porigine n’est autre, lorsqu’on a identifié G et M, que 'application g — g~*.

2. ESPACE LOCAL SYMETRIQUE. — L’automorphisme X induit un automorphisme
involutif o de I'algébre de Lie g de G; et I'algébre de Lie lj de H, n’est autre que
la sous-algébre de g, constituée des points fixes pour o de g. A tout espace
symétrique G/H est donc associé un « espace (homogéne) local » (voir définition
dans Tits [26], p. 44), que nous noterons g/l), espace local qui est caractérisé
parladonnée d’une algébre de Lie réelle g et d'un automorphisme involutif o de g.
Une telle structure sera appelée un espace local symétrique; la sous-algébre |
sera appelée lalgébre d’isotropie de g[lj. Par abréviation, on écrira « E. L. S.»
pour «espace local symétrique ». On prendra garde de ne pas confondre la
notion d’espace local symétrique avec celle d’« espace localement symétrique »,
définie dans le numéro suivant.

Pour étudier les espaces symétriques G/H, il est naturel d’étudier d’abord
les E. L. S. Mais, en général, si G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g, un
E. L. S. g/l ne se remontera pas en un espace symétrique G/H, puisqu'un
automorphisme (involutif) de g ne pourra pas, en général, se remonter en un
automorphisme de G. C’est cependant toujours le cas, évidemment, si G est
simplement connexe. Méme dans le cas important ot G est simple, nous verrons
au n° 52 que tout E. L. S. de I'algébre de Lie g de G ne peut pas toujours se
remonter en un espace symétrique G/H de G.

3. CoNNEXION AFFINE CANONIQUE. — Soit G/H un espace symétrique (pour I'auto-
morphisme involutif X) et g/l son E. L. S. (pour I'automorphisme involutif ¢
de g). Notons m le sous-espace propre de g pour la valeur propre — 1 de o.
Puisque lj est le sous-espace propre de § pour la valeur propre +1de o, on a

(3.1) (b hlch,  [hym]cm,  [m, m]ch

et I'on pourra écrire g = lj + m, ou le signe —+ désignera, comme dans toute la
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suite (sauf mention explicite du contraire, ¢’est-a-dire dans le chapitre IIl et les
tableaux I et II)) une somme directe pour les espaces vectoriels sous-jacents de |
et de m, mais non nécessairement une somme directe pour les algébres de Lie.
Cette décomposition de g sera appelée canonique. X

En particulier, considérons la représentation adjointe ad(h) de lj dans g; les
formules (3.1) montrent que cette représentation conserve mr; on notera
(ad(h), m) cette représentation restreinte a m. De méme, de ce que o (X)=—X
pour tout X €m, on déduit que la représentation adjointe de H dans g conserve m;
on notera (ad(H), m) cette représentation. En général, le groupe d’isotropie H
et le groupe (ad (H), w) ne sont pas isomorphes.

Remarque. — La condition b de la définition 1.1 est équivalente a la suivante :
«la représentation by — (ad(h), m) est fidéle ». Donc le groupe d’isotropie H est
toujours un revétement du groupe ad (H) opérant dans m.

On définit sur la variété sous-jacente M de I'espace symétrique G/H une
connexion affine canonique (Nomizu [24], p, 52-55), pour laquelle le tenseur
de torsion est nul et le tenseur de courbure a dérivée covariante nulle. Cette
connexion affine canonique est compatible avec la symétrie par rapport 4 un
point quelconque de M; dans le cas particulier ou cette connexion est celle d'une
métrique (ce qui, [24], p. 55, est toujours le cas si G est semi-simple), la
symeétrie par rapport a un point z €M n’est autre que I'application y - > s,(y)
définie par : «x est le milieu d'un segment géodésique [y, sz(y)]». Et cette
symeétrie est une isométrie.

Réciproquement, un des intéréts des espaces symétriques est que (E. Cartan,
K. Nomizu, [24], p. 58) :

Soit V une variété, munie d’une connexion affine telle que le tenseur de torsion
et le tenseur dérivée covariante du tenseur de courbure soient tous les deuz nuls;
une telle variété est appelée localement symétrique. Alors V est localement repré-
sentable par un espace symétrique.

Ce qui entraine (Ehresmann [16]) que, si la variété V est compléte pour sa
connexion affine (notion qui coincide, si la connexion est celle d’une métrique
définie positive, avec la notion d’espace topologique complet pour la topologie
induite par la métrique), alors il existe un revétement de V qui est un espace
symétrique. :

4. Groupes p’HoroNomie. — La connexion affine canonique d’un espace symé-
trique posséde un groupe d’holonomie homogéne W et un groupe d’holonomie
homogéne restreint W, qui est la composante connexe de 1’élément neutre
dans W'([24], p. 40). Ce dernier groupe W', est habituellement noté o([3],[6]);
mais ici nous emploierons la notation W, pour éviter toute confusion avec les
automorphismes involutifs définissant les E. L. S. et qui seront toujours notés .

D’aprés [ 24], p. 5o, I'algébre de Lie de W (oude W) est isomorphe a ad(}),),
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ou b, désigne I'idéal de l défini par l]i'= [, m]l). Et, lorsque G est semi-simple,
ona ([24], p. 56) : [m, m|=1H. Donc, lorsque I'espace symétrique G/H est & G
semi-simple, on a, pour le groupe d’holonomie homogéne restreint :
W= (ad(H,), m). Mais nous verrons au chapitre V (proposition 56.1) que la
structure des espaces symétriques G/H a G semi-simple permet de montrer qu’on
a exactement W' = (ad (H), m).

5. KESPACES SYMETRIQUES IRREDUCTIBLES :

Derivirion 5.1. — (Nomizu [ 24], p, 55-56). — L’espace symétrique G[H (resp.
son E. L. S. g/h) est dit irréductible lorsque la représentation linéaire (ad(l)), m)
est irréductible.

Prorosition 5.1 ([24], p. 56). — Tout E. L. S. g/l irréductible est tel que :
soit § est semi-simple, soit [m, m|=o.

Le cas [m, m] = o est & part et se traite directement; un tel E. L. S. est défini
par la donnée d'une algébre de Lie quelconque l et d’une représentation
(e(h), m) de ) dans un espace vectoriel réel m; I'algébre g est alors la somme
semi-directe de lj et m, pour cette représentation (voir n° 48 ou[25], exposé 22,
p- 3), c’est-a-dire que 'espace vectoriel sous-jacent de g est la somme directe
(d’espaces vectoriels) g =l ++ m, pour la structure d’algébre de Lie définie par
les crochets : :

[X, Y]=o0 quels que soient X et Y dans m;
[X, Y]=p(X).Y quels que soient dans X et b dans m;
[X, Y] estlecrochet dans I'algébre de Lie }j.

Les espaces symétriques du type ci-dessus sont tous ceux correspondant
ainsi aux représentations fidéles, réelles, d’une algébre de Lie quelconque . Ils
sont irréductibles si et seulement si cette représentation (p(ly), w) est irréduc-
tible; les représentations irréductibles réelles des algébres de Lie réelles sont
connues [10], donc les espaces symétriques correspondants sont bien déter-
minés.

Du point de vue de leur connexion affine canonique, les E. L. S. du type
ci-dessus sont beaucoup plus simples : d’aprés [ 24], p. 5o, leur groupe d’holo-
nomie homogéne restreint est réduit a I'identité; ce sont des variétés a courbure
nulle (localement euclidienne ou «locally flat»). Du seul point de vue de
variétés a connexion affine, (et non pour la structure d’espace homogéne) un
tel E. L. S. posséde un revétement universel qui est la variété d'un groupe
abélien simplement connexe G, muni de lastructure d’espace symétrique définie
par 'automorphisme involutif : X(g)=g~*.

Si 'on veut -déterminer tous les espaces symétriques irréductibles, il suffit
donc d’étudier de déterminer les espaces symétriques G/H & G semi-simple.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. : 12




94 MARCEL BERGER.
Pour cela, nous procédons en trois temps :

a. dans les chapitres II et ITI, nous déterminerons tous les E. L. S. g/lha g
semi-simple;

b. parmi les E. L. S. obtenus, ‘tous ne sont pas irréductibles, la condition g
semi-simple n’étant pas suffisante pour que g/l soit irréductible. Contrairement
au cas des espaces symétriques riemanniens définis positifs, méme lorsque g
est simple, I'espace symétrique g/h peut étre réductible. Nous déterminerons
dont la nature de la représentation linéaire (ad(l)), m) et préciserons en parti-
culier quand elle est irréductible. Les résultats des cas a et b sont condensés
dans le tableau II. D’apreés le n° 4, le tableau II fournira donc ainsi la nature du
groupe d’holonomie homogeéne restreint W', de g/h;

c. dans le chapitre V (proposition 52.1), nous préciserons quels sont les
groupes de Lie G, d’algébre de Lie semi-simple g, pour lesquels un E. L. S. g/h
peut se remonter en un espace symétrique G/H.

6. Espaces C-SYMETRIQUES ET ESPACES SEMI KAHLERIENS. — Soient G/H un espace
symétrique, g/h son E. L. S. et g =1 -+ w la décomposition canonique de §.

Derivimion 6.1. — L'espace symétrique G[H (resp. UE. L. S. glhy) sera dit
C-symétrique s'il existe une structure complexe de U'espace vectoriel m, qui est
invariante par la représentation linéaire (ad(H), m) [ resp. (ad(h), m)].

Si la structure complexe de m est définie par I'automorphisme J de m, de
carré — 1, on devra avoir

J(ad(2).M)=ad(2).(J.M) quels que soient A€H, Mem et Xe}h
: [resp. J(ad (X).M)=ad(X).(J.M)]..

La définition 6.1 se justifie ainsi :

Prorosition 6.1. — Si G/ est un espace C-symétrique, sa variété sous-jacente
peut étre munie d’une structure de variété analytique complexe invariante par G.

Il suffit d’appliquer le n°2 de[20]; en effet, les conditions (2.2), (2.3),
(2.4) de [20] sont vérifiées par hypothése et la “condition (2.6) est une
conséquence triviale de la relation [m, m]C},

DerNitioN 6.2. — L'espace symétrique G[H (resp. UE. L. S. glly) est dit semi-
kdahlérien st : a. il est C-symétrique; b. pour cette structure complexe de m, la
représentation (ad (H), m) [ resp. (ad (h), )] laisse invariante une forme d Hermite
de w, de signature quelconque, matis non dégénérée.

La proposition 6.1 montre qu'un espace symétrique semi-kihlérien est un
espace symétrique G/H pour lequel la variété sous-jacente M est munie d’une
structure complexe analytique et d’une forme d’Hermite, non dégénérée, a
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dérivée covariante nulle dans la métrique a connexion affine canonique; cette
forme d’Hermite étant évidemment invariante par G.

De ce qu'une représentation linéaire d’'un groupe de Lie connexe est bien
déterminée par la représentation linéaire de son algébre de Lie, on déduit que :

Proposirion 6.2. — Soit G/H un espace symétrique, d'E. L. S. gl et tel, de plus,
que H soit connexe. Alors, st UE. L. S. g/l est C-symétrique (resp. semi-kihlérien),
Uespace symétrique G[H est lui-méme C-symétrique (resp. semi-kihlérien).

Remarque. — a. Contrairement a ce qui se passe pour les espaces symétriques
riemanniens définis positifs, un espace symétrique peut étre C-symétrique sans
étre semi-kiahlérien; exemple, les espaces symétriques, appelés pseudo-
complexes, du n° 17, lorsqu’ils sont irréductibles.

Dans le chapitre IV, nous déterminerons tousles E. L. S. g/h, 4§ semi-simple,
qui sont C-symétriques et tous ceux qui sont semi-kdhlériens. Les résultats
sont indiqués dans le tableau II.

b. Contrairement a celle d’irréductivité, les notions d’espaces S-symétriques

et d’espaces symétriques semi-kihlériens sont globales. 11 y aura done, étant.

donné un E. L. S. C-symétrique ou semi-kahlérien, & reconnaitre si un espace
symétrique G/H, d’E. L. S. 8/, est lui-méme C-symétrique ou semi-kahlérien.
Si G est semi-simple, voir le n° 57. ‘

CHAPITRE 1I.

ESPACES LOCAUX SYMETRIQUES DANS LE CAS SEMI-SIMPLE. GENERALITES.

7. ESPACES SYMETRIQUES ISOMORPHES : DEFINITION 7 . 1. — Deux espaces symétriques
G[H et G/H', du méme groupe de Lie G, définis par les automorphismes involutifs
et X' respectivement, sont dits isomorphes s'il existe un automorphisme de G tel
que X' = IO,

Cette définition se justifie ainsi : lorsque G/H et G/H’ sont isomorphes, les
variétés sous-jacentes M et M’ sont homéomorphes, pour I’homéomorphisme
déduit de ® par passage aux quotients; et cet homéomorphisme respecte les
opérations de G sur M et M'. De plus, cet homéomorphisme respecte les
connexions affines canoniques : en effet, la relation X'= ®Z®~* peut s’écrire
Y®=>X, dou, quel que soit heH : X'(P(h))=D(h), ce qui prouve que
®(H) = H'. Et par le méme raisonnement sur les E. L. S. correspondants g/} et
g/h’, on montre que, pour les décompositions canoniques §=1Hh—+m et
g=h'+m', on a o(h)=H et o(m)=mn’, oit ¢ désigne I'automorphisme de g
induit par ®. En particulier la représentation (ad(H), m) est isomorphe, par @,
a la représentation (ad(H"), m").
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Si deux espaces symétriques G/H et G/II’ sont isomorphes, il est clair qu’il en
sera de méme de leurs E. L. S. (en un sens évident). Mais pour étre assurés
que, réciproquement, deux E. L. S. isomorphes fournissent des espaces symé-

triques isomorphes, il faut préciser la notion d’isomorphisme entre deux
E.L.S:

DerinirioN 7.2. — Les deux E. L. S. gl et §/ly/, de la méme algébre de Lie g,
définis par les automorphismes involutifs o et o', seront dits isomorphes (resp.
ext-isomorphes) s'il existe un automorphisme intérieur o (resp. un automor-
phisme quelconque o) de g, tel que o' = ooy,

Si G/H et G/H’ sont deux espaces symétriques d’E. L. S. g/l et g/ly’ isomorphes,
alors G/H et G/H' sont isomorphes; car, par définition d’'un automorphisme
intérieur d’uné algébre de Lie, il existe X € g tel que ¢ = exp (adX); 'automor-
phisme ¢ de g peut donc toujours se remonter en I'automorphisme intérieur ®
de G défini par ®(g) = (expX)g (expX)~'. Etsi X et X' sont les automorphismes
donnant naissance a G/H et G/H’, on a bien X'= ®XZd~*, parce que (¥')~* PZd*
induit I'identité sur g et que G est connexe.

Par contre, si g/l et g/ly sont seulement ext-isomorphes, les espaces symé-
triques G/H et G/H’, dont les E. L. S. sont g/h et g/hy’ respectivement, ne seront
plus nécessairement isomorphes. Cependant, on prendra garde que s’il n’existe
aucun automorphisme de G qui induise I'automorphisme non intérieur ¢ de g,
les espaces symétriques G/H et G/H' peuvent cependant étre isomorphes : il
suffira pour cela qu’il existe un automorphisme W de G, induisant 'automor-
phisme { de g, et tel que Yay~*=g¢op=*. On en verra un exemple, pour le
groupe SO*(16), dans le n° 28.

Par classer les E. L, S. on entendra déterminer dans Uensemble des E. L. S. les
différentes classes d'équivalence pour la relation d’équivalence : « gfly et g/l sont
tsomorphes ».

Cependant, dans plusieurs cas (voir le théoréme 23.2), par exemple pour la
forme réelle SO*™(8m), on trouvera, pour des algébres d’isotropie isomorphes,
des E. L. S. non isomorphes, mais seulement ext-isomorphes. Mais on pourra
toujours montrer que des espaces symétriques, dont les E. L. S. sont ces
derniers, sont isomorphes.

Il est donc justifié de faire rentrer ces E. L. S. ext-isomorphes dans la classi-
fication ci-dessus. '

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons classer les E. L. S., g/ lorsque g
est une algébre de Lie réelle semi-simple.

8. REDUCTION DU PROBLEME DANS LE CAS SEMI-SIMPLE. — Supposons d’abord
'algébre de Lie g semi-simple et non simple; on peut donc écrire : g =@ g;, ou

le signe @ désigne une somme directe d’algébres de Lie et ou les g;(1= 1. n)
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sont des algébres de Lie simples. Soit ¢ un automorphisme involutif de g; quel

que soit I'indice 7, 'algébre o(g;) est encore un idéal simple de g, donc il existe
un indice j tel que 5(g;) = g,. L’automorphisme involutif ¢ détermine donc une
permutation involutive de I'ensemble d’indices {1, ..., n}; ces nindices sont
donc répartis par paires (7, a(¢)). On peut donc, par récurrence, se ramener aux
trois cas suivants :

L s=9.Dg, avec og(g)=g et  0(g)=4;
11 $ =8P, avec o(g)=g et o(g)=g;
HI. g simple.

Traitons d’abord les cas I et II.

Cas I. — Ce cas est celui de la somme directe de deux E. L. S. Si 'on désigne
par b, (resp. lj,) la sous-algébre des points fixes de o dans g, (resp. g,), on
écrira, par convention, g/h=(g./h.) D (g./h.). Si G/H est un espace symé-
trique dont 'E. L. S. est g/h, et si I'on peut écrire G = G, < G,, ou G, (resp. G,)
est un groupe de Lie quelconque d’algebre de Lie g, (resp. g,), le signe ><
désignant le produit direct de deux groupes, alors I'espace homogéne G/H est

“non seulement un produit topologique : G/H = (G, /H,) >< (G,/H,), mais encore
la connexion affine de ’espace symétrique G/H est le produit de celle de G,/H,
et de celle de G,/H,.

Pour les structures locales, la représentation (ad(l)), m) est visiblement la
somme directe (ad(h,), m,) B (ad(h,), m»), ou l'on a écrit g,=h,+m,
(resp. g.=h.+ m,)la décomposition canonique de I'E. L. S. g,/h, (resp. ga/h.).
Ce qui entraine que :

a. VE. L. S. g/h = 0./, D g/} est toujours réductible;

b. il est G-symétrique si et seulement si les deux E. L. S. g/l et g./h. sont
G-symétriques;

c. il est semi-kdihlérien si et seulement si les deux E. L. S. g,/ et g./b, sont
semi-kdhlériens.

9. LE cas p’tcuance. — Dans le cas II, les algébres g, et g, sont nécessaire-
ment isomorphes : on les identifiera. Tout automorphisme échangeant g, et g.
peut s’écrire o(X, Y)=(aY, 3X), ou « (resp. 3) est un automorphisme de g,
(resp. g,); de plus, 'identification de g, et de g avec g, permet de considérer
comme un automorphisme de g,. Pour que 'automorphisme de o de g, P g, soit
involutif, il faut et il suffit que o*(X, Y) = (aB8X, faY)=(X, Y), c’est-a-dire
que o est de la forme o(X, Y)=(aY, «~*X), ou « est un automorphisme arbi-
traire de g,. On notera a(«) cet automorphisme, et (1) celui correspondant a
I'automorphisme identité, c’est-a-dire défini par o (1) (X, Y) = (Y, X).

Notons encore par la lettre o l'automorphisme de g,Pg. défini par
(X, Y)=(aX,Y). On a la formule ¢(a)=as(1)a~!. Cette formule montre,

i
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en particulier, que si tous les automorphismes de g, sont intérieurs, alors toutes
les structures d'E. L. S. de g, g., qui échangent g, et g, sont isomorphes a
celle définie par o(r1). Si « est un automorphisme non intérieur de g,, les auto-
morphismes o(1) et o(a) définissent seulement des E. L. S. ext-isomorphes; et

" pour les espaces symétriques qui leur correspondent éventuellement, il faudra
regarder si o peut se remonter.

Explicitons maintenant la'représentation (ad(l), m) de I'E, L. S. de g, P 8.
défini par a(1); pour lesautres a(«), on vient de voir qu'on obtient des repré-
sentations isomorphes. La décomposition canonique § =l -+ m est définie par :
h(resp. m) est 'ensemble des (X, X) [resp. (X, —X], ou X parcourt g,. La
représentation (ad(l)), m) est donc définie par '

[(X, X)a (Y7 _Y)J:(I.X’ Y]a _“lxa YJ)

Comme l'algébre d’isotropie l) s'identifie a I'algébre g, et que I’espace vectoriel m
s'identifie aussi 4 g, — en tant qu’espace vectoriel — cette formule montre donc
que la représentation (ad(h), m) est identique a4 la représentation adjointe
de g, : (ad(g.), g.). Cette représentation est réductible s’il existe un sous-
espace vectoriel de g, :m,, tel que [ g,, m; JCm,, c’est-a-dire que m, doit étre un
idéal de g,. On en déduit que :

a. VE. L. S. g/, dans le cas II, est irréductible, si est seulement si l'algébre g,
est simple.

Il est moins trivial de savoir si 'E. L. S. g/l est C-symétrique ou semi-kahlérien.
La condition a permet de se ramener au cas ou g, est simple. On utilise alors la
méthode et les notations des n** 44 a 49. Considérons I'algébre complexifiée g,
de g, et la représentation adjointe (ad(§.)¢, (81):) qu'elle définit. De méme que-
pour la condition a, cette représentation ne sera irréductible que si 'algébre
complexe g, est simple. C'est le cas ou, d’aprés le n° 17, I'algébre réelle g, n’est
pas une algébre réelle simple pseudo-complexe. Dans ce cas, on voit, comme
dans la démonstration de la proposition 45.1, que la représentation intermé-
diaire (ad (g, )c, (§1). est irréductible, donc que la représentation (ad(g,), g:)
est de 1™ classe; comme elle est irréductible (voir a), I'E. L. S. g/lj n’est certai-
nement pas G-symétrique.

Si au contraire ’algébre réelle simple g, est une algébre pseudo-complexe p,
on a (voir n° 17); §,=7p-+p et la représenlation (ad(§)., p).) est a fortiori
réductible et comme la représentation (ad(p), ) est irréductible, c’est qu’elle
est de 2¢ classe (n° 44), et que I'E. L. S. g/l est, dans ce cas, C-symétrique.
Enfin, un tel E. L. S. n’est certainement jamais semi-kihlérien; car, de méme
qu’au n° 17, on voit que la représentation ad($ ). ne peut pas laisser invariante
une forme d’Hermite. En conclusion :

b. Dansle cas II, UE. L. S. glly est complexe si et seulement si 'algébre réelle g,
est pseudo-complexe, il n’est jamais semi-kihlérien.
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Remarquons déja (voir plus loin le n° 52) que I'E. L. S. g/l), dans le cas II,
se remonte toujours en un espace symétrique G/H de G = G, < G,, quel que
soitlegroupe de Lie G, d’algebre de Lie g,. On définira X par £(gi, 85)=(8>, 81),
quels que soient g, €G, et g, € G, (le groupe G, est isomorphe au groupe G,).
C’est le casde I'exemple du n° 1, pour un groupe semi-simple : I'espace homo-
géne symétrique G/H qu’on obtient peut étre considéré comme la variété du
groupe G,, muni de la symétrie par rapport a I’élément neutre, définie par
81— g1 .

Il reste donc a étudier le cas ou I'algébre g est simple. La classification corres-
pondante étant longue, nous donnerons d’abord dans ce chapitre les résultats
nécessaires préliminaires; ld classification proprement dite sera faite au chapitre
suivant.

10. Soit g une algébre de Lie réelle semi-simple. On sait qu’il existe une
forme compacte g, de g, telle qu'on puisse écrire

g gV — T8, g+ g,

ou g,(resp. g_,) est le sous-espace propre de g, pour la valeur propre 31
(resp — 1) d’'un automorphisme involutif © de g, (pour ceci, qui est classique,
voir par exemple [ 25 ], Exposés 11 et 12). L’algébre g étant donnée, un auto-
morphisme tel que = détermine aussi un automorphisme involutif de g; un
automorphisme tel que = sera appelé un x-automorphisme de g ou de g, (voir
[21], p. 249). Une sous-algébre de g, telle que g,, c’est-a-dire qui peut étre
considérée comme la sous-algébre des points fixes d’un x-automorphisme de g,,,
sera appelée une x-algébre de g,. On dira que les x-algébres g, sont les sous-
algébres compactes maximales des algébres réelles g.

Si | est une algébre de Lie quelconque, on notera Aut(l) le groupe de tous
les automorphismes de l. Soit g une algébre de Lie réelle semi-simple et g, sa
forme compacte, définie par un k-automorphisme <, fixé une fois pour toutes.
On peut alors plonger Aut(g) et Aut(g,) dans le groupe Aut(g) de tous les
automorphismes de la complexifiée § de g (ou de g,, c’est la méme) (dans toute
la suite, le ulda désignera toujours le passage d'une algébre réelle a sa com-
plexifiée. Rappelons les deux propositions suivantes :

Propostrion 10.1 (Murakami [22], p. 106). — Soit g une forme réelle d’'une
algeébre de Lie réelle semi-simple compacte g, définie d partir de g, par U'k-auto-
morphisme <. Pour un automorp/usme c de gu, les trois propriétés suwantes sont

équivatentes :
o (9:1)=2g; 0T = 10; c€Aut(g)NnAut(g,).

Les automorphismes possédant I'une des trois propriétés ci-dessus définissent
donc indifféremment un automorphisme de g ou de sa forme compacte g,; on
pourra les noter par la méme lettre.
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Proposirion 10.2 (Murakami [227, p. 108). — Tout automorphisme c de
Ualgébre de Lie réelle semi-simple § peut, un x-automorphisme de g, étant donné,
se mettre d’une facon et d’une seule sous la forme c = of3, oi o« € Aut(g) N Aut(yg,)
et p=exp(ad y—1.X), avec XeEg_,. ‘

La proposition 10.1 entraine en particulier qu'il existe une applica-
tion Aut(g)nAut(g,)— Aut(g,), quon nrotera ¢-k(s); on posera aussi
K= Aut(g)nAut(g,).

Lemve 10.1. — Quel que soit I'automorphisme o de g et I'élément X de g_,, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

o(X)=—X; gexp(ad y—1.X) o' = (exp(ad y=1.X))™".

Puisque g est semi-simple, la condition o(X)=—X est équivalente a la
suivante : [o(X), Z]=—/[X, Z] pour tout Z€ g. Cette derniére relation peut
s’écrire o[ X, a*Z]=—[X, Z] pour tout Z dans g, et est donc équivalente a

I'égalité entre dérivations de g: oad(y/—1.X)o*=—ad(y/—1.X). D’autre
part, pu1sque Xeg, lapphcatlon ad(\/— 1.X) > exp(ad y—1.X) est injec-
tive, ce qui démontre le lemme, puisqu’on a la relation

exp(cad(yY=1.X)o1) =cexp(ad y—1.X) o
(pour le fait que I'application ci-dessus est injective, voir par exemple [22],
p- 108).

Lemme 10.2. — Soit o un automorphisme involutif de Ualgébre de Lie réelle
semi-simple g et © un k-automorphisme donné de g. Il existe un automorphisme
intérieur ¢ de g tel que I'automorphisme involutif o' = oag=" de g commute avec ~.

Utilisons la décomposition de o fournie par la proposition 10.2 et relative a
I'x-automorphisme = donné : ¢ = «f3, avec « €K et 3 = exp(ad /— 1.X). D'aprés
[22], p. 106-108), I'automorphisme « (resp. 3) peut étre considéré comme

défini par une matrice carrée orthogonale réelle (resp. hermitienne). Exprimons
que g est involutif :

c=afl= @_’ a1t et T—oaf = ﬁa“.
Calculons o5 de deux facons :
00 = (af3) (Ba~1) = afB? a! et og = (P tat)(apt) =02

En comparant : §—*= *=exp (2 ad \/——__1 X) et que XE 4.4, le
lemme 10.1 entraine que «(X)=—X, d’ou l'on déduit en appliquant de
nouveau le lemme 10.1 :

-1 1
B*=af *a, ot ’:exp< ady/—1. X>



LES ESPACES SYMéTRIQUES NON COMPACTS. 101

5 . . C
Posons alors 9 ={*; automorphisme 2 est un automorphisme intérieur par
définition et 'on a '

l
bl

o' = ooy =B af”

Parce que ¢’ =« et que aw = <o (proposition 10.1), on a donc o't =~=0c'.

a@‘—a

11. Le lemme 10.2 montre que dans la classe d’équivalence (pour les struc-
tures isomorphes) d'un E. L. S. g/l a4 g semi-simple, il existe toujours un
E. L. S. qui est défini par un automorphisme involutif de § commutant avec un
-automorphisme de g donné a I'avance. Pour classer les E. L. S. g/l lorsque g
est semi-sumple, on peut donc supposer que 'automorphisme involutif définissant

g/h commute avec un %-automorphisme ~ définissant § a partir de sa _forme com-
pacte g,.. Et la proposition 10.1 montre alors que, dans ce cas, 'automorphisme =
définissant g/l induit un automorphisme k(s) de g,, qui reste a fortiori invo-
lutif. Mais I'algébre g, étant compacte, ses E. L. S. sont connus; ils ont été
déterminés par E. Cartan dans [11] et, comme rappelé ci-dessus au n°® 10, corres-
pondent aux différentes formes réelles de la forme compacte g,. Nous allons
préciser dans les n*s 11 a 15 comment on passe des E. L. S. de gaux E. L. S. de
I’algébre compacte maximale g, de g; le résultat en vue étant la scolie du n° 15.

Lemye 11.1. — Soit g, une algébre de Lie compacte simple et ¢ un automor-
phisme involutif de g,, commutant avec un k-automorphisme donné < de g. St ¢

induit sur §, (sous-algébre des points fixes, dans g,, de <) 'automorphisme iden-
tique, alors  ne peut étre que U'identité ou .

Puisque & et = commutent, on peut écrire g,=g,+g.. =g +4,+ 4 ,,
avec g, =4 ,+ g ,, oug,+ g, (resp. g",) est le sous-espace propre de o pour
la valeur propre -1 (resp. —1). Posons g,=ua, g ,=Db, §',=¢. Dece que s
et = sont des automorphismes, on déduit les relations

[b, b]Ca, [a, b]ch,  [a,c]Ce,  [b,r]=0,

d’ou 'on déduit, par Jacobi, que le sous-espace vectoriel de g, engendré par
[b, b]etb estun idéal de g,. Puisque g, est simple, on a donc :

soit[b, b]=b =0, douoc=nr;

soit [b, b]4+b =g, donc [b, b]=ua et a4+ b =g, c'est-a-dire que c=o et
que s est I'identité, ce qui démontre le lemme.

12. Soit g/h un E. L. S. a4 g semi-simple, que 'on peut supposer (lemme 10.2)
défini par un automorphisme involutif, 5, commutant avec I'k-automorphisme <
définissant g a partir de sa forme compacte g,. Puisque ¢ et = commutent,
5 laisse donc invariants globalement g, et g_,; on peut donc écrire :

(12.[) =8+t g+ 8 1+ 8 4,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2.
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ou g,,(resp. g,_,) est le sous-espace propre de g, pour la valeur propre 1
(resp. —1)de et g_,, (resp. g_,—,) le sous-espace propre de g_, pour la valeur
propre + 1 (resp. —1) de . ' '

De ce que § =g,+—1g_,, on déduit que l'algébre d’isotropie lj peut
s’écrire lj = g, +/—1.g4_.,; puisque g,, est une algébre compacte, ¢ est
que la forme compacte de h est lj,=g.,+ g1, et que g,, est une sous-algébre
compacte maximale de l). L'espace local symétrique g§,/g,, sera dit U'E. L. S.
compact maximal de g[lj. D’autre part, puisque les deux automorphismes invo-
lutifs ¢ et © commutent, I'automorphisme produit o< est encore involutif et com-
mute encore avec T; il définit donc un nouvel E. L. S. g/’ de g. On dira que cet
E. L. S. glly, défini par o, est UE. L. S. associé de U'E. L. S. gllj. L’algébre
d’isotropie by’ se lit sur la formule (12.1); en effet, les points fixes de ot dans g,
sont b, = g,,+ g_,_, et 'algébre l)/ cherchée est h/=g,,+/—1.g_,_,: elle a
pour forme compacte lj, et pour sous-algébre compacte maximale g,,. Deux
E. L. S. associés ont méme E. L. S. compact maximal. Deux E. L. S. associés
peuvent parfois étre isomorphes; on en rencontrera des exemples dans le
chapitre suivant.

13. RappeLs. — Dans toute la suite de ce chapitre et dans le chapitre suivant,
on supposera avoir choisie I'algébre réelle semi-simple compacte g, de la fagon
suivante : si § désigne I'algébre complexifiée de g, ou d’une forme réelle quel- -
conque de g,, on notera t une sous-algébre de Cartan donnée de et X={a}le
systéme des racines (non nulles sera toujours sous-entendu) de § par rapport
at. Les éléments E, de g, correspondant aux racines «, seront choisis de facon
a former une base de Weyl de X; pour ceci et dans la suite, ce qui sera mentionné
sans références, voir [25], exposé 11. L’algébre de Lie réelle compacte
g. est alors engendrée par les (E,+E_,), les \/:_I(Ea— E_,) et les
—J—1-H,=/—%[E,, E_,], ou o parcourt I. Les /—1.H, engendrent une
sous-algébre de Cartan de g,, qui sera notée ¢. On utilisera aussi la notion de
systéme fondamental de racines simples : voir [25], exposé 10; un tel systéme
est appelé fundamental basis dans [17], [18], [22], [23]. En particulier, un tel
systéme fondamental £, comprend un nombre de racines « égal au rang de g ou
de g,; ce rang r est défini par » =dim. ¢ =dimgc; toute racine de X est une
combinaison linéaire a coeflicients entiers des éléments de X,.

L’espace vectoriel réel ¢ =R" sera muni du produit scalaire défini par la
forme de Killing de g et noté (A, p). On appellera rotation du systeme X des
racines de g une transformation orthogonale (pour le produit scalaire qui vient
d’étre défini) de ¢ qui conserve X. On appellera rotation particuliére une rotation
du systéme X conservant un systéme fondamental X,; on ne précisera ce systéme
fondamental (qui n’est pas unique pour un systéme X d’une algébre semi-simple
donnée) que lorsque ce sera nécessaire. '
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14. STRUCTURE DES AUTOMORPHISMES INVOLUTIFS :

Proposition 14.1. — Sout g, une algébre semi-simple compacte, définie a partir
de sa complexifiée § par une base de Weyl associée a un systéme de racines X.
Pour toute rotation particuliére s d’un systéme fondamental X, de g, il existe un
automorphisme G, et un seul, de g, qui induise surt la rotation particuliére
donnée et qui soit tel que Gy(BE,)=u,(2)Ey(a), avec u,(a)=u,(—a)==1
et uy(a) =1 st a €X,. Cet automorphisme G, définit un automorphisme s, de la
Jforme compacte g,. En outre, si la rotation particuliére considérée est involutive,
alors G, et o, sont ausst involutifs.

La premiére partie de cette proposition est due a F. Gantmacher ([ 17], p. 130,
théoréme 21). La deuxiéme partie s’en déduit facilement; il suffit de montrer
que uo(a) =u,(s(a)). Cest évident si a €, ; dans le cas contraire, on utilise
la formule suivante, donnée dans le théoréme 21 de [17] :

(a4 ) = R )y (8)
et on 'applique a s(«)s(8); comme tous les éléments qui y figurent valent 41,
ils sont égaux a leurs inverses, et I'on a u,(s(a)+ s(B)) =u,(ax~+ 3). On en
déduit, par récurrence, que lorsqu'on construit les u,(«) comme dans la
démonstration du théoréeme 21 de [17], a partir de u,(s(a))=u,(«) pour
a€X,y, que u,(s(a))=u,(a) pour tout a € X.

L’unicité affirmée dans la proposition 14.1 montre que si la rotation particu-
liere considérée est I'identité, alors 5, est'automorphisme identique. Rappelons
enfin que les rotations particuliéres d’un systéme fondamental £, donné d’une
algébre g, compacte semi-simple, correspondent bijectivement aux composantes
connexes de Aut(g,), c’est-a-dire encore a Aut(g,)/Int(g.), ou Int(g,) désigne
le groupe des automorphismes intérieurs de g,.

Lemme 14.1. — Soit X, un systéme fondamental d’une algébre de Lie § complexe
simple. St ¢ et f sont deux rotations particuliéres de X, telles que f commute avec
t: ft=tf, alors la rotation [ est : soit ’identité, soit t.

Supposons d’abord que § n’ait pas pour structure D, (pour les notations
d’algébres simples complexes ou réelles, voir chapitre III, tableau I). Alors le
groupe Aut(g,) n’a que deux eomposantes connexes au plus et le lemme est
alors évident. Dans le cas de D,, les rotations particuliéres d'un systéme fonda-
mental donné X, constituent le groupe a six éléments des permutations de trois
objets, et I’on vérifie alors que si f est un élément de ce groupe qui est de carré
1 et commute avec I’élément ¢ aussi de carré 1, alors on a : soit f=1, soit f=¢.

DerivitioN. — Un automorphisme involutif o d’une algébre compacte semi-simple
§. sera appelé un G-automorphisme de g, s'il existe une base de Weyl de la
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complexifiée §, relative a la sous-algébre de Cartan %, et un systéme fonda-
mental %,, tels que : '

a. o induit une rotation particuliére s de X, ;

b. ona o=q,exp(ad/—1.%), ou E, désigne I’automorphisme défini de facon
unique dans la proposition 14.1 par le systéme fondamental X, et la rotation
particuliére s, et o1l A est un élément de ¢ invariant par s.

Il revient au méme de dire que ¢ est défini par la rotation s de ¢ et par les
relations
(l&al) O'(Ea):eXP(a’ A)uo(a)E‘(a)’

ou les coefficients u,(«) sont ceux définis dans la proposition 14.1. Un G-auto-
morphisme de g, est donc bien déterminé par la donnée d'une sous-algébre de
Cartan de type ¢ de g,, d’une rotation particuliére et d'un systéme fondamental,
et par un élément A de ¢; si {3y, ..., S} désigne une base orthonormée de «,
on écrira les coordonnées de A sous la forme

A={(7hy, ..., @A)

et les r nombres réels Ay, ..., A, seront appelés les G-nombres du G-automor-
phisme o. Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, pour une algébre semi-
simple compacte g,, on dira G-automorphisme, sans préciser la sous-algébre de
Cartan, ni le systéme fondamental et la rotation particuliére correspondants;
en particulier, dans le cas particulier ot Aut(g,) n'a que deux composantes
connexes au plus, la rotation particuliére sera bien définie par « G-automor-
phisme intérieur » ou « G-automorphisme extérieur ».

Soient ¢ et T deux G-automorphismes d'une méme algébre compacte semi-
simple g,, pour les mémes données (non précisées) et définis par leurs
complexifiés :

G(Ea) = v(a) Eya),
T(Ey) = u(a) Egq-

Nous serons assuré qu’ils commutent, soit s’ils sont tous les deux intérieurs,

soit §’ils induisent tous les deux la méme rotation particuliére : s =¢. En effet,
on aura dans le premier cas :

TG (Ey) = u(a)v(a)Ey=567(Ey)
et dans le second cas :
TF(Ey) =v¢(s(a)) u(a)Eq;
mais comme ¢ et T sont involutifs et que u(a)==1 et ¢(a)==1, on a
o(t(a))=v(a) et u(s(a))=u(a), d'ou, puisque s=1¢:
o(s(a)) u(a)=v(a)u(a)=v(a)u(t(x))

et.donc o7 =~c. Dans le cas ou ¢ est intérieur et © extérieur, ils ne commutent
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plus nécessairement. Il faut qu’on ait
TG (Ey) =v(a) u(a)E, =% (E,) = u(t(2))¢e(2)E,)

d’ou la condition u(a) =u(t(x)), quel que soit a. Cette condition pourra étre
regardée sur les G-nombres de o : on devra avoir exp(A, «) = exp(2, ¢(a)).
Ce sera en particulier certainement le cas si I'élément A définissant o est inva-
riant par la rotation ¢.

ProposiTioN 14.2. — Soit g, une algébre de Lie compacte semi-simple, définie a
partir de sa complexifiée par une sous-algébre de Cartan et un systéme de racines X.
Pour tout automorphisme involutif de g, il existe un automorphisme intérieur o
de g, tel que I’ automorphisme (involutif) ooo™" soit un G-automorphisme, pour
un systeme fondamental £, C X.

Cette proposition, due & Gantmacher ([ 18], p. 229, théoréme 8), est a la base
de la détermination des formes réelles des algébres de Lie complexes simples,
telle qu’elle est faite dans [18].

15. Revation extre vN E. L. S. et sox E. L. S. compact Mmaxmiar. — Nous allons
appliquer les résultats ci-dessus pour résoudre le probléme posé dans le n° 11 :
trouver les relations entre un E. L. S. et son E. L. S. compact maximal.

Lemme 15.1. — Sotent g/l et g/ly deux E. L. S. de ’algebre semi-simple réelle g.
St g/l et g/l sont ext-isomorphes, alors leurs E. L. S. compacts maximaux sont
ausst ext-isomorphes.

On peut d’abord (lemme 10.2) supposer que les automorphismes involutifs ¢
et ¢’ de g, qui définissent respectivement g/l et g/ly’, commutent avec un
*-automorphisme < de g, choisi une fois pour toutes. Puisque, par hypothése,
g/h et g/h’ sont isomorphes, c’est qu'il existe un automorphisme n de g,
tel que o'=mor*. Ecrivons 7 sous la forme 1 = «f (proposition 10.2), avec
2€K=Aut(g)nAut(g,) et f=exp(ad /—1.X), ou X€g_,; et exprimons
que ¢’ et T commutent : comme x €K, c¢’est que a et T commutent (proposition
10.1); il vient donc '

BoB~1= BB .

D’aprés le lemme 10.1, on déduit de X € g, que tf = [3~'=, d’ou, puisque o ct
T commutent :

B—2=(o7) *(o7)".
Donc, d’apres le lemme 10.1 : (o7)(X)=—X, et comme =(X)=—X, on a
finalement 6(X)=X. On en déduit o = 3o et sf~1 =~ q, soit ¢’ =aca"; ct
comme x €K, on a pour £(c) et £(a’) :

k(c'y=ak(o)a .

Donc k(a") et £(a) déterminent des E. L.-S. de g, qui sont ext-isomorphes.
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Lemme 15.2. — Soient g/l et glly' deux E. L.S. définis par les deux automor-
phismes involutifs s et o' de U’algébre de Lie réelle simple g. Si les E.L.S.
compacts maximaux de g/l et glly sont isomorphes (resp. s'ils sont ext-isomorphes
pour un automorphisme extérieur de g, quti est prolongeable en un automorphisme
de g), alors : ‘

soit g/l et g/l sont isomorphes (resp. ext-isomorphes);
sott glly est isomorphe (resp. ext-isomorphe) a UE. L. S. associé de gfly'.

a. D’aprés la proposition 14.2, on peut choisir une fois pour toutes un
*-automorphisme < de g et de sa forme compacte g,, tel que 7 soit un G-auto-
morphisme de g,, pour la sous-algébre de Cartan ¢ de g, et une rotation parti-
culiére ¢ d’un systéme fondamental X,. D’aprés le lemme 15.1 et le lemme 10.2,
on peut choisir les automorphismes involutifs o et ¢’ qui définissent les E. L. S.
donnés g/h et g/ly, de facon qu’ils commutent avec =, et sans que les E.L.S.
compacts maximaux de g/l et g/’ cessent d’étre isomorphes. D’aprés la propo-
sitions 10.1, les automorphismes o et ¢’ de g déterminent alors des automor-
phismes involutifs k(c) et £(c") de la sous-algébre compacte maximale g, de g,
associée a I'kx-automorphisme <. Par hypothése, si I'on appelle g./g., et g./g,
les E.L.S. compacts de g, déterminés par k(o) et k(c’) respectivement, ces
deux E. L. S. sont isomorphes.

b. L’algébre g, n’est pas semi-simple en général, mais elle est toujours
somme directe : g,=g; € 3, de son centre 3 et de son algébre dérivée g;.
Et un automorphisme quelconque de g, conserve cette décomposition en somme
directe. De plus, si I'on pose ¢, = cnN g,, alors ¢, est une sous-algébre de Cartan
de g, et si I'on pose ¢, =1¢,Ng;, alors ¢, est une sous-algébre de Cartan de g;.
Soit ¢ un automorphisme involutif de g, qui définit un E. L. S. de g, isomorphe
a la fois & g,/g., et g/g,,. Etant un automorphisme, p conserve la décomposition
g.=4g, P 3, donc définit un automorphisme involutif de I'algébre compacte
semi-simple g,. Appliquons la proposition 14.2 4 ¢ : on peut supposer que o
est un G-automorphisme de g;, pour la sous-algébre de Cartan ¢], sans que
E.L.S. de g, qu’il définit cesse d’étre isomorphe a g,/g., et g,/g,,, parce qu'un
automorphisme intérieur de g; se prolonge trivialement en un automorphisme
intérieur de la somme directe g, = g; P 3.

c. Puisque g/h et g/ly’ ont des E.L.S. compacts maximaux isomorphes a
I'E.L.S. de g, défini par 'automorphisme involutif défini dans le cas b, c’est
qu’il existe des automorphismes intérieurs v, et v, de g,, tels que £(a)=n,pn;"
et k(a")=m,pn,”". Mais v, et v}, se prolongent en des automorphismes intérieurs
de P'algeébre initiale g, lorsqu'on est dans le cas «isomorphes»; dans le cas
« ext-isomorphes », ils se prolongent encore d’aprés les hypothéses du lemme.
On supposera donc dans la suite avoir choisi les. automorphismes involutifs o et
o’ de g tels que k(o) =¢ et k(c')=rp; ceci n’aura pas changé la propriété de
g/bh et g/h’ d’avoir méme E. L. S. compact maximal et d’autre part, n’aura pas
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non plus altéré les classes d’équivalence (pour la relation « étre isomorphes »)
des E. L. S. g/h et g/ly. Enfin ces automorphismes 5 et ¢’ commuteront toujours
avec 7, puisqu'un automorphisme de g, qui provient d'un automorphisme
intérieur de g,, conserve g,, donc (proposition 10.1) commute avec ~.

d. Puisque les automorphismes o et ¢’ induisent p sur g, ils conservent donc
la sous-algébre de Cartan ¢, de g,; comme ils commutent avec <, donc appar-
tiennent a K = Aut(g) N Aut(g,), ils conservent donc la sous-algébre de Cartan
¢ de g,, d’apreés [22], p. 117, lemme 10. Un automorphisme involutif s (resp. ¢*)
de g, conservant la sous-algébre de Cartan ¢, induit sur ¢ une rotation s (resp. s')
et est défini par

F(Eq) =u (a) E; o avec w(a)=uwu (s (a))===%1 pour tout a,

7 (Ey) = u'(a) Egq avec u'(a)=u'(s'(a))===1 pour tout «
[ pour les propriétés des u(a) et u/(a), voir par exemple [23], p. 110]. De ce
que T et o (resp. ¢') commutent, on déduit, comme au n° 14, qu’'on a, pour la
rotation ¢ de ¢, induite par =, les relations u(a) =u(z(a)) et u'(a) =u'(¢(a)),
pour tout o. .

e. Considérons I'automorphisme oa’ de g, : on va montrer qu’il est involutif.
Posons ¢ = oo’ ; 'automorphisme ¢ commute avec 7 et conserve la sous-algébre
de Cartan ¢, sur laquelle il induit une rotation; soit f=ss' cette rotation de «.
D’autre part, induit sur g, I'automorphisme £(o) = k(o) k(c’) = p?, c’est-a-dire
I'identité. Or, d’aprés [22], p. 114, lemme 7, la sous-algébre de Cartan ¢, de g,
contient un élément régulier de g,, soit A cet élément. Les deux automorphismes
o et =, laissant g, fixe point par point, laissent donc fixe A et d’aprés[23], p. 106,
proposition 1, ils induisent une rotation particuliére d'un méme systéme fonda-
mental X,. Ces rotations particuliéres sont f et z; puisque ¢ et * commutent, les
hypothéses du lemme 14.1 sont donc remplies, et la rotation finduite par o
sur ¢ est done : soit 'identité, soit la rotation ¢ induite par = sur .

Si f est I'identité, on a 09(E,) =u(a)u(a)u/(a)u'(a)=E, parce que les
u(a) et les u'(a) valent 4=1; et ¢ est bien involutif.

Si fest la rotation z, on a

3% (Bo) = u(a) u'(s(a)) u(t(x)) w' (t(s(a))) Ea= E,
d’apreés les propriétés des u(a) et /(o) établies ci-dessus. Donc I'automorphisme
o est encore involutif.

/f. Les conditions du lemme 11.1 sont donc remplies : ¢ = o’ est un auto-
morphisme involutif de I'algébre simple compacte g,, qui induit I'identité sur
g.. Donc on a : soit ¢ =, soit ¢ est 'identité. Si ¢ est I'identité, c’est que
c=oc"etles E.L.S. g/h et g/y’ sont isomorphes; si o ==, c’est que ¢'=o0r, et
g/h/ est 'E. L.'S. associé de g/h; ce qui achéve la démonstration du lemme.

Conclusion. — Les lemmes 15.1 et 15.2 résolvent complétement le probléeme
posé. Ils entrainent que :

ScouE. — Soit g une algebre de Lie réelle, simple et non pseudo-complexe, et
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dont les sous-algébres compactes maximales ont la structure de Ualgébre g,. Les
classes d’équivalence g,/g,, d'E.L.S. de g, — pour la relation d’équivalence
« étre ext-isomorphes pour un automorphisme de g, prolongeable en un automor-
phisme de g » — et qui sont telles que g,/g,, est UE. L. S. compact maximal d’au
moins un E.L.S. de g, sont en correspondance biunivoque avec les couples
(g/h, g/by') de classes d’équicalence d’E. L. S. associés de § — pour la relation
d’équivalence « étre ext-isomorphes ».

16. MarcuE suivie. — Nous procéderons de la facon suivante; partant d'unc
algébre de Lie réelle, simple g, nous déterminerons d’abord toutes les classes
g:/91 AE.L.S. isomorphes de la structure g, des sous-algébres compactes
maximales de g. Ceci se fait en utilisant les résultats de [11] qui fournissent
toutes les classes d’E. L. S. compacts. Il faudra ensuite ne conserver que les
§1/811 qui sont prolongeables a g. N'ayant pas de critére général pour cela, nous
utiliserons des conditions nécessaires, données ci-dessous dans la proposition
16.1. Aprés avoir éliminé certains cas par des méthodes particuliéres, il ne
restera que des E. L. S. g,/g:, que nous pourrons prolonger effectivement.

Dans le cas de structures compactes maximales g,/g,, non isomorphes, mais
seulement ext-isomorphes, on vérifiera dans tous les cas que les espaces
symétriques correspondants sont toujours isomorphes, pour tous les groupes G
d’algébre de Lie isomorphe a g.

Prorosition 16. 1. — Soit g une structure d’algébre de Lie réelle, sumple et g, sa
structure compacte ; soit §, la structure de ses sous-algebres compactes mazximales.
Sott §,, une structure d’x-algébre de g, pour que g,/g:, soit 'E. L. S. compact
maximal d’un E. L. S. g/ de g, il faut que :

a. il existe deux structures d’k-algeébres de g, (éventuellement identiques) : |y, et
h,, qui sotent telles que la structure g,, soit une structure d’x-algébre de l), et dely,,;
b. on ait la relation de dimension

w’

(16.1) dimb, + diml, = dim g, — dim g, + 2 dimg,,.

Ces conditions nécessaires proviennent de ce qui a été dit au n°12:
h.(resp. h,) est la forme compacte de l'algébre d’isotropie de I'E.L.S.
g/h(resp. E.L.S. associé g/h'); et I'on a vu que h=g1:+ 811 et h, =g+ g_,_.-
La formule (16.1) ci-dessus est alors une conséquence directe de la
formule (12.1).

17. ALGEBRES REELLES SIMPLES PSEUDO-COMPLEXES. — Un cas que 'on peut traiter a
part est celui de ce que nous appellerons une algébre réelle simple pseudo-
complexe : ¢’est-a-dire que cette algébre réelle g n’est autre qu’'une algébre de
Lie simple complexe g, considérée comme algébre réelle de dimension double :
dim; § = 2 dim.g. Dans ce cas, si 'on note g, la forme compacte de g, la forme
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compacte de § est la somme directe g, P g.; la forme réelle § de g, P g, étant
définie par 'automorphisme involutif = qui échange lés deux g, : =(X, Y)=(Y, X).
La sous-algébre compacte maximale correspondante de g est donc isomorphe a g,,.
Il est clair que tout automorphisme (involutif) de cette sous-algeébre compacte
maximale se prolonge en un automorphisme de toute la somme directe g, g..;
car si ¢ est cet automorphisme, on posera o(X, Y)=(9(X), ¢(Y)). On précise
facilement les E.L.S. correspondants et leurs associés; pour cela, appelons
ki(i=1, ..., p) les différentes structures non isomorphes d'k-algebre de
I'algébre compacte simple, g;(¢=1, ..., p) les formes réelles de § qui leur
correspondent par I'intermédiaire des x-automorphismes o;,(i =1, ..., p).

Premier cas. — L’automorphisme involutif est o,(X, Y) = (9:(X), ¢:(Y)).
Dans ce cas, algébre d'isotropie est, dans g, g, la somme directe k; P k..
L’algébre d’isotropie de g s’obtient en prenant la forme réelle de k; € k; définie
par l'automorphisme involutif que <« induit sur k; @ k;; cet automorphisme
¢change les deux k;, ct définit donc l'algébre réelle pseudo-complexe k; de
I'algébre k complexe, complexifiée de k;. On obtient donc I'E. L. S. ﬁ/f&g; un tel
E. L. S. sera appelé pseudo-complexe.

Précisons, pour cet E. L. S., la représentation (ad(l), m). L'algébre compacte
maximale de g, de structure g,, est, dans g, P g,, 'ensemble des (X, X), ou X
parcourt g,; de méme, le sous-espace m, de la décomposition canonique est
I'ensemble des (X, —X). Les quatre sous-espaces §.s, 11, §-11, §—1—1 de la
formule (12.1) sont donc :

g 1, lensemble des (K, K), g 1—1 : l'ensemble des (M, M),

(17.1) { g—11 : l'ensemble des (K, —K), 41— : l'ensemble des (M, —M);

ou K parcourt I'algebre d’isotropie k; et M le sous-espace nr; de la décomposition
canonique g,= k;—+ nr;. Les matrices définissant la représentation (ad(k; & k),
m;—m;) peuvent donc s’écrire, pour la décomposition de m,=m;+m; en

[ PR ol | PP
A A
(A 3):

ou A est la matrice de la représentation (ad(k;), m;). Comme on le verra au
n° 43, on en déduit que la représentation (ad (k;), m) de U'E. L. S. §/k; est repré-
sentée par des matrices de la forme

A A
—A A)'
Cette représentation est toujours de 2¢ classe (woir n°44); donc proposi-
tion 44.1) I'E.L.S. correspondant est toujours C-symétrique. Etudions son
irréductibilité : la représentation réelle (ad(k,), m) sera irréductible (resp.

réductible) si la représentation complexe (ad(k;)., n,) quelle définit est irré-
‘Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 14
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ductible (resp. réductible). La forme de la matrice ci-dessus montre que cette
représentation complexe est définie par les matrices A4-y/— 1. A=(14—1)A;
cette représentation est donc de méme nature que la représentation
(ad (k;)¢, (m;)c) ; cette derniére est irréductible (resp. réductible) si la représen-
tation (ad (k;), m;) est de 1™ classe (resp. 2° classe), ou, puisqu’il s’agitde 'E.L.S.
compact g,/k;, si cet E. L. S. est non kahlérien (resp. kahlérien).

Précisons dés maintenant, a I'aide de la proposition 49.1, que I'E. L. S. §/k;
est semi-kihlérien si et seulement si I'algébre d’isotropie k; contient le T,
c’est-a-dire si k; contient T, done si I'E. L. S. compact g,/k; est kahlérien.

‘Deuxiéme cas. — L’automorphisme involutif est 7o;. C'est le cas de I'E. L. S.
associ¢ de I'E. L. S. précédent; l'algebre d’isotropie est = gy, +/—1.4_,_,
et le sous-espace m de la décomposition canonique est m'=g,_,+ \/:—_f.g_“.
D’aprés les formules (17. 1) ci-dessus, I'algébre d’isotropie est donc isomorphe
a I'algebre k;~+ /— 1.m;, c’est-a-dire a la forme réelle g; de g. L’E. L. S. cherché
est donc g/g;. Les formules (17.1) permettent de déterminer la représentation
(ad(§), m') : c’est la représentation adjointe (ad(g;), g;) : elle est donc irréduc-
tible, parce que g; est simple (voir n° 9) et n’est jamais de 2° classe, parce que
la représentation complexifiée deux fois : (ad(§), §) est encore irréductible,
puisque I'algébre complexe § est simple; donc, proposition 44.1, cet E. L. S.
n’est jamais C-symétrique (pour ce qui concerne la classe d’une représentation
réelle, voir n° 44).

En conclusion des deux cas ci-dessus :

Pour une algébre réelle simple pseudo-complexe §, les seuls E. L. S. possibles
sont les suivants :

a. VE. L. S. §lk(i=1, ..., p), qui est toujours C-symétrique; il est irréduc-
tible et non semi-kdhlérien si ’E. L. S. compact g,/k; n’est pas kihlérien; il est
réductible et semi-kdhlérien si g,/k; est kahlérien

b. 'E. L. S. g§/g:(i=1, ..., p) qui est toujours irréductible mars n’est jamars
C-symétrique.

Notations. — Pour les algebres simples pseudo-complexes, nous emploierons
les notations suivantes : pour les structures classiques, ce seront celles dun°20:
SL(n,C);80(n, C); Sp(n, C). Pour les structures exceptionnelles, on désignera
I’algébre pseudo-complexe de la structure compacte G,(resp. F,; E,, E;; Ey)
par Gi(resp. F; Ef; E{; EY).

18. E. L. S. pvavx. — Soit g/l un E. L. S. de 'algébre semi-simple réelle g.
On a vu au n° 12 que g/lj définit un couple (=, 5) d’automorphismes involutifs,
commutant, de la forme compacte g, de g. Soit g,/g,, 'E. L. S. compact
maximal de g/h. Inversons les roles de = et 5 : 'automorphisme ¢ de g,, étant
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involutif, définit une forme réelle g’ de g, (en général non isomorphe a g),
dont une algébre compacte maximale est l,, la forme compacte de . L’auto-
morphisme involutif =, commutant avec I'x-automorphisme de g, qui définit la
forme réelle g, définit donc, d’aprés la proposition 10.1 un automorphisme
involutif de ¢/, ¢’est-a-dire un E. L. S. de g'.

Cet E. L. S. sera appelé 'E. L. S. dual de U'E. L. S. g/.

L’algébre d'isotropie )’ de cet E. L. S. g'/ly’ se détermine ainsi : ¢’est la forme
réelle de la forme compacte g,, qui est déterminée par I'x-automorphisme que s
induit sur g,. Cette algébre iy’ est donc, pour sa structure, la forme réelle de g,
dont une sous-algébre compacte maximale est g,,.

19. Forme NormMaLk p'vN E. L. S. compacr. — Soit § une algébre de Lie semi-
simple complexe, T une sous-algébre de Cartande get{E,} U {H,=—[E,, E_.]|
(ou a parcourt le systéme X des racines de § pour la sous-algebre de Cartan )

une base de Weyl de §. La collection {E,}U{H,} engendre, sur le corps des .

réels, un espace vectoriel qui est une algébre de Lie pour le crochet induit
par celui de §; cette algebre de Lie est évidemment une forme réelle de g.
Quelles que soient la sous-algébre de Cartan et la base de Weyl considérées,
toutes les algébres semi-simples réelles ainsi obtenues sont isomorphes entre
elles. On notera g, la structure d’une telle forme réelle de § et on Uappellera la
Sforme normale de §, ou de sa forme compacte g,. (Pour tout ceci, voir [25],
exposé 11, p. 11; la forme normale est appelée dans [26], p. 31 : « équivalent
réel de g».)

Soit maintenant un E. L. S. compact g,/h,, défini par I'x-automorphisme =
de g,. D’aprés la proposition 14.2, on peut supposer que, pour une base de
Weyl donnée de §, 'automorphisme < est un G-automorphisme de g,, dont le
complexifié est défini par

T(Ey) =9 (a) Eya), avec ¢(a)==¢(—a)=v(t(a))==F1.

La forme normale g, de g, peut étre considérée comme engendrée, en tant
qu’espace vectoriel sur R, par les E, et les[ E,, E_, ], ou « parcourt le systéme X
des racines de §. On voit donc que T détermine un automorphisme involutif =,
de g,, défini par 7,(E,) = ¢(a) E,. Ainsi :

A tout E. L. S. compact g,/h,, on peut assocter un E. L. S. g,/ly de la forme
normale g, de g,. Cet E. L. S. sera appelé la_forme normale de g./l)..

Déterminons maintenant 1’algébre d’isotropie h de la forme normale g,/h
de I'E. L. S. compact g,/b,. Donnons d’abord une définition. Puisqu’elle est
compacte, I'x-algébre ), est somme directe de son algébre dérivée hj,, qui est
semi-simple, et de son centre 3: hj,=1, -+ 3. L’algébre |),, étant semi-simple,
posséde une forme normale I)). Par définition, la forme normale de |, sera la
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somme directe b, de by, et de 3 : h,=Hh, + 3. (Dans le chapitre suivant et dansle
cas particulier ou le centre 3 est de dimension 1, on le désignera par T dans la
forme compacte et par Rdans la forme normale; ce qui est justifié parce que le
groupe d’isotropie de I'espace symétrique compact comprend le tore T, & une
dimension, et que le groupe d’isotropie de I’espace symétrique normal
comprendra le groupe R, additif, des nombres réels.)

Proposition 19.1. — L’algebre d’isotropie by de la forme normale g/l de
U'E. L.S. compact g/, n'est autre que la forme normale |, dely,. UE. L. S. forme
normale de g,/l), est donc g,[}),..

En effet, algebre d’isotropie b’ a pour complexifiée la sous-algébre b, de g,
qui est engendrée, en tant qu’espace vectoriel sur C, par les éléments :
E, -+ ¢(«) Ey,) et leurs crochets ([ 22], p. 116, lemme 8). L’algébre a déterminer )
est donc engendrée, en tant qu’espace vectoriel sur R, par les (E,+ ¢(a) Ey,))
ct leurs crochets, auxquels il faut ajouter le centre 3. D’aprés le lemme 8
de [22], p. 116, les (E,+ ¢(a) Eya)) et les crochets [E,+ ¢(a) Ey,,
E_,—+ ¢(— ) Ey_q], constituent une base de Weyl de fj°. Ce qui entraine
que h =1, + 3, done que lj est la forme normale de |j,..

CHAPITRE IIL.

CrassIFICATION DES E. L. S. DANS LE CAS SIMPLE.

20. Norarioxs. — Dans tout ce chapitre, nous ferons les deux conventions
sulvantes :

— nous désignerons une structure d’algebre de Lie simple réelle par le
groupe de Lie simple réel qui lui est généralement associé¢ (et dont, évidemment,
I'algébre de Lie est 'algébre considérée);

— aucune confusion n’étant possible, nous désignerons par le signe + seule-
ment, les sommes directes d’algébres de Lie.

Les notations utilisées ici pour les groupes de Lie sont dérivées de celles de
Chevalley [14]. Voir aussi [ 3]. Dans le tableau I du n° 21, nous indiquerons la
notation correspondante de Tits ([26], p. 245-248).

GL(n, C) [ resp. GL(n, R)]: groupe de toutes les matrices carrées d’ordre n,
de déterminant £ o, complexes (resp. réelles);

SL(n, C) [ resp. SL(n, R)] : sous-groupe de GL(n, C)[resp. GL(n, R)] formé
des matrices de déterminant égal a 1;
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SO/(n) : sous-groupe de SL(n, R) formé des matrices laissant invariante la forme
i n

quadratique —2.1:24— Z x, (ou {x,, ..., x,| désigne une base de R").
p=1 g=i+1
En particulier, SO°(n) n’est autre que le groupe classique compact SO(n);
U'(n)[ resp. SU/(n)] : sous-groupe de GL(n, C) [ resp. SL(n, C)] formé des
matrices laissant Invariante la forme d'Hermite : —E 3,3, Z 2,3,
- . P =1 g=i+1
(ou {z, ..., z,} désigne une base de C*). En particulier, U°(n) [ resp.
SU’(n)] n’est autre que le groupe classique compact U(n) [resp. SU(n)];
Sp(n, C) [resp. Sp(n, R)] : sous-groupe de GL(2n, C) [resp. GL(2n, R)]

74
formé des matrices laissant invariantes la forme extérieure 22,,/\zl,

p=I

n
<resp. le,/\:v,,), OU{ By, v ey By Bary voey By [ (TESP A &y, oo, Xy By ooy T ))

p=1
désigne une base de C*(resp. R*").
Spi(n) : sous-groupe de GL(n, C) formé des matrices laissant invariantes
simultanément :

s
n

i
la forme d’'Hermite : — (2,5, 5,3,) + ¥ (5,3,+ 5¢5,)
p=1 g=i+1
n

et la forme extérieure : 2 3,/\ 3,
p=1
(o {54, -..y Zny B4y ..., 3, | désigne une base de C**). En particulier,
Sp°(n) n'est autre que le groupe classique compact Sp(n).
SO(n, C) : sous-groupe de GL(n, C) formé des matrices laissant invariante la

forme quadratique 2 z,(ou{z, ..., 5} désigne une base de C*).
p=1
SU*(n) : sous-groupe de GL(2n, C) formé des matrices laissant invariante
Iapplication z,—>z, (p=1, ..., n) (ou I'on a désigné par {z,, ..., 3,
FR z,{ une base de C*).
SO*(2n) sous-groupe de GL(2n, C) formé des matrices laissant invariantes
simultanément :

n

la forme quadratique : ¥ 3,2,
p=1

n
s M — —_
et la forme d’Hermite : 2 (5,2,— 2,5,,)-

p=1

Enfin, on désignera par T le groupe multiplicatif des nombres complexes de
module 1 et par R le groupe additif des nombres réels. '
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Pour les formes réelles des structures exceptionnelles, les notations seront
dérivées de celles d’E. Cartan [11]. E; désignera l’algébre de Lie réelle corres-
pondant a Pespace local symétrique proprement riemannien noté (EI) dans[1 1]
p. 131; et de méme :

E: pour (EII), E; pour (EIII), E} pour (E1V),
E! pour (EV), E? pour (E V1), E? pour (E VII),
E} pour (E VIII), E; pour (EIX),

F} pour (FI), F? pour (FII), G; pour (G).

Rappelons aussi, avec les conventions du n° 20, les isomorphismes d’algébre
de Lie :
R—T-=—80(2), SU(2)=80(3)==Sp(1), SO(4)=SU(2)+ SU(2),
SO(5)=8p(2), SO(6)=SU(4).

/

21. Taseav I. — Dans le tableau suivant, qu'on trouvera aussi dans Tits
([26], p- 245-248, tableauIV), nous donnons, sur une méme ligne : la structure
simple réelle considérée, sa forme compacte, la structure de ses sous-algébres
compactes maximales, la notation correspondante de Tits[26]. L’abréviation F. N.
indiquera les formes réelles qui sont la forme normale (voir n° 19) de leur
forme compacte.

Ce tableau fournit essentiellement : a. les diverses algébres de Lie réelles
simples; b. les diverses structures d’x-algébres des algébres simples compactes.

De plus, ce tableau sera utile quand nous rechercherons, afin d’utiliser les
conditions nécessaires de la proposition 16.1, quelles sont toutes les formes
réelles admettant des sous-algébres compactes maximales de structure donnée.
Mentionnons enfin, dans le cas des structures exceptionnelles, que le caractére
de la forme réelle est, dans la notation de Tits [26], I'indice qui figure entre
parenthéses. La donnée de ce caractére est utile pour comparer les formes réelles,
telles qu’elles sont données ici, avec celles déterminées dans [18].

(r, i—1)

TapLeAU 1.
Forme Forme 'Sous-algébre Notation
réelle compacte compacte de Forme
g. [ maximale g,. Tits. normale.
SL(n, R) SU(n) SO(n) . A(n—1)(r) F. N.
SU*(2n) SU(2n) Sp(n) Agn—1)(g)
SU‘(n) SU(n) SU(I’) -+ SU(” - l‘) T A(n‘i)(c,i—l)
SL(n,C) SU(n)+SU(n) SU(n) Any
SO*(2n) SO(2n) SU(rn)+ T Dyq)
B si nimpair F. N. pour z:lg]

SO/(n) SO(n) SO +8SO(rn—)T

o

sl n pair

[ Ry N

Ply el

(r,i—1)
si n impair

SO(n,C) SO(n)+SO(r) SO(n)

o

EIE S ]
—_—

si n pair
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Forme Forme Sous-algebre Notation
réelle compacte ,compacte de Forme
9. g, maximale g,. Tits. normale.

Sp(n, R) Sp(n) SU(n)+T Corm F. N.
Spi(n) Sp(n) Sp() +8Sp(n 1)  Cugu
Sp(n,C) Sp(n)+Sp(n) Sp(n) C.
G; G, SU(2) + SU (2) G F.N.
G¢ G,+ G. G, G,
F! F, Sp(3) + SU(2) Fou F.N.
Ff F, SO(9) FA(« 20)
F¢ F.+ F, F, F,
E! E, Sp(4) Foo F.N.
E! E, SU(6)+ SU(2) E¢
Ez E(, SO( IO) —+ T E‘;““
E; E, F, Egae
E{ E +E, E, E,
E: E; SU(8) E;. F. N.
E: E. SO(12) -+ SU(2) E, s
E; E, E+T ‘ Ej—ss
E? E7 —+ E7 E7 E7
E| E, SO (16) Egs F. N.
E: E, E,+ SU(2) Eqae
E¢ E,+E; E, E,

22. Une convention. — Il s’agit ici d’'un E. L. S. g/, pour lequel I'algébre de
Lie réelle g est simple et 'algébre d’isotropie lj contient un centre a une dimen-
sion : h =1°+ 3; et I'on a supposé étre dans le cas de la décomposition de la
formule (12.1).

Pour noter le centre 3 de lj, les conventions et les notations du n® 20 laissent
le choix entre T et R. Nous ferons la convention suivante :

on écrira 3 =T S1 3E ;4
on écrira 3=RS13EQ_,,.

Cette convention se justifie ainsi : considérons I'espace symétrique du groupe
adjoint G, de 'E. L. S. g/l (voir n°52). Un sous-groupe compact maximal de G,
est celui engendré, dans G,, par 'algébre de Lie g,, + g,_4, et lorsque 3&€4g,,,
ce sous-groupe compact maximal K, de G, contient donc le tore T. Puisque le
groupe d’isotropie H, est engendré par g,,+ \/: §_.1, ce groupe H, contient
donc le tore T. Si, au contraire, 3&€g_,,, 'élément 3 engendre dans G, un sous-
groupe & un paramétre isomorphe au groupe R; donc, de méme, le groupe d’iso-
tropie H, contient ce groupe R,

On prendra garde, cependant, que dans le cas ou 3€&€g,,, certains espaces
symétriques G/H, dont I'E. L. S. est g/, peuvent étre tels que H contienne le
groupe R (et non le tore T); ce sont ceux pour lesquels les sous-groupes com-
pacts maximaux du groupe G ne contiennent plus le tore T.
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La convention ci-dessus est en accord avec celle faite au n° 19 pour noter la
forme normale de ’algébre de Lie abélienne a une dimension.

23. ISOMORPHISMES ENTRE %-ALGEBRES :

Turorime 23.1. — Soit g une algébre de Lie réelle semi-simple. Quels que sotent
les deux k-automorphismes = et ' de g la définissant a partir de sa _forme compacte,
il existe un automorphisme intérieur ¢ de g tel que <'= oto~. En particulier,
toutes les sous-algébres compactes maximales de § sont isomorphes par un auto-
morphisme intérieur.

Le théoréme 23.1 est un cas particulier du théoréme 51.1, appliqué au
groupe adjoint G, de la structure g.

Ce théoréme est en défaut dans le cas des k-algébres des algébres semi-
simples compactes. On a le résultat plus précis suivant :

TuroriMe 23.2. — Soit g, une algébre de Lie réelle simple compacte. Soient ©
et <" deuzx automorphismes involutifs de g, et g§,, ¢, les sous-algébres des points
fizes de = et < respectivement. Si les deux algébres g, et g, sont isomorphes, il
existe toujours un automorphisme intérieur ¢ de g, tel que ~'= o1o™, a la seule
exception suivante : ’algébre g, a pour structure SO (4n). Dans ce cas, si n”> 2,
la seule exception est pour les algébres g, de structure SU(2n)+ T et il n’y a que
deux cas possibles : 7' = aza™*, selon que & appartient a 'une ou l'autre des deux
composantes connexes de Aut(SO(4n)). Pour SO(8), il n’y a qu’un type possible
d’algébre g, de structure SO(4) + SO(4) et trois types possibles pour les algébres g,
de structure : SO(7), SO(5) +S0(3), SO(6)+80(2)=8U(4)+T.

Le théoreme 23.2 est démontré dans I'ensemble de [12] (voir p. 467) pour
les algeébres simples g, classiques. La technique de détermination des formes
réelles simples utilisée dans Gantmacher ([17] et [18]), permet de démontrer
facilement le théoréme 23.2. Utilisant les notations de[ 18], p. 230, on voit que
les deux G-automorphismes < et </, définis par les G-nombres A(7) et A(7'),
seront reliés par 'automorphisme ¢ si ¢ transforme le vecteur A (7) (dela sous-
algébre de Cartan invariante par ~et<') en le vecteur A(<'). Sil'on suitla déter-
mination des formes réelles, c¢’est-a-dire des automorphismes involutifs des
formes compactes simples, on voit que, pour des G-automorphismes donnant
naissance a des sous-algébres de points fixes isomorphes, il existe toujours un
automorphisme intérieur transformant A(<) en A(<'"), sauf pour g,= S0 (2m)
et des G-nombres de la forme —;(el, sy gm),oulesg(i=1, ..., m)valent 1.

Changer le signe de I'un seulement des ¢; correspond &4 un automorphisme non
intérieur de SO(2m), tandis que changer le signe de deux des ¢;, soient ¢, ete,,
correspond & 'automorphisme intérieur défini, par rapport a la symétrie et a
I'hyperplan orthogonal & la racine (8,+ 8,). Enfin, les G-nombres — i (<) défi-
nissent le méme G-automorphisme que les G-nombres A(<). Si donc-m est
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impair, on pourra passer, par un automorphisme intérieur, d'un A(t) compre-
nant un nombre pair de ¢ égaux a 1, a un A(7’) en comprenant un nombre
impair; cela est impossible si m est pair, ¢’est-a-dire pour les structures SO(4n)
et les x-algébres de structure SU(2r) 4 T. Quant au cas de SO (8), on procéde
de méme. On verra une conséquence importante de cette particularité dans
le n° 48.

24. SL(n, R). — La structure des sous-algébres compactes maximales est
(tableau I, n° 21) g,=8S0(n). Tous les x-automorphismes de g, sont prolon-
geables a g = SL(n, R); en effet, les seuls cas a considérer sont (tableauI, n°21):

§1.=8S0(%) +80(n — ). — Ce cas s’obtient en considérant I'E. L. S. forme
normale de I'E. L. S. compact SU(n)/SU(i)+ SU(n—1)+ T, c'est-a-dire
I'E.L.S.

SL(n, R)/SL(:, R) + SL(rn — i) + R

puisque la structure compacte maximale de SL(Z, R) 4+ SL(n—17, R) 4+ R est
bien SO(7)+8O(n—1) (voir n° 19). D’aprés le scolie du n° 15, il reste
seulement, pour épuiser le cas ou g,,=SO0(7)+ SO(n—1), a déterminer
IE. L. S. associé de celui ci-dessus. Pour cela, on utilise la proposition 16.1 :
I'algébre d’isotropie cherchée k' doit avoir g,, comme structure compacte

maximale et, d’autre part, sa dimension est fournie par la formule (16.1); on

n(n—1i)

trouve dimh'= » et 'examen du tableau I montre alors que l)’ ne peut

étre que SO (n), d'ou I'E. L. S. cherché :
SL(n, R)/SOi(n).
g“=SU<%>—|—T (lorsque n est pair). — Ce cas est celui que fournit la

forme normale de SU(n)/Sp <§>7 ¢’est-a-dire
n
SL(n, R)/Sp <;, R>

- ' \
I puisque la structure compacte maximale de Sp <g, R> est bien SU<§) + T]-
On détermine I'E. L. S. associ¢ par la méme méthode que ci-dessus. On

n2 n

trouve dimh'=—- — 1 et I'algébre compacte maximale de ' doit étre SU < 2) +T;
le tableau I montre alors que )/ = SL (%, C> ~+ T, d’ou I'E. L. S. cherché :
SL(n, R)/SL('—;, c) 4T
Mais, dans ce cas, on a vu au n° 23, théoréme 23.2, qu’il existe deux struc-

tures non isomorphes (seulement ext-isomorphes) d’E. L. S. 8O(2m)[SU(m)+ T,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 15
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lorsque m est pair; désignons par g,/g.. et g./g,, deux représentants de ces
structures non isomorphes; et soient g/ et g/ly’ deux E.L.S. de g=SL(n, R),
définis par les automorphismes involutifs ¢ et ¢’ de SU(n), commutant avec
I'kx-automorphisme t de SU(n) qui définit la forme réelle SL(n, R); ces E. L. S.
étant de plus tels que leurs E. L. S. compacts maximaux soient g,/g., et g./4,,.
On vient de voir ci-dessus que les formes compactes de g/h et g/’ sont de struc-
ture SU(2m)[Sp(m). Le théoréme 23.2 affirme qu’il existe un automorphisme
intérieur ¢ de SU(7) tel que o'=opo—*. Le fait que ¢ et ¢’ commutent avec <
et que ¢’= oo™, impliquent (démonstration du lemme 15.1) que ¢/ = aca*,
ou « est automorphisme intérieur de SU(n) commutant avec ©; d’aprés la pro-
position 10.1, les E.L.S. g/l et g/ly’ sont donc isomorphes. 1l n’y a donc pas
a distinguer les E. L. S. compacts maximaux de structure SO(2m)/SU(m)+ T.

25. SU*(2n). — La structure compacte maximale est g,=8Sp(n). Tous
les x-automorphismes de g, sont prolongeables; en effet, les cas possibles sont :

8., =Sp(¥) + Sp(n — ). — Exhibons deux G-automorphismes, de la forme
compacte SU(2n), qui commutent. Le premier, 1, extérieur, sera défini par la
rotation particuliére 8,—> — 3, [ol p’=p 1 si p est impair et p'=p—1sip
est pair, et ou {8y, ..., 5,,} désigne une base orthonormée d'une sous-algébre
de Cartan de SU(2n)] et par les G-nombres :

v(tr)=(0, ..., 0).

D’aprés Gantmacher [18], p. 244, I'x-automorphisme t a pour algébre d’iso-
tropie Sp(r) et correspond a la forme réelle SU*(27). Le deuxiéme, o intérieur,
sera défini par les G-nombres :

v(@)=(0, ..., 0, 1, —1, ..., I, —1).
S— — -

27 2n—2i
L’algeébre d’isotropie de I'kx-automorphisme o est ([18], p. 232)
SU(2:) + SU(2n —21) + T.
La sous-algeébre g, ; des points fixes a la fois pour c et T est bien Sp(¢)+Sp(n—1i):
on le voit en la regardant comme l'algébre d’isotropie de I'automorphisme
induit par © sur SU(27) + SU(2n — 21)+ T; sur SU(21), ou SU(2n — 27),
I'automorphisme = induit sur un automorphisme défini par la rotation parti-
culiére 8, — &, [l'indice p allant de 1 4 27 pour SU(27) et de 27+1 4 2n
pour SU(2n — 21)] et des G-nombres tous nuls; on obtient donc bien
Sp(¢) +~Sp(n—1),
a condition de montrer que g induit le tore T 'automorphisme X -~ —X; ce
qui provient de ce que T est engendré par 1'élément

X =(0+...4 0y) ==— (Oary1=4 - -~ Oan),



LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. 119

sur lequel la rotation particuliére ci-dessusinduit bien I'automorphisme X - —X.
Il reste enfin a vérifier que o et~ commutent, ce qu'on déduit de ce que

y(@)=(0, ..., 0,1, ..., 1, —1)

est invariant par la rotation particuliére ci-dessus (d"apres le n° 14); ou encore
de ce que 'automorphisme = défini ci-dessus laisse invariante globalement la
sous-algébre d’isotropie de o.

L’algébre d’isotropie de I'E. L. S. correbpondant aux deux automorphismes
commutant g et T se détermine comme étant une algébre dont la forme compacte
est SU(27)+SU(2n—21)+T et la structure compacte maximale Sp (2)+Sp(n—1):
¢’est done SU*(27) + SU*(2n — 2¢) + R, d’ou 'E. L. S. cherché :

SU*(2n)/SU*(2i) + SU*(2n — 2i) + R.
Détermination de 'E. L. S. associé comme ci-dessus; on trouve
SU*(2n)/Spi(n).

g, =8SU(n)+T. — Ce cas correspond a 'E. L. S. dual de I'E. L. S. déja
obtenu : SL(27, R)/Sp(n, R) (définition et construction de 'E. L. S. dual : n°18).
En effet, la forme compacte de Sp(n, R) est Sp(n), qui est bien la structure
compacte maximale de SU*(2nr). L’algébre d’isotropie de 'E. L. S. dual est la
forme réelle de SO(2r), dont la structure compacte maximale est SU(n) + T;
¢’est donc SO*(2r), d’ou I'E. L, S.

SU*(2n)/SO*(2n). .
Détermination de I'E. L. S. associé comme ci-dessus :

SU*(2n)/SL(n, C) + T.

26. SU‘(n). — lIci, §,=8U(i)+8SU(n—1i)+ T. A priori, les diverses
structures d’x-algébres de SU(7) + SU(n — i)+ T sont fort nombreuses; on
en élimine d’abord un certain nombre de la facon suivante :

a. Nous traiterons a part le « cas d’échange », c¢’est-a-dire le cas ou I'kx-auto-
morphisme considéré (a prolonger) de g, échange SU(7) et SU(n—1),
lorsque i =n — . Lorsqu’on n’est pas dans ce cas, ¢’est donc que, mis a part le
tore T dont on reparlera au ¢, I'automorphisme considéré est défini par deux
x-automorphismes de SU(7) et SU(n—1), qu'on notera respectivement o;
et o, ;. D’aprés la proposition 14.2, on peut supposer que g; et o,_; sont des
G-automorphismes de SU(7) et SU(n—1) respectivement, pour des sous-
algébres de Cartan qui soient celles, données, déterminées par une sous-algebre
de Cartan donnée de SU(n). Si 'on désigne par {3,, ..., ¢,} une base ortho-
normée de cette sous-algébre de Cartan, on peut donc supposer que g; et g, ;
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‘induisent, sur les sous-algébres de Cartan respectives de SU(7) et SU(n—?),
des rotations qui soient :

pour g; : soit I'identité, soit

pour g,_; : soit 'identité, soit
6i+1~>'_' an)
3i+2—>"" 6,,_1,

(voir, par exemple, [17], p. 134),

Les deux seuls cas possibles sont : soit o; et 5,_; sont tous deux intérieurs
(les deux rotations sont I'identité), soit o; et a,_; sont tous deux extérieurs (les
deux rotations sont celles ci-dessus). En effet, un automorphisme de g, qui ne
serait pas de I'un de ces types induirait sur la sous-algébre de Cartan de SU(n)
considérée une rotation qui transformerait la racine de SU(n): (8,—3:,)
en (8,+ o,l) quin’e ’st pas une racine de SU(n), ce qui est contradictoire avec
le fait qu'un tel automorphisme est induit par un automorphisme de SU(n).

b. Dans le cas ou g; et g,_; sont tous les deux extérieurs, on élimine encore
les cas mixtes; par exemple le cas ou o; aurait pour algébre d'isotropie,
dans SU(:), la sous-algébre SO(¢); et g,;, dans SU(n—7), la sous-

algébre Sp< )(s1 n—1i est pair). En effet, dans ce cas, les G-nombres
de o,_; seraient ([18], p. 244): (o, ..., 0)et ceux de g; : (0, 1, ..., 0, 1)8i7

é, — é, o> si ¢ est impair. Dans les deux cas, la réunion
des G-nombres ci-dessus ne peut convenir 4 un automorphisme de SU(%) ([18],
p- 243-244).

c. Précisons maintenant ce qui se passe pour le tore T. Ce dernier est
engendré par 'élément X :

. I I
est pair et <-2-, —

X=(0i+...4+0) =— (Sp1+...+ 0n).

Dans le cas ou g; et o,_; sont tous deux intérieurs, X est changé en X et le tore T
est conservé; dans le cas ou o; et 6,_; sont tous deux extérieurs, X est changé
en — X et g,, ne contient pas T. Finalement, les seuls cas possibles sont[compte
tenu des différentes structures d'x-algebres de SU(n), lisibles dans le tableau I]:

g, =SU(k)+SU(i — k) +SU(h)+SU(n—i—h)+ T+ T+ T. — On
obtient ce cas en prenant pour G-nombres de o; et de o,,_; :

Y(U't) —‘(0," )Oal;---’l)a
S — t— N— ——

k i—k
T(Fr—)=(0, «.., 0, I, ..., I).
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Ces automorphismes sont induits sur SU(7) et SU(n—¢) par le G-automor-
phisme intérieur o de SU(n) défini par les G-nombres :
Y(@)=(0, -.., 0, I, ..., 1,0, ...y, 0,1, ...y I)

Sm— ——— S —
k itk I n—i—h

qui commute certainement avec le G-automorphisme intérieur t de SU(n) défi-
nissant la forme réelle SU(n) (n° 14) et dont les G-nombres sont
Y(t)=(0, ..., 0, I, ..., 1I).

N —
i n—i

On obtient I'E. L. S.
SU!(n)/SU*(k + h) + SU-*(n — k — h) + T.

L’E. L. S. associé se détermine comme étant celui correspondant a I'auto-
morphisme o7, qui est encore un G-automorphisme intérieur défini par les
G-nombres :

y(et)=(0, ..., 0, 1, ..., 1,1, ..., 1,0, ..., 0).
L’E.L. S. correspondant est isomorphe au précédent, pour un changement
convenable d’indices.

g1, =80(¢)+80(n—1i). — Cas du dual de I'E. L. S. déja rencontré :
SL(7n, R)/SL(i, R) +SL(n — 7, R) +-R. On obtient I'E. L. S.

SUI(n)/SO!(n).

L’E. L. S. associé est isomorphe : car en appliquant la proposition 16.1, on

trouve dimh, = n(n—1)

set il n’y a qu'une %-algébre de SU(n), de dimen-
svion ﬁn—g-—-ﬂ, qui admette pour x-algébre SO(7)+ SO(n—1), c’est SO'(n).

§u=Sp<§> -+ Sp (?) (lorsque ¢ et »— 7 sont pairs). — On obtient ce
cas comme E. L. 8. dual de 'E. L. S. SU*(2n)/SU*(27) + SU*(2n — 2¢) +R.
On trouve

SU{(n)/Sp <§>
et 'E. L. S. associé est isomorphe. o

Cas d’échange. — L’automorphisme v de g, a prolonger échange SU(7)
et SU(n —1); puisque Aut(SU(2)) n’a que deux composantes connexes, ce qui
aété dit au n°9 montre qu’il n’y a que deux cas possibles a étudier, pour obtenir
toutes les classes d’E. L. S. isomorphes de SU(?) + SU(n — i); soit 0 est défini
par n(X, Y) = (Y, X), soit v} est défini par n(X, Y)=(aY, «*X), ou X€SU(7),
YeSU(n—7) et ou « désigne un automorphisme non intérieur arbitraire
de SU(Z). Dans les deux cas, on peut préciser a priori ce qu'il advient du tore T;



122 MARCEL BERGER.
on a vu, en effet, que T était engendré par I'élément
X=(0+...4+0;) =— (Oa4...+ ).
Et, dans le premier cas, 'automorphisme v induit la rotation 8,2, ;(p=1,...,i),
donc X est changé en — X; I'algébre g,, a donc pour structure SU(Y) = SU(%)-
Dans le second cas, on peut supposer que  induit la rotation 8,—~—¢,,.(p=1 ,.\., v)
n

et I'élément X est donc conservé : I'algébre g,, a pour structure SU( >+T.

2
Dans les deux cas, nous allons pouvoir prolonger v :

8 ‘:SU<%> +T.—Ce cas s’obtient avec 'E.L.S. dualde SL(n, R)/SL('—;, C>+T.
On trouve I'E. L. S.
: SU (n)/S0*(n)
pour I'E. L. S. associé se détermine comme ci-dessus :
SU? (n)/Sp <’_2’, R)
Ces deux espaces ne figuraient pas dans [2].

g, =SU (%) On exhibe un automorphisme convenable de SU;(n). On peut

représenter SU®(n) par les matrices carrées d’ordre n pair.
A B "
M= (c D> |

A——A D=-D, B=C.

qui vérifient

L’automorphisme involutif de SU® (n) cherché est alors
k A B D G
<C D> “\B A)

Il reste a trouver I'algebre d’isotropie hj de cet automorphisme. Cette algébre
‘est celle des matrices de la forme

<g i), avec A-r:th et B:IE.

. .. , . X n
On définit une application de j sur 'ensemble des matrices carrées d’ordre -,

qui est bijective et respecte les structures d’algébres de Lie, en posant

‘A B —
(B A>—>A+\/—1.B.
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L’algébre ) est donc SL<Z-, C->+R et son algébre compacte maximale est
bien SU (% )- On obtient donc E. L. S,

SUE(n)/SL(’-;, C> +R,

I'E. S.S. associé est isomorphe.

27. 8O*(2n). — Ici, g,=8U(n) + T. Précisons d’abord ce qu’il advient du
tore T, selon que I'automorphisme considéré v de g,, 4 prolonger en un auto-
morphisme g de g,= SO(27) tel que v, = k(a), est induit par un automorphisme
intérieur ou extérieur de SU(n). D’aprés [18], p. 234, on peut supposer étre
dans la situation suivante : SO(2n) et SU(n)—+ T ont une sous-algébre de
Cartan commune ¢, et pour cette sous-algébre de Cartan c, les racines de SO(2n)
sont les Io—”f&(oﬁ {81, s Bl désigne une base orthonormée de ¢ et ou,
comme dans toute la suite de ce chapitre, lorsqu’il s’agira de racines, des indices
seront différents s’ils sont représentés par des lettres différentes); et les racines

R
0,— 9y,

2

de SU(n) sont les » le tore T étant engendré par I'élément X=(3,+...+35,).

D’aprés la proposition 14.2, on peut supposer que v est un G-automorphisme

pour la sous-algébre de Cartan de SU(n): ¢'= c¢NSU(n), et que v induit sur ¢’

une 1'0tati_on qui est : soit I'identité, soit celle définie par
(27.1) 01— — 0a, 05 —>— O,

Dans le cas ou cette rotation est I'identité, montrons qu’elle induit néces-
sairement l'identité sur le tore T. En effet, puisque 'automorphisme 7 est
prolongeable en un automorphisme o de SO(2n), c’est que nécessairement la
rotation induite par v sur ¢ transforme une racine de SO(2n) en une racine

. . . . 6 + 8-) . :
de SO(2n); prenons en particulier la racine ——" et décomposons-la suivant

la décomposition de ¢ en ¢/ T; ¢’est-a-dire qu'on a

0y —+ 0, I 11 1 1 I 1
Cem -y = — =y ey — = |+ =X,
2 n 2

2

Supposons que la rotation de ¢’ soit I'identité et celle de T soit X -> —X. La
racine considérée deviendrait alors

(1 2 I 2 z>
o2 r_z2, 2
2 n 2 n n
qui ne peut étre une racine de 8O(2n) que si n= 4. Mais ce cas peut étre
éliminé, parce qu’alors on a I'isomorphisme SO*(8)=802(8) ([26], p. 254)
et SO*(8) sera étudiée parmi les formes réelles SO'(n).

Montrons de méme que si la rotation considérée de SU(n) est celle de la for-
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mule (27.1), on a nécessairement pour le tore I'automorphisme X - —X. On
s . e 1, . 040,

procéde comme ci-dessus en considérant la racine —— et en supposant que

Oy =+ 0 ,
= donnée

I'on a X— —X. La formule (27.1) et la décomposition de

2

ci-dessus montrent que, dans ce cas, cette racine serait transformée en

2 I 2 2
- — —y — — y reey —
n 2 n n

qui ne peut étre racine de SO(2n) que si n=4. Il n’y a donc que les cas
suivants a traiter :

I

N o=
e

 §1,=SU())+SU(n — i)+ T + T. — Onl'obtient en prenant un couple (s, )
de G-automorphismes intérieurs définis par les G-nombres :

Y(f):<';‘""’§)’ Y(@)=(0y ..., 0, I, ..., 1).
D’aprés [18], p. 234, P'algébre d’isotropie de o est SO(2:) + SO(2n — 27) et
celle de T est SU(n) + T. Enfin, ¢ et t commutent parce qu'intérieurs (n° 14)et
les points fixes 4 la fois pour o et = forment visiblement une sous-algébre de
structure SU(7) + SU(n — i) + T + T, puisque les G-nombres du G-automor-
phisme intérieur que o induit sur SU(n) + T sont

(0y vovy 0, 1, ..., I).

L’algébre d’isotropie de o dans SO*(2nr) est donc une algébre de forme
compacte SO (27) + SO(2n — 2i) et de structure compacte maximale
SU({)+SU(n—i)+ T+ T, cest donc SO*(2i)+8S0*(2n—27), dou
I'E. L. S.
SO*(2n)/SO*(2l') + 8S0*(2n — 21).
Détermination de 'E. L. S. associé par la proposition 16.1 :
SO*(2n)/SU!(n) + T.

g, =280(n). — Cest le cas de 'E. L. S. dual de 80"(2n)/SL(n, R)+ R
quon rencontrera dans le numéro suivant. En effet, la forme compacte de
SL(n, R) +R est SU(n)—+ T, qui est la structure compacte maximale de
SO*(2n); et SO(n) est la structure maximale compacte de SL(n, R)+ R.
L’algébre d’isotropie de 'E. L. S. dual a pour forme compacte SO(n) + SO(n)
et pour structure compacte maximale SO(n); c¢’est donc SO(n, C),

SO*(2n)/SO(n, C).
Son associé lui est isomorphe.

= Sp(’g) (n pair). — On exhibe deux automorphismes commutant (o, 7)
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convenables de la forme compacte SO(2n) de la fagon suivante : on engendre
SO(2n) par les matrices E, (I, J=1, ..., n, n+1, ...,2n), ou E; représente la
matrice carrée d’ordre 2n, symétrique gauche et dont tous les éléments sont nuls
-4 I'exception du terme de la I'" ligne et de la J*®m colonne (resp. Ji*m ligne,
I'“m colonne) quivaut 41 (resp. —1). L’automorphisme involutif o de SO(2n)
défini par _
o(Ey) =c(1)e(J) By y,

oue(DD)=—+r1sil=1,...,nete(l)=—1sil=n—+1,...,2netI'==1+n
sil=1,...,netI'=I—nsil=n—+1, ..., 2n. Les points fixes de cet auto-
morphisme sont SU(n) + T.

Si maintenant SO(2n) est tel que » soit pair, on partagera les 2n indices
ci-dessus en quatre morceaux, en posant n = 2m :

L, .... m, m-+1, ..., 2m, 2m-+1, ..., 3m, 3m—+1, ..., 4m.

On prendra pour © 'automorphisme défini par
7(Eyy) =n(I)n(J) Ex3,
ou
(1) =1 et I=I+m si I=1,...,my, ou 3m+r1,...,3m
et
n(l)=—1 et I=I—m si I=m+4-1,...,2m, ou 3m—1, ..., 4m.

Les automorphismes o et © commutent; pour les deux, la sous-algébre des
points fixes a pour structure SU(n) -+ T. Il faut montrer encore que les points

y \ ’ n
fixes communs a4 o et © forment une algébre g,, de structure Sp <5>; par

n(n—+1),

exemple, la formule (16.1) montre que dimg,,= ———=; et g, est unc

x-algébre de SU(n)—+T; le tableau I montre que c’est nécessairement
4, =Sp <g> On obtient donc un E. L. S. dont I'algébre d’isotropie a pour
forme compacte SU(n)+ T et dont la structure compacte maximale est
Sp <'—;>, c’est donc SU*(n) +R;

SO*(2n)/SU*(n) + R.

Son E. L. S. associé lui est isomorphe.

28. 80i(n). — Ici, g,=S0(7)+ SO(n — ). Eliminons d’abord les cas ou
g., serait de la forme g“_—_SU<é) +T+80(h)+8S0O(n—i—h). On est

donc dans le cas ou I'automorphisme v de g, s’écrit vy=o0;+ 0, ou o;
(resp. g,_;) désigne un automorphisme de SO(7) [resp. SO(n —i)]. Sil'on note

N T y i\ ’ 3 Ay
{84y o vvs Ok} (avec k= 5) une base orthonormée d’une sous-algébre de Cartan ¢’

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 16
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de SO(7), les racines de SO(7) sont les 6,4 ¢,; d’aprés la proposition 14.2
[18]. p. 234, on peut supposer que a; est le G-automorphisme intérieur de
SO; défini par les G-nombres :

.((m:(é, é).

Quant a o,_;, il faut distinguer deux cas : soit ¢’est un G-automorphisme intérieur
défini par des G-nombres de la forme

Y(Oni)=(0, ..., 0,1, ..., 1)

R N —1
pour une base orthonormée {cxy, ..., om} <avec m=Fk-+1-+ [ - D

d’une sous-algebre de Cartan ¢’ de SO(n —17); soit c’est le G—autommpblbmc
extérieur défini par la rotation particuliére

ap—}ap (p=k—+1, ...,7}1—1) et Om—>—0m

et par des G-nombres de la forme
Y(On—i)=(0, ..., 0, 1, ..., I).

Dans les deux cas, si =4(c), ol o est un automorphisme de SO(n), le
G-automorphisme o devrait étre défini par les G-nombres :

1 I
y(f:): 5,--',—2—,0, RN SRR S E

ce qui est impossible ([18], p. 232-234 et 244-245). 1l reste donc seulement a
examiner les cas :

41, =80(k)+80(i—k)+80(h)+8SO(n—i—h). — Cas analogue i
celui rencontré dans SU‘(n). On trouve les E. L. S.

SO!(n)/SO(k + h) + SO4(n — k — h).

g“_SU< >+SU< > -+ T+ T (quand ¢ et » — ¢ sont pairs). — C’est
le cas du dual de SO*(n)/SO*(z)+SO*(n — 1). On obtient (détermination

comme dans les cas semblables d’E. L. S. duaux) :
0’(n)/SU’< > LT

et L’E. L. S. associé est 1som0rphe
Pour les deux structures g, ci-dessus, il faut préciser ce qui se pasbe dans
les cas exceptionnels du théoréme 23.2. Lorsque

31: =80 (k) +8SO(i — k).+ SO (k) +SO(n — k — h),

il ny a d’exception possible que si ¢ ou n — 7 vaut 8. Mais dans ce cas n > 8;
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donc on pourra raisonner comme a la fin du n° 24 : tous les E. L. S. corres-
pondants de la forme réelle SO'(n) sont isomorphes.

Dans le cas g,, = SU (é) + SU <n—;—l> -+ T + T lorsque 'un au moins de ¢
oun—1 est multiple de 4, le théoréme 23.2 dit qu’il y a plusieurs types pos-
sibles pour g,,, donnant seulement des E. L. S. g,/g., ext-isomorphes, pour un
isomorphisme « de SO(7)+ SO(n—7), conservant SO(¥) et SO(n—1).
Soient g/h et g/hy’ les E. L. S. correspondants de g = SO’(n) et supposons qu’il
existe deux espaces symétriques G/H et G/H' du groupe de Lie G dont I'algebre
de Lie g, définis par les automorphismes X et X' de G, dontles E. L. S. respectifs
soient g/h et g/y. L'automorphisme X’X~* de G induit sur SO(7)+ SO(n —1)
" un automorphisme [ conservant SO(7) et SO(n — 1), donc tel que « et 3 appar-
tiennent a4 la méme composante connexe de Aut(SO(7)+ SO(n—1)); l'auto-
morphisme o peut donc se relever en un automorphisme de G et les espaces
symétriques G/H et G/H’ sont donc isomorphes.

Cas d’échange. — C’est lorsque i=n—i= % et que l'automorphisme de
g =80(¢) +80(n—7), a prolonger 2 SO(n), échange SO(7) et SO(n —7).
Dans ce qui suit, on posera { =n — i =m. Rappelons d’abord que le groupe
discret A,,= Aut(SO(m))/Int(SO(m)) est réduit a 'élément neutre si m est
impair. Si m est pair et différent de 8, le groupe A,, comprend deux éléments :
I'élément neutre et un élément qu’on peut représenter dans Aut(SO(m)) par
I'automorphisme induisant la rotation particuliére : ‘

0p—>0, (p=1, ..., k—1) et  Og—>— 0g,

ou l'on a posé 2k=m, et ou {0,, ..., 5} désigne une base orthonormée d’unc

sous-algébre de Cartan de SO(/m). On notera <, cet élément. Dans le cas ou
m =8, le groupe A, est isomorphe au groupe des permutations de trois objets :-

on notera <,, <., T, les trois éléments de A, qui sont involutifs (et admettent
une représentation analogue a celle donnée précédemment pour t,), et par 7,
et 7, les deux autres éléments; on a les relations 7, =" et 7,= 7, 7,.

D’aprés le n° 9, tous lesE. L. S. obtenus par 'automorphisme sont isomorphes
si m est impair. Supposons maintenant m pair. D’aprés le n° 9, il n’y a que deux
types possibles d’E. L. S. non isomerphes : celui pour lequel I"automorphisme
o de g, est (1) (notations du n° 9), défini par o(1) (X,.Y)= (Y, X), et celui
pour lequel ¢ est o(7,)(X, Y)=(t,Y, 7. X). Remarquons d’abord que I"auto-
morphisme o, de g,, défini par «,(X, Y)=(X, 7,Y) se prolonge en un auto-
morphisme 3, de SO(n) : en effet, appelons {8, ..., &, Crs, - .., On} une
base orthonormée d’une sous-algébre de Cartan de SO(r), telle que {3,, ..., o, |
[resp. (Ckrss - - -, Om)] sOit une base orthonormée d’une sous-algebre de Cartan
de 8O(7) [resp. SO(n—1)]. L’automorphisme =, est défini par la rotation
particuliére qui est 'identité sur {3, ..., 8} et

0p—>0, (p=k-+1,...,m—1) et Op—>—0p
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et a, se prolonge en I'automorphisme (3, de SO(n) défini par la rotation
particuliére ’

0p—>0, (p==1,...,n—1) et Op—>— Oy

On avuaun®9 qu'on aalorsa(=,) =o,0(1)a;"; donc, pour les E. L. S. corres-
pondants, définis par, s’ils existent, les automorphismes s et o' de SO(n), on a,
dans SO(n):o'=0,53]"; ces E. L. S., non isomorphes, sont donc ext-
isomorphes, dans SO(n). Ils le sont encore dans SO™(2m), parce que {,,
conservant I'algébre g,, définit aussi un automorphisme de SO™(2m) (propo-
sition 10.1). ’

Le cas m = 8 se raméne au précédent; le probléme ne se pose que pour les
deux éléments t, et 7, de A,, puisque =,, =, T; sont du type de I'automorphisme
7, ci-dessus; et le cas de 7, se raméne a celul de ~,, parce que 7,=~=". De ce
que ©,=T,7, on déduit sans difficulté que, si I'on pose «, (X, Y)=(X, 7, Y) et
v:(X, Y)=(7.X,Y),ona

() = (a172) a(1) (a1 72) "

'St 'on prolonge, comme ci-dessus, o,(resp. y,) en un automophisme de tout
SO(n), on voit que I'E. L. S. correspondant a (=, ) est ext-tsomorphe 4 I'E. L. S.
correspondant & a(1). En conclusion, tous les E. L. S. de SO™(2m), pour le cas
d’échange, sont ext-isomorphes a 'E. L. S. défini par o(1). Mais ceci est insuf-
fisant pour étre assuré que, pour les espaces symétriques correspondants, I'auto-
morphisme extérieur de SO'™(8m) peut se remonter en un automorphisme
d’'un groupe quelconque d’algébre de Lie SO*"(8m). Pour cela, procédons
comme a la fin dun®24; on verra ci-dessous qu’on obtient deux E. L. S. associés :
SO™(2m)/SL(m, R) 4+ R et 8O0™(2m)/SO(m, C). Le second est justiciable du
théoréme 23.2, parce que sa forme compacte est SO(2m)/SO(m) -+ SO(m);
toutes les algébres d’isotropie de structure SO(m)+ SO(m) de SO(2m) sont
isomorphes par un automorphisme intérieur; ce qui entraine que les E. L. S.
correspondants de SO(8m) sont définis par 5 et o/, tels que ¢/ = 939", ot g est
intérieur; comme au n° 24, on en déduit que ¢'=aca™, ou « est intérieur
mais commute avec I'x-automorphisme définissant la forme réelle SO*™(8m),
donc définit un automorphisme intérieur de SO*"(8m), qui peut se remonter
en un automorphisme d'un groupe de Lie quelconque d’algébre de Lie
SO*"(8m). Il n’y a donc, dans le cas d’échange, qu'une structure g,/g,, 4 exa-
miner, celle pour laquelle g,, = SO(m) :

g1, =SO0(m). — On obtient ce cas pour la forme normale de I'E. L. S. compact
SO(2m)/SU(m) + T, c’est-a-dire

SO’”(zm)/SL(m; R) +R,

puisque la structure compacte maximale de SL<g, R)—{—R est SO <§> et sa
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forme compacte SU<;—l> -+ T. Détermination habituelle de I'E. L. S. associé; on

trouve

sog(n)/so@, c)-

29. sp(n, R). — Ici, g, =8U(n)+ T. D'une facon tout a fait semblable au
n® 27, nous allons montrer que si un automorphisme n de g, est tel que
1 ="4k(c), ol  est un automorphisme de Sp(n), alors :

si v induit sur SU(n) un automorphisme intérieur, il conserve le tore T;
si 7 induit sur SU(n) un automorphisme extérieur, il ne conserve pas T.

a. Soit ¢ une sous- algébre de Cartan donnée de Sp(n) et de SU(n)—+ T. On
posera ¢'=¢NSU(n). Si {¢,, ..., 3,] est une base orthonormée de ¢, le tore T
est engendré par 'élément X = (3,~+. ..+ 3,) et ¢/ est le sous-espace vectoriel
de ¢ formé des vecteurs dont la somme des coordonnées, par rapport a la base
{31. ..., 8,} est nulle. On peut supposer que 7 est un G-automorphisme et que,
puisqu 11 est prolongeable 4 Sp(n), il induit sur ¢ une rotation.

b. Si cette rotation est 'identité sur ¢’ il est impossible qu’elle soit X -~ — X
sur T. En effet, elle doit transformer la racine ¢, de Sp(n) en une autre racine
de Sp(n). Ecrivons, de méme qu’au n° 27 :

. 1
1 I I I
o= (1— =y —— cvey — 2 )+ =X,
n n n n

Une telle rotation transformerait done ¢, en

2 2 2
I— —y — — g ceey — —
n n : n

qui ne peut &tre une racine de Sp(n) que si n= 2. Eliminons ce cas : SU(2)
ne posséde pas, en effet, d’automorphisme extérieur et la rotation Cl-dﬁbbﬂb est
identique, pour =2, a celle du cas c.

c. Si cette rotation est &, -—2,, 8,—>—2,, ..., il est impossible qu’elle
induise I'identité sur T. En effet, elle transformerait la racine 8, en

qui ne peut étre une racine de Sp(n) que pour n = 2. Mais dans ce cas, cette
rotation peut étre considérée comme celle du cas b. Les seuls cas possibles sont
donc :

§,=8SU(i)+8SU(n—)+T+T. — Cest le cas de I'E. L. S. forme
normale de VE. L. S. compact : Sp(n)/Sp(7) + Sp(n —¢), c’est-a-dire

Sp(n, R)/Sp(i, R) +8p(n —i, R).
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Détermination de la structure associée comme ci-dessus :
Sp(n, R)/SU/(n) + T.

411 =80(n). — S'obtient avec la forme normale de Sp(n)/SU(n)+ T, c’est-

a-dire
Sp(n, R)/SL(n, R) + R.

L'E. L. S. associé est isomorphe.

91, =Sp (;—l) (quand n est pair). — On exhibe deux automorphismes commu-

tant convenables de la forme compacte Sp(n). Le premier est le G-automor-
phisme = définissant la forme réelle Sp(n, R), dont I'algébre d’isotropie est
SU(n)+ T, et dont les G-nombres sont

v =53

pour une sous-algébre de Cartan ¢ de Sp(n), une base orthonormée {3,, ..., é,}
(18], p. 233-234). Pour définir le second, on considére la rotation de ¢ définie
par

Op—>— Opn—p (p=1,...,n).

on peut prolonger cette rotation en un automorphisme ¢ de Sp(n), involutif,
tel que le complexifié & vérifie
a(EaP_ap-!—i) — EG,,-——/;—,——B,,_.,, (p =1 ., n— I) et 5( *‘-’ax) = E?aa'

Cet automorphisme commute bien avec t, d’aprés le n° 14, puisque la rotation
. . . . , I 1
ci-dessus laisse invariante le vecteur de ¢ dont les coordonnées sont <5, ) ;>'
D’autre part, les points fixes a la fois pour ¢ et = forment une algebre de struc-

7 , . . : < .
ture Sp<5)- En effet, 'automorphisme o induit sur SU(#), 'automorphisme

donnant la forme réelle SU*(n), puisque ¢ induit sur ¢ la rotation particuliére
conservant le systéme fondamental {,—2,., | (p=1, ..., n—1) et que ses
G-nombres sont (o, ..., 0) ([18], p. 244); et le tore T, engendré par
X=28+...4+0, nest pas conservé puisque X est changé en — X,

Il reste a déterminer I'algébre d’isotropie h de 'E. L. S. correspondant a ces
deux automorphismes involutifs commutant; pour cela, on utilise la proposi-
tion 16.1 : les algébres compactes ), et by, doivent étre des x-algébres de Sp(n)

qui ont, a leur tour, une %-algébre de structure Sp (;-3) Il n’y a que SU(n)+ T
et Sp (g)—f—Sp (g) qui répondent a ces conditions. D’autre part, si I'on veut

vérifier la relation de dimension (16.1), il faut prendre

b=V, = Sp (g) + Sp (’é)
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On obtient donc L’E. L.. S., isomorphe & son associé :

Sp(n, R)/SPG, c).

30. spi(n). — Ici, g, ==8p(i)+Sp(n—1). On procéde comme au n° 28
pour éliminer les structures g,, de laforme SU(:)+ T+ Sp(h)+Sp(n—i—Ah).
En écrivant 'automorphisme v de g, sous la forme v,=o0;,4 o,;, on pourra
supposer que o; (resp. g,_;) est un G-automorphisme de Sp(?) [resp. Sp(n—1)]
et que ses G-nombres sont

’}’(O'i):<éa sy é) [resp. Y(On—i) =1(0, ..., 0,1, ..., 1)].

Les G-nombres du G-automorphisme o prolongeant v a tout Sp(n) devraient
donc étre

I 1
(o) = I I I R

ce qui est impossible, d’aprés [18], p. 233-234. 1l reste donc seulement les
structures suivantes :

g, =Sp(k)+Sp(i—k)+Sp(h)+Sp(n—i—h). — Cas analogue a ceux
rencontrés dans SU'(n) et SO'(n). On obtient les E. L. S.

Spi(n)/Sp*(k + h) + Sp~*(n — k — k).
g, =8U(i)+SU(n—1¢)+ T+ T. — S'obtient comme dual de

Sp(n, R)/Sp(i, R) +~ Sp(n — i, R).

On trouve ,
Sp!(n)/SU(n) -+ T,

E. L. S. isomorphe & son associé.

Cas d'échange. — D’aprés le n° 9, puisque les automorphismes de Sp(#n) sont
toujours intérieurs, il n’y a qu'un seul cas & considérer :

g1 =8Sp(i) <lorsque l=n—1i= '—;> — S’obtient comme dual de

Sp(n, R)/Sp <g, C>-
On trouve 'E. L. S.'

Sp?(n)/SU*(n) + R
dont 'E. L. S. associé est

sp (n)/Sp (% C).
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STRUCTURES EXCEPTIONNELLES.

Dans le cas des structures simples réelles exceptionnelles (non pseudo-
complexes), nous procéderons de la facon suivante, qui est plus rapide :
é¢tant donnée la forme réelle g, saforme compacte g,, pour la structure compacte
maximale g, nous calculerons, pour les différents x-automorphismes possibles de
g, etles x-algébres correspondantes g, ,, la quantité (dim g,— dim g,+2dim g,,);
puis nous rechercherons, dans les différentes x-algebres de g, (fournies par le
tableau I), les paires (h,, l),) (paire signifiant ici structures distinctes ou iden-
tiques) telles que ,

dimb, + dimb, = dim g, — dim ¢, + 2dimg,;

ces paires (h., b, ) devront, enfin, étre telles que h, et j, aient toutes les deux
une %-algébre qui soit de la méme stucture que g,, (on prendra garde i ne pas
oublier, en basse dimension, les isomorphismes rappelés aun°20). Nous aurons
ainsi satisfait aux conditions nécessaires de la proposition 16.1; ces conditions
ne sont pas suffisantes, comme le montre le cas g,, = SU(4) -+ T du n° 36. Mais
dans tous les autres cas, nous pourrons prolonger effectivement I'E. L. S. g,/g,,
satisfaisant aux conditions ci-dessus, en un E. L. S. g/l de g.

Nous ne donnerons pas les détails de cette recherche des structures g,, et
des paires (., ,) qui, pour une forme réelle exceptionnelle donnée, satisfont
aux conditions de la proposition 16.1; cette recherche est, en effet, a I'aide du
tableau I, purement mécanique. Pour chaque structure g,, possible, nous indi-
querons seulement comment on prolonge I'E. L. S. g,/g,; en un E.L.S. de la
forme réelle g et nous préciserons cet E. L. S.

31. G;. — Ici g,=8U(2)+ SU(2). Le seul cas (satisfaisant a la proposi-
tion 16.1) est :

gu=T+Teth,=h,=8SU(2)+ SU(2). — Cest le cas de la forme ror-
male de G,/SU(2) + SU(2), c’est-a-dire
G/SL(2,jR) + SL(2, R).

L’E. L. S. associé est isomorphe : il en sera ainsi chaque fois que b, et lj, auront
méme structure.

32. F;. — Ici g.=28p(3)+ SU(2). Les seuls cas possibles sont :

g1, =8p(2)+SU(2) +SU(2) et ),=80(9), h,=Sp(3) +8SU(2). — On
obtient ce cas comme forme normale de F,/SO(g), soit
| Fi/SO'(9)

et 'on détermine I’E. L. S. associé ainsi (et on fera de méme dans toute la suite):
I’algébre d’isotropie l)’ de cet E. L. S. a pour forme compacte ), = Sp(3)+SU(2)
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et pour structure compacte maximale Sp (2)—!— SU(2) + SU(2), c’est donc
Sp'(3) + SU(2):
F!/Sp'(3) + SU(2).

$:1:=SU(3)+ T+ T avec h),=1,=8Sp(3)+8SU(2). — Ce cas provient de
la forme normale de F,[Sp(3) + SU(2), ¢’est-a-dire

F!/Sp(3, R) + SL(2, R).

33. F;. — Ici, §,=80(9); il n’y a que deux cas possibles :

g, =S0(8) et h,=lj,=80(g). — On consideére deux G-automorphismes o
et = de la forme compacte F,, qui commuteront certainement puisque tous les
deux sont nécessairement intérieurs (n° 14), et définis par les G-nombres :

Y (g)=(o, 0, 0, 2) et Y(7)=(1, 1, 1, 1).

D’apreés[18], p. 235-237, les deux G-automorphismes ¢ et T ont tous deux SO(g)
comme structure de leur algebre d’isotropie. Il faut montrer que les points
fixes 4 la fois pour g et = forment une algébre de structure SO(8). Dans toute
la suite, {&,, 8, 85, ...} désignera une base orthonormée d’une sous-algebre
de Cartan de la forme compacte de la forme réelle considérée et E, I'élément
d’une base de Weyl, associé a la racine . Avec ces notations, les éléments de F,
(autres, évidemment, que ceux de la sous-algébre de Cartan considérée) sont
invariants a la fois pour ¢ et © sont, eu égard aux G-nombres de o et 7; les
E(iapigv), pour p, g=1, 2, 3, 4. Ce sont bien les éléments correspondant aux
racines de SO(8). On obtient I'E. L. S.

Fi/SO'(9).
811=Sp(2) + SU(2) + SU(2) avec lj,= lj,=Sp (3) + SU(2). — Cest le
cas de I'E. L. S. dual de 'E. L. S. déja rencontré : F,/S0*(g). On obtient
F2/Sp'(3) + SU(2).

34. Ei — Ici, g.=S8p(4). Ne sont possibles que :

g1:=Sp(3) 4 SU(2) avec h,=SU(6) 4+ SU(2) et h,=F,. — Clest le cas
de la forme normale de E,|F,, ¢’est-a-dire
| E|/F,
et pour E. L. S. associé :
E!/SU*(6) + SU(2).

 811=8p(2)+ Sp(2) avec h,=Sp(4) et lj,=80(10) +T. — Clest le cas
de la forme normale de E;/SO(10)+ T, ¢’est-a-dire

E!/SO’(10) + R
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 17
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dont V'E. L. S. associé est
E;/Sp*(4).

911 =SU(4)+ T avec }),=8p(4) et ),=8U(6)+SU(2). — Cest le cas
des deux formes normales :

E!/Sp(4, R), E!SL(6, R)+ SL(2, R).

35. E;. — lci g,=8U(6) 4 SU(2). Seuls sont possibles :

g, =8SU(5)+T—+Te l),=l,=80(10)+ T. — Sobtient avec la paire
(7, 9) de G-automorphismes intérieurs (donec commutant nécessairement : n° 14)
définis par les G-nombres :

v(t)y=(r, 1,1, 1,1, 1) et v(o)= (o0, 0, 0, 0, 0, 1).

D’aprés [18], p. 237-238, l'automorphisme = a pour algébre d’isotropie
SU(6)+ sU(2) (c¢’est donc bien celui définissant la forme réelle considérée E3),
et I'automorphisme o la structure SO (10) + T. Il suffit de montrer que
les points fixes a la fois pour ¢ et pour < ont pour structure SU(5) + T + T;
or les G-nombres ci-dessus montrent que ce sont les éléments E; _; , pour p,
¢, =1, ..., b, qui, avec la sous-algébre de Cartan invariante point par point
par ¢ et T, engendrent SU(5) + T+ T. On obtient I'E. L. S.

E:/SO*(10) + T.

§.:=8U(4)+8SU(2)+8SU(2)+Tavech,=S0(10)+Teth, =SU(6)+ SU(2).
— On utilise "ici les deux G-automorphismes intérieurs o et = définis par les

G-nombres :
v(t)=(1, 1, 1, 1,1, 1) et v(g) =(0,0,0,0, 1, 1).

D’aprés [ 18], p. 237-238, les deux automorphismes ¢ et = ont une algébre
d’isotropie de structure SU(6)—+ SU(2). L'algébre des points fixes a la fois
pour o et pour < est engendrée par les E; _; pour p, =1, 2, 3, 4 ou pour p,
g=>, 6 et par les deux éléments E; . ., E_;. .5 qui, joints a la sous-
algébre de Cartan invariante point par point par o et ©, engendrent visiblement
SU(4)+ SU(2)+ SU(2)+ T. On obtient les E. L. S. associés :

E:/SO'(10) + T, E2/SU(6)+ SU(2).

§u.=SU3)+SUB)+T—+T et h,=,=8SU(6)+ 8SU(2). — Ce cas
correspond 4 la paire (o, <) de G-automorphismes intérieurs dont les G-nombres

sont -
Y(a):(l7 I? I? [7 I? I) et’ T(T):(Oﬂ 07 07 I? I) I)

pour lesquels ([18], p. 237-239) I'algébre d’isotropie a encore pour structure
SU(6) -+ SU(2). Les points fixes simultanément pour o et T sont, outre la
sous-algébre de Cartan invariante point par point par o et <, les éléments E; _;
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pour : soit p, ¢ =1, 2, J; soit p, g =4, b, 6; c’est donc la structure
SU(3)+SU(3)+ T +T.
On obtient I'E. L. S. isomorphe a son associé :
E:/SU*(6) + SL(2, R).
g1, = Sp(3) + SU(2) avec h),=TF, et ),=8Sp(4). — Cas du dual de
E,/SU*(6) -+ SU(2). On obtient les E. L. S. associé¢s
E{/Sp'(1). EJF,.
8., =5SU(4) +SU(2)eth,=h,=8SU(6)+ SU(2). — Cherchons a trouver
deux automorphismes commutant convenables. Le premier, <. doit définir la
forme réelle E; et peut étre choisi étre le G-automorphisme défini par les

G-nombres (1, 1, 1, 1, 1, 1); son algébre d’isotropie est alors de structure
SU(6) -+ SU(2), engendrée par les éléments

Eogor. o) et Bg 5 pour p,qg=—1,2,3, 4,5, 6.

Le second, o, doit induire sur SU(6) -+ SU(2) un automorphisme involutif
“dont les points fixes sont SU(4)-+ SU(2) = 8S0O(6)+ SU(2), c’est-a-dire
I'automorphisme qui définit la forme réelle SL(6, R) + SU(2). On peut tou-
jours supposer qu’il est défini par son complexifié 3, tel que

5(E5,,—6.,):-—E6,,—6,, et G(Esi o qy) =Eci .15y

[en effet, dans SL(6, R), algébre des matrices carrées réelles de déterminant 1,
la sous-algébre SO(6) est celle des matrices antisymétriques]. L'automor-
phisme o, prolongeant I'automorphisme du ci-dessus de SU(4)+ SU(2), doit
définir une rotation systéme des racines de Eq, rotation telle que

By By 0,— 0, el (Bi...0y) = (... By).

On vérifie facilement que seule la rotation

s -

(=2
=

N\

Op->— Op—+

Qo =

n

Il

répond a la question. On doit donc avoir, pour G :
a(E6,,+f7q+'7r) =e(p, 45 ) Eg v ttbn

ou u, ¢, w désignent les indices de 1, 2, 3, 4, 5, 6 autres que p, ¢, r. En utilisant
les constantes de structure de E,, telles qu’elles sont données dans [ 7], p. 9o,
on a

. - -
e —[Es s s TEs o~ F~  »
E5, o 5,+8,= [EO.,~0,,a [h"»v—or,s (s, —3. EO,,+07+5,»]]]

d’ou e(p, q, r)=—c(u, v, w), ce qui prouve que I'automorphisme considére
n’est pas involutif (il est de carré — 1). Donc cette structure compacte maximale
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§:/941 ne peut pas convenir. En utilisant des raisonnements du chapitre suivant
(n° 45), on peut en donner une autre démonstration. En effet, le groupe d’iso-
tropie de cet E. L. S., supposé exister : E}/SL(6; R)+ SU(2), définit une
représentation linéaire réelle qui doit étre de 1™ classe, alors que sa représen-
tation complexifiée est

9:(SU(6)) x< 3:(SU(2)).

Or la représentation réelle correspondante est nécessairement de 2° classe : on
a utilisé les notations de [ 3], p. 297-299 et, du chapitre suivant, n° 47.

Remarque. — L’E. L. S. E}/SL(6, R) 4+ SU(2) est indiqué, par erreur,
dans [2].
4., =8U(4) + T avec hj,=l),=Sp(4). — Cas du dual de 'E. L. S.
E!/SL(6, R)+ SL(2, R);
c¢’est-a-dire
E;/Sp(4, R).

36. E]. — Ici g,+80(10)—+ T. En appliquant la proposition 16.1, il ne
reste que les cas:

g1, =80(g) et h,=1h,=F,. — On obtient ce cas avec le couple (:, o) de
G-automorphismes (de la forme compacte E;) ainsi définis : le premier © est
intérieur et ses F-nombres sont

Y(T):(O? 0, I, —I, I, —I);

d'aprés [18], p. 237-239, il définit donc la forme réelle E; et son algébre
d’isotropie est SO(10) + T. Le second, o, sera le G-automorphisme OXtLI'lGlll
défini par la rotation ([187]), p. 246)

Bp—>— 8 + 3 X\
h=1
(oup'=p—+1sip=r1,3,5et p=p—1sip=n2, 4, 6) et par les G-nombres
(0, 0,0,0,0,0):daprés [18], p. 246-248, ses points fixes forment une sous-
algébre de structure F,. Ces deux G-automorphismes ¢ et T commutent parce
que levecteur (o, 0, 1, —1, 1, — 1) estinvariant par la rotation définie ci-dessus
(n° 14). Enfin, pour montrer que les points fixes simultanément pour o et pour =,
forment une algébre g, de structure SO(qg), il suffit de remarquer que g, doit
dtre une structure d’x-algébre de F, et de SO (10)—+ T; le tableau I montre
qu'il n’y a que SO(g) qui réponde a la question. On obtient I'E. L. S. isomorphe
a son associé :
E/F;.

01, =80(8)+ T+ Teth,=l,=80(10)+ T. — Sobtient avec le couple
(o, ©) de G-automorphismes intérieurs de la forme compacte E,, définis par les



LES ESPACES SYME’:TRIQUES NON COMPACTS. 137
G-nombres :

v(g)=(1, 1,1, 1,0,T1) et v(t)={(0,0,0,0,0,1)

pour lesquels I'algébre d’isotropie a pour structure SO (10)+ T ([187, p. 237-
239). Les points fixes a la fois pour o et pour © sont, outre la sous-algebre de
Cartan, les ¢léments

B3, et Ex@s,ca) pour p,g=r1,2,3,4

qui engendrent SO(8) + T+ T. D’ou I'E. L. S.
E!/SO(10) + T.

§11=SU(4)+ SU(2)+8U(2)+ T et h),=h,=8SU(6)+ SU(2). — Cas

du dual de E}/SO*(10) -+ T. On trouve
| E3/SU(6) + SU(2).

g.:=S8p(2) + Sp(2) et h,=h, = Sp(4). — S'obtient avec I'E. L. S. déja

rencontré : E;/SO*(10) -+ R. On obtient
Ei/Sp(4).

§..=8U(5)+ T+ T avec ),=8U(6)+SU(2) et ),=80(10)+T. —

Provient du dual de E;/SO*(10) -+ T. On trouve les deux E. L. S. associés :
E?/SU!(6) + SL(2, R), E?/SO*(10)+ T.

37. E;. — Ici g,=F,. Les cas possibles sont :

8., ="Sp(3) +SU(2) avec h,=Sp(4) et hj,=SU(6) +SU(2). — Dual de
E,/F,. On trouve les E. L. S. associés :

E{/Sp'(4), Ei/SU(6)+ SU(2).
8., =S0(g) avec ),=80(10)+ T et j,=F,. — S'obtient avec I'E. L. S.
dual de E}/F;. On obtient les E. L. S. associés :
E!/F:, E!/SO!(r0)+ R.

38. El. — Ici g,=8SU(8). Les cas possibles, aprés application de la propo-
sition 16.1, sont :

g1 =SU(6)+ SU(2)+ T avec ), =80 (12) 4-SU(2) et j, =E;+T. —
On consideére le couple (7, 5) de G-automorphismes, pour la sous-algébre de
Cartan ¢ de la forme compacte E;, défini par les G-nombres :

/1 1 1 1 1 1 1 1
v(T)=\|797979 50757 77;) et v(g)={(0,0,0,0,0,0,1,I).

D’aprés [ 18], p. 239-241, 'algébre d'isotropie de <~ a pour structure SU (8)
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(done = correspond a la forme réelle EI) et celle de o a pour structure
SO(12)+ SU(2). Les points fixes, a la fois pour o et = sont la sous-algébre de
Cartanr ¢ et les E'(;P_aq pour : soit p, ¢g=r1, 2, 3, 4, 5, 6; soit p, g=1, 8. Ils
engendrent donc une algébre de structure SU(6) + SU(2) + T. On obtient les
deux E. L. S. associés :

E!/SO*(12) +SU(2), E!E:+T.
9., =8SU(4)+SU(4)—+ T avec h),=8U(8) et h, =80(12) + SU(2). —

C’est le cas de la forme normale de 'E. L. S. compact E;/SO(12) 4 SU(2). —
On obtient les E. L. S. associés :

E!/SOs(12) + SL(2, R), E!/SU*(8).

8, =80(8) et h,=h,=8SU(8). — Cas de la forme normale de I'E. L. S.
compact E;/SU(8), c’est-a-dire
E!/SL(8, R).

81, =Sp(4) avec h),=8SU(8) etl), =E;+ T. — Cas de la forme normale de
E;/E;—+ T. On obtient les E. L. S. associés :

E//E!+ R, E!/SU*(8).

39. B]. — Icig,=80(12)+ SU(2). — Il reste comme cas possibles :

8.,=80(10)+ T+ Teth,=h,=E,+ T. — Il correspond au couple (=, 7)
de G-automorphismes de laforme compacte E;, pour lasous-algébre de Cartan c,
qui sont définis par les G-nombres :

() ([ rrrt IS;) et v(r)=1(0,0,0,0,0,1,0,1)
Y =77 7y 7y s 7YY 7 (7)== ), 0, 0, » B
=iy | e

L’algebre d’isotropie de © est SO(12) + T (c'est-a-dire que = définit bien la
forme réelle E2) et celle de o est E;+ T. Les points fixes pour o et pour <
simultanément sont : la sous-algebre de Cartan ¢ et les éléments

Ea,,_a,,, Et(f]l;+6,+5[,+f7q) pour p, q=1, 2, 37 47 5
qui engendrent bien S8O(10) + T + T. On trouve I'E. L. S.
E:/El +T.
911 =S0(8)+SU(2)+ SU(2)+SU(2)eth,=h,=8S0(12) 4 SU(2). —
Cas du couple (o, ) de G-automorphismes de E,, dont les G-nombres sont

v(g)={(o0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1) et v(t)=(0,0,0,0, 1, 1,0, 0).

Tous les deux ont une algébre d’isotropie de structure SO(12)+ SU(2). Outre
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la sous-algébre de Cartan, les points fixes a la fois pour ¢ et = sont les :
E3, 3 pour : soit p, g=1, 2, 3, 4; soit p, ¢g=25,6; soit p, =17, §;
Ei(65+55+5p+6,,) pour p,qg=—1, 2, 37 4;

| DERENE I P
1

dont on voit qu’ils engendrent une algébre de structure SO (8)+- SU(2)+SU(2).
On obtient ainsi 'E. L. S. isomorphe a son associé¢ :

E:/SO!(12)+ SU(2).
$,=8U(4)+SU(4)+ Teth,=h,=8SU(8). — Cas du dual de

E!/SO"(12) + SL(2, R).
On obtient
E:/SU(8)§

81, =SU(6)+ SU(2) + T avec ),=8SU(8) et ), = E,+ T. — Cas du dual
de I'E. L. S. E}/SO*(12)+ SU(2). On trouve les E. L. S. associés :
E:/SsU2(8), E;/E;-+ T.

g, =8U(6)+T+T et b, =h,=80(12) +8U(2). — On prendra le
couple (o, ) de G-automorphismes définis par les G-nombres :

Y(@)=(0,0,0,0,0,0,1,1) et  y(7)=(0,0,0,0,0,1,1,0)

et qui ont tous les deux pour algébre d’isotropie une algébre de structure
SO(12) + SU(2). Les points fixes a la fois pour o et = comprennent : la sous-
algebre de Cartan et les

Eap—aqa Ei(5p+';4;+57+ 0y) pour p, g —1, 2, 37 47 0]

dont on vérifie qu’ils engendrent une sous-algebre de structure SU(6) + T+ T.
On obtient donc I'E. L. S. isomorphe a son associé :

E2/SO*(12)+ SL(2, R).

Pour cet E. L. S. et ceux du cas précédent, le théoréme 23.2 implique qu’il
faut distinguer deux cas pour I'E.L.S. 8O(12)/SU(6)+ T qui intervient
ici dans I'E. L. S. g,/g., de g§,=80(12)+ SU(2). Mais les E.L.S. compacts
correspondants g,/h, sont tous, d’apres le théoréme 23.2, isomorphes pour un
automorphisme intérieur de g,= E,. Par le méme raisonnement que celui fait
au n° 24 pour I'E. L. 8. SL(2m, R)/SL(m, C)+ T, on montre que les E. L. S.
correspondants g/lj sont toujours isomorphes.

40. EI. — Ici g, =E,+ T, et les seuls cas possibles sont ;

g1 =Sp(4) et h,=N,=8U(8). — Provient du dual de E}/E!+R; on
obtient -
E;/SU*(8)
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811 =80(10)+ T+ T avec ),=80(12) + SU(2) et ),=E;+ T. — Cas
de 'E. L. S. de E}/E} + T; d’ou les deux E. L. S. associés :

E;/SO2(12)+ SL(2, R) Ej/E}+ T.

§11=S8U(6)+SU(2)+ T avec h),=8U(8) et l),=80(12) + SU(2). —
C’est le cas du dual de E}/E; + T; on trouve les E. L. S. associés :

EI/SU:(8), E/SO*(12)= SU(2).

gu=F,, eth,=h,=E;+ T. — On considére un premier automorphisme ©
de la forme compacte E; : celui qui définit la forme réelle E] et, pour une sous-
algébre de Cartan ¢, est défini par les G-nombres :
| V(f)~<11111111>

VA A IR A A A

Il a pour algebre d’isotropie E,+ T.

Le deuxiéme automorphisme o doit prolonger I'automorphisme de E, dont
I'algebre d’isotropie est F,, c’est-a-dire celui qui est défini par les G-nombres
tous nuls et la rotation particuliére

6

6p->~3,,:+%2811 (p'=p+1sip=1,3,5; pP=p—15sip=2,4, 6).
h=1 .

Il faut d’abord savoir comment E, est plongé dans E; en tant qu’algebre d’iso-

tropie de <. D’aprés les G-nombres de ©, nous allons donner les racines « pour

lesquelles T(E,) = E,, en précisant les racines qui leur correspondent dans la

structure E, telles qu’elles sont données dans [ 18], p. 237; ce sont :

(8,—04) (P, ¢ =1, 2, 3, 4, 5, 6) : mémes racines

(07 0, 0g—+ 0,) : correspondent & (0, 0, ~+ 0,)
(63+8p+6q+ 6!‘) : ” _"(6/1_'—0“’/_'—6")
£ (3;—dy) : » = (8,4 Sy 85+ i+ 05+ ;)

(avec p, ¢, r=1, 2, 3, 4, 5, 6).

Puisque les racines de E; sont ici les (¢,—3,) et (8,+¢,~+ 6,4 3¢,)
(avecp, q, 7, 5=1,2,3,4,5,6,7,8 et 8, +8,+C;+0C,+0; 404+ 8,4 & = 0),
il est alors trivial que la rotation ci-dessus (du systéme des racines de E;) se
prolonge en la rotation du systéme des racines de E; définie par

0p—>— 0 (P'=p+1sip=1,3,57;p'=p—1sip=2,4,6,8).

Cette rotation permet de définir un automorphisme o de E;, par son complexi-
fié G :
&(Eap—5p+1) :Ef;,,—5p+; (]7 =1I, 2, 37 4’ 57 67 7)7

G (Egs808,+5,) = Eg,05,48,+5,

automorphisme qui est involutif et commute avec t. Les points fixes a la fois
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pour ¢ et = forment une algébre de structure F, par construction. On obtient
I'E. L. S. isomorphe a son associé :

E!/E: +R.

41. E;. — Ici g,=8S0(16). Apres appllcatlon de la pI‘OpOblthH 16.1, il reste
les seules possibilités :

81, ==80(12) + SU(2)+ SU(2) et hj,=h,=E,+ SU(2). — Ce cas peut
s'obtenir avec le couple (7, 5) de G-automorphismes de E; (qui commutent
nécessairement, puisqu’ils sont intérieurs) définis par les G-nombres :

v(t) = (0, 0,0, 0,0,0,0, 1, I) et v(¢)=(0,0,0,0,0,1,1, 1, 1).
L’algébre d’isotropie de < est 8O(16) (c’est-a-dire que < définit la forme
réelle E;) et celle de o est E;+ SU(2). Les points fixes a la fois pour ¢ et
pour < constituent une algébre qui est a la fois : une structure d'x-algebre

de E;+ SU(2), une structure d'x-algébre de SO(16). (est donc nécessaire-
ment SO(12) 4 SU(2)+ SU(2). D’'ou le seul E. L. S.

Ei/E2 -+ SU(2).
g1, =8S0(8)+80(8) et h,=h,=80(16). — C'est le cas de la forme
normale de I'E. L. S. compact E;/SO(16), ¢ est-a-dire
E!/SO*(16).
8., =SU(8) + T avec h),=8S0(16) et j, = E, + SU(2). — S'obtient avec la
forme normale de E,[E; + SU(2). On trouve les deux E. L. S. associées :
ElE!+ SL(2, R), E!/SO(16).

Ces E. L. S. sont tous isomorphes, comme déja raisonné pour 'E. L. S. de E
et avec g,, = SO(12) + SU(2).

42. E;. — Ici g, =E; + SU(2). Seules possibilités (proposition 16.1) :

g1, =SU(8) + T avec hj,=1),=80(16). — Cas du dual de I'E. L. S. déja
rencontré : E/E;+ SL(2, R). On obtient I'E. L. S. isomorphe a son associé :

E:/SO*(16).

g, =S0(12) + SU(2) + SU(2) avec l),+ SO(16) et ), =E;+ SU(2). —

Cas du dual de E{/E; + SU(2). On obtient les deux E. L. S. associés :
- E2/SO'(16), E/E!+SU(2).
$u=E;+T—+T et h,=h,=E,4+SU(2). — On considére les deux

G-automorphismes (commutant, puisque nécessairement intérieurs) dont
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 18
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les G-nombres sont
Y(¢) = (0, 0,0,0,0,0,0, 1, 1) et yY(tr)=(0,0,0,0,0,0, 1, 1,0)
et dont les algébres d’isotropie ont pour structure, toutes les deux

E;+ SU(2). Les éléments points fixes a la fois par ¢ et par © sont, outre la
sous-algébre de Cartan : :

E@,,——']qa Ei(BP+5,I+5,-) pour p,q,r=—it, 2, 3,4,5,6
et
Bt 3,4 801804 6,048,230
On reconnait les racines de E;. On obtient done I'E. L. S.

E:/E: + SL(2, R).

CHAPITRE 1V.

EspacEs Locaux SYMETRIQUES, IRREDUCTIBLES, C-SYMETRIQUES ET SEMI-KAHLERIENS.

43. Merriqued’'vN E. L. S. g/l A g semr-sivpLe. — Soit G/H un espace symétrique
a G semi-simple; d’aprés [24], p. 55, théoreme 15.5, la connexion affine cano-
nique de G/H est celle d'une métrique définie sur la variété sous-jacente de G/H
et invariante par G; si 'on identifie 'espace tangent a cette variété en I'origine
au sous-espace vectoriel m de la décomposition canonique g= I+ m, cette
métrique est celle définie par la restriction a m de la forme de Killing de G,
cest-a-dire (X, Y) = Trace de (ad(X)ad(Y)), quels que soient X et Y dans'm.

Pour préciser cette métrique ¢tudions d’abord les rapports entre la représen-
tation (ad(h), m) et la représentation (ad(h,), m,) relative a I'E. L. S.
compact g,/h, de 'E. L. S. g/h. D’apres le n° 12, on peut supposer que

=8+ S+ g+ 3. et =80+ g Vg VT,
avec
b= 811+ 9115 h=g,+ \/:~9~11§ Wy, = 11+ §-1-1; m=g, 1+ \/:—1-.94—4'
Par définition des quatre sous-espaces g1, §11, §-115 §—1—1, ON &

(63.1) {[glh 911 ] C g1, [811, §—1—1]C 91—,

[5711, 91—1]‘:9-—1—13 [&!—11, g_H]C&_p

Les matrices de la représentation (ad(},), m,) peuvent, pour la décomposition
de m, en la somme g,_, + g_,_,, se mettre sous la forme

8.0 (35
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Les formules rappelées ci-dessus pour ly,, h. n,. m montrent qu'on passe de la
représentation (ad(h,), m,) a la représentation (ad(l)), m) en remplacant les
matrices ci-dessus par les matrices

(h3.3) <;A“C g)

Pour la métrigue Trace (ad(X)ad(Y)) les sous-espaces g, et §_,_, de m,
sont orthogonaux. En effet, en découpant naturellement une matrice de la
représentation adjointe de g, dans g, relativement a la décomposition de g, :
- e=01+ G-+ 9o+ 94—, on déduit des formules (43.1) ci-dessus que,
siXeg,—, et YEg ,_,, la matrice de Trace (ad(X)ad(Y)) a la forme

o o P o
o o o Q
R o o o
o S o o

et cette matrice est de trace nulle : donc (X, Y)=o0, quels que soient
XE€gi1, YEG 4 4.

Puisque l'algebre B, est compacte, la métrique p., (X, Y) est définie positive;
relativement a la décomposition de m, en deux sous-espaces orthogonaux g,_,
et g_,_,, on peut done I'écrire = Wy Mo et la définition de b et m, & partir
de b, et m, respectivement, montre que la métrique de glly est p.= y,— po.
On en déduit en particulier la signature de cette métrique : c'est
(dimg, ,—dimg_,_,), qu'on peut calculer connaissant g, b et g,.

Remarque. — On a employt le terme « métrique de g/l » sans préciser; il
s’agira toujours de la métrique canonique, définie par la forme de Killing de g.
Cependant, on prendra garde que, contrairement au cas des E. L. S. compacts,
il peut exister, sur un E. L. S. g/l 4 g semi-simple et a ) non compact, d’autres
métriques que la métrique canonique, sans que pour cela g/l soit réductible :
voir n° 47.

44. CLASSE D'UNE REPRESENTATION LINEAIRE REELLE IRREDUCTIBLE. — Soit ¢ une
algeébre de Lie réelle et (5, V) [ou (¢(g), V)] une représentation linéaire de g
dans un espace vectoriel réel V. Une telle représentation (g, V) définit naturel-
lement une représentation linéaire de g dans I'espace vectoriel V, complexifié
de V; on notera (o, V) cette représentation. Dans le cas de la représentation
(ad(h). m), définie par la décomposition canonique de I'E. L. S. g/h, on
écrira (ad(h).. m) la représentation de ad(lh) dans le complexifié m; de m.

Supposons maintenant que la représentation (p, V) soitirréductible. La repré-
sentation (p¢, Vi) n'est pas nécessairement irréductible mais, d’aprés [10],
p- 154-161, deux cas seulement peuvent se produire :

a. La représentation (g, V.) est irréductible: on peut alors trouver des
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coordonnées dans V (et dans V) telles que la représentation (g, Vi), pour ces
coordonnées, soit définie par des matrices toutes réelles. Les représen-
tations (o, V) et (oo, V.) seront dites de 1™ classe

b. La représentation (p., V) est réductible. Dans ce cas, il existe un sous-

espace vectoriel W, de V, tel que dimW,= édim V¢, pour lequel la représen-

tation induite (p., W) est irréductible. La représentation réelle (p, V) se
déduit de la représentation (o, W) ainsi : I'espace vectoriel complexe W,
définit naturellement un espace vectoriel réel de dimension double, qui peut
étre identifié¢ a I'espace initial V, de facon que, si les matrices de la représen-
tation (o, W) sont de la forme R=P + \/:T.Q, ou les matrices P et Q sont
réelles, alors les matrices de la représentation (g, V) sont

(. 1) <_PQ S)

Dans ce cas, les représentations (o, W) et (¢, V) seront dites de 2° classe.

Réciproquement, étant donnée une représentation (o, W), d'une algébre
de Lie dans I'espace vectoriel complexe W, si cette représentation est irréduc-
tible, elle définit dans I'espace vectoriel réel V, de dimension double de W,
défini naturellement par W¢, une représentation irréductible si (o0, W) est
de 2° classe; si (pe. We)-est de 1™ classe, la représentation (p, V) est réductible
et il existe un sous-espace W de V, de dimension moiti¢, pour lequel la repré-
sentation induite (p, W) est irréductible.

La classe d'une représentation irréductible (g, W) est déterminée dans le
Mémoire [10] d’E. Cartan ainsi que dans [31], p. 11, théoréme VII; nous
préciserons cette classe, pour le cas qui nous intéresse, dans le n° 47.

Proposition 44.1. — Pour que U'E. L. S. g/l soit C-symétrique, il faut et il suffit
que la représentation (ad(l), m) soit de 2° classe.

En effet, une représentation de 2¢ classe étant définie par des matrices du
type (44.1), commute avec I'automorphisme J, de carré — 1, de m défini par la

matrice
O 1
—1 O)
, . . o, > ) .
on I désigne la matrice unité d’ordre 5 dimm.

Une représentation (p(g)e, Vi) de T'algebre de Lie réelle g, dans I'espace
vectoriel complexe V., définit naturellement une représentation, dans le méme
espace vectoriel W, de l'algébre de Lie g, complexifiée de g. On notera
(2(8)c, Vo) cette représentation. Les représentations (o(§)c, Vi) ot (e(8)e, Vo)
sont simultanément réductibles ou irréductibles.

Si (p(%)es Vi) est réductible, a fortiori (o(g)c, Ve). Si c’est la représen-
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tation (p(§)c, V) qui est réductible, soit W un sous-espace vectoriel de V,
invariant par cette représentation, c’est-a-dire tel que, quel que soit X &g, la
matrice p(X) de la représentation (a(g)., V.) vérifie o(X).(W)=W. La repré-
sentation (p(§)c, V¢) est engendrée par les matrices p(X) et les matrices
V—1.9(X). Et I'on a bien

V=1.0(X). (W) =p(X).(y=1.W) =p(X). (W) =W

45. KESPACES LOCAUX SYMETRIQUES IRREDUCTIBLES. — Siun E. L. S. g/l est irréduc-
tible, le n° 5 montre qu’on peut supposer que g est semi-simple. Le n° 8 montre
qu'il y a seulement a ¢tudier les cas II et ITI (définis au n° 8); et le cas @ du n°Y
montre qu'on peut supposer g simple, les autres E. L. S. irréductibles étant
déterminés dans ce n° 9, et correspondent au cas d’échange et a la représen-
tation adjointe d’une algébre de Lie réelle simple.

Si g est simple, mais pseudo-complexe, le n°17 résout, dans ce cas, le probléme
de savoir quels sont les E. L. S. correspondants qui sont irréductibles. 1l reste
donc a déterminer les E. L. S. g/h, qui sont irréductibles, lorsque l'algébre
de Lie réelle g et sa forme compacte g. sont simples, ce que nous supposerons
dans tout ce n° 45.

Pour étudier la représentation (ad(h), m), nous allons la comparer a larepré-
sentation (ad(h,), m,) de I'E. L. S. compact g,/lj, de g/h; introduisons les
représentations intermédiaires : (ad(h)g, m¢), (ad(hu)e, (m.)e), (ad(h)b, me),
(ad (BU)C, (mu)c). Les formules rappelées au début du n° 43 montrent qu’on a les
identités (m,)o=m, et (ad(h)., m;) = (ad(.)c, (m,);). Mais les représenta-
tions (ad(h,), m,) sont irréductibles, puisque g./h, est un E. L. S. compact
a g, simple; elles sont précisées, en tant que représentations linéaires réelles
irréductibles, dans le Mémoire d’E. Cartan [11], p. 126-132, avec les notations
de [10], utilisées dans [ 3]; on précisera ces notations dans le n° 47. La nature
de la représentation (ad(})), m) est donnée par :

Prorosition 45.1. — Soit g/ un E. L. S. dont UE. L. S. compact est g,/hy, et
tel que g et g, sotent simples. L’E. L. S. g/l est irréductible, a I'exception du cas
ou la représentation (ad(h).,), m,) est de 2° classe et la représentation (ad(h),, ;)
de 17 classe.

Premier cas : (ad(h,), m,) est de 1™ classe. Alors (n° 44), la représen-
tation (ad(h,)., (m,).) est irréductible parce que (ad(h,), m,) est irréductible.
On en déduit (n° 44) que la représentation (ad(f)e, m.), puis la représen-
tation (ad (ly)., m.) sont irréductibles; c’est donc que (ad(h), m) estirréductible.

Deuxiéme cas : (ad(l,), m,) est’ de o2° classe. Alors la représentation
(ad(bu)e, (m,)e) est réductible, mais définit (n° 44) une représentation irré-
ductible (ad(l,)¢, 1.), ot u, est un sous-espace vectoriel de (m,).=m, et de
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dimension moitié. Comme ci-dessus, on en déduit successivement que les
représentations (ad ()., ), puis (ad(h)¢, we) sont irréductibles. La représen-
sentation (ad(h), m) se déduit de (ad(h)., m;) comme indiqué au n° 43,
formule (43.3). Si (ad(h), m;) est de 1 classe, ¢’est que, moyennant un
changement de coordonnées convenables, les matrices R=P - \/——I.Q de la
représentation (ad(h)g, m;), peuvent étre choisies réelles; la formule (44.1)
montre que la représentation (ad(h), m) est définie par des matrices de la forme

P O

o ry
cette représentation est donc réductible. Si, au contraire, (ad(h), m;) est
de 2° classe, (ad(l), m) est irréductible par définition.

Remarque. — Lorsque (ad(l,), m,) est de 1™ classe, on est donc assuré,
a priori, que la représentation (ad(h)., m,) est aussi de 1™ classe : on peut le
vérifier sur la nature de la représentation (ad(h), m), telle qu'elle est
donnée dans le tableau II, pour chaque E. L. S. On pourrait aussi se servir de
ce résultat pour éliminer certains E. L. S. compacts maximaux g,/g,,. qui ne
sont pas prolongeables en un E. L. S. g/l : voir, par exemple, dans le n° 35, le
cas §,, = 8SU(4)+ SU(2).

46. NATURE DE LA REPRESENTATION (ad(h), m¢). — (Les résultats de ce numéro
sont dus a E. Cartan [10]; on les trouvera aussi dans [3].) Il reste donc a
déterminer la classe de (ad(h)., m), lorsque (ad(h,), m,) est de 2° classe. Nous
allons déterminer plus précisément la nature de la représentation (ad(h), m);
si I'on veut seulement la classe de (ad(l))., nr), la proposition 49.2 permet de
I'obtenir sans calcul.

On a vu au n° 45 que lareprésentation (ad(fy)., m;) est connue : elle se déduit
de (ad(h,), m,). La représentation (ad(h)e, me) se déduit de (ad(fy)e, me) par
passage de I'algébre complexe § a sa forme réelle g. Il faut distinguer plusieurs
cas, selon la nature de I'algébre d’isotropie lj,. Cette algébre (n° 19) est somme
directe d’une algébre semi-simple ), et de son centre 3; lorsque g, est simple,
le tableau I montre que le centre 3 n’existe pas, ou est 'algébre abélienne & une
dimension; et que I'algébre semi-simple b} est somme directe d’au plus deux
algébres simples (qui ne sont jamais pseudo-complexes, puisque compactes).

a. Lorsque le centre 3 existe, pour la représentation (ad(f),, m) il constitue
le groupe CG* des nombres complexes non nuls, et sa représentation est
toujours z— exp(Az), ou A est un nombre complexe arbitraire, quel que
soit z&m,. Bt dans la forme réelle by de fj, on ne pourra retrouver G* que sous
I'un des deux aspects : soit défini par z— exp(Az), soit z— exp(y/—1.%3),
quel que soit z&met le nombre réel .. Conformément i la convention du n°22,



LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. 147

nous noterons cette forme réelle de G* : par R dans le premier cas, par T dans
le second.

b. Si by, est simple, la représentation de sa forme réelle §)° se déduit de la
représentation de f)° comme indiqué dans le Mémoire [10] I’E. Cartan. Si la
représentation (ad(f)),, m.) est réductible, on travaillera naturellement avec la
représentation irréductible (ad(f),, n,) qu'elle definit. Dans ce cas b, la repré-
sentation (ad(h®)., u;) est, si 'on veut, la forme réelle de la représentation
(ad (B)o)cs n() correspondant a la forme réelle h° de h°.

c. Soit miintenant h.=7p.4+ 9., ou les deux algébres p, et q, sont simples.
Dans ce cas, la nature de la representation (ad ()., uC) (on remplacera toujours,
sous-entendu, m; par ug, lorsqu’il y aura réductibilité) est la suivante : il existe
deux espaces vectoriels complexes, P; et Q., et deux représentations (¢(p), P;)
et (U(9), Q¢) de § et §, dans P et Q. respectivement, telles que la représen-
tation (ad (3 =+ )., ) soit lareprésentation produit : (o (), Pe) =< (U(F), Q.)s
I'espace ng est isomorphe au produit tensoriel P, @ Q. (définition de la repré-
sentation produit : [3 ], p. 284). D’aprés [10], p. 151-153, deux cas seulement
sont possibles pour la représentation (ad(h®)e, m,) :

i° la forme réelle h° de §)° est la somme directe p+ g d’'une forme réelle p
de p et d’'une forme réelle g de §. Dans ce cas, on est ramené au produit de
représentations du type b; on a

(ad(ho)(H nC) - (ad(p -+ q)C) “t}): (CP(’J), PL) < (LP(‘I% QC);

2° Iei, les algébres p et § sont isomorphes, et la forme réelle h)° est I'algébre
pseudo-complexe $; la représentation (ad(h®)., n;) est alors le produit
(e(P), Po) < (qa(oc(p) Q¢), ou = désigne un antlautommphlsme de p sur 7,
qu’il faudra préciser dans chaque cas.

47. NaTure DE LA REPRESENTATION (ad(l)), m). — Connaissant la représen-
tation (ad(h)c, m¢), il reste seulement, pour déterminer la représentation
(ad(h), m), a savoir quelle est la classe de lareprésentation (ad(h)., m;). Cette
classe est déterminée pour toutes les représentations linéaires irréductibles
(d’algebres de Lie réelles), dans [10]. Ce quia été dit ci-dessus dans le n° 46
suffit, en général, joint aux résultats de [ 117, pour déterminer cette classe. Il 'y
a cependant quelques points a préciser. '

Notations — Dans ce numéro et dans le tableau II, les notations seront celles

de [3]; rappelons-les rapidement :

La représentation produit de deux représentations (o(p), V) et (4(g), W),
qui est une représentation de la somme directe p+ g dans le produit tensoriel
VRW (définition : [ 3], p. 284) sera notée par le signe ><: (o(p), V)><({(n), W);
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ceci, que les algébres de Lie p et q (resp. les espaces vectoriels V et W) soient
réelles ou complexes.

Les représentations complexes irréductibles fondamentales d'une algébre de Lie
simple complexe P, notées g; (i=1, ..., r) dans [8], seront notées ici en
précisant 'algébre de Lie correspondante entre parenthéses: g;(3) (=1, ..., ).

Le produit faible (définition : [3], p. 284) des représentations g.(9) (k=1, ..., n)

k

du type précédent, sera noté < gx(3). Les représentations gyx(P) peuvent
étre identiques pour des indices différents; on écrira, par exemple
x8(3)=8() = 5(b)-

Dans le cas b du n® 46, on notera g;(p) la représentation « forme réelle » de la
représentation g;(9), lorsque p est une forme réelle de p, sans qu'on précise si
cette représentation a lieu dans un espace vectoriel complexe ou réel; car sa
classe est déterminée dans [10], p. 168-174 et il n’y a pas de confusion possible
pour le passage de 'espace vectoriel complexe a 'espace vectoriel réel (voir
cependant le n° 48). Et 'on gardera la notation > pour le produit faible.

Dans le cas ¢(2°) du n° 46, lorsque I'antiautomorphisme & définit un automor-
phisme a« de J, si la représentation (¢(p), P.) est ume représentation fondamen-
tale, soit g;(9), telle que la représentation (o(a($)), Q) soit la représentation
fondamentale g;(p), on écrira, au lieu de ((p), P.) ><(o(a($)), Q.), la nota-

tion g:(H) >< gi(H)-

Cas particulier. — Si une représentation fondamentale, telle que g;(3), g:(9),
gi(p), est celle de 'un des groupes linéaires définis au n° 20, on remplacera,
dans les notations ci-dessus, cette représentation fondamentale par la notation
du n° 20. C’est ainsi qu’on a les identités:

£1(SL(n, C)) =S8L(n, C), £1(SU(n)) =8U(n), cey

£:(Sp(n, C)) =8p(n, C), £:(Sp(n, R)) =8Sp(n, R), ceey
8»(80(n, C)) =80(n, C) (pour p=2 si n est impair, p =3 si n est pair),

Précisions. — Ce qui a été dit au n° 46 montre que les seuls cas, ou la repré-
sentation (ad(h)s, mc) de I’ E. L. S. g/h, n’est pas automatiquement déterminée

par la représentation (ad ()., m,) provenant de celle (ad(}),), m,) de son E.L.S.
compact g/, sont ceux du cas ¢ (2°) du n° 46, ¢’est-a-dire lorsque l'algébre
d’isotropie h) est une algébre pseudo-complexe (ou sa somme directe avec une
algéble abélienne a une dimension). Il faut, en effet, dans ce cas, que nous
prccmons I'antiautomorphisme a.

E.L.S. SL(2n, R)/SL(n, C)+T. — La représentation complcxnﬁee (ad(h);, m;)
est le produit g, (SL(n, C)) >< g,(SL(n, C)) > T. Sur la forme réelle compacte
+ 8U(n)—+ SU(n) de I'algébre d’isotropie h°, I'automorphisme involutif induit
par =, et qui détermine la forme réelle h*=8SL(n, C), est un automorphisme
qui échange les deux SU(n), et défini par (X, Y)=(Y, »(X)), ou % est un
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automorphisme extérieur de SU(n). On peut prendre, parmi ces automorphismes
extérieurs, un représentant arbitraire (voir n°9); prenons l'automorphisme
contragrédient, défini, lorsqu’on représente SU(n) par des matrices carrées

, P
complexes d’ordre n, par 2(A) =—A. Cet automorphisme de SU(n) + SU(n)
se prolonge en un antiautomorphisme de SL(n, C)—+ SL(n, C) défini par la
(—
méme formule x(A) =—A. Et la représentation g, («(SL(n, C))) est identique
a la représentation g,_, (SL(n, (0)). Avec les notations ci-dessus, on trouve donc
pour représentation (ad(h)., m,) :

ga(SL("«, C)) Xg'ﬁ-v—a(SL(na C))

D’aprés [10], p. 165, cette représentation est de 2° classe, parce que les repré-
sentations g, et g,_, de SL(n, C) ne sont pas semblables. Remarquons enfin que,
d’aprés la proposition 49.1, I'E. L. S. étudié est semi-kiahlérien, done que la
représentation (ad(h)., m,) doit laisser invariante une forme d’Hermite (ce qui
serait impossible si cette représentation était de 1™ classe, d’aprés [3]., p. 292
et 297). On vérifie ici que cette forme d’Hermite est

D (@) (5 Q%)

L]
oul'on a désigné par {z,, ..., 5,}une base de C", les 35, Q z; (tetj=1, ..., n)
constituant alors une base de = C*@ C*. Résultats identiques pour I'E. L. S.
SU*(2n)/SL(n, C)+T.

E.L.S. SU*(2n)/SL(n, C) + R. — Avec les notations de 'exemple précédent,

on peut prendre ici pour automorphisme de SU(n) -+ SU(n) 'automorphisme
(X, Y)=(Y, X). Et 'on trouve simplement la représentation

&1(SL(n, C)) < &/ (SL(n, C)).

Cette représentation est bien de 1% classe ([10], p. 165), ce qui est en accord
. avec la proposition 49.2.

E.L.S. 80"(2n)/SO(n, C) [resp. Sp(2n, R)/Sp(n, C)]. — Les représenta-
tions cherchées sont ici nécessairement :

SO(n, C) <80 (n, C) et Sp(n, C) < Sp(n, C)

parce que la représentation complexifiée est SO(n, C)><80(n, C) [resp.
Sp(n, C) ><8Sp(n, C)] et que toutes les représentations «(SO(n, C)) sont
semblables, quel que soit I'automorphisme o de SO(n, C), par exemple pour
des raisons de dimension : ces représentations sont de dimension n, et ce sont
les scules (regarder la liste de [8], p. 33-36 et 38-40). S’il s’agit de Sp(n, C),
puisque tous les automorphismes de Sp(n) sont intérieurs, ce qui a été dit au
n° 9 suffit.

E.L.S. Sp(n, C)/SL(n, C)+ G* (et tous les E. L. S. réductibles, semi-kahlé-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. ’ E 19
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riens, des algebres pseudo-complexes simples). — Dans ce cas, SL(zn, C) -+ ¢*
est ce qui a été appelé dans [ 3], p. 286 un «groupe de 1™ catégorie ». Le fait
que cet E.L.S. soit semi-kihlérien, c’est-a-dire que la représentation de
SL(n, C)+ C* laisse invariante une forme d’Hermite, ne contredit pas [3],
p- 290-291, parce qu’ici cette représentation est réductible. Une telle forme

~d’Hermite sera du type 2<Zi2i:+ 357), ou l'on a désigné par |z, ..., 3,}
i

(resp. {z., ..., . {) une base de 'espace vectoriel sur lequel cette représenta-
tion est irréductible.

48. LE cAS DES REPRESENTATIONS REELLES Spin*(4n). — La proposition 45.1 et
les résultats du chapitre III impliquent une conséquence importante pour les
Sformes réelles des représentations complexes irréductibles des groupes de Lie.
D’aprés E. Cartan [10], la recherche de la classe d’une telle représentation se
raméne au cas des formes réelles des représentations fondamentales. Reprenant
les notations du n° 47, considérons la représentation fondamentale g.(3) de
I'algébre de Lie complexe simple p et la forme réelle gi(p) de cette représenta-
tion (dans le méme espace vectoriel complexe) associée a I'algébre de Lie p,
forme réelle de p. Le Mémoire [10] laisse supposer que la classe (définie au
n°44) de cette représentation est bien déterminée, pour une représentation
fondamentale complexe g, et une forme réelle p de p; en fait, il n’en est rien.
En effet, nous avons trouvé dans les n* 38 et 39 les deux E .L. S.

E!/SO*(12) +SU(2) et E2Z/SO*(12) + SL(2, R).

La représentation complexifiée associée est ici (voir [11], p. 131 ou le tableau II)
g1(80(12, C)). Avec les conventions du n°47, notons g,(80*(12)) cette
représentation [dans [ 3], p. 304, cette représentation était notée Spin* (12)].
D’apres la proposition 45.1, les deux représentations (ad(l), (w) correspondant
aux E.L.S. ci-dessus doivent étre de 1™ classe; ce sont g, (SO*(12))><g, (SU(2))
et 1(80"(12)) >< g,(SL(2, R)). Or g,(SU(2)) [resp. g:(SL(2, R))] est de
2¢ classe (resp. 1™ classe); les régles pour le calcul de la classe d'une repré-
sentation produit ([ 3]), théoréme 5, p. 298) entrainent que g, (SO*(12)) doit
étre de 2° classe pour le premier E. L. S. et de 1™ classe pour le second.

On voit donc que la classe de g, (80*(12)) n’est pas univoquement définie.
Dans [10], p. 173, il est dit que cette représentation est toujours de 1™ classe;
dans [3], p. 306, il est dit que g, (SO*(12)) est de 2° classe et g,(S0*(12)) de
1" classe ; ces résultats sont donc incomplets. Précisons-les pour les représen-
tations g, ou g,(8S0*(4n)).

Dans [ 37, p. 285 (les notations employées sont celles de [3], p. 285 et [8],
p- 38), la forme réelle SO*(4n) est définie, a partir de sa complexifiée
SO(4n, C), par les transformations '

» (X,/—Xl///); (X,,/+ Xl//), \/:()&”—FXII}:), \/—I(XZ/"""XI'/)'
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La représentation linéaire g,(80(4n, C)) est définie dans [8], p. 38; elle porte
sur les 22"~* variables e = (&, ... €5,), ou les ¢;(i=1, ..., n) valent 41, le
produit de tous valant e, ... ¢,,=—1 (dans la formule donnée dans [8], p. 38,
il faut ajouter, aprés ¢;., ... ¢;_, le terme manquant ¢;). La théorie des poids
montre qu'une antiinvolution invariante par g,(SO*(4n)) est nécessairement
de la forme Z.=A ()3, ot les A(¢) sont des coeflicients convenables a déter-
miner et ou ¢’ désigne (— ¢, —...—e¢,,). Pour les matrices S7 de la représen-
tation g,(SO*(2n)), on doit donc avoir A(e)SZ = A(7)S%. En employant les
notations introduites dans [3], p. 303, on trouve les conditiens
. I )= )
LM, =)= (=0 Ae(—is /)
Partant de A(—rrrr...11)=1, on trouve A(I—I1I...11)=—1,
AMi—1—1—1...01)=—1, ... jusqUaA(1—1—I—1...—1—1)=—1;
I'antiinvolution est donc d’indice —1, la représentation g,(S0*(4n)) de
2¢ classe. Pour la représentation g,(SO*(4n)), dont les variables sont les
g=1¢ ... &y, mais cette fois de produit ¢, ... e,,=1, et les mémes formules,
on obtient donc : partant de A(t111...11)=1, A(—I1—TIT...11)=T,
AM—1—I1—I1—1...11)=1, ... jusqUarA(—1—1—1—1...—1—1)=1;
Pantiinvolution est de 1™ classe d’indice 1 et la représentation g.(SO*(4n)) de
1™ classe. ~

Pour compléter ces résultats et obtenir deux classes différentes pour la
représentation g,(SO*(12)), définissons la forme réelle SO*(4n), a partir de
SO(4n, C), par les transformations

(Xij— a5 Xo )5 (Xip+ a5, X0 )5 V1 (X456, X 1); V=1 (Xip— a2, X))

Désignons alors par SO*(4n)* [ resp. SO*(4n)~ | une telle forme réelle, corres-

pondant a des indices ¢;=—¢, (i=1, ..., 2n) pour lesquels un nombre pair

(resp. impair) de ¢; valent 1. Le cas considéré initialement était celui ou tous

les ¢; valaient 1. Les calculs faits ci-dessus pour la recherche de 'antiinvolution

invariante par la représentation correspondante restent valables, le seul chan-
gement consistant dans les formules (48.1) a ajouter le produit ¢:c;. On trouve

donc que :

La représentation g,(SO*(4n)*) et la représentation g,(SO*(4n)~) sont de
2° classe ; la représentation g,(SO*(4n)") et la représentation g,(SO*(4n)*) sont
de 1% classe.

On peut vérifier sur les automorphismes involutifs commutant exhibés dans
les n° 38 et 39 pour définir les deux E. L. S. considéreés ci-dessus et fournissant
les représentations (non précisées) de g, (80*(12)), que, dans chacun des cas,
la forme réelle SO*(12) est bien celle correspondante : 4 SO*(12)* pour I'E.L.S.
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9

de E] et a SO*(12)~ pour 'E. L. S. de E;. Méme remarque pour les représenta-
tions g, (80*(16)™) des deux E. L. S. E}/SO*(16) et E2/SO*(16). ‘
La classe d'une forme réelle d'une représentation complexe fondamentale
n’est donc pas déterminée univoquement ; mais nous allons relier ceci au théo-
réme 23.2 : non a vu, en effet, dans la démonstration de ce théoréme dont on
gardera le otations, que la forme réelle SO*(4n) définie ci-dessus peut étre
considérées comme obtenue a partir du G-automorphisme de SO(4n, C) dont

I ) , .
les G-nombres sont - (s,. ..., &y,). La forme réelle SO*(4n)" s’obtient avec les

G-nombres -;—(1, ... 1) et SO*(4n)” avece %(— 1. 1) et les deux formes

réelles SO*(4n)* et SO*(4n)*" ne sont donc pas isomorphes dans SO(4n, C)
par un automorphisme intérieur de SO(4n, C). Ceci permet d’expliquer que
les représentations correspondantes g,(SO*(4n)*") et g,(SO*(4n)~) n’ont pas
la méme classe. En effet, on a le résultat général suivant, qui concerne les
formes réelles d’une représentation complexe (¢(3), V) d'une algébre de Lie
complexe p :

Prorosirion 48.1. — Soit (p(9), V) une représentation linéaire complexe d’une
algébre de Lie complexe p, et (¢(p), V) [resp. (¢(»"), V)] la représentation, dans
- le méme espace vectoriel complexe, restreinte a la forme réelle p (resp.y') de p.
St les formes réelles p et p' de P sont définies par des antiinvolutions c et o' de ,
telles qu'tl existe un automorphisme intérieur ¢ de p pour lequel ¢' = oao~*, alors
les représentations (¢ (p), V) et (¢(»'), V) ont méme classe.

La démonstration se fait en montrant que, dans les conditions de I'énoncé, si
(e(p), V) est de 1 classe, alors (p(p'), V) est aussi de 1™ classe. A toute repré-
sentation (¢($), V) d'une algébre de Lie complexe [ resp. représentation réelle
d’une algébre de Lie réelle (o(p), Vi)], on associe une algébre de Lie complexe
g (resp. réelle g), définie par I'espace vectoriel réel complexe § =3 —+ o (resp.
réel g=p 1) oud (resp. v) est un espace vectoriel complexe (resp. réel) de
méme dimension que V (resp. Vi) et les crochets suivants :

[X,Y]=o0 si X,Ye¥, [X,Y]=p(X).Y si X&j et Ye¥F

et le crochet de 'algébre de Lie § si X et Y appartiennent a p (voir [3], p. 281-
282 ; cette notion est celle de somme semi-directe associée i une représentation :
[25], exposé 22, p. 3). Rappelons enfin qu'une antiinvolution d’une algébre de
Lie complexe § est une application de g dans g telle que

c(X+Y)=a(X)+0o(Y), o([X,Y])=[c(X),o(Y)] et o(3X)=1X)
(ou & désigne le nombre complexe conjugué de 2.).

Par définition ([10], p. 158-159) la représentation (p(p), V) est de 1™ classe
si cette représentation laisse invariante une antiinvolution y de V; on doit
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avoir : :
e(X).(xY) =y (p(X).Y), quels que soient X dans p et Y dans V.

(’est-a-dire, pour I'algébre de Lie § =75 -+ 9 associée.a cette représentation :
[X, 2 Y]=1y[X, Y], quels que soient Y€n et X dans la forme réelle p consi-
dérée de p; la forme réelle p de § étant définie par l'antiinvolution & de p,
I'ensemble de o et de y permet de définir une antiinvolation £ de toute 'algébre
g, en posant '

(X)=0o(X) si Xe€p et ((X)=x%(Y) si Ye®.

* L’automorphisme intérieur ¢ de p se prolonge en un automorphisme, noté
encore ¢, de toute 'algébre g; et Iapplication de § dans § définie par le produit
oo~ est encore une antiinvolution £’ de g§. Cette antiinvolution induit sur & une
antiinvolution y’, et 'on a, pour X dans § et Y dans # :

XX Y]=E[X, Y]=['X, Y]

et comme la forme réelle p’ de p est I'ensemble des points fixes de I'antiinvo-
lution o’ = pag=* de §, on a y'[X, Y] =[X, ¥'Y] quels que soient X dans p’ et
Y dans # ; ou encore, I'antiinvolution ' de V est invariante par la représentation
(e(#"), V), c’est-a-dire que cette représentation est de 1™ classe.

Appliquons le théoréme 23.2 et la proposition 48.1 4 une forme réelle g(p)
d’une représentation fondamentale g.(3) de 'algébre simple complexe § : on
obtient la conclusion que la classe de g, (p) est bien définie par la forme réelle p
de §, pour toutes les formes réelles de toutes les algébres complexes simples et toutes
leurs représentations fondamentales, i 'exception des représentations fondamen-
tales g,(SO(4n, C)) et les formes réelles de SO(4n, C) qui sont isomorphes a
SO*(4n). Nous avons complétement étudié, dans ce qui précede, le cas des deux
représentations fondamentales g, et g,; ajoutons seulement que I'on pouvait
prévoir a priori que g,(SO*(4n)*) et g.(8SO*(4n)~) avaient la méme classe,
car SO*(4n)* est isomorphe de SO*(4n)~ pour un automorphisme extérieur de
S0O(4n, C) et on lit facilement sur les poids dominants des représentations g, et
&> qu'un tel automorphisme extérieur échange les poids dominants de g, et g,
donc que les représentations irréductibles correspondantes sont isomorphes par
cet isomorphisme. :

Il ne reste plus qu'a déterminer la classe des représentations gx(S0*(4n)),
pour k=3, ..., 2n. La représentation g;, pour £ >3, et le produit extérieur

p=2 o . .

/\g&s (définition dans [3], p. 296-297) et la classe d’'un produit extérieur se
déduit canoniquement de la représentation initiale. Quant a la représentation
8:(80*(4n)), elle laisse toujours invariante une antiinvolution de 2° espéce,

. ) 2 . . N , N
quels que soient les G-nombres GRS €.) qui servent a la définir : cette

- antiinvolution est toujours X(X,-):X,v et X(X,»):——Xi, Ja représentation
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correspondante étant celle du groupe linéaire laissant invariante simultanément :
2n
la forme quadratique : 25,,:,, 3,
p=1

21

'

? 7 . - = - =
et la forme d’Hermite : Zep(N.,,.-,,— ).
p=1

Dans le cas des structures réelles SO*(8), 802(8), SO*(8), SO*(8), SO*(8),
les résultats ci-dessus restent valables (aucune restriction n’a été faite sur n);
les différents types possibles pour ces formes réelles ne donnent donc lieu a
aucune particularité nouvelle pour les classes des représentations fondamen-
tales.

49. ESPACES LOCAUX SYMETRIQUES, C-SYMETRIQUES ET SEMI-KAHLERIENS. — La propo-
sition 44.1 raméne la recherche des E. L. S. C-symétriques a 'étude de la
classe de la représentation (ad(h), mr). Les n* 8 et 9 résolvent le probléeme pour
les cas I et II, et le n° 17 pour les algébres simples pseudo-complexes. Le cas
des E. L. S. g/h, avec g et g, simples, est un cas particulier de la nature de la
représentation (ad(h)), m), qui est déterminée dans le tableau I; les E. L. S. de
ce type, qui sont C-symétriques, seront indiqués dans le tableau II.

La détermination des E. L. S. semi-kihlériens est résolue par la :

Proposirion 49.1. — Pour que U'E. L. S. g/Yy, a g, semi-simple, soit semi-kdhlé-
rien, il faut que I’algébre d’isotopie l), écrite avec la convention du n° 22, contienne
T. Cette condition est suffisante si § est simple.

Nécessité. — La démonstration est calquée sur celle du théoréme 3 de [5].
L’opérateur J définissant la structure complexe de g/h commute avec I'algébre
d’isotropie ), par définition d'un espace C-symétrique; cet opérateur J vérifie
les relations nécessaires pour appartenir a la plus grande algebre locale d’iso-
tropie (voir [5]) : ceci parce que les propriétés du tenseur de courbure des
variétés kahlériennes sont encore valables dans le cas semi-kahlérien. D’autre
part, le théoréme 16.2 de [24], p. 58 assure que g est le plus grand « groupe »
d’isométries locales de g/lj; donc J appartient & lj. Enfin, J définit, dans le groupe
linéaire engendré par la représentation (ad(lh), m), un sous-groupe 4 un para-
metre exp(¢J) (ou ¢ parcourt les réels), et ce sous-groupe est compact, puisque
exp(2nJ) =1, comme on le voit par exemple en écrivant J sous la forme

o 1
(21 o)
(oﬁ I est la matrice unité d’ordre édimm)-
\

Le groupe linéaire H, ainsi défini contient donc un tore 4 une dimension dans
les sous-groupes compacts maximaux, donc, a fortiori d’apreés la convention du
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n° 22, I'algébre de Lie h de H, contient T dans sa sous-algebre compacte maxi-
male g,,. ' ‘

Suffisance. — L’E.L.S. g/, 4 g simple, est tel que b contient T; la forme
compacte hj, de ) contient donc nécessairement T. Dans le cas ou g est pseudo-
complexe, I'E. L. S. ne peut pas étre du type §/g;. puisque l'algébre simple g;
n’a pas de centre; il est done du type g/k;, done, k; contenant T, c’est que k;
contient T; I'E.L.S. compact correspondant est (g.54.)/(k:Dk)=(g./k)D(g./k);
comme Kk; contient T, 'E. L. S. g,/k;, qui est compact, est kihlérien parce que
g. est simple et la somme directe (g./k;) P (g./k;) est encore un E.L.S. kihlérien.
Dans le cas ou g, est simple, 'E. L. S. compact g,/h, est kihlérien parce que b,
contient T et que g, est simple.

Dans les deux cas, appelons g,/h, 'E. L. S. compact g/hj et dont vient de voir
qu’'il est kihlérien; il existe done dans b, un élément J, pour lequel 'automor-
‘phisme, d’espace vectoriel, de m, défini par X —[J, X] est de carré —1 et
compatible avec la métrique canonique de g,/j, (compatible exprimant que cette
métrique définit, pour la structure complexe définie par J, une forme d’'Hermite).
Introduisons la décomposition m,= g, -+ g_,—,. Ces deux espaces vectoriels
sont orthogonaux pour la métrique; d’autre part, puisque 'algébre d’isotropie
b s’écrit avec T, c'est que J&€4g,,; des relations du crochet (43.1) on déduit

donc que
[J, 81v1]C51—-1 et - [J, 9—1~1]C§—1~1

donc l'opérateur J conserve les sous-espaces g, , et g_,_,. Cest donc que la
forme d’Hermite, définie positive, définissant la structure d’E. L. S. semi-kahlé-
rien de g,/h, peut s’écrire yf, =7y, =12, 0 34 (resp. ) est une forme d’Hermite,
définie positive, sur le sous-espace vectoriel g, , (resp.g_,_,). Cette forme
d’Hermite y, étant invariante, définie sur g, ,+ g_,_,, étant invariante par la
représentation  (ad(g,,+g.4.)), on en déduit que la représentation
(ad(g“—i— \/——I.g_“)) laisse invariante la forme d’Hermite y =1y,—%.,
définie sur g,_,+ \/:T.g~,_,; cette forme d’Hermite est de signature
é(dimgi_1 —dimg ,,) et définie sur g/h la structure semi-kihlérienne
cherchée.

En précisant la proposition 49.1, on obtient un critére pour reconnaitre,
étant donné I'E. L. S. g/h — tel que g soit simple et non pseudo-complexe —
lorsque la représentation (ad(h.), m,) est de 2¢ classe, si la représentation
(ad(h), m) est de 1™ classe ou de 2° classe :

Proposirion 49.2. — Soit g/l un E.L.S. tel que : l’algébre g et sa forme
compacte §, sont simples, et I' E. L. S. g/, est kdhlérien [c'est-a-dire (ad(}),), m,)
est de 2° classe]. Alors, si Ualgébre d’isotropie V), écrite avec la convention du
n° 20, contient :

— T, la représentation (ad(h), m) est de 2° classe ;
— R, la représentation (ad(l)), m) est de 1™ classe.
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Le cas ou lj contient T vient d’étre traité dans la démonstration de la propo-
sition 49.1. Avec les mémes notations, si maintenant lj contient R, c’est que
I'élément J appartient 4 g_,,. Les relations (43.1) montrent, cette fois-ci, que

[d, g1 ] C -1 et [Jy 8- ] C g,

c’est-a-dire que l'automorphisme (de carr¢ —r1) de I'espace vectoriel
m, =gy 1+ 9§11, échange g et g, 4. Les sous-espaces g,—, et g_,_, sont
done ceux qui interviennent dans la décomposition des matrices de la représen-
tation (ad(h,), m,) donnée dans la formule (44.1), et en méme temps dans
la formule (43.2). Ces matrices sont de la forme

(%5 X)

La représentation (ad(h), m) est donc définie [passage dans le n° 43, de la
formule (43.2) 4 la formule (43.3)] par des matrices du type

(s %)

B A

et une telle représentation est réductible; donc (proposition 45.1), elle est de
1" classe. Enfin, cet E.L.S. n’est certainement pas C-symétrique; sinon la
représentation (ad ()., m,) devrait étre réductible en quatre morceaux, ce qui
est impossible parce que (ad(l,), m,) est irréductible.

La nature de la représentation (ad(h), m), donnée dans le tableau II, permet
de vérifier cette proposition a posteriori.

50. Tasreav II. — Dans le tableau II, on trouvera toutes les structures locales
symétriques, non isomorphes, du cas IIl du n° 8; c’est-a-dire que tout E. L. S.
sera: soitun E.L.S. du tableauII, soit un E.L.S. du cas II [ de la forme (g g)/g,
et la représentation adjointe de g dans g7, soit une.somme directe

(D9:)/(Dh) =D (si/h),

ou tous les g;/h; (=1, ..., p) sont des E. L. S. du tableau IT ou du cas II.

Les E.L.S. du tableau II sont donnés dans I'ordre suivant : pour chaque
structure simple complexe g, si 'on note § la forme réelle pseudo-complexe,
g, la forme compacteet g;(i =1, ..., p) les autres formes réelles de §, on trouve
d’abord les ensembles. des quatre E.L.S.: {gi/k;, g./ki, i/k:, g/8: |, pour
i=1, ..., p. Ensuite, on trouve les E. L. S. des formes réelles g;, pour 7 allant
de 1 a p. On a redonné les E. L. S. riemanniens définis positifs g;/k; et g./k;,
déterminés dans [117], d'une part pour que le tableau II soit complet, d’autre
part pour mentionner la nature de la représentation correspondante (ad (k;), m;),
déterminée aussi dans [ 117, mais qui est essentielle pour déterminer la nature
de la représentation (ad(l), m) des autres E. L. S.

Sur chaque ligne, correspondant a4 un méme E.L.S., on trouvera dans



LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. ) 157

Pordre : dans la premiére colonne, I'algébre g de 'E. L. S. Dans la deuxiéme
colonne, l'algébre h) d’isotropie; dans la troisiéme colonne, la nature de la
représentation (ad(h), m), ou, si cette derniére est réductible, de la représen-
tation irréductible qu’elle définit dans un espace vectoriel de dimension moitié;
les notations employées pour cette représentation ont ¢té précisées au n° 47.
Dans la quatriéme colonne, on ne met rien si 'E. L. S. est irréductible, et Iabré-
viation « réd. » s’il est réductible. Enfin, dans la cinquiéme colonne, on ne met
rien si 'E. L. S. n’est pas C-symétrique, on met I'abréviation « G-sym. » s’il est

g LN L TN P > > Pt gt I ..
C-symétrique mais n’est pas semi-kahlérien, et I'on met I'abréviation « - kihl. »

s’1l est semi-kahlérien.

D’aprés Uensemble du chapitre 111, on voit que les I. L. S. g[ly a g simple sont
bien déterminés — a un isomorphisme prés, intérieur ou non, mais qui se prolonge
toujours pour des espaces symétriques G[H dont le groupe G est quelconque
d’algébre de Lie § — par la structure de § et la structure de I’ algébre d’isotropiely.
Ce qui justifie le tableau 11.

Dans la liste d’espaces locaux symétriques donnée dans|[2], il manque les deux
espaces SU"(2n)/SO*(2n) et SU"(2.n)/Sp(n, R). Bt 'E.L.S. E;/SL(6, R) 4 SU(2)
y figure par erreur.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2.

TasLeav II.
Réduc-
Algébre 3. Sous-algébre . Représentation (ad(}), m)). tibilité.
SL(x, R) SO(n) (S0 (n)) % ,(SO(n))
ou SU (n) . (p =2 si nimpair, p =3 si n pair)
SL(n, C) SO(n, C) £ (80(n)) < g,(80(n, C))
(p =2 s1nimpair, p =3 sin pair)
SL(n, C) SL(n, R) rep. adjointe de SL(n, R)
SU*(2n) Sp(n) &:(8Sp(n))
ouSU(2n) :
SL(2n, C) Sp(n, C) £:(Sp(n, G))
"SL(2n, C) SU*(2n) rep. adjointe de SU*(2n)
SUi(n) SU(\)+~SUn—i)+ T SU (7)) x SU(n —1))
ou SU(n)
SL(n, C) SL(;, C)+SL(n—1i, C) + C* (SL(z, G)) < (SL(n—1, C))><’C* réd.
SL(n, C) SU!(n) rep. adjointe de SUi(n)
SL(n, R) SL(i, R)+ SL(n — 7, R) + R (SL(, R)) < (SL(n — ,R)) x R réd.
SL(n, R) SOi(n) & (807 (n)) < g,(80'(n))
(p=2sinimpair, p =3 si n pair)
SL(2n, R) Sp(n, R) 22(Sp(n, R))
SL(2n, R) SL(n,C)+ T &1(SL(n, G)) X g,-1(SL(n, C))

20

C—sym .

C-sym.,

kahl.

2 kiihl.
2

L kanl.
2
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Algébre g.

SU*(2n)
SU* (2 n)
SU*(2n)

SU*(2n)
SU!(n)
SU/(n)

SU(an)
SU"(2n)
SU"(2n)
SU”"(an)

SO*(2n)

ou SO (2n)

SO(2n, C)

SO(2n, C)
SOi(n)

ou SO (n)

SO2(n)
ou SO (n)
SO (n, C)

SO(n, C)
SO(n, C)

SO*(2n)

SO*(2n)
SO*(2n)
SO*(2n)
SO*(4n)

'SO"(n)

SOi(n)
SOi(n)
SOz(2n)

SO(2n)
SO"(2n)

MARCEL BERGER.

Sous-alg¢bre |).

SU*(2¢) + SU* (21— 27) + R
Spi(n)
SO*(2n)

SL(n, C)+ T

SU4(k+ 1)+ SU*(n—k—1)+T
SOi(n)
Sp‘(n)
SO*(2n)
Sp(n, R)
SL(n, C)+R

SU(n)+T

SL(n, C)+ C*

SO*(2n)
SO (i) +~SO(n —1)
(aveci—=1o0ui>2etn—i>2)

SO(n—2)+T
SO/, C)+SO(n —¢, C)
(aveci—=1oui>2etn—1>2)
SO(n—2,C)+C
SO0i(n)
SO*(27) + SO*(2n — 27)
(avec i>1etn —i>1)
SO*(2n —2)+ T
SO (n, Q)
SU{(n) + T
SU*(2n) + R
SO4(k+ h)+ SO~*(n — k—h)
(avec k+h>2etn—k—h>2)
SO~2(p —2)+ T
SO-t(n—2)+R
SU!(n)+ T

SL(n, R) + R
SO(n, Q)

Représentation (ad(h)), m).

(SU*(20)) x SU*(2an—2i)) <R
£:(8pi(n))
£:(80"(2n)) < £,(SO* (an))

£ (SL(n, C)) < g, (SL(n, C))

SU(k—+ h)) =< SU (n—k—h)) < T
£, (8S0i(n)) < g,(S0O(n))

(p=2 si n impair, p=—=3 si n pair)
&:(Sp'(n))
2:(S0*(21)) < g4,(S0O*(2n))
£:(Sp(n, R))
<1 (SL(n, C)) < g (SL(n, C))

£:(80(n)) < T

:(SL(n, C)) = C*
rep. adjointe de SO*(2n)
(SO (7)) < SO(n — 1))

(SO(n—2)) < T

(SO(i, C)) x SO(n — i, Q)

(SO (n—2,C)) < C
rep. adjointe de SO!(n)

(SO*(27)) < (SO*(2n — 217))

(SO*(2n —2)) < T
(8O(n, C)) < 8SO(n, C))
§:SU(n)) < T
£:(SU*2n)) x R

(SO k + L)) < (SO~*(n — k —h))

(SO (n—2)) < T
(SO-t(n—2)) xR
£:(SU(n)) x T

g‘.’(SL(n, R)) < R
(SO(n, C)) < SO(n, C))

Réduc-
tibilité.
réd.
! kiihl.
2
L kahl.
2
réd.
kahl.
réd.  Lkihl.
2
kahl.
C-sym.
I
réd. L kihl.
2
! kahl.
2
L ihl.
9
réd,
L kahl,
2
réd.
I kahl
2
réd.



Algébre g.

Sp(n, R)
ou Sp(n)
Sp(n, C)

Sp(n, )
Sp'(n)
_.ouSp(n)
Sp(n, C)
Sp(n, C)

Sp(n, R)
Sp(n, R)

Sp(n, R)
Sp(2n, R)

Spi(n)
Spi(n)

Sp(2n)
Sp~(2n)

G: ou G,
G¢
G¢

G

F: ou F{,
F;
F¢

F,‘f ou Fl‘.
F;
F;

F!
F!
F!

F:
F:

E! ou E;
E;
E!

Etou E,

LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS.

Sous-algébre |.

SU(n)+ T

SL(n, C)+ C*

Sp(n, R)
Sp(i) + Sp(n—1)

Sp(i, C) + SpE(’n —1, C).
Spi(n)

Sp(i, R) + Sp(n— i, R)
SUi(n) + T

SL(»n, R) + R
© Sp(n, C)

Sp*(k—+ L)+ Sp—*(n— Lk — 1)
SU/(n)+ T

SU*(2n) + R
Sp(n, C)

SU(2) + SU(2)

SL(2,C) + SL(2, C)
G

SL(2, R) + SL(2, R)

Sp(3)+ SU(2)
Sp(3, C) -+ SL(2, C)
F,

SO(9)

SO (9, C)

SO (9)
Sp!(3)+ SU(2)
Sp(3, R) + SL(2, R)

SO (9)
Spt(3) + SU(2)

Sp(4)
Sp (4, C)
E;
SU(6)+ SU(2)

Représentation (ad(h), m)).

§1(8U(n)) % /(SU(n)) < T

'.‘,T,(SL(H,, C))igl (SL(IZ, C)) x c

rep. adjointe de Sp(n, R)
Sp(?)) < (8Sp(n —1))

(Sp(i, C)) > (Sp(n— i, C)
rep. adjointe de Spi(n)

(Sp(l’ B)) > SP(”’ - llv R))
£1(8U!(n)) = (8T (n)) < T

21 (SL(n, R)) < 1 (SL(n, R)) < R

(Sp(n, G)) < 8p(n, C))

(SPh(h+ L)) < (Sp*(n—1—h))

£ (SU(h)) < £ (8U!(n)) x T

£ (SU*(2))n = (g (SU*(2,n)) < R

Sp(n, CG)) < (Sp(n, )

% 21 (SU(2)) x g,(SU(2))

% (21 (SL(2, C)) x & (SL(2, C))
rep. adjointe de G

% (g, (SL(2, R)) x 2 (SL(2, R))

&3(Sp(3)) < £:1(SU(2))
8:(Sp(3, €)) >< 51(SL(2, €))
repr. adjointe de F;
£180(9))
£1(80(9, C))
repr. adjointe de F;

£:1(S0'(9))
&:(Sp'(3)) < £1(SU(2))
g3(sp(3a R)) Xg1(SL(2a R)

&1(8S0'(9))
&3(Sp'(3)) x< £:(8U(2))

8:(Sp(4))
&(Sp(4, C))
rep. adjointe de E}
8 (SU(6)) < g (SU(2))
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Réduc-
tibilité.

~ kihl.
.2
I

véd.  hahl.
2

C-sym.

L kahl.
réd.

L kahl.
2
réd.

C-sym.

C-sym.

C-sym.

C-sym.
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Algébre g
ES
E;

E; ou E,
E;
E;

Ez ou E(,
E
E§

E;
E,
E;
E;
E;
E;

E:

E:
E;
E:
E:
E:

6

E;

Sous-a]gébré b.

SL(6, C) -+ SL(2, C)
E:

SO(10)+ T
SO (10, C) + C

E;
F,
F¢
F!

F,

SU*(6) + SU(2)
SO’(10) +R
Sp*(4)

Sp(4, R)
SL(6, R) + SL(2, R)

SO*(10) + T

SO*(10) + T

SU2(6) + SU(2)
SU?(6) + SL(2, R)
Sp'(4)

F;

Sp(4, R)

F:
SO02(10) + T

SU:(6) + SU(2)
Sp*(4)
SU1(6) + SL(2, R)

SO*(10) + T

SU*(6) + SU(2)
Sp' (4)
SOt (10) + R
F;

SU(8)
SL(8, Q)
E;
SO(12)+ T
SO(12, C) + SL(2, C)
E:

MARCEL BERGER.

Représentation (ad(h), m)).
g3(SL(6> C)) Xgi(SL(2’ C))
rep. adjointe de E;

21(SO(10)) x T
g1 (S0 (10, C)) < C

rep. adjointe de E;
81 (Fi)
&1 (Fk)

rep. adjointe de E¢

& (F})
£:(8U*(6)) x< £ (8U(2))
2. (S0%(10)) x R
8+(Sp*(4))

- 8.(Sp(4, R))
g3(SL(67 B)) Xgi(SL(2a R)

£1(S0*(10)) x T

gi(Sb‘(lo)) < T

&3 (SU?(6)) < £1(SU(2))
g:(SU?(6)) < g1 (SL(2, R)
S (Sp'(4))

&(F1)
£ (Sp(4, R))

gi(F})
£:(S02%(10)) x T

&:(SU*(6)) < £ (SU(2))

8. (Sp*(4))
&3(SU'(6)) < g1 (SL(2, R))

83(SU*(10)) x T

8:(SU*(6)) % £:(SU(2))
& (Sp'(4))
£1(80'(10)) x R
&1 (F})

£.(SU(8)
gs(SL(S, C))
rep. adjointe de E!
81(80(12)) < 81 (SU(2))
8:1(80(12, C)) < g1(SL(2, C))
rep. adjointe de E?

Réduc-
tibilité.

C-sym.

kihl.

réd. L kihh
2

C-sym.

réd.

— kahl.
2

L kahl.
2

I kanl.
2

L kahl.
2

réd.

C-sym.



Algébre g.

E:ou E,

ES
E:
E!
E!

ou E¢
E§
ES

2 ou By

ES

E;
E;
E;
E;

E;
E;
E;

LES ESPACES SYMéTRIQUES NON COMPACTS.

Sous-algebre 1.
E+T
E+C

E:
SO*(12) + SU(2)
E: T
SOs (12) + SL(2, k)
SU*(8)
SL(8, R)

SU*(8)
E;+R

E+T
SO*(12) + SU(2)
SU*(8)
SU*(8)

E+T
SO*(12) + SL(2, R)

SU*(8)
S02(12) + SL(2, R)

E:+T

SU(8)
SO*(12) + SU(2)

E: +R

SO(16)
SO @16, C)
E,

E,+ SU(2)
E{ + SL(2, C)
E;

E: + SU(2)
SO8(16)
SO*(16)

E! + SL(2, R)

SO* (16)
SO (16)
E; 4 8SU(2)
E: + SL(2, R)

Représentation (ad(}h), m)). .

gi(By) < T
¢1(Ef) = €
rep. adjointe de E?

£1(80"(12)%) > £1(8U(2))

s (Ef) < T

$1(80° (12)) x< g (SL(2, R))

$:(SU*(8))
&1 (SL(8, R))
2,(SU*(8))
(B <R

si(EY) < T

81(80%(12)) < £ (SU(2))

2. (SU(8))
- £.(SU2(8))

gi(Eﬁ) < T

£1(80(12)7) x &1 (SL(2, R))

£ (SU*(8))

&1(802(12)) < £1(8SL(2, R))

s(B)yxT
2. (SU2(8))

&1(80"(12)*+) < £1(8U(2))

gi(EZ) xR

gi(SO(16))
£1(80(16, C))
repr. adjointe de E;
8:(B;) < g1(SU(2))

& (Ef) < g:1(SL(2, G))

rep. adjointe de E;

$:(B7) < £1(8SU(2))
£1(S08(16))
£1(80*(16)7)

8:(E7) < g1(SL(2, R))

81 (80*(16)7)
81(S0"(16))
8:(BE7) < g1 (8U(2))

&:(B3) < g1 (SL(2, R))
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Réduc-
tibilité.

réd.

red.

réd.

Kithl.
L kanl.
2

! kahl.
2

L abl.
2

L kanl.
2

! kahl.
2

L kahl.
2
C-sym.

C-sym.
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CHAPITRE V.

EspacEs SYMETRIQUES A GROUPE SEMI-SIMPLE.

51. RappeLs. — Nous rappelons ici quelques propriétés essentielles des
groupes de Lie, dont nous aurons besoin dans ce chapitre et le suivant. On les
trouvera dans [4], [25].

Tutorkme 51.1. — Soit G un groupe de Lie connexe. Il existe un sous-groupe
compact connexe K de G et une sous-variété N de G, homéomorphe & un espace
vectoriel réel, tels qu'on puisse écrire G =K.N, cette notation signifiant que la
variété de G est homéomorphe au produit topologique K >< N et que tout élément g
de G peut s’écrire d’une maniére et d’une seule, sous la forme g = kn, avec k€K
- et n€N. Tout sous-groupe de G jouissant des propriétés ci-dessus est appelé un
sous-groupe compact maximal de G. S¢ H est un sous-groupe compact quelconque

de G, il existe un automorphisme intérieur ® de G tel que ®(H)CK.

TukorkmMe 51.2. — Soient G un groupe semi-simple, G=XK.N une décompo-
sition et K un sous-groupe compact maximal de G; sotent § et k les algébres de
Lie de G et K respectivement. Il existe un x-automorphisme = de g, tel que, pour

la décomposition correspondante §—g,~+ | — 1.4_,, on ait k C §,. St l’on appelle G,
le sous-groupe connexe de G engendré par g,, alors le centre de G est contenu

dans G,.

Rappelons aussi qu'a toute algebre de Lie g correspond un groupe de Lie (et
un seul, & un isomorphisme prés) simplement connexe, soit G*, dont I'algébre
de Lie est g. Tous les groupes de Lie G, dont I'algébre de Lie est g, peuvent
s’obtenir comme quotient G*/Z; de G* par un sous-groupe discret quelconque Z;
du centre Z de G*.

52. Passace p'uN E. L. S. A uN EspacE sYMETRIQUE. — Dans les chapitres 11, 111
et IV, nous avons déterminé tous les E. L. S. g/l & g semi-simple. Il s’agit main-
tenant de savoir, étant donné un groupe de Lie quelconque G, d’algébre de
Lie g, s'il existe un espace symétrique G/H dont I'E. L. S. est g/h. La réponse
est fournie par la :

ProvrosiTion 52.1. — Soit g un automorphisme involutif de g; soient G* le groupe
simplement connexe dont l'algébre de Lie est g, et £* I’automorphisme involutif
de G*, défini par I’automorphisme o de g. Soit G un groupe quelconque d’algébre
de Lie g, défini comme le quotient G*[L; de G* par le sous-groupe discret 7. du
centre 1. de G*. Pour que I’automorphisme s de § définisse un automorphisme X,
de G, il faut et il suffit que X* laisse L invariant : X* (L) = L.
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Désignons par =, 'application canonique G*— G = G*/Z;. La suflisance est
évidente, puisque, si X*(Z;) =Z;, 'automorphisme X* passe aux quotients,
conservant Z;. Soit maintenant X; un automorphisme de G, induisant l'auto-
morphisme g de g et considérons les deux applications ® et W' de G* dans G,
définies par ® =7 X" et W =X ;. Les applicatibns ® et W définissent deux
applications ¢ et & de I'algébre de Lie de G*dans celle de G,et 'on a o=0"=g.
Puisque ¢ et W' sont identiques, c’est donc ([14], théoréme 2, p. 113) que ®
et W sont identiques : ng X=X %,. D'autre part, Z; est le noyau de ¢, done,
en désignant par e I'élément neutre de G, on a bien

To3 (Ze) = 36To(Ze) = e,  soit 3*(Zg) = Ze.

Appliquant en particulier cette proposition a un E. L. S. quelconque, on voit
que cet E. L. S. se remontera en un espace symétrique G/H du groupe de Lie G,
si et seulement si le sous-groupe Z, définissant G par G = G*[Z, est invariant
par X*. Dans le cas ou G est semi-simple, les résultats des chapitres II, III, IV
permettent de résoudre complétement le probléme. L’étude faite au n°8 permet,
ici encore, de se ramener au cas III, ¢’est-a-dire de supposer que le groupe G
est simple;; il reste i connaitre I'effet sur le centre Z de G*, de 'automorphisme X*
de G*, induit par 'automorphisme ¢ définissant I'E. L. S. considéré g/hy. Le
théoréme 51.2 permet encore d’étudier seulement le probléme pour le sous-
groupe G; de G*; c’est-a-dire le sous-groupe de G* engendré par la sous-
algebre g, de g; c¢’est donc le cas de V'E. L. S. g,/g.1, compact maximal de
I'E.L.S. g/h. Le groupe simplement connexe G est : soit compact, lorsque g,
n’a pas de centre, soit le produit d’'un groupe compact par le groupe (non
compact) R, lorsque le centre de g, a une dimension; le groupe compact inter-
venant ci-dessus est semi-simple, et produit d’au plus deux groupes simples
(voir n° 46). Le centre de G; est le produit direct des centres des groupes dont
il est le produit, et d'un sous-groupe discret dénombrable, noté W, de R.
L’automorphisme X* conserve R, donc W, et son effet sur W se regarde sur
I'algébre d’isotropiel) : avec la convention du n°22, on voit que X* induit sur W :

soit 'identité, si g,, contient T';
soit X*(z) =35, si g,, ne contient pas T.

Dans le cas ou o échange les deux algeébres simples, isomorphes, intervenant
dans g, il est clair que X* échange les centres des groupes simplement connexes
correspondants. I ne reste plus qu'a connaitre I'effet sur le centre Z de S*, d'un
automorphisme involutif d’'une algébre de Lie simple s. Lorsque o est intérieur,
ce centre est fixe par X*, élément par élément. Lorsque o est extérieur, on
montre que X* induit sur Z 'automorphisme X*(z) =57*, sauf dans le cas ou
I'algébre de Lie simple s a pour structure SO(4m) ; alors, le centre de S* est la
somme directe de deux groupes a deux éléments et X* échange ces deux groupes.
On trouvera, par exemple, les centres des groupes simples compacts dans [25],
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exposé 23, p. 7-8; et la méthode de détermination de ces centres qui y est
exposée permet aussi de déterminer I'effet d'un automorphisme extérieur sur
ce centre.

Remarque. — Méme lorsque g est simple, un E. L. S. g/h ne peut pas toujours
se remonter en un espace symétrique G/H d’un groupe quelconque G, d’algébre
de Lie g. Exemple : considérons la structure simple SO*"(8m) et 'E. L. S.
SO*"(8m)/SL(4m, R)+ R. L’automorphisme induit par ¢ sur la sous-algebre
compacte maximale g, =80(4m)+ SO(4m) échange les deux algebres de
structure SO(4m) (voir n° 28). D'apreés [ 12], p. 378-379, on peut déterminer
le centre de SO*(8m); il est défini par les quadruples ordonnés (a, b, c. d),
avec une notation additive eta, b,c,d=o0 ou 1, et 2=o0; le quadruple (a, b, ¢, d)
ne devant comporter qu'un nombre pair de zéros. L’automorphisme X* est, sur
ce centre : X*(a, b,c,d)={(c, d, a, b). D’aprés la proposition 52.1, le quotient
du groupe simplement connexe d’algébre de Lie SO*™(8m) par le sous-groupe
engendré par (1, 1, 0, 0)ne peut pas définir un espace symétrique dont 'E. L. S.
est SO*"(8m)[/SL(4m, R) +R.

L’affirmation de [ 2], p. 1696 est donc erronce.

Ce qui a été dit ci-dessus permet de donner de nombreux cas I’E. L. S. g/h
qui se remontent pour tous les groupes de Lie G d’algébre de Lie g. Par exemple,
toutes les algébres de Lie g, dont la structure g, des sous-algébres compactes
maximales est simple et n’est pas isomorphe 4 SO(4m). Enfin, tout E. L. S. g/b,
a g semi-simple, se reléve pour deux groupes d’algébre de Lie g : le groupe
simplement connexe G* et le groupe adjoint G,, puisque G, est le quotient de G*
par tout son ceitre Z, et (ue ce centre Z est toujours conservé par X*.

53. STRUCTURE DES ESPACES SYMETRIQUES A GROUPE SEMI-SIMPLE :

Prorposition 53.1. — Soit G/H un espace symétrique, défini par I’automorphisme
involutif X, tel que G sout semi-simple. Il existe une décomposition G =XK.N (ot K
est un sous-groupe compact maximal de G et N une sous-variété de G, homéomorphe
a un espace vectoriel réel) qui est invariante par % : E2(K)=K et E(N)=N. 1l
existe alors une décomposition subordonnée H—= C.E du groupe d’isotropie H, ou
C est le sous-groupe d’tsotropie de Uespace symétrique K|C, induit par X sur K et E
un sous-espace vectoriel de N. St H, (resp. C,) désigne la composante connexe de
lélément neutre de H (resp. C), alors C, est un sous-groupe compact mazimal de
H,. Le sous-groupe d’isotropie Il n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

a. Soit g/h I'E. L. S. de G/H, pour [l'automorphisme induit g, ct
g=4g:+—1.9_, une décomposition de g, relative a un %-automorphisme =
de g commutant avec o (I'existence de cette décomposition est assurée par le
lemme 10.2); on a o(g,) =g, et o(g_,)=g_,. Dans le groupe G, la sous-algébre
g: engendre un sous-groupe G,, qui (voir par exemple [25], exposé 22, p. 9)
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est le produit direct G, =K ><A d'un groupe compact K par un groupe abélien
simplement connexe A ; le sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal
de G. L’automorphisme T conserve G, @ X(G,) = G,, parce que o(g,)=4g, et
que G, est le groupe connexe engendré par ¢,. L'automorphisme T conserve
aussi K, dans G,. parce que. le produit K>< A étant direct, et A homéomorphe
aun espace vectoriel réel. on peut considérer K comme le plus grand sous-groupe
compact de G,. On adone vien X(K) =K.

b. L’algebre de Liv de hoest la somme divecte k=g @t de Falgehre semi-
simple ¢} et de Palgchre abielicane t; st Fon appelle a Falgehre de Lie de A, on
ag, =g PtP a. On peut supposer ue o est invariante par 7: car considérons
lalgebre abélienne 3 -=1t5 a, qui est telle que s(t) =t. Puisqiie @ est un auto-

morphisme involutif. on peuat trouver une base de 3 2 (Z,. . ... Z,; telle que
5(2;) == Z;, quel que soit i=1. ..., p et que Z; €t pour i=1...., k. Les
p — kveeteurs restants + 7, ..o, Z, ) n'appartiennent pas a t el définissent
un supplémentaire de t £33, qui est invariant par ¢ ¢t qu'on peut prendre

pour algébre a. Le sous-espuce vectoricl w=a -+ /— 1.4, de g engendre alors
dans G une vari¢té homcomorphe d un espace vectoricl réel, soit N ceci, parce
qu'il en est séparément ainsi de g dans g ([12], p. 362-363) et de a dans g,.
On a £(N)=N, parce que N cst counexe et que g(a)=ua ¢t o(g_)=g_1;
enfin, la décomposition G=K.N st dv ivpe du théoréme 51.1, dapres [12].

c. Le groupe disotropie H est Veoscnible des ¢léments g de G tels que
X(g) = g. Utilisons la décom - i G = K.N construire ci-dessus et
invariante par X;si g==1In, 2vec i & ket n€ N, puisque X est un automorphisme :
X(g)=2X(k)Z(n)=tkn, avec X(k)yek ct X(n)€N. La décomposition g=ikn
¢tant unique (théoréme 51.1), ¢’est done que Z(k) =k ¢t X(n)=n. Appelons
C I'ensemble des points fixes de I'automorphisme de K induit par X; et E les
points fixes de X dans N. On a done une décomposition H=C.E, tout élément
de H se mettant d’'une maniére et d’une seule sous la forme g = kn, avec keC
et n€E. Le sous-groupe C de K est le groupe d’isotropie de I'espace symétrique
K/C; et E ¢st homéomorphe a un espace vectoriel réel, parce qu’il en est de
méme de N. En particulier, E est connexe; donc la composante connexe de
Iélément neutre de H, soit H,, est définic par la composante connexe C, de
I'¢lément neutre de €, et Pon a une décomposition Hy=C,.E. Cette décompo-
sition entraine que C, est un sous-groupe compact maximal de H,. Enfin, le
sous-groupe fermé C du groupe compact K ne peut avoir qu'un nombre fini de
composantes connexes et il en est de méme de H=C.E.

Remarque. — La décomposition G =K.N obtenue ci-dessus n’est pas une
décomposition du type d’Iwasawa; ¢’est une décomposition du type d’E. Cartan,
dans [12].

Prorosirion 53.2. — Soit G/H un espace symétrique a G semi-simple et G=K.N,
H = C.E une décomposition du type de la proposition 53.1. Alors la variété sous-
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 21
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Jacente de Uespace homogéne G[H est un espace fibré, de Sfibre ¥ homéomorphe ¢ un
espace vectoriel réel et de base l’espace symétrique compact K/C; le groupe K
permute les fibres transitivement.

Utlhsons les notations du n° 12 et posons g_, = g_s;—+ g, 1t Oy = 0N

etf= \/—— g_1_1—+ a_,. Dans le groupe G, les elements de f engendrent une

sous-variété connexe F, homéomorphe a un espace vecgrlel réel. Utilisant le

lemme 4.1 de Mostow [21], p. 262, la proposition se améne 4 montrer que
~ad(C). FcF. Lonc 4 montrer que ad(C).fcf, ce qui Zécoulera de ce que
“ad(C). 0, Cay et ad(C).g_,, Cg_,_,. Le sous-espace vectoriel g_,_, de g est
~T'ensemble des X € g tels que ©(X) =—X et c(X)»-——X L’k-automorphisme
"z de g se remonte en un automorphisme @ de G, dont le%s points fixes sont les
éléments de K (vozr par exemple [21], p. 249-250) et les éléments de C sont les
- g€G tels que Z(g)=g et O(g)=g. De ce qui précede et—de la formule
®(ad)(g).X)= ad((b\(g)) (9X), valable quels que soient g€ G, X € g et I'auto-
morphisme @ de G, lndulsant I'automorphisme % de g, on déduit que
ad(C).g11Cgy. La constructmn de a donnée danb la proposition 53.1 et la
méme méthode montrent qu on a aussi ad(C) oy Ca,.

CoroLLARE. — Tout espace symétrique G/H. pour lequel G est semz—szmple a
méme type d ’homotopze qu’ur. espace symétrique compact, riemannien défini

posztz f.

La topologle des ebpaces symetnques G/H & GABmI-SImple, se raméne donc,
pour le calcul de I'’homologie et de I'homotopie, par exemple, au cas d’un
espace symétrique K/C, a K compact ; pour la cohomologie de ces dermers voir
par exemple : Koszul [19]. ’

" 54. La FiBRE ET LA BASE. — Des éléments K/C et F de la fibration de la propo-
sition 53.2, on peut donner quelques propriétés. La base K/C est un espace
symétrique compact, rlemanmen défini posmf Il s’identifie & la section de
I'espace .fibré G/H définie par le point origine de l'espace vectoriel F; ainsi
“plongée dans.G/H, la métrique de K/C est induite par celle de G/H. Dans le cas
. ou (avec les notations de la démonstration de la proposition 53.1) on a k=g,

~ cette métrique est celle qui a été notée ., dans le n° 43. On peut aussi considé-

rer K/C comme sous-variété totalement géodésique de G/H. En effet, la définition
lade decpmposmon canonique de l'algébre de Lie k de I'espace symétrique K/C est

k__kl—l—k_i, avec k=gl + 1, et ko =g, +ty,
ou 'on a posé -
\

90, =8uNng]  (resp. gl 1—51—1051#1—*05“,t-i—tmai—l)

La defimtlon de g, 1 comme sous-espace de g forme des X tels que T(X) Xet
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o(X)=—X et le fait que t appartient au centre 3 de g,, montrent que l'on a
la relation
[k 1y [hoyy by ]]

Relation qui entraine que, dans G/H, I'espace homogéne K/C est unc sous-
variété totalement géodésique; en effet, I'espace tangent a K/C, dans G/H,
s'identifie 4 k_, et si P est une sous-variété d’un espace symétrique, définie par le
sous-espace vectoriel p de Uespace tangent d Uorigine de G/H : pCm, tel que
[», [p, p]]Cp (pour le crochet de I'algébre de Lie g de G et la décomposition
canonique g=h + m), alors P est totalement géodésique.

Démonstration. — Pour la connexion affine canonique, le tenseur de courbure
R(X, Y).Z de G/H est donné par la formule (9.6) de [24], p. 47: il se réduit a
RN, ). Z=—[[X, Y], Z], dou R(X, Y).Zep si X, Y, Z appartiennent tous
les trois a p : la sous-variété P définie par p est donc totalement géodésique :
voir par exemple [ 13], p. 4o.

On ade méme [f, [f, f]]cf, ce qui permet de considérer toutes les fibres,
homéomorphes a F, de la fibration de G/H, comme des sous-variétés totalement
géodésiques de G/H. Dans le cas o k=g,, on af = g_,_, et la métrique de ces
fibres F, induite par celle de G/H, est celle qui a été notée u., au n° 43. On peut
interpréter cette métrique comme celle de I'espace symétrique, riemannien
deéfini positif, non compact, dont 'E. L. S. est (g“+ V:.g_i_i)/g“ ; I'algébre
g1+ \/:—I.g_i_l est l'algébre d’isotropie h)' de I'E. L. S. g/ly associé de
I'E. L. S. g/. La métrique de F est a courbure totale négative ou nulle, celle de
K/C a courbure totale positive ou nulle, ce résultat restant valable méme lorsque
k differe de g, ; car les parties correspondant au centre 3 de g, fournissent des
métriques euclidiennes, a courbure nulle.

Enfin, on peut, suivant la méthode de [12], définir certains des espaces
symétriques G/H d’E. L. S. g/, a g semi-simple, comme des sous-variétés tota-
lement géodésiques du groupe G.

55. NaTure pEs GropksiQues. — Ce qui précéde permet de ramener I'étude des
géodésiques de 'espace symétrique G/H, & G semi-simple, a celle des géodeé-
siques d'un espace symétrique compact, riemannien défini positif. Soit A une
géodésique de G/H (pour la connexion affine canonique), issue de l'origine;
elle détermine un élément non nul A de I'algébre de Lie g de G, qui appartient
au sous-espace m de la décomposition canonique g=»h -+ m; s’il existe un
x-automorphisme < de g, conservant la décomposition canonique h + m et tel
que, pour la sous-algébre k correspondante (définie dans la démonstration de
la proposition 53.1), on ait 2 €k, alors la géodésique A est située dans I'espace
symétrique compact K/C; la nature d'une telle géodésique a été déterminée par
E. Cartan dans [12], p. 435-437. Si, au contraire, il n’existe aucune décompo-
sition du type précédent, la géodésique A s’éloigne indéfiniment ; puisque, sinon,




168 MARCEL BERGER.

elle serait d’adhérence compacte, et il existerait donc une décomposition de g
telle que A €k ; pour le voir, considérer G/H comme une sous-variété totalement
géodésique du groupe G; I'adhérence de A définit un tore (compact) de G et
I'on applique alors le théoréme 51.1.

56. GrourE p'HOLONOMIE. — Soit G/H un espace symétrique pour lequel G est
semi-simple, d’E. L. S. g/lj, avec la décomposition canonique g=~Hh-+ m.
Appelons H, la composante connexe de I'élément neutre du groupe d’isotropie
H et (voir n°4) W (resp. W) le groupe d’holonomie homogéne (resp. holonomie
- homogeéne restreinte) de G/H pour la connexion affine canonique. On a vu, au
n° 4, que, parce que G est semi-simple, le groupe linéaire W, s’identifie a la
représentation (ad(H, ), nr). On déduit de la proposition 53.1 que :

Proposition 56.1. — Le groupe d’holonomie homogéne W de Uespace symétrique
G/H & G semi-simple (pour la connexion affine canonique) est identique a la repré-
sentation (ad (H), ). ' :

Par définition, on obtiendra les éléments de W', qui n’appartiennent pas a W,
par transport paralléle le long de lacets de G/H, non homotopes a zéro, d’origine
e, (point origine de G/H). Notons = I'application canonique G — G/H. L’ensemble
des lacets non homotopes a zéro de G/H est engendré par des lacets de deux
sortes : les premiers sont les images par = des lacets de G, d’origine I'élément
neutre ¢ de G et non homotopes a zéro dans G. Les seconds sont les projections
de chenuns de G joignant ¢ aux éléments des composantes connexes de H, autres
que H,.

Soit %, un lacet du premier type, projection du lacet A, de G : A, = =(A,).
Le théoréeme 51.1 permet de supposer que A, appartient au sous-groupe compact
maximal K de G et est non homotope a zéro dans G; mais dans le groupe compact K,
et dans chaque classe d’homotopie non nulle, il existe un lacet d’origine ¢ qui
est une géodésique (il n’est pas nécessaire que cette géodésique soit fermée au
sens de E. Cartan); en effet considérons le revétement K* de K qui annule la
classe d’homotopie considérée et dans K*, la géodésique A joignant ¢ a I'image
inverse ¢* de e dans K* (une telle géodésique existe parce que K* est un espace
muni d'une métrique définie positive et est complet); cette géodésique répond
ala question. La projection de cette géodésique est un lacet de G/H, d’origine
ey ; d’aprés [24], p. 47 (et parce que la connexion affine canonique d’un espace
symétrique satisfait au théoréme 15.1 de [24], p. 53), le transport paralléle’
le long de cette géodésique du lacet A == (A) est défini par la translation le
long du sous-groupe a4 un paramétre que définit la géodésique A de G ; 'extré-
mité de ce groupe étant I'origine e, le transport paralléle correspondant est
nul ; tout lacet tel que 4, fournit donc I'identité W

Soit A, un lacet du deuxiéme type ; la proposition 53.1 montre qu'on peut se
contenter, pour obtenir toutes les composantes connexes de H, de prendre des
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représentants dans le sous-groupe compact C=HNXK. Si /4 est un élément de C,
n’appartenant pas a H,, on pourra trouver une géodésique A joignant I'élément
neutre e 4 /; ceci parce que C est situé dans le sous-groupe compact K, pour
une métrique définie positive; le transport paralléle le long du lacet projection
n(A) est, on vient de le voir : X — ad(/4).X, quel que soit X&m. Le lacet =(A)
définit done I'élément (ad(%), m), pour un représentant A d’une composante
connexe de Il autre que H,. Comme on a W,=(ad(H,), m), ce qui précede
montre que W = (ad(H), m).

57. ESPACES SYMETRIQUES SEMI-KAHLERIENS. — Soit g/h un E. L. S. semi-kahlérien
et G/H un espace symétrique d’E. L. S. g/l; I'espace G/H est-il semi-kahlérien?
La proposition 53.1 permet de ramener ce probléme au probléme identique,
mais pour un espace symétrique compact, dont I'E. L. S. est kahlérien.

Proposirion 57 .1. — Soit G/H un espace symétrique, a G semi-simple, et dont
UE. L. S. est semi-kihlérien. Pour que G/H soit lui-méme semi-kdihlérien, il faut et
il suffit que Uespace symétrique compact correspondant K/C (introduit dans la pro-
position 53 . 1) soit kihlérien.

L’espace symétrique G/H, d’E. L. S. semi-kahlérien g/lj, sera lui-méme semi-
kihlérien si et seulement si la représentation (ad(H), m) laisse invariante la
structure complexe de m, déja invariante par (ad(H,), m); cette structure
complexe est définie (démonstration de la proposition 49.1) par un tore Tj, a
une dimension, contenu dans H, ; le groupe H doit donc laisser ce tore invariant

" point par point. La proposition 53.1 montre qu'on peut se contenter de repré-
senter les composantes connexes, autres que H,, par celles de C=KnH.
L’espace symétrique G/H sera donc semi-kithlérien si et seulement si C laisse
invariant T, ¢’est-a-dire, puisque T, appartient 4 C, (démonstration de la propo-
49.1) et définit donc une structure kihlérienne sur gfly, si et seulement si
I'espace symétrique K/C est kahlérien.

Remarque. — Méme lorsque G est simple, compact, un espace symétrique G/H
&’E. L. S. g/h kahlérien, n’est pas nécessairement lui-méme kahlérien si Hn’est
pas connexe. Par exemple, I'E. L. S. kihlérien SO(n—+ 2)/SO(n)+ T est
I'E. L. S. d’un espace symétrique G/H, ou G est le groupe SO(n -+ 2) et Hformé
de deux composantes connexes : la premiére H, est le produit direct des deux
groupes SO(n) et T, la deuxiéme H, constituée par O—(n) et O~(2)[ on désigne
par O—(m) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre m, telles que A = ‘A~*
et de déterminant égal a.—1]. On vérifie facilement que H,, opérant sur le
tore T;, égal ici au sous-groupe T de H,, induit 'application g — g, pour g eT,,
donc que (;r/H n’est pas un espace symétrique kahlérien.

Ce phénomene est général : soit G/H, un espace symétrique semi-kithlérien,
avec H, connexe. Le normalisateur de ad(H,) dans le groupe linéaire GL(m, R)
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contient toujours (voir, par exemple [12], p. 356-357) un élément ¢, de carré 1,
induisant. sur le tore T; (définissant la structure semi-kihlérienne de G/H,)
I'application g — g~*; si c€G, ce qui est le cas de 'exemple précédent, alors ¢
est invariant par 'automorphisme involutif de G définissant G/H,, et le sous-
groupe non connexe H=H,UcH, définit un espace symétrique G/H qui n’est
pas semi-kahlérien.

58. HEspaces SYMETRIQUES compacts. — Il est facile maintenant de déterminer
les espaces symétriques compacts (non nécessairement riemanniens définis
positifs @ priorr). Si G/H est un espace symétrique compact, a G semi-simple,
la proposition 53.2 montre qu'on doit avoir (notations de cette proposition) :
f=o, et, a fortiori g_,_,=o0. On a donc[g_,s, §14 | =[8_11, m]=o0, ce qui
implique g_,, =o parce que g/l est effectif (définition 1.1 et remarque du n°3).
Ainsi 'algébre g =g, est compacte, d’ot1 :

Prorosimion 58.1. — Les seuls espaces symétriques G/H a G semi-simple
qui sont compacts sont ceux pour lesquels le groupe G est compact. En particulier,
ils sont toujours riemanniens définis positifs.

Voir la remarque de la fin du n° 60.

CHAPITRE VI.

Esraces SYMETRIQUES A GROUPE NON SEMI-SIMPLE.

59. Lemmes. — Certaines des propriétés des espaces symétriques G/H a G semi-
simple restent valables pour des espaces symétriques G/H dont le groupe G est
un groupe de Lie connexe quelconque. Soit g/h I E. L. S. d’un tel espace symé-
trique G/H, défini par 'automorphisme involutif ¢ de g et § =+ s une décom-
posion de Levi- Malcev de g (pour tout ce qui concerne les décompositions de
Levi-Malcev, voir Chevalley [15], p. 135-145). L’automorphisme o conserve le
radical r : o(r)=r, mais, en général, o(s) differe de s. Mais, pour un auto-
morphisme involutif, on peut montrer le : '

Lemme 59.1. — Quel que soit I’automorphisme involutif o de I’algébre de Lie
réelle g, il existe une décomposition de Levi-Malcey de § : §=rx -5, qui est
invariante par ¢ : o(r) =r et o(5) ==5.

a. Soit g=r—+ s, une décomposition quelconque de Levi-Malcev de g. On
aa(r)=r, et pour SES,, on peut écrire

a(S) =9 (S) +(S), avec 9(S)e€s, et Y(S)er.

D’aprés [15], théoréme 4, p. 136 et proposition 4, p. 109, il existe un élément N
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de r tel que : d’une part ad(N) est nilpotent, d’autre part, si I'on pose

v =exp(ad(N)), alors v (sy) = (5).

De ce que g est involutif, on déduit que ¢ est aussi involutif. Pour tout S € s,,
il existe donc S'€s, tel que o(S)=v(S'). Puisque N&r et que [r, $,]Cr, on
peut écrire v(8') =98+ 8", ou S"€r : en effet, exp(ad(N)).S’ comprend le
terme S/, puis des termes tels que [N, 8], [N, [N, §’]], ... qui appartiennent
tous & r. En comparant o(S) et v(S'), on voit donc que S'=10(S) et, en rem-
placant, on a donc v(o(S))=0(8), quel que soit S€s,. De ce que ¢ est
involutif, on déduit finalement que ovov(S) =S, quel que soit S€s,.

b. On va en déduire que v (S)=ov's(S), quel que soit S€s, et le nombre
réel 7 [oul'on a posé v'= exp(ad(rN))]. Posons, pour S€s,: N'.S = l.ilad(N)". S.
La proposition 4, p. 1og de [15] affirme que N appartient au plus grand idéal
nilpotent n de g; done, en particulier, les N'.S appartiennent aussi a4 n. Plus
précisément, sil'on pose nf=[n**, n], et si N'. S appartient & n* mais n’appar-

tient pas a w'*, alors N+!'.S appartient a w*'. Appliquons ceci a v=*(S) et
a avo(S). La formule

g =ovo =g (exp(ad(N)))o~!=exp(ad(a(N)))

montre que o(N) est aussi nilpotent, puisque, o étant un automorphisme de g,
conserve et donc o(N)&n. Ecrivons alors I'égalité ova(S) =v=*(S):

v1(S) =S + (—N).S+ (— N)2.S+4...+ (— N)LS ...,

ove (S) =S + (¢(N)).S + (a(N))z‘S + oo (NS +. ...
Ce qui précéde montre, par récurrence, que
(—N).S=(a(N)).S, (—N)2.S=(a(N))2.S, ..., (—N)LS=(a(N))\S
(quel que soit S € 8,). Comme (rN)'.S = ri(N). S, ¢’est donc que v(S)=av"a(8),
quel que soit S€ s,.

c. Considérons alors la décomposition de Levi-Malcev suivante de g :

1
g =r-+s, avec s =v>(s,),

et montrons qu'elle est invariante par ¢. Le cas b implique en particulier
1 1 .

que ov’=v g, donc on a successivement

a(s) :O‘(V%(ﬁo)) = V_%(O'(ﬁo)) = v_%(v(so)) = v%(so) —s.

Remarque. — Le lemme 59.1 est une conséquence directe du résultat trés

général de33], p. 214, corollaire 5.2,

Lemme 59.2. — Soit X un automorphisme involutif d’un groupe de Lie
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connexe G. Il existe un sous-groupe compact maximal K de G qui est invariant
par X : X(K)=K.

a. Soit G un groupe de Lie connexe quelconque et g =r -+ s une décom-
position de Levi-Malcev de I'algébre de Lie g de G. Soit k =p @ 3 une somme
directe ([, 3] = o) d’une sous-algébre p de s et d'une sous-algébre abélienne 3
de r. Désignons par S (resp. R, P, Z, K) le sous-groupe connexe de G
engendré par s (resp. r, p, 3, k). St P est un sous-groupe compact maximal de S,
Z un tore maximal de R, alors K est un sous-groupe compact maximal de G.
Soit, en effet, un sous-groupe compact maximal K’ de G contenant K (existence
assurée par le théoréme 51.1). Son algébre de Lie k' est la somme directe p, & 3"
d’une algébre semi-simple p, et d'une algébre abélienne 3'. Puisque p’ est semi-
simple, il existe une décomposition de Levi-Malcev g=1'+¢’ de g, telle
que p,Cs’ ([15], proposition 1, p. 140). La sous-algébre compacte p de s est
une somme directe p, ¢ d'une sous-algébre demi-simple p,, et d’'une algébre
abélienne ¢. L’algébre p, est une sous-algébre semi-simple compacte maximale
de g, et comme s et ' sont isomorphes, on a donc dimp,> dimp,. Mais on
a KCK'; de ce que p, et p, sont semi-simples et de cette inclusion, on déduit
que p, Cp,. D’ou p,=1yp,. Les relations [r, s]Cr et [s, $]Cs montrent que 3",
qui appartient au centralisateur de p, dans g, se décompose en somme directe
selon r et 5; la composante selon g est exactemement ¢, parce que le centra-
lisateur de p, dans s est le centre de la sous-algébre compacte maximale s,
de s contenant p, et que, dans ce centre, les éléments n’appartenant pas a ¢
engendrent des sous-groupes non compacts. Finalement, on a k'=p@P 3,
ou 3’ est une sous-algébre abélienne de r contenant 3 et engendrant dans R un
tore maximal (appliquer le lemme 3.15 de [30], p. 533) contenant Z; c’est
donc que 3'=3 et que K'=K; le sous-groupe K est donc un sous-groupe
compact maximal de G.

b. Construisons maintenant une sous-algébre de g du type k=pP 3 ci-
dessus et invariante par o, automorphisme de g induit par X : le cas @ montre
que k engendrera dans G un sous-groupe compact maximal K invariant par X.
Dans la démonstration de la proposition 53.1, on a déja construit la partie p, si
I'on choisit une décomposition de Levi-Malcev de g qui est invariante par o
(lemme 59.1). 1l reste done, étant donné un automorphisme involutif d'un
groupe résoluble connexe R, & construire un tore maximal de Rinvariant par X.
En effet, 3 appartient nécessairement au centralisateur de p dans g, et ce dernier
se décompose (voir a)selon s et r; donc 3 appartient nécessairement au centrali-
sateur de p dans r, donc & un sous-groupe du groupe résoluble r et c’est dans
ce groupe, encore résoluble et invariant par o, que I'on se placera. Montrons
d’abord que les tores maximaux de R sont les tores maximaux de ses sous-groupes
de Cartan. D’abord, tout tore maximal de R est contenu dans un sous-groupe
de Cartan : on applique la proposition 18, p. 219 de [15] a I'algébre de Lie t
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d’un tel tore maximal de R; d’aprés le théoréme 2.2 de [217], p. 248, la repré-
sentation ad(t) dans r est, soit I'identité sur t, puisque [t,t]=o, soit celle du
groupe compact T sur le sous-espace u défini par la décomposition R=T.U du
théoréme 2.2 de [21]; elle est donc semi-simple. Si maintenant T est un tore
maximal d'un sous-groupe de Cartan A de R, il est contenu dans un tore
maximal T’ de R et T est contenu dans une algébre de Cartan A’ de R. Mais
Aet A’ sont isomorphes, d’aprés la proposition 19, p. 221 de [15]; done leurs
tores maximaux ont méme dimension et I'on a T ="T",c’est-a-dire que T est un
tore maximal de R. '

c. Soit, d’aprés [27], théoréme 7.1, p. 402, une sous-algébre de Cartan ade ¢
qui est invariante par o; on va construire un tore maximal de A invariant par X;
pour cela, on procéde par récurrence en supposant avoir construit un tore
maximal T de A, dont I'intersection T"=D N A avec le groupe dérivé D de A est
invariante par X (la récurrence comme avec un groupe abélien, pour lequel il
n'y a qu’un seul tore maximal, donc invariant par tout automorphisme : c’estle
plus grand sous-groupe compact de ce groupe abélien). On procéde d'une
maniére analogue a celle du lemme 59.1 ; 'automorphisme o transforme le tore
maximal T en un tore maximal o(T), et il existe (théoréme 51.1) un auto-
morphisme intérieur v de A tel que o(T)=v(T). Sur les algébres de Lie, on
est dans la situation du temme 59.1, pour 'automorphisme intérieur v qui est
nilpotent parce que I'algébre A est nilpotente et une décomposition de I'algebre
de Lie t de T en une somme directe selon 'algébre de Lie b du groupe dérivé D
et un supplémentaire quelconque de ¥ dans a, qui contient t —(tnd). On
montre alors, comme dans le b du lemme 59.1, que le tore maximal T” engendré

1
par la sous-algébre v*(t) est invariant X.

Remarque. — On peut donner du lemme 59.2 et d’'une partie de la propo-
sition 53.1 une démonstration géométrique utilisant les théorémes de
Smith ([32], p. 223); pour cela, on démontre que I’ensemble des compacts
mazximaux d’un groupe de Lie connexe G, qui contiennent un sous-groupe
compact de G, forment un espace homéomorphe a un espace euclidien.

(0. STRUCTURE DES ESPACES SYMETRIQUES QUELCONQUES. — Les propositions 53.1,
53.2 et 58.1 restent valables pour des espaces symétriques G/H dont le
q
groupe G n’est plus nécessairement semi-simple. Plus précisément :

Proposrtrion 60.1. — Soit G/H un espace symétrique, défini par I’ automorphisme
involutif X, et K un sous-groupe compact maximal de G, invariant par X. [l
existe une décomposition topologique G=XK.F.E telle que E et ¥ soient
homéomorphes a des espaces vectoriels réels et que H soit homéomorphe au produit
topologique H = C..E de E par le sous-groupe C =HNK des points fizes, dans K,
de I’automorphisme induit par X. Topologiquement, I’espace homogeéne G/H est un

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 29
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espace fibré, de base I’ espace symétrique compact K|C, de fibre ¥. L’espace G[H ne
peut étre compact que st G lui-méme est compact.

a. Désignons par H, la composante connexe de l'élément neutre de H.
Remarquons d’abord qu’on peut toujours supposer que le sous-groupe compact
maximal K de G, invariant par X et construit dans le lemme 59.2, contient un
sous-groupe compact maximal C, de H,. Cest vrai, en effet, lorsque G est
semi-simple (proposition 53.1); quant a la partie de G, située dans le radical R
de G, c’est un tore et dans la. démonstration du lemme 59.2, on a choisi un
tore maximal quelconque de R; on peutdoncle prendre contenantle tore G, N R,
d’apres le théoréme 51.1.

b. Le sous-groupe W, de G est « self-adjoint modulo le radical » au sens de[21],
p- 249. Les groupes considérés étant connexes, il suffit de le démontrer pour
leurs algebres de Lie. Appelons g (resp. ), r) 'algébre de Lie de G (resp. H,, R)
et p la sous-algebre de g engendrée par I'ensemble des deux sous-algebres
et r. Il faut montrer, pour satisfaire a la définition de [217], p. 249, que dans
lalgébre quotient g/r, I'algebre p/r est « self-adjoint », ¢’est-a-dire qu’il existe
un x-automorphisme < de g/r, tel que F(p/ ) =yp/r. Utilisons une décomposition
de Levi-Malcev de g, soit g=r— s, qui soit invariante par ¢ (lemme 59.1).
L’algébre quotient g/r s’identifie 4 s; et la relation de crochet[s, r]Cr montre
que p/r s'identifie a h N5, ¢’est-a-dire a la sous-algébre d’isotropie k), de 'espace
local symétrique s/h, que o induit sur s. Le lemme 10.2 affirme exactement
que b, est « self-adjoint », done que b est « self-adjoint modulo le radical »
dans g.

c. D’aprés Mostow [217], p. 254, théoreme 2.1, il existe donc une décom-
position de G en G =K.F.E ou K est le sous-groupe compact maximal de G,
invariant par X et contenant le sous-groupe compact maximal C, de H,, les
sous-ensembles F et E de G étant homeomorphes a des espaces vectoriels réels
et tels que tout élément g de G s’écrive d’'une maniére et d'une seule : g =kfe,
~avec k€K, feF, eeE; le sous-groupe H, admettant la décomposition sous-
jacente H,=C, .E.

d. Soit maintenant g un ¢lément de H; mettons-le sous la forme g = kfe; on
doit avoir

S(g)=g=2(k)2(f)2(e) =3(k)S(f)e=hkfe, donc Z(k)E(f)=khf.

L’élément (k) appartient a K, mais, en général, o(f) n’appartient plus a F. On
peut écrire, quel que soit f€F :

(=W PO, avec W(f)eK, @&(f)eF, 0(f)eE.

L’élément g = kfe appartiendra a4 H si et seulement si 'on a 2(k) W(f) =+,
O(f)=f, O(f)=1 (oul'on désigne par 1 I'élément neutre de G). Nous allons
montrer qu'on ne peut avoir ®( /)= f que si f =1. Le fait que X est involutif
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se traduit, pour ®, par ®(®(/))=f, quel que soit f€F. L'application ® de F
dans lui-méme est donc involutive, et ¢’est un homéomorphisme différentiable.
Si donc @ laisse invariant un point f de F, autre que 1, comme il laisse
invariant le point 1, il laissera invariant point par point tout un chemin diffe-
rentiable A joignant 1 a f (je dois 4 G. W. Whitehead la démonstration
suivante : compléter I en une sphére par le point a I'eo et appliquer alors le
théoréeme de Smith [32], p. 223). Dans l'algebre de Lie g de G, les sous-
ensembles K, F, E de G déterminent des sous-espaces k, f, ¢ respectivement.
L’automorphisme involutif £ de G détermine un automorphisme involutif o
de g, dont les points fixes constituent 'algebre de Lie b de Hy. Sur f, I'auto-
morphisme ¢ se décompose, comme X sur G, pour la somme directe d’espaces
" vectoriels g=k—+f—+e¢, en o(X)=4(X)+ o(X)+0(X), avec {(X)ek,
o(X)ef, 0(X)e€e. On peut calculer ¢ : en effet, I'élément X 4 o(X) est
invariant par o,donc X+ o(X)€lh; or on a h=~k-+e¢, donc cest que
o(X)=P—X+4Q, avec Pek et Q€¢. D’ou ¢(X) =—X; mais le chemin A
invariant point par point par ® détermine un élément X de £ tel que o(X)=X;
donec X =o, et le chemin A est réduit au point 1, done f=1.

e. Les éléments de H sont donc exactement les g = ke, quels que soiente€R
et k tel que X(k)=1#k. Le sous-groupe Il est donc le produit C.E de E par le
sous-groupe C=KnH des points fixes de X dans K. Pour montrer que G/H est
fibré de base K/C et de fibre F’, il suffit de trouver un sous-espace F’ de F.E
invariant par ad (C) et d’appliquer le lemme 4.1 de [21], p. 262; puisque
ad (C) laisse invariant E, on prendra pour F' un orthogonal de E dans F.E pour
une métrique invariante par ad (C). g

/. Supposons maintenant I'espace homogéne G/H compact; la fibration
précédente montre que le sous-espace I doit étre réduit a I'élément neutre 1.
Pour les algébres de Lie, on doit donc avoir : g =k + ¢. Décomposons k en la
somme k,+ k_, relative aux sous-espaces propres k, (resp. k_,) pour la valeur
propre +1 (resp. —1) de l'automorphisme involutif que o induit sur k.
D’aprés le théoréme 2.2 de [21], p. 259, on a [k, ¢|Ce et en particulier
[k_., ¢]Ce. Or o(e)=r¢, donc [k, ¢]Cck_,. Ce qui implique, soit que
[k_s, ¢]=o0, soit que k_,=o. Dans le second cas, I'espace symétrique G/H est
trivial et se réduit 4 G/G; dans le premier cas, la représentation (ad (h), w),
qui est ici (ad (k4 ¢), k_y), n'est pas fidele, puisque [k_,, ¢]=o0. D’aprés la
remarque du n° 3, I'espace G/H n’est donc pas un espace symétrique.

Remarque. — Le fait que I'espace symétrique G/H ne puisse étre compact que

st G est compact, et qu'il est donc alors un espace symétrique riemannien
sfini positi snéralise un résu e Kobayashi [28],
défini positif) généralise Itat de Kobayashi [ 28
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