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SUR QUELQUES THEOREMES
D’ALGEBRE EXTERIEURE

Par M. Marcern VIVIER.

INTRODUCTION.

On trouvera dans le présent travail un essai de mise en ordre des principaux
théoremes d’algebre extérieure, I'exposé de certaines techniques de calculs et
leurs applications aux problémes de structure. J'ai tenu compte, pour ce qui est

P >
désormais classique, des idées d’Elie Cartan (*), et, pour une partic des
problémes de structure, des beaux travaux de M. Lepage (*).

Voici un commentaire trés succinet des sujets traités et des résultats obtenus.

° Les opérations fondamentales. — Une algebre extérieure &, de degré n,
est un espace vectoriel & 2" dimensions, somme directe du corps des scalaires (K),
d'un espace vectoriel E, a ndimensions, dit espace fondamental, et de toutes les
puissances extérieures E)» de E,. Cest aussi un anneau a opérateurs (K)
puisque la multiplication extérieure entre deux ¢léments de @ est toujours
possible. Le groupe g des automorphismes de E, joue un role essentiel. Son
extension a @ constitue le groupe ¢ des applications linéaires cohérentes de @
sur . Toute opération définie sur @ et commutable avec tout ¢lément de ¢ est
par définition une opération intrinséque pour @. Telle est par exemple la
multiplication extérieure. Restreignons maintenant g au sous-groupe unimo-
dulaire (conservant le « volume » E)") et associons & tout monome basique u
d'une base B le monome complémentaire ' multiplié par le « volume » de B,
nous définissons sur @ une transformation lincaire G, attachée a la hase B et
non cohérente que nous nommons corrélation. La transmuée de la multiplication

(1) ¢f. K. Carnan, Les systéines différentiels extérieurs et leurs applications géométriques, Hermann,
1950.
(2) el. Colloques internationaux du C. N. R. S.; L. 24, 1930.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3.
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extérieure par une corrélation quelconque devient une opération intrinséque :
¢’est la multiplication régressive de Grassmann qui donne son sens véritable a
Popération de dérivation par rapport & un monome de base (u). Déja utilisée
par Elie Cartan (*) dans le cas ot u est de degré 1 la dérivation s’est révélée un
outil maniable et de grande efficacité.

Signalons quelques résultats qui en soulignent la portée :

a. L'espace propre d'une forme F (de degré r) et celui de I'ensemble des Aemes
dérivées de F (£ <r) sont confondus:

b. La recherche des relations linéaires a coefficient dans (K) entre les
dérivées A de F est liée a celle des annulateurs de la corrélative de F dans la
base ou ces dérivées sont définies;

c. Une forme F d'un degré supérieur a 2 ne peut étre que d'une seule
maniére somme de multivecteurs disjoints.

Par le biais de la corrélation sintroduisent encore des considérations
métriques si l'on fait de G, une opération intrinséque en limitant le choix des
bases a une certaine classe définie par B. Comme application, aprés avoir
rappelé et démontré la formule de Lagrange généralisée, nous établissons une
relation aux modules des mineurs d'un tableau quelconque [formule (19), § 13].

2" La théorie des annulateurs de formes. — Dans 'algébre @ l'opération
inverse de la multiplication (division sans reste) conduit & deux types de
recherches :

a. décomposition dune forme en produits de formes:

O. formation des annulateurs d'une forme donnée.

Les problémes a et b conduisent ordinairement & des caleuls pénibles. Ils se
simplifient quand la forme donnée est simple (ou monome) car on sait recon-
naitre qu'une forme A de degré p, déterminée par ses composantes dans une
base B, est simple et construire ses facteurs primaires P; : ce sont p dérivées
(p— 1) linéairement indépendantes. Si les P; sont pris pour éléments d’une
base B, on constate aussitot que tout annulateur de A est somme d’annulateurs
simples (ayant avec A un facteur commun).

Dans le cas général je me suis limité & Panalyse du probléme b. Renoncant a
la méthode algébrique usuelle jai recherché, A étant somme de N monomes
basiques o (disjoints ou non et contenant ¢ventuellement un facteur du
corps K), quelle doit étre obligatoirement la strueture d’un annulateur G de A :

St w; et w; sont deux monomes © et si leurs quotients par leur p. g. c.d.

(#) . Cawrax, Lecons sur les invariants intégrawr, § 87, Hermann, 1922.
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(défini & un coeflicient scalaire prés) sont m; et my;, on a G=2Xm,;q;, les
polynomes o;; satisfaisant a des relations de structure qu'on peut déduire des
formules du paragraphe 15 [(22), (23), (24)]. Cette méthode m’a permis de
trouver tous les annulateurs des formes pour N=2 et N=3.

Pour N=4 je me suis contenté¢ de traiter complétement un exemple. Je
signale enfin un résultat important : les annulateurs de binomes (N=12) sont
toujours des sommes d’annulateurs simples.

(11 va sans dire que pour N > 2 on construit facilement des formes dont les
annulateurs ne sont pas des sommes d’annulateurs simples.)

3° La division avec reste dans U'anneau &. — Elle a été étudiée par Lepage
dans le cas ou le diviseur est une forme quadratique de rang 4 au moins. 1l en
a déduit le principe d’une décomposition canonique remarquable de tout
élément de I'algebre @, dont I'espace fondamental est I'espace propre de A,
selon les puissances successives de A. Je me suis proposé d’étendre cette théorie
au cas plus général ou A est somme de N multivecteurs disjoints w; d'un degré
pair quelconque 2d et & I'algébre extérieure, dont 'espace fondamental E,y,

est 6COre. I'espace propre de A. Pour He @, jappelle dérivée totale —Z—[} la

o

-- Elle

o est proportionnelle au produit régressif H|A**, ce qui lui

N
R |
quantite 2‘
1
confére un caractére intrinséque. La technique de dérivation totale tire son
intérét du concept de degre réduit.
En adoptant pour

base de @& une base B canonique pour A (les w; devenant
des monomes basiq

ues) on apercoit que tout monome basique u contient
k facteurs o et » facteurs inclus dans des w distincts des précédents. La quan-
tite p =2k —+r est le degré réduit de « (si d =1, degré vrai ct degré réduit
coincident) ¢t € se décompose en modules D(p) : les éléments d'un

module D(p) sont dés sommes de monomes ayant le méme degreé réduit.
Dans le module D(p) on a
dA[AN] o dll

. . o . . - p
et il est facile de calculer {—;S [A"H][ef. § 17, formule (171)].

La formule (¢) en
permet la séparatior
Dans chaque modul

i
la dérivée totale est Il{l

par A". La généralis:
dans les différentes d

raison méme du caractére intrinséque des dérivées totales
effective des modules D(p) dans une base quelconque.
D(p) elle met en relief les formes de la classe zéro (dont
ulle) et les formes de la classe @, produit de la classe zéro
tion de (¢) permet la décomposition de tout élément de @
lasses et conduit & des caleuls précis. La condition explicite

v
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de divisibilité par A s’en déduit sans peine. En un mot la théorie de Lepage
complétée sur divers points se transporte sans changement dans D(p).

4° Structure des formes de la classe zéro. — Elles sont annulatrices de certaines
puissances de A. On verra qu'une forme est de la classe zéro, si et seulement si
elle est une somme de termes tels que [0, — o, ].. [0, — 0,57, © étant de
degré zéro en les w et ne s’écrivant avec aucun des éléments simples des w;, ©;
d"ailleurs tous distincts les uns des autres.

Du théoréme précédent et des propriétés des annulateurs de formes binomes
on tire enfin que toute forme A de degré pair réductible & une somme de
monomes disjoints et toutes les puissances non nulles de A ont des annulateurs
toujours réductibles a des sommes d’annulateurs simples.

5 Une note en fin du présent mémoire compléte I'étude des formes simples I¥
esquissée au paragraphe 10. On retrouvera notamment avec une interprétation
nouvelle certains théorémes connus de la théorie des déterminants.

’

L’idée directrice en cette étude a été de remplacer les conditions généra-
lement surabondantes entre les composantes d’une forme simple I par un
systeme strict, en d’autres termes d’exprimer toutes les composantes de F a
I'aide de p(n— p) -+ 1 d’entre elles convenablement choisies (p étant le degré
de F dans I'algébre @ de degré n) et jouant le role de parameétres indépendants.
L'un d’eux X est choisi arbitrairement mais non nul. 11 affecte un monome
‘basique que nous représenterons par T. Les p(n—p) autres affectent les
monomes basiques qu’on déduit de T par une seule substitution portant sur les
vecteurs de base. Divisés par 2 ce sont les éléments d’'une matrice 0,..,_,, dite
caractéristique de F. Une permutation quelconque des vecteurs de la base qui
a T fait correspondre le monome % de composante non nulle, transforme 0 en 6,;
6 et 6, sont dites extérieurement équivalentes. L’équivalence extérieure révele
des décompositions intéressantes de 0, notamment, quand 9 est orthogonale ou
unitaire. Elles feront dans ce dernier cas I'objet d’'une publication ultérieure
dans le Bulletin des sciences mathématiques.

Note. — Les principaux résultats oblenus dans cette theése ont été indiqués aux Comples
rendus de I’ Académie des Sciences :
Sur les matrices extérieurement équivalentes (t. 23", g juin 1952, p. 2327).
Sur la dérivation totale par rapport a une forme quadratique réguliere dans Ualgébre
extérieure de degré on (t. 236, 23 févricr 1933, p- 879).
Sur la structure des formes a multiplication extérieure (t. 236. 27 avril 1953, p. 1725).
Sur les annulatears de formes extérieures (1. 238, 18 janvier 19374, p. 348).
Sur -l structure des madrices unitaires (t. 238, 2 mai 1934, p. 1957).
Sur les structures unitaires et para-unitaires (t. 200, 28 février 1955, p. 103¢).

Sur les sommes directes de multivectewrs (L. 250, 13 juin 1933, p. 2285).
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CHAPITRE 1.

OPERATIONS FONDAMENTALES D' ALGEBRE EXTERIEURE.

1. LES OPERATIONS FONDAMENTALES DANS LA BASE (X). — Etant donnés :

1° le corps (K) des nombres complexes, dit aussi le corps des scalaires [toute
relation établie dans (K) sera nommée relation analytique ou « scalaire » |;

2° n symboles (X,, ..., X,) dont I'ensemble ordonné (X)) prend le nom de
base (X)), tandis que les X; eux-mémes sont appelés vecteurs fondamentaux,
variables ou indéterminées;

on appelle « monome » du degré k (k=o, 1, 2, ...) I'ensemble [m] d'un
scalaire %, qu’on nomme la composante de 7] ou le coefficient de [72] dans (K),
et d’'un arrangement quelconque de & ¢léments X, savoir X, ..., X,.

On pose
(1) [m] =X, -y Xy ]

Les monomes de composante nulle ou qui contiennent au moins deux indices ¢
identiques composent la classe des monomes nuls. L'inclusion de [#¢] dans
cette classe se traduit par I'égalité [m]=o. Les monomes d’un degré supéricur
a n sont nécessairement nuls.

Si, dans (1), 2 =1 et si[m]z£ o0, on dit que [m] est un monome basique, ou
unitaire. D’ordinaire, on éerit alors simplement

[me] =[N0, s Ny ]

" Dans l’ensemble @ de tous les monomes non nuls @" représente le sous~ensemble
des monomes du degré ket Bf,C B* le sous-ensemble des monomes qui ont la
méme structure que [a], ¢’est-a-dire qui sont composés strictement avee les
mémes ¢léments X; que [«], mais placés dans un ordre arbitraire. La relation
d’équivalence définie par Pappartenance de deux monomes [m, | et [m, ] au
méme @, ’exprime en disant que |72, | et | m, | sont proportionnels.

Monomes équivalents. — [a] et [b] étant deux monomes hasiques de méme
structure, on dit que les monomes 7| «], u[ o] sont égaux ou équivalents et 'on
éerit Ala]=p|b], si et seulement si 2 =cu, ¢ étant égal & 41 ou a —1
suivant que les suites d’indices de [«] et de [b] sont des permutations de la
méme classe ou non. Désormais, deux monomes égaux ne seront plus regardeés
comme distinets (*).

(*) I’équivalence des monomes est invariante vis-i-vis de toute permutation des ¢léments de la
base (X).
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Multiplication par un nombre et addition des mondmes. — |a]| étant un
monome basique 2 et £ € K, multiplier le monome 2 a ] par %, ¢’est lui associer le
monome (§1) [a]. [a,], .... [a,] étant des monomes basiques de @',
et Ay, ..., 1, des scalaires, on appelle somme des monomes 7, a, |, .... 7,[a,]
un monome [m] construit de la facon suivante : I'ensemble des monomes
basiques @&/, ne comportant que deux classes d’équivalence on choisit arbitrai-
rement un représentant de 'une d’elles qu'on désigne encore par |a]. 1l
vient | a;]=¢;[a] (*), Le monome X7;¢]a]est par convention la somme des
monomes /| ;. Grace aux définitions précédentes @B/, recoit une structure de
module (ou espace vectoriel) a une dimension dontla base peut étre un élément
quelconque, basique ou non, de @',.

On peut considérer Uensemble des parties de 03' comme un espace vectoriel
a n dimensions E, qu'on nommera Uespuce fondamental. On apercoit qu'en
remplacant dans la base (X) chaque vecteur X; par o;X; (e, €K, a;5£0) on
laisse globalement invariant chacun des sous-modules @*.

Multiplication extérieure des monémes. — [a] et [b] ¢tant deux mondomes
“basiques de degrés p et g, 7. et . deux scalaires, aux deux monomes #[a], [b],
on fait correspondre le monome Au[ab]| de degré p—+ ¢ appelé produit exté-
rieur de A[a], u[b]. On écrit 2.[ a].,w[ 0] = 2p[ab]. L’équivalence des monomes
est réguliére pour la multiplication, ¢’est-a-dire que pour [m, |, [m. ], [c|€ G
[m,]=[m,] entraine [m,c]=[m.c]. La multiplication est distributive par
rapport a 'addition dans les modules @&, mais elle n’est pas commutative en
général. Avec les notations précédentes, on a

(2) [ab]=(—1)r7[ba].

Cette relation conserve un sens si p=o. Les « scalaires » €K considérés
comme des monomes de degré zéro sont donc permutables avec un monome
quelconque et A[ a] peut déja étre envisagé comme un produit extérieur. Si[a]
et [&] ont un élément commun, [ @b est un mondme nul, et le produit [ ab] est
certainement nul si p—+ ¢ >n. En conséquence de (2) on tire que dans le
monome X,...X;...X;...X;, par exemble, la transposition de deux vecteurs
quelconques X;, X; équivaut a la multiplication par — 1.

Mondmes complémentaires. — Soit [2] un monome unitaire de @3". A tout
monome [a]€ @ on peut faire correspondre un monome unique [a'] () tel
que [ad' | =[x]; [@']€ B" " est dit le complémentaire de [a] dans la base [ 2]
c’est le seul monome basique (°) de @~ qui ne forme pas un produit nul
avec [ a].

(%) g;===1; choisir pour base [a] c’est « orienter » I'ensemble G3f,,.
(%) A une équivalence pres.
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Polynomes. — Soit (X)) I'ensemble des parties de @ et ® un élément de @(X)
c¢’est-a-dire une collection quelconque de monomes de degrés ¢galement quel-
conques. En choisissant dans chaque @', un monome unitaire et en additionnant
tous les termes de méme structure on peut faire correspondre a4 ® une suite de
mondomes ne contenant qu'un représentant par structure distincte. On I'appelle
le polynome ® et généralement c’est un tel polynome qu’on concoit comme
¢lément de A(X).

Pour rappeler la structure de &, on pose

(3) O =70+ ¥ 0 Xt N [N Xy e e

i (s vnadp)

Les monomes unitaires peuvent étre choisis de telle sorte que les indices
des X; dans chaque @" aillent en croissant de la gauche a la droite mais celte
convention est tout a fait facultative. Les éléments 7,, ..., %, ., sont
appelés composantes ou coefficients €K du polynome ®. On conviendra que
les coefficients 2, , sont fonctions antisymétriques des indices de telle sorte
que le monome 2, ,[X,, ..., X, ] reste invariant pour toute permutation de
la suite (¢;, ..., 7). Si ® ne contient que des termes d'un méme degré p on
I'appelle forme de degré p. L’ensemble des formes de degré p est noté <;>
On dit que ® est nul, si et seulement si, toutes ses composantes sont nulles:
que deux formes sont proportionnelles, quand leurs composantes homologues
sont proportionnelles. Les signes (+) qui figurent au second membre de (3)
n’ont qu'un sens de réunion. Nous dirons cependant, les @3, étant des ensembles
disjoints, que ® est somme des termes qui figurent au second membre de (3).

Produits de polynémes. — Soient ®, = X[m;], ®,=XZ[p.,;] deux polynomes
composés respectivement avec les monomes [72], [ ;] Le polynome & = X[m; 14]
est appelé produit de @, et de ®,, on pose & =[P, d,]. Cette multiplication
« extérieure » est évidlemment permutable avec I’addition dans les modules 3"
Etendue a r polynomes la multiplication est évidemment associative. Si @, et @,
sont des formes de degrés respectifs p, et p, la régle (2) donne immédiatement
[®,D, ]| =(—1)y"”[®,D,]. On en déduit, en particulier, que le carré d'une
forme impaire (c’est-a-dire de degré impair) est toujours nul. ’

Concrusion. — L’ensemble (X)), ayant recu structure d’anneau conformément
aux conventions précédentes, sera denommé l’algébre extérieure A (X) de degrén
définie sur le corps (K) et dans la base (X) :

A(X) est somme directe des modules

n N n . n . [ n .
=Kk; =15, cees < ) = Ej4, = DA
0 1 Ak n
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Les monomes « unités » de degré £ en (X,, ..., X,) composent une base du
module (E,)"* et nous les désignerons par X, 14 X4 X" .. XM XM
est une base de @(X) considéré comme somme directe des sous-modules :

(K) (B, .. ., (Ba)™ '

AVERTISSEMENT CONCERNANT LES NOTATIONS. — 1° Pour rappeler que ® est élément
d’algebre extérieure et que OO, est un produit extérieur, nous écrivons [®]
et |®®, |. Cependant nous conviendrons de supprimer ces crochets quand la clarté
de U'exposé n’aura pas a en souffrir.

2° Nous utiliserons quelque fois le symbolisme du calcul matriciel. Par exemple
siF, et I, sont deux formes de degrés p et g affectées des composantes (4, ..., Ay),

(15 -+vy Py), les monomes unités dans X étant («y, ..., @,), dans X7
(by, ..., by), nous écrirons
ay
Fp== (s ..y )
ax ay ]
T = ) (8 ) ()
o aN Py
Fo= (g1, ooy )
b,\l :
o

Le produit de la colonne par laligne (b, ..., by) est une N ><M matrice

ax
dont I'élément noté (i) est le produit extérieur | a;b;].

2. LES FORMES SIMPLES FOURNISSENT LES KELEMENTS D’UNE NOUVELLE BASE FONDA-
MENTALE. — On dit qu’une forme ® est simple élémentaire ou monome st elle résulte
du produit de p formes de degré 1 : qu’on nomme les diviseurs primaires de ®.

Il est commode d’appeler vecteur toute forme de degré 1 et multivecteur
toute forme simple de degré plus élecé (7). Par abus de langage nous dirons que
vecteurs et multivecteurs appartiennent a lespace E, dont X, ..., X,, sont les
éléments d'une base. On notera que le carré extérieur d’un vecteur est toujours
nul et que par conséquent tout multivecteur est nul qui contient deux vecteurs
proportionnels. ‘

TakorEME. — Pour que le produit extérieur de plusieurs vecteurs soit différent
de zéro il faut et il suffit que ces vecteurs sovent linéairement indépendants.

1° Si les vecteurs V,, ..., V,sont liés, on peut toujours écrire au prix peut-
étre d’un changement d’indices
Pt
Q[ >
Z(Z[ \71' (aiel\>.

V,=

(") Un multivecteur du degré p est un p-vecteur.
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En multipliant extérieurement a gauche par V,, ..., V,_, les deux membres de
cette égalité, il vient[V,, ..., V,]=o.

2° Si les V; sont linéairement indépendants on peut écrire la suite
d’égalités

i=(x—1) i—n
(E) VI:E d.z-zVi'i“zO‘szz (pour z =1, 9, ..., p).
=1 i=ux

Dans chacune d’elles il existe au moins un «,; non nul pour ¢>> z, sinon
les V; seraient liés linéairement (*). On peut donc supposer, aprés un change-
ment éventuel des indices affectant les X;

Olpea 77 0.

En multipliant la premiére égalité (E) par [X,, ..., X, ] a droite, la seconde
par'V, a gauche, par [X;, ..., X, ] a droite, etc., il vient

[ ViXs, .., Xn:l: 11[
[ViVaXar s X = [ ViXa, -, X,

[Viy ooy VoXons ooy Xal= [ Vi, ooy Vot Xpy ooy X,

[Viy ooos Vol [ Xty oo Xo] = @0 0m0e -2 0pu[ Xy -1, X, ] 2 0.

C. Q. F. D.

CororLralRe. — Tous les k-vecteurs, k < p, construits avec les vecteursV,,...,V,
linéairement indépendants sont linéairement indépendants

Soient[a, ], ..., [as] (N=C%) les C, multivecteurs de degré k(*) construits
avec V,, ..., V,. Soit [a;] un produit des (p — k) vecteurs qui ne figurent
pas dans «@;, on a

’

[t} | ===0,[ Vi, ..., V] (9:, symbole de Kronecker).

Sl existait une relation TA;q;=o0 a coefficients dans (K) on aurait par
exemple, 2,520, et 'on pourrait poser a,= X %;a;. En multipliant a droite
par @, il viendrait [ @, a| | = o, ce qui est contraire a I'hypothése.

ConcLusioN. — Les relations d’équivalence postulées dans la base (X) et 'ind¢-
pendance linéaire des mondmes unitaires se retrouscent par voie de conséquence
dans une base quelconque de Uespace B, et permetient de comparer les algébres
extérieures associées a des bases arbitraires (X') de E,.

(8) Cest d’ailleurs cn s’appuyant sur la proposition précédente et en procédant par réccurrence ‘
qu’on dtablit le systéme E.
p!
LY (p—1F)!
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 27

(9) C% représentera toujours la quantité
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Toutes ces algébres sont équivalentes en un sens que nous préciserons dans
le paragraphe suivant. Leur ensemble appelé l’algebre extérieure de degré n sera
désormars représenté par &, (ou plus simplement par Q).

3. TRANSFORMATIONS LINEAIRES « COHERENTES » SUR L’ALGEBRE (L, INDUITES PAR UN
CHANGEMENT DE LA BASE FONDAMENTALE. — Soit 0 la transformation linéaire réguliére
définie sur E, qui a la base fondamentale (X) fait correspondre la base

(X)=(X,, .... X)) (X;=0X,)
par la relation
X X,
(4) Do )=al
X, X

dans laquelle « est une matrice réguliére (n > n) sur le corps des scalaires.
A tout vecteur

X,
V= (2 ..., x,) y
Xll
0 associe un vecteur V' défini par les égalités
X Xy
(5) V=0(V)=(2, ..., zx){ =(xy, ..., zp)| !

X/ X,

n

Considérons une premiére extension © de 6 dans I'algébre @ en convenant qu’a
tout multivecteur tel que

(6) P=[V, ..., V,]
corresponde par 6 le multivecteur P’ noté 6P et défini par
(7) P'=0P=[0V,, ..., 0V,]

En particulier par = les monomes unitaires (X)" deviennent les monomes
unitaires de (X’)"” composant d’apreés le corollaire du théoréme précédent une
base de (;)

Considérons maintenant une seconde extension & de 0 sur l'algébre @,
définie dans chaque module (;) et qui, dans <Z> associe a la forme

d—= 2)‘1-[%],

la forme
7

’ A Cer ¢ -
les [ ;] étant les monomes unités de <I'> dans la base (X).
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D apres les conclusions du paragraphe précédent I'application % est un auto-
morphisme de 'anneau & car
O+ . O, =0
entraine
P ...+ TP, —= TP

ot

(8) (@, ..., D, |=[D]
entraine

(9) [6D, TD,, .... 5D, =TD.

Pour tirer (g) de (8) il suffit de remarquer que (8) suppose simplement
I'existence de certaines relations R entre les composantes, dans la base X,
de ®,, ®,, ..., ®,, O, et lavalidité des postulats du paragraphe 1 relatifs aux
monodmes unitaires en (X).

Les composantes, dans la base X' de ®®,, ©d,, ..., ®P,, BP vérifient
évidemment les relations R et les monomes unitaires en (X') les postulats du
paragraphe 1, (g) est donc une conséquence de 8. ‘

Supposons en particulier que @,, ®,, ..., ®,, ® s’identifient aux vecteurs V,,
Vo, ..., V, et au p-vecteur P de (6) il viendra de (9g)

(10) [0V, ..., 0V,]=8[P]
[car on a évidemment 0V, = B(V,)].
En comparant (7) et (10), on trouve
(11) B[P =0[P).
Les extensions © et G de 0 sont donc compatibles sans aucune réserve.

Nous appellerons transformation linéaire cohérente dans 'algébre &, induite
par un changement de base § dans E, la transformation 8, :

(X)/\/1_> (X’)/\]I'

. . n , ’
La restriction de 0, au module <P> sera représentée par 6",

Enfin on résumera la discussion précédente en énoncant que la multiplica-
tion extérieure est permutable avec 0, ou encore que ¢’est une opération intrin-
séque dans I'algébre &.

4. PREMIERES INCIDENCES ANALYTIQUES DE LA MULTIPLICATION EXTERIEURE : BASE LOGIQUE

DE LA THEORIE DES DETERMINANTS ET IMAGES ANALYTIQUES D’UN MULTIVECTEUR. — SOiOllt
n
,A N - .
(12) Vi= X auXe  (i=1,2 ... p)

1
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p vecteurs linéairement indépendants (o, €K) .

, Y - ~ . }
[Vis oo Vol= 2 [N - X 1 ) (= Ve sy

ri,.....z‘/,\y

N est somme des inversions de la suite ¢, ..., 7).

La premiére sommation est étendue a toutes les combinaisons (7, ..., 7,)
des nombres 1, 2, ..., n et la seconde a toutes les permutations 7, .. ., Z,, des
¢léments d'une combinaison (7,, ..., 7,),

(=), a

est le déterminant formé avec les colonnes ¢,, .. ., i, extraites du tableau M des
composantes des V; (M est une matrice p >< n).

La théorie des déterminants trouve naturellement sa place ici. Nous la sup-
poserons établie. '

Nous dirons que M est, par lignes, 'image analytique du multivecteur | V,,
V., ..., V,] dans la base (X).

Si deux multivecteurs [ Vy, ..., V,[,[V,, ..., V, ] sont proportionnels, on a
(Viy ooy V=2V, ..., V] (z€K),
d’ott quel que soit le vecteur S :
[Viy ooy V,8]= 2|V}, ..., VS,

SiS=1V,, le premier membre s’annule, il en est de méme du second, et par
cons¢quent, V; s’exprime avec V|, ...,V , puisque ceux-ci sont linéairement
indépendants. Il s’ensuit que

I

/v, V’t
: = (m)

V/) \I,,
[Vl? RN} V/,]:{'lnl[\"’l, N Y’

vl et |m|=x.

Nous énoncerons :

TrnkoriME. — Deux p-vecteurs sont proportionnels st et seulement su p vecteurs
non liés de U'un correspondent a p vecteurs non liés de U'autre par une transforma-
tion linéaire réguliére.

En langage géométrique les deux multivecteurs sont dans le méme sous-
espace de L.
{ étant une matrice régulicre M et M, = M sonl images analytiques de deux

multivecteurs proportionnels de rapport |Z|.
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Mineurs homologues des matrices M et M, =M. — Soit ¢ un mineur quel-
conque de M, d'un degré arbitraire. Il existe un mineur ¢, de M, construit
avec les éléments de M, comme ¢ est construit avec ceux de M. Il est appelé
le mineur de M, homologue & ¢. La correspondance ¢, 2, est manifestement
une relation d’équivalence.

Si ¢ est du degré p (rappelons que M et M, ont p lignes et n colonnes et que
p=n),ona

o =|¢]oc.
5. UNE OPERATION NON INTRINSEQUE : LA DERIVATION DANS UNE BASE DONNEE. — Dans
la base X=(X,, ..., X)) o é¢tant un monome de degré p en les X,, ..., X,

tout élément ® de Ualgébre A(X) peut se mettre d’une maniére unique sous la forme

(13) D=2Q R, |

avec la condition que a ne figure dans aucun monome de R. D'ailleurs () ne s'écri
avec aucun des vecteurs X, qui appartiennent a o.

Le polynome Q est appelé la dérivée de ® par rapport a o dans la base (X)] et
I'on pose ‘

o
Q=5

. . odb “
Quand « ne figure dans aucun monome de ®, Q = o, et 'on pose 9, =0 (Vest

toujours le cas si le degré de « est supérieur a celui de la forme ®. Si o est nul

.. : T . B .
parce qu’il contient deux X; de méme indice, on écrit encore — =o. Si « est
de degré nul et se réduit au scalaire £ £ o0 :

odb 1
W —_— 7;.¢.0

L’opérateur 503 commute avec ceux de addition et de la multiplication par

un nombre.

Dérivations successives. — Soient o« et § deux monomes de (X) de degres
respectifs p et g.

Régle :

Cette régle est évidente si af =o (les trois membres étant identiquement
nuls) ou si I'un au moins des monomes «, 3 est de degré zéro.
Si [a3] £ o, on peut toujours écrire

O—=aA+ 3B+ a3C+R,
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de telle sorte que

(B:A—l—ﬁc, dg_B—i—(-—l)lwaC

a2 =il ) = ot =

On voit notamment que 5~ b — est une fonction antisymétrique des éléments de [a].

et qu'enfin

Dérivés d’un produit extérieur : Lemme. — U, V, A étant des formes extérieures
des degrés respectifs u, v, 1, on a

Vv \%
(14) , [d[il ()A —|—(—1)“’U3—AJ

En effet avec

aU av
Il vient
ouU  dV
T J— . u
[UV]=A [dA (= 1N ]+1\R
d’ou enfin

o[UV] _oU oV oU oV

oA~ — oAt (T UNGE =R V(=0 UG
C. Q. F. D.
THEOREME, — 0, ..., &y, €tant tous les monomes de degré j en les éléments
du monome | o | de degré x <oc0: I, ggﬁ = a>, Uet V étant des formes en X; de
ofi}
, ) r__ da A
degrés u et ¢, on a, avec u,=— e
()]LV] < ;011 WV i
/ u ) 1e—j) G
(13) 2‘ Z i) =] e i
j=0 =1

Le théoréme est vrai pour x =1 d’aprés le lemme.

On I'établit par récurrence en montrant que s’il est vrai quand le degré de «
est @ il est encore vrai quand ce degré est 1. En appliquant le lemme
a(15), A étant de degré 1, il vient

i /':.7c1,l:Nl- R ) )
J| UV . Ju I7AY
dl|czA:: 2 (= ”Lua- NEZE

j=0,t=1 s 7t

o ou oV
+Z(_l R [()a,, ()[x,,\]l

S R E1YN
()oz,-,_( 2 TN

Or

daN|

'.Z/'/;\. = m,
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donc .
IUV] e[ _0U oV
oraA] =2 (-0 )["[“"A]d[ﬁ}[“]j]]
aﬂA
wiyejon| OU oV
+ 2 (=) [da,,d I[oA] ]
[ daj J

Mais le second membre de I’égalité précédente n’est autre que le développement
(15) pour le monome de dérivation «A, développement dans lequel on a
distingué les monomes contenus dans oA qui renferment A de ceux qui ne
renferment pas cet élément.

Application. — Si dans (15) U se réduit a «, il vient
oav] TG oV
* Z: — )
o ——i:o z‘:1 o o 0(1},

ou encore plus simplement
' j:x,t:N,-

© o 9laV] oV
(16) = X (g
- j=0,t=1
En particulier si ¢4+2x=n-+1, [aV]=o0 et en posant, par exemple,
a=[X,, ..., Xp1], il vient
j=v,t=N; 0V
—V: 2 (—l)laﬂda—ﬂ
j=1t=1

ou en détaillant
A

V= ledx ZXX’() o+ 2 XX X g
(&) (ijk)
Relation fondamentale entre une forme ¥, et ses dérivées d’ordre k. — ¥, étant

une forme de degré p et [a;] les monomes unitaires en X; de degré £,
on a
<0V r
(17) C%VZE[%‘]BE, avec Ch= :
1

KT(p—hk)!

La sommation étant étendue a tous les «; possibles composant une bhase de

(E,)”, leur nombre est
~ “w n!
N E T
La démonstration de la formule (17) est immédiate :
Soit T="A[X;. .... X; ] un monome de V, il ya G} combinaisons possibles
des X;, ..., X, pris k£ a k. Le terme T se trouve donc répété C; fois dans le
second membre de (17).
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CHAPITRE 1I.

CERTAINS ASPECTS DE DUALITE DANS UNE ALGEBRE EXTERIEURE (X DE DEGRE 7.

(. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES TRANSFORMATIONS LINEATRES COHERENTES. LES TRANS-
FORMATIONS LINEAIRES COHERENTES SONT LES SEULES QUI COMMUTENT AVEC LA MULTIPLICATION
EXTERIEURE. — So1t

O =2+ 2X0X,+. ..+ 2k,

s ip

[X“in LR Xil,] ()‘0’ )'vi,,..A,i,,eK;]): 2, 33 RS} ”)

le polynome le plus général de Palgébre @ de degré n rapportée a la base
X= (X, ..., X,). Il contient 2" composantes que nous considérons comme les

= A
éléments d’un vecteur ligne L <0u colonne L). Nous appellerons S une substi-
tution linéaire

A A
1/ —=SL ou P =So.

Dans le groupe S nous avons déja reconnu l'existence d’un sous-groupe S,
dont les opérations sont permutables avec la multiplication extérieure & : c’est
le sous-groupe attaché aux changements de bases. Ses éléments sont les transfor-
mations linéaires cohérentes de Ualgébre L.

Je dis que réciproquemént toute transformation réguliére €S qui commute
avec € appartient a S,. En effet, par  ou * aucun élément non nul de & ne
doit correspondre a I'élément nul. Dés lors U,, ..., U, étant une suite libre
de n vecteurs, on doit avoir

S| Uy, ..., U, J=[%8U,, ..., 8U,] %o,
B[ Uy ..., U, U] =[8U,, ..., 8U,8U;]=o.

La somme des degrés ®U,, .... BU, est donc au plus égale 4 n et comme BU;
ne peut jamais se réduire a un scalaire en vertu de la derniére des deux ¢galités
précédentes, BU; est un vecteur et par conséquent €S, .

C. Q. F. D.
Notations. Régles de calculs. — Soient (B,, ..., B,) les vecteurs d’une nou-
velle base B définis par la relation '
B, X,
: = (a){ : [ ou plus briévement par (B) = () (X)].
Bn, Xu

La matrice carrée («) est régulicre (son déterminant | o | n’est pas nul).

Soient dans <Z> N monomes (x;) d’ordre p, en (X), composant la base X"
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&y
Posons XV={ : }[avec N= [—T—L—,J On obient a partir de B une
. pl(n—p)!

b,

base BA”=< : >d0nt chaque élément b; se déduit de x; par la transformation
by

X;— B;. On pose

(1) BA? — g AP XA,

La matrice ' est dite la p*° puissance extérieure de . Si b;=[B;, ..., B;P],
zj=[X;, ..., X; ] I'élément () de «’ est le déterminant o, . ., cons-
truit avec les lignes 7,, ..., 7, et les colonnes j,, ..., j, de ().

Soit T une matrice algébrique de permutation, ¢’est-a-dire la matrice unité Iy
d’ordre N dont les colonnes (resp. les lignes) ont été rangées dans un ordre
quelconque et éventuellement multipliées par 4+ 1 ou —1.

Si a X'” on substitue TX"” on doit substituer a4 B, TB"” et «"” est remplacée
dans I'équation précédente par To” T-', o’ n’est donc déterminée qu’a une
transmutation prés par T.

La matrice diagonale d’ordre 2 (1, «, «™2, ..., ") traduit une application
linéaire cohérente dans I'algébre extérieure .

Dans une base quelconque, B (« pouvant se réduire a I,,) on appelle base com-
plémentaire de B"” et 'on note CB" la base B""~» dont les monomes (b, ..., by)
sont respectivement complémentaires de (b,, ..., by) dans B :

OB, ..., B,]
e

On note Ca™ le tableau des composantes des b, dans les a; et 'on pose

(2) CB" = G\ CXV,

Co est dite matrice adjointe de o™ : Il est immédiat que

CCB"Y = (—1)!n—Pp BAP

donc que CCa™ = o™, Avec X""=[x], B"*=[b], rappelons que
8f[b]:_—[bib'/~], Bf[x]_—_[x,a}]
et que -
(3) [b]=]a|[=]
Nous aurons, ()" étant l'indice de transposition des matrices, et I<,,) la
. ;
. o , n
matrice unité de degré <p>
4 BY(CBM )y =BMIL, ,\ =[b]1 ..
(4) ( ) ) (] )

P r
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIIL.— Fasc. 3. 28



220 MARCEL VIVIER.
Commutatipité de certains opérateurs :

Régle 1 : a, et o, étant deux matrices «, on a

i (ay o)™ = (2" (a)N (1) {

en conséquence de I'associativité des applications linéaires. En particulier

(a 1YV = (o)1

Les opérateurs « exposants » et (") et (7*) sont permutables.

. . n .
Régle? : |(a/")y*=(a*)"”| car par transposition dans (p) le mineur «;

severbpr i esp
devient o, .. -

On voit en résumé que les opérateurs « exposants » ("), (*), (7*) sont deux
a deux permutables, ce qui entraine en particulier, si a est orthogonale, qu’il
en est de méme des matrices o et de la matrice réduites aux matrices princi-
pales 1, o, a™, ..., «

AL

Remarque. — En introduisant encore le symbole (=) qui change un nombre
complexe en le complexe conjugué on verrait de méme que (~) commute encore
avec chacun des opérateurs précédents et qu’en particulier o’ est unitaire en
méme temps que .

Ap

TutoriME. — L'inverse de la matrice &' est son adjointe transposée et divisée

par|a|.

En effet, transposons (2) et tenons compte de (1) pour former le produit
[B"(CB")*], il viendra
[BY(CGBY ) = o[ XV (CX ) | (Garr)".

Puis, grace a (4) et a I'équation analogue obtenue en remplacant B par (X),
on tire de la précédente

(811 wy =[] () (G’

(

et enfin d’apres (3)

(5) Ja |1y = (V) (Ca’P)* .
. (})
C. Q. F. D.
Remarques. — On vérifie facilement que (5) équivaut au systéme
ox, , .,  0b; . .. .
6) d_b,l[bJ:d—L/;[xJ (E=t, ..ty J=J1s s Jp)-

(1v) D’aprés la loi de composition des transformations linéaires, on a immédiatement.
C(ayas VP = Ca)? Cal?.
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’

it R . o 0b; .
Or, de la définition méme des matrices o il vient ~—2 — a et sl
o,

Jpttseeerini lpine el

le mineur de a~* formé avec les rangées ¢, j est noté o'/, on a

d{l’[ . .
—_ =gl dp
b,
(5) entraine donc
Wby ity 1= | O | 00 S0,
(Les permutations ¢,, ..., t,, j., ..., J, étant de la méme classe).

Bases normales, orthonormées, supplémentaires, relativement a une base donnée.
— La base B définie par (1) (avec p =1) est dite normale dans (X) si |a|=1.
Comme |o|=|a | si |a|=1, les matrices o’ et (1, o, «*, ..., «") ont
des déterminants égaux a 1. La base B est dite orthonormée dans X si zo*=1,.
On a vu que dans ce cas, 2" est elle-méme orthogonale, on a en outre Co’= a?.

La matrice « de (1) étant quelconque mais réguliére toutes les bases orthonor-
mées dans B forment une classe G; 0 étant une matrice orthogonale, G, = (x,.

Un élément G, se déduit d'un élément quelconque de G a I'aide de I'opérateur
matriciel a, = v (0 et < orthogonales) qu’on dira métriquement équivalent a «
si I'algebre @ est construite sur le corps des réels. Nous étudierons ultérieure-
ment les équivalences métriques (cf. Bull. Soc. Math., 1956) en nous placant
dans 'espace hermitique mais, en restant pour 'instant dans le domaine réel,
on peut facilement montrer qu’il est possible de trouver dans G, une base V,, ...,
V, et dans Gy une base U,, ..., U,, telles qu’on ait

> . . ..
V,==%U; (les Z; étant des scalaires positifs).

Chaque classe G, est caractérisée par ses vecteurs principaux (les V;) et ses
valeurs principales (les ;) qui sont les valeurs propres de la matrice aa*.

Deux bases : B,=a, X, B,=a,X sont dites supplémentaires dans (X) si

ayo,=1,. lei encore on déduit de la relation précédente : a.f”(oc?_j”)*:l(”). On
»

notera enfin que deux bases supplémentaires par rapport a (X) sont encore
supplémentaires par rapport a tout élément de Gy.

7. LA CORRELATION DANS UNE BASE DONNEE. CORRELATION NORMALE. — A coté des
formes qui composent une algébre extérieure €L, qu'on pourrait appeler des
formes de premiére espéce, on est amené dans certaines applications a concevoir
des formes de seconde espéce qui apparaissent comme le produit commutatif
d’une forme de premiére espéce et d’'un n-vecteur P. Pour éviter les complica-
tions qui résulteraient de cette distinction nous conviendrons :

1° de normer I'espace E,, c’est-a-dire de choisir arbitrairement dans E* un
n-vecteur de base P,;
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2° dans I'expression d’une forme de seconde espéce produit de € @ par le
n-vecteur P =y P, de remplacer P par y € K.

La forme de seconde espéce ainsi « normalisée » est comme ® de premiére
espéce.

On apercoit a cette occasion le role privilégié que joueront les bases normales
relativement a P,. C’est toujours d’elles qu’il s’agira quand nous écrirons « bases
normales » sans autre spécification.

Voici du reste une application immédiate de ce qui précede.

Définition de la corrélation attachée a une base. — L’espace fondamental E,
étant normé par (X) (c’est-a-dire par P,=[X,, ..., X, ]) a toute base B=aX
de I'algebre @ on attache une transformation linéaire définie sur 'hyper-module
A qui, a tout ¢lément @€ A, fait correspondre I'élément noté Cor,® par les
relations (1) ‘

@:Zli[ui],
(7) _ /
Cory®@ = 20| a| [ ui],

dans lesquelles u,, ..., uy représentent les 2" monomes basiques de B et «, ...,
uy leurs complémentaires Ci; dans B. Les 7, sont les composantes de ® [ Cor, ®
est une forme de seconde espéce normalisée par (X)].

On notera que la transformation ® — Cor,® est parfaitement définie par
I'application linéaire u;— |a |u; .

Les transformations corrélatives ne sont pas des transformations linéaires
cohérentes et n’ont pas un caractére intrinséque dans leur ensemble car Cor, ®
est généralement différent de Cor,, @, cependant nous allons montrer en suppo-
sant ® homogéne et de degré p que, tout comme les 2;, Cor,® ne dépend pas
du signe du volume [B,, ..., B,] des vecteurs de la base B (c’est-a-dire de
I'orientation de B) :

Il vient de (7.), [ Pu, |= 2] w;u; ], 7;veste invariant quand on change le signe
de ;. Or un tel changement de signe provient de ce que | «| est remplacé par
— |ec|. Dans (7,) I'invariance de 7, et des produits |«|, «; entraine celle de Cor, ®.

: C. Q. F. D.
(La proposition précédente est d’ailleurs une conséquence du théoréme
énoncé ci-dessous. )

La corrélation attachée a une base normale est dite normale.

Notations matricielles (cf. § 1). — Dans (7) les composantes 7; sont les
> ’
1. > . < . n W
éléments d'une matrice 2 a une ligne et <p>colounes. Nous considérons les

() Si|a| =1 il est d’'usage d’écrire *® au lieu de Corg®. Nous utiliserons cependant la notation
Corp @ pour prévenir toute confusion.
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- R . s [\ -
monomes 1; comme les éléments d'une matrice B"” a <P> lignes et une colonne.

De méme CB"” représente la colone des u. Avec ces conventions les relations (7)
s’écrivent

® =7(B),
(8) N
| Cory® = |a|2(CB").
LemyMe. — La corrélation dans B est permutable avec toute trans formation linéaire

qui, a B fait correspondre une base orthonormée dans B.
© étant 'application linéaire B — =B (=<*=1,) il vient de (8)

>
SO — 5B,
> : > >
B(Cory®) = | o | 5. C(=BY) = || 5 (C) (CBA) = | | 7 CB,
Cory (5®) = | 2| 7. CB" = & (Cory ®).

C. Q. F. D.

TutoriMe 1. — Les corrélatifs d’une forme ® par rapport aux bases B et B,
se correspondent par une application linéaire cohérente.

Pour démontrer ce théoréme il suffit de I'établir en identifiant B, (par exem-
ple) a la base normale (X). Posons done, comme en (8), '
- ;X/\n,

(9) >
Cory® = 5 CX/7.
De B =o""X"" et de (8,), on tire
| i A — ‘Z
D’ou par substitution dans (8,) :
Corg® = % | a | (™) ' G CX',

mais d’apres (D)

Lal (2 =C(a)  donc Cory® = 1Ca*™ C o CXV,
(10) Corp® — ‘3 C{(a*a)yV XM,

En comparant (10) 4 (9,) on voit que Cor,® correspond a Cory® dans 'appli-
cation linéaire & qui transforme (X) en la base

(1) Y=(sa)X.

Il résulte de (11) que Cor,® = Cor,® si et seulement si «*« =1,. La corréla-
tion est donc une opération intrinséque relativement aux bases d’'une classe G. 11
s’ensuit aussitot que I'application X — Y pour « donnée reste invariante si 'on
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remplace B par une base quelconque de G, et (X) par une base quelconque
de Gy. ,

On vérifie directement ce fait sur (11) car une base quelconque de Gy : 0B
rapportée a une base quelconque de Gy(tX) (6 et t orthogonales) s’écrit
OB =6at~'<X. En substituant dans (o) =X aX;0at, aaon trouve que 'appli-
cation linéaire Cor.— Cory, transforme <X en tY. C'est donc encore I'appli-
cation G.

COROLLAIRE DU THEOREME 1. — La corrélative d'une forme simple est simple.

En effet soient P,, ..., P,, r vecteurs, facteurs d’une forme simple @ de degré r.
. 5 . n .
On sait qu’on peut construire dans <1 > une base utilisant P, ..., P, et (n—r)-

vecteurs Q,, ..., Q... Dans une telle base @&,, ona Cor® =A[Q,, ..., Q. ];
Cor, @ étant un multivecteur dans B,, Cor,® est encore un multivecteur quel
0

que soit B.

Remarque. — Puisque la corrélation dans une base normale donnée est invo-
lutive relativement aux formes définies au facteur + pres, il s’ensuit que dans
I'algébre de degré n toutes les formes de degré (n— 1) sont simples.

+ TukorkME 2. — St B, = o, X et B, sont des bases supplémentaires relativement a

>

Gy et st une forme ® est définie par ses composantes i dans B\ la forme Cory®
-}-

(corrélation normale) a des composantes 1. |x, | dans CB"".

Posons

S

(12) ® =218,

et
(13) Cory® =2/ | , | CB)”;

d’une part

(141) B = al? X7,
de I'autre
(14) CBY = C(a* 1 X)WV =| o, |1l CX?  |de (5)]
En portant ces valeurs de B}”; CB}” dans (12) et (13) il vient
>
= o X7,
> > >
Cory® = V' CXV, d’ou, d’apres o, A=
€. Q. F. D.

Remarque. — Si les bases B, et B, sont normales, les composantes complé-
mentaires de ® et Cory® exprimées respectivement dans B, et B, sont égales.
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8. STRUCTURE METRIQUE D'UNE ALGEBRE EXTERIEURE. — On dit que 'algébre & regoit
une structure métrique quand on convient de restreindre les corrélations a la seule
classe de bases Gy.

L’opération de corrélation devient alors une opération intrinséque, [ 2] dési-
gnant comme ci-dessus le produit extérieur [X,, ..., X, | des vecteurs fonda-
mentaux de la base X, soient deux formes F, et F, de méme degré p dont les
composantes dans X sont notées A, ..., Ay pour Fyipy, ..., uypour F,.

On appelle produit scalaire (F,.F,) la quantit¢ numérique définie par la
relation

(15) (F,.Fy)[2]=[F, CorxF,]=[F, Corx F, | =2 k[ 2z], *
il vient _
(16) (F1-Fz):E7\iHn

(F,.F,) =F] est la norme euclidienne de F,, sa valeur est X2;. Quand elle est

nulle, on dit que F, considérée comme ¢élément de I'espace vectoriel <;> est
isotrope. '

Si Ay, ..., Ay sont les composantes de F, dans une base quelconque et w,, ...,
wy celle de F, dans la base supplémentaire, on a encore (**)

>
N N k:(}.h e )‘N)7
(17) (Fi.F) =2Xhm—h.p, avec Z:(P'h )
' A
‘U.

= ()"

Le module (’:) constituant I'espace fondamental E,, p éléments non liés de

\

n A .
<1> déterminent un sous-espace N de E,.

Deux sous-espaces N et N, de E, sont dits orthogonaux si quel que soit le
vecteur U de N et le vecteur V de N, on a toujours (U.V)=o0. N et N, sont
orthogonaux associés dans E, si tout vecteur perpendiculaire (ou orthogonal)
a N est dans N, et réciproquement.

>
(12) Si 'on pose F, = AB/}”, on a d’aprés le théoréme 2 :
>
COI‘x F,, = A | 0(1| CB/Q\p
Par ailleurs, Fy = B47. 11 vient done
> A
[Fs Cor Fy] = (.5 | [ Bo" .
Mais
[BY* = ]a[~1[x],
d’ou

= (5.0 = (X8)
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Uy, ..., U, étant éléments d'une base quelconque dans N, Uy, ..., U,; By, ...,
B, ceux d’une base @ de E,, considérons la base @ =(D,, ..., D,; V,, ..., V,)
supplémentaire de @, on trouve en appliquant les définitions précédentes
que (U, ..., U,), (Vi, ..., V,) sont deux sous-espaces orthogonaux associés.
Par ailleurs d’apreés le théoréme 2 du paragraphe 7[V,, ..., V, ] est le corrélatif
de[U,, ..., U,]. On peut donc conclure en énoncant :

TutoriME. — La corrélation restreinte au groupe Gy détermine une polarité
symétrique par laquelle tout sous-espace N€E, correspond au sous-espace N’
orthogonal associé.

Formule de Lagrange généralisée. — Soient U,_,, Z,.., deux tableaux a p
lignes et n colonnes; ¢,€U, ¢, €Z deux mineurs homologues de degré x
(cf. paragraphe 4).

Supposons que U et Z soient de rang p (n>> p). Dans I'espace numérique com-

> >
plexe E, rapporté a la base canonique (X)), {Xl =(10,...,0), ..., X,=(0,...,01 },
> ol . . .
les vecteurs lignes U,, ..., U, de U, ont pour produit extérieur un multivec-

> >

teur F. De méme les vecteurs lignes Z,, ..., Z, de Z ont pour produit extérieur
un multivecteur G et dans (X) le produit scalaire (F.G) est égal a la somme
X¢,2, étendue a tous les mineurs de degré p de U (et de Z).

TukorkME. — La quantité X ¢, 8, est égale au terminant de la matrice (UZ).

Démonstration. — Nous déterminerons les composantes de F dans une cer-
taine base @, celles de G dans la base supplémentaire @3, et nous calculerons
de nouveau (I.G) en appliquant la relation (17).

Posons

B=(Uy, ..., U,; Gy, ..., C)), By=(Dy, ..., D, Vi, ..o, V),

F se réduit dans @3 au monome de base [U,, ..., U,] et ne posséde qu'une
composante non nulle. C'est le facteur 1 qui affecte ce monome. Il s’ensuit
d’apres (17) que (F.G)=1¢; ¢ étant la composante de G qui affecte [D,, ..., D,]
dans @3.

. A > O\ %"
Pour calculer ¢ posons [avec 4,-=<L,-> )

Ly e
. R R . x . e e
Z*:(Z“ ceey Z,,):(D,, cey Dy Vi V,/> Lip oo lyp
ll/z [/m
Il vient
2
tll t}zl
CP:_ .o
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On a par ailleurs

—>
U, A A A N | SFTRU
wzy=(: YDy, .. DV, V) (e
i?]. tl/z e [/m
i
ba ety U N
=, o){ -« - o Yy=(. .. ..
b oee Ly oo Lo,
et
U2 | =9,
d’ou
(18) _ F.G=|UZ"|
Remarque. — De (18) on tire en particulier

F2= | UU*| = (F CoryF],
on en déduit aussitét le théoréme :

Pour qu’un sous-espace N de degré p soit dans E, complémentaire de espace
associé perpendiculaire il faut et il suffit qu’un multivecteur ayant N pour support
soit élément non isotrope de Uespace vectoriel E”.

Relation aux modules des mineurs d’un tableau. — A étant un scalaire, sup-
posons que U s’écrive : U= (11, @, _,). La matrice absolument quelconque ®,_,
est composée d’éléments notés o;; et s représente le plus petit des deux nombres
petq(sip=gq,s=p=gq); ], étant la matrice unité d’ordre p.

En utilisant la méme base (X)) que ci-dessus et en posant X, =Y, (j=1,....q),
on aura

j=q 7]
F=

I=1,..,p ®
j=1

Un terme partiel du produit précédent s’éerira, au signe prés

W[ Xi o Xo ]

(Pir—nvfﬂ te (?l',»/',:Arl [Yh»‘ t Y[,;Ar]’

de sorte qu’il existe entre toute composante ¢ de F dans la base (X) (a I'exclusion
de la composante A7) et tout mineur m, de degré y de ® (y =1, ..., s) une
correspondance biunivoque déterminée par la relation ¢ = cA®m, (x +y =p,
e=-1).

Posons encore Z = (I,,®,_,) (® est la matrice conjuguée de® sur le corps des
complexes). La composante &' de Z homologue a & s’ écrit &' =em,.

Ainsi le produit scalaire (F.G) a pour expression

(F.G)=1+ ¥ A*m, m,.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 29
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Sil'on désigne par S, la somme des carrés des modules de tous les mineurs de
degré x de ¢, on a donc

(F.G) :Ap+2 WS,
" 1

Or, d’apreés la formule (18), on a aussi

(F.G):|()\Iptll)((%i*>~:l7\l,,+(b@* .

Il vient done

;
AL+ @0 | = 1p 4+ ¥ w28,
(19) | ?I , l Z

Telle est la relation que nous nommons « relation aux modules des mineurs d’un
tableau ».

Remarque. — Avec A =1 on apercoit immédiatement que (19) entraine

N !
L+ 0@ [ =] 1+ '] =1+ Y,

| 1

>

Application. — Désignons par y une valeur propre de la matrice ¢* et par V
un vecteur propre associé a y. Supposons de plus ¢> p pour fixer les idées.
Il viendra '

_ A FON > (Y > A
POV =yV, dou V@(V(I)) =4 V.V,
ce qui prouve que y ne peut étre que positif ou nul. En conséquence I'équation
caractéristique

(20) w?— P18 . (—1)PSP=o0
[déduite de (19) en remplacant 4 par —y et en annulant le premier membre],

n’a que des racines positives ou nulles.

© 9. LA MULTIPLICATION REGRESSIVE :

TutoriMe. — Etant donné dans | ‘espace normé E, k formes ¥y, ..., ¥, il existe
une forme ¥ définie par la relation

(21) CorF =[CorF,, ..., CorFy]
indépendante de la base a laquelle est rattachée la corrélation.

Démonstration. — Soient (X) et (Y) deux bases quelconques. Posons

(22) CorxFx={Corx ¥, ..., CorxFy],
(23) CoryFy=[CoryF,, ..., CoryFy|,
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soit 0 la transformation cohérente dans & telle que, quel que soit I'élément @
de I'algeébre @, on ait .
(24) . Cory® = 9 Cory ®.
De (24) on tire notamment

CoryFy= 0 CorxFy; CoryF;= 0 CorxF..
Par substitution de ces seconds membres dans (23), il vient (la multlphcatlon
extérieure étant permutable avec 0)

0 COI‘X Fy: [0 COI‘KF“ ey 0 COl‘xF];—I = O[COI'X ‘Fr], ey CO['X I"‘/\A].

D’ou en tenant compte de (22) :

0 Corx Fy=—0 CorxFy, c’est-a-dire Fy—Fy.
, C. Q. F. D.
Notons que si p; désigne le degré de F;, r celui de F, on a

(25) r=(Z,)—n(k—r).

Dervition. — La forme F définie a Uaide de ¥, . .., ¥ par (18) est appelée le
produit régressif de ¥, . . ., F, et notée :
(26) F—TF,|F,|...|F

On interpréte (21) en énoncant :

La multiplication régressive est transmuée de la multiplication extérieure par
une corrélation. Elle est évidemment permutable avec I'addition et la multipli-
cation par un nombre.

Remarque. — En faisant £ = 2 dans (18), F,=A, F,=B8, il vient de (26)

(27) | Cor(A|B)=[CorA CorB|.

Si la corrélation est normale on a pour He<z>,
Cor CorH = (— 1) »—1H

Done dans ce cas, en posant A’= CorA, B'= CorB, on tire de (27):

(28) | Cor[A’B']= CorA’| CorB'. |

Détermination du produit régressif de deux formes dans une base donnée. La
dérivée d’une forme par rapport a un mondéme est un produit régressif.

LemMe. — «, u, B étant trois mondmes unitaires ([auf|=£o0), on a dans E,
support du n-vecteur [ouf3] :

(29) 4 auluB =ulauf]. l
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Dans (29) le facteur [« 3] est identifié a la composante du n-vecteur dans une
base de E, qu'on laisse indéterminée (c¢f. début du paragraphe 7).

Démonstration. — Les facteurs de degré 1 de «, u, 3 fournissent une base
dans laquelle la corrélation sera notée Cor,. r, s, t sont les degrés respectifs
de o, u, 3 et 'on pose [aufS]=[a]. Il vient

Cor,[au] = 3[al,

Cor,,[u,ﬁ] — (__ I)s(l—f—z‘)a[a],
d’ou

Cor,[au] Cor,[uf] = (— 1)5+"Bala]2.
Mais par ailleurs,
(— 1)'1Ba[a] = Cor,u,
done
Corq[au] Cor,[uB] = Cor,(u|al),

¢’est-a-dire d’apres (27)
au|uf =ulauf].
Cc. Q. F. D.

Remarque. — Le produit régressif de deux formes est indépendant de la base
choisie dans l'espace fondamental mais non pas.-de cet espace fondamental
lui-méme.

Si ces deux formes sont simples et figurées comme ci-dessus par les
notations au, uf3, (29) exprime que dans I'espace du multivecteur [au 3], le
produit acu|u est proportionnel au p. g. c. d. de ses facteurs ou qu’il recouvre
leur intersection. Dans tout espace contenant [«u[3] tel que celui du multi-
vecteur [auBy] (degré de y>>0), on apercoit immédiatement que zu|u = o.
Pour conclure nous énoncerons :

Le produit régressif dans E, de deux multivecteurs est différent de zéro si et
seulement si son degré [donné par (22)] est égal a celui de leur intersection.

Calcul du produit régressif, dans Uespace B, rapporté a une base (a), des
Jormes F et G de degrés p et q. — Pour qu’on n’ait pas identiquement F |G = o,
nous supposerons p—+¢g=>>n et méme d’une facon plus restrictive : p+qg=n—-r
avec r > o0; p et ¢ < n. Dans ces conditions, si nous désignons par «;, u;, 3; les
monomes unitaires de degrés p—r, r, g —r; par &,,, et u, 5 les composantes
de F et G il viendra en application du lemme

\ W
(30) FIG= W Jau it [u] [a],

1 o u

o, = u; B étant complémentaire de «; dans E,.
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Examen de deux cas particuliers. — 1° (29) garde un sens quand u est de
degré zéro : avec u=r1, il vient o |3 =[«f3]. Nous postulerons donc sans
crainte de contradiction que le produit régressif F|G se confond avec la
mesure du produit extérieur [F.G]| quand p 4 g =n.

2° (29) garde encore un sens quand o =1, ce qui nous permet de définir
d’une fagon abstraite le produit (commutable) d’une forme F par un n-vecteur G
de E,. a; étant un monome unitaire de degré p dans la base [«] et a; le complé-
mentaire de a;, on a

(31) - Pl = [Fa][al].

!
a;

TutoriME. — La dérivée d’une forme ¥ par rapport au mondme o dans une base
donnée s’exprime intrinséquement a l’aide du monome o' complémentaire de o et
du produit [a] =[a2']. On a

(3) (@] =¥ |,

da
car : 1° de (30)

F| a’:2 hau;[uj][a];

RN - .., JF
2° }_‘)\M’,[ujj est la dérivée 5=
uj .
ConoLLaRe. — F € Q,, étant une forme de degré p, développée dans les bases (X)
et (G3) dont les monomes « unités » du degré p —p, sont notés x;, b; (leurs
complémentaires, x;, b’; les monomes unités du degré n, [x] et [b]), on a

OF N OF dz;
9b; “z dx; 0b;
J

(33)

En effet d’apres (32)

oF 1 ,

a6, =[] 1%
et 'on peut écrire

b/ - db: ‘Z‘I

1T 9

]
Il vient donc

JF N\ , 1 0b;
96, =271 5] 3z’
7

D’aprés (6) on peut remplacer dans cette derniére expression : [—1—] dz%
j
1 dz; .
Par 1 g, On obtient alors
JF , 1 dxy vons g OF o OF oz
b, _ZFIm/{x] 95, c’est-a-dire d_bi_za_;:; o,
l 7

C. Q. F. D.
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Conclusions. — 1° La matrice ;2 étant réguliére, il s'ensuit que : Dans
i

Uespace vectoriel E))"~" le rang de la suite des dérivées de ¥ est un invariant
indépendant de la base de dérivation.

2° Il résulte encore de (33) que si « représente maintenant, comme au para-
graphe 12 (2°) la matrice du changement de base X — 3 = («)X, «"” ayant
méme sens qu’'a la page 219 et y étant définie par la relation

or oF

db, dx, -
(%4) = on a Y= (aA/;)*-q. ’

OF o s

F)N ()xx

En particulier pour p =1, y peut étre choisie arbitrairement sous la seule
condition d’étre réguliere.
Pour p=p, (34) exprime comment se transforment les composantes de F.

3v Dapres (33) la forme Y @, ;)j
. "/
/

reste invariante lors d'un changement

de base :

¥ dr; IF o 4()F
Zbi(—)zi —zbi()—blf ()—)c, _Zv,z)—l—/

i j

Ce fait est d’ailleurs une conséquence immeédiate de la relation 15 du para-
graphe.

10. EspACE PROPRE ET RANG D’UNE FORME EXTERIEURE. — a. Degré munimum d’une
Sforme ® dans un sous-espace de E, ot ® est définie. — Etant donné une forme
simple w =[X,, ..., X,] dont les ¢léments sont une partie de la base compléte (X)
de E, dans laquelle @ est exprimée, nous dirons que @ est de pEGRE MINIMUM £
paNs ® si chaque terme de ® contient au moins £ des X;€w et s'il existe au
moins un terme de ® qui renferme strictement £ ¢léments X; € w. Pour qu’il en
soit ainsi il faut et il suffit, @, ¢tant un monome en X; € w du degré & qu’on ait

(35) [®a,—p1]=o0 pour tout ct,_s, et [@cr 4]~ 0 pour au moins un ¢, 4.

Il s’ensuit que le degré minimum k dans  est invariant pour tout changement de
base qui conserve les éléments X; € w.

Si @ (de degré £ au moins dans w) est un multivecteur, les sous-espaces @
et  ont une intersection de degré £, car V,, ..., V, étant les p-vecteurs dont &
est le produit, les égalités (35) expriment que la suite V,, ..., V,; X, ..., X,
est de rang p +r— k. Les degrés de @ et o étant p et 7, leur p. g. c. d. est
de degré p+r—(p+r—k)==#. C. Q. F. D.

b. Espace propre et rang d’une forme extérieure. — 1l peut arriver que le
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- degré minimum de ® dans o soit égal au degré p de ®@. On dit alors que ® est
définie sur ou dans w. Si @ est définie dans deux multivecteurs, elle est définie
dans leur intersection. On appelle espace propre de O le plus petit sous-espace
& KB, sur lequel elle est définie. D’aprés a. la notion d’espace propre est bien
intrinséque. Le rang de ® est le degré de son espace propre. 1l est égal au degré
de @ si et seulement si @ est simple. Le rang d'une forme irréductible a4 un
multivecteur est donc plus grand que son degré.

Etant donné un ensemble de formes, on appelle espace propre de I'ensemble
le plus petit sous-espace qui contient a la fois les espaces propres de tous ses
éléments.

LemMe A. — Deux systémes de N formes F;, ®; (i=1, ..., N) qui se corres-
pondent dans une substitution linéaire réguliére ont le méme espace propre.

On a, par hypothése
(36,) O, =¥ ruFi  (2a€K),
k

(36,) Fi:Z)’ki(Di (yu€K).

Supposons les F; donnés dans leur espace propre & (d’ordre r). D'apres (36,)
on voit que les ®; sont définis dans & et que le rang de leur ensemble est au
plus égal a r. Inversement d’aprés (36,) U'espace &, des ®; contient &.

En conclusion & et &, sont confondus. C. Q. F. D.

CoroLLARE. — Quelle que soit la base de référence, toutes les dérivées premiéres
d’une forme ¥ ont dans leur ensemble un méme espace propre. [ C’est une consé-
quence directe du lemme précédent et de (33)].

TutoriMe 1. — L'espace propre &,, de I'ensemble des dérivées premiéres d’une
forme ¥ est confondu avec l’espace propre, &, de F.

D’apres (35) si une base (w) de I'espace propre d’'un ensemble S de formes
est une partie de la base compléte de E,, S ne s’éerit avec aucun vecteur basique
étranger a (w). Comme &, €& formons une base de & a l'aide des vecteurs

A, ..., A, composant une base de &, et des vecteurs B,, ..., B, de &. Nous
pourrons écrire (p >1 étant le degré de F) [cf. § 5, relation (17)]

( NG IF Ny OF

(57) pl —ZAIE +2‘B/()—B—/7

on a, par hypothése

O F 9°F

(5%) OTAB]  aBB]

Mais

‘ OF N, #F Ny F
(39) <P—‘)FE—Z_:A10113,A[J+ZB’0[BzB/}'

i
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D’aprés (38') et (39) ggt =o. Quel que soit t=1, ..., k d’ou il résulte

d’aprés (37), que l'espace propre de F est inclus dans &,. On en conclut :
&= 6,. C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — L’espace propre de F € (;) se confond avec le plus petit sous-
espace de E,, qut contient toutes les dérivées partielles dont le monome de dérivation

est de degré (p —1).

C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent par lequel on établit
sans peine que I'ensemble des dérivées d’ordre £ a encore & pour espace propre.

Opérateurs de dérivations et annulateurs de formes. — L’expression « annu-
lateur » de polynome désigne un polynome ayant un produit extérieur nul avec
un autre polynome.

Dans une base X =(X,, ..., X,) de E, un opérateur de dérivation du degré k

est défini par la relation D":Z)"'dim5 ~€EK et les x; sont tous les monomes
basiques de degré k en (X;). La forme G,= X);[x;] sera nommée la k-forme
associée a D,. L'ensemble @, des D, est évidemment un espace vectoriel a <;>
dimensions isomorphe a I'espace @, des k-formes associées. On dit que D,
annule I si D,F =o (Fe @, est une forme de degré p>.£).

Pour F donnée, I'ensemble des formes D,F est un espace vectoriel @,(F)

dont la dimension a un sens intrinséque (d’apreés le lemme A). Elle est égale au
‘ . , e, " . Lo, . . ,
nombre maximum de dérivées £ de I qui sont linéairement indépendantes.

TatoriMe 2. — Sotent dans la base (X)) un opérateur de dérivation D, et la forme
assoctée Gy, les relations

DiF—o0 et [CorxF.Gi] =0 sont équivalentes.

En effet, I'espace E, étant normé par (X) pour simplifier I'exposé, on a, de (32)
DF = F | Cory Gy.
Si D F =o, F|CoryG,= 0, d’ou comme | par (28)] »
Cory [F | Corx Gi] = (— 1) "= [Corx F . Gy], [CorxF.Gi] =0
et réciproquement. C. Q. F. D.

Le théoréme que nous venons d’établir peut s’appliquer a la recherche de
I'espace propre d’une forme F. Il nécessite alors le lemme préliminaire suivant :

Lemue B. — Ay, ..., A, étant r vecteurs linéairement indépendants et ¥ une
Jforme quelconque le systéme de relations [FA;) = o est équivalent a I'égalité

JF

F=[A1, ey Ar]m.
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En effet de A,F = o, on tire par dérivation, F — A, ;;%F = o, ce qui établit le
lemme pour r =1.

Il s’étend par induction a » quelconque car si FA, =...=FA,= o entrainent
JoF . L a.
F=[A, ..., A] A& °0 posant encore FA.,=o, on a immédia-
tement, sachant que [A,, ..., A, |0
oF ;
A SR A
d’ou comme ci-dessus
JF JoF JF
oA, -5 AL —Af“d[Al, oA ¢ F={As . A"“]'d“[A;,“."-—. A

D’ailleurs cette derniére égalité entraine

FA;=o (pour i =1, ..., r—1).
C. Q. F. D.
Tutorime 3. — Dans la base (X) si h opérateurs de dérivation du premier
degré D, ..., D" associés aux vecteurs A,, ..., A, de produit extérieur P non

nul annulent séparément la p-forme ¥, l’espace propre de F est contenu dans Cor, P.
P p space prop )

En effet, d’aprés le théoréme précédent, DT F = o entraine [CorgF.Aj]=o et
d’aprés le lemme, CorgF admettant les annulateurs monomes A, ..., A, on
peut écrire

Corx F=®[[A,, ..., Ay]] avec @e(p le)

d’ou, la base X étant supposée normale
(— 1)nin=2 F = Cory® | Cory[A,, . - ., As].

Mais [A,, ..., A,] étant un multivecteur, Cory[A,, ..., A;] est également un
multivecteur, de degré r=n—h, décomposable en un produit de vecteurs,
tel que [B,, ..., B,].

Soient C,, ..., C,, & vecteurs formant avec B,, ..., B, une base normale @3
de E,, la relation précédente s’écrit

¥ =, | Cory[Cy, ..., Cu,
d’ou d’aprés (32)
p 0%,
—J[C, .., G

ce qui exprime que la forme F, dans la base @, s’écrit uniquement avec
B,,...,B,.. C. Q. F. D.

ConcLusioN. — Le rang de la p-forme ¥ est égal au nombre maximum de ses
dérivées premiéres linéairement indépendantes.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 3o
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En effet soit 7 le rang de F et s la dimension de I'espace vectoriel @, (F) :

1° D’aprés le théoréme qu’on vient de démontrer s > 7;

2° Soient By, ..., B,, r éléments non liés de degré 1 de 'espace propre de F
constituant avec C,, ..., G, une base compléte de E,. Dans une telle base on a
évidemment

oF Jr

—— =...== == =0 d’ou sZr.

G, d9G, =
En comparant 1° et 2°, on trouve s =r. C. Q. F. D.
Remarque. — Considérons une p-forme F et deux termes quelconques a

composantes non nulles, si leur p. g. c. d. est au plus de degré p— 2, les
dérivées partielles du premier ordre ont toutes des structures distinctes. On en
déduit le théoréme suivant : :

TueoriME. — St les termes a composantes non nulles de ¥ ont deux a deux un
p- 8- c. d. de degré —p— o, le rang de ¥ est strictement é¢gal au nombre des
variables avec lesquelles elle est écrite.

c. Relations entre un « p-vecteur » de B, et ses dérivées dans une base (33) quel-
conque de E,. — D’aprés la formule (32) (p. 231), toute dérivée de F étant le
produit régressif de deux formes simples est aussi un « k-vecteur ». Son espace
propre est inclus dans celui de F. Donc toute dérivée de I divise F. En parti-
culier et en vertu du dernier corollaire, p dérivées d’ordre (p — 1), linéairement
indépendantes, ont un produit proportionnel a F.

Avec précision, soit « =[A,, ..., A,] un monome unitaire en (3) (de degré p).
Soit =[B,, ..., B,] (p +¢=n) le complémentaire de « dans (@3). Désignons
encore par o, le monome unitaire dont le complémentaire dans [a] est A:

et posons

I o= %F, — A+ 3B, () 1 eK).

Si A £ o les o; sont linéairement indépendants et
(4o) (915 - 9p] = W1F.

En dérivant (40) successivement par rapport a A, ..., A, il vient

dF
o |\ —pp—h—t — .
[(P/\‘—Fl? M q’/’]—“)\p 10‘_A11 ce ey Ak]

On aurait de méme
[c‘?h ceey 9/\] - ("'" I)k‘p-/{))‘k—1

d’ou

G4n OF oF oy oF
O, o A O A, o A O[AL, o A
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Cette formule est générale : elle est encore vérifiée quand

oF
oA, Ay

—i=—o.

JF or
COAL A 9. A
dans le multivecteur 3. Leur degré minimum dans 3 est d’ailleurs le méme et
ces trois formes possédent le méme h-vecteur commun en (By, ..., B)). Il en
résulte que le premier membre de (41) s'annule en méme temps que le second.

En effet : si A=o0; F sont au moins de degré 1

Remarque. — En écrivant que les deux membres de (41) ont méme compo-
sante relativement 4 un monome unitaire quelconque de (X) on exprime a
quelles conditions scalaires doivent satisfaire les composantes d’une forme F
pour étre simple. Dans la note annexée a ce Mémoire, nous apprendrons i
former un systéme strict de telles conditions. Ceux qui découlent des équa-
tions (41) sont en général surabondants, nous en détaillerons cependant
un a titre d’exemple.

Faisons dans (41) £ =1. Désignons par « un monome basique quelconque,
de degré p et par A; un vecteur quelconque de @, Comme pour «, nous écrirons

a=[aA] (AeX).
Il viendra

(42)

2 oF _ JF —(‘I)w——lﬂ; or.
- o[Aa;] glaA ] d|a| d[a]

A chaque couple de monomes unitaires («, «) correspond une équation (42).

11. LEs SOMMES DIRECTES DE MULTIVECTEURS. — Soient [w,], ..., [w,] 7 « p-vec-
teurs » disjoints deux a deux ([w;w;]£0) et le polynome
n
(43) F :2 ;.
1

L’espace propre de F est [w,, ..., »,] et son rang est np. Si p >a, F est
appelée une somme directe de multivecteurs. Toute base composée de p vecteurs
dans chaque w; est dite canonique pour ¥.

TntoriME. — S¢ p > 2 la décomposition (43) est unique dans Uespace| w,, ..., »,].
En d’autres termes il est impossible que ¥ soit somme de n « p-vecteurs » disjoints
autres que o, . .., W,.

X/, ..., X/ étant une base (X;) de w; et X = X(X/) la base compléte corres-
pondante dans Q =[w,, ..., w,], nous observons que dans (X) toutes les

., dF o . — .
derlveesm sont élémentaires. Si I’ peut se décomposer comme en (43) dans

1
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une base Y =(Y,, ..., Yy) (np=N) il faut encore que ;¢ dF 501t simple (quel
que soit k).
Or
OF _ N O[XE . X0 OX{ x N’] 0X/
(44) E—ZT —I—Z dYk.

j
Chaque X au second membre de (44) est de degré p—1 dans un espace
B ~ 1 » . dF .
d’ordre p. Chaque X est donc une forme simple et sauf quand p = 2, oy, st

comme I, somme de n multivecteurs disjornts. Son rang ne peut s’abaisser a p—1

que si SY[ = o pour toutes les valeurs de ¢ sauf une (**). Les seuls changements
de base permis sont les transformations (X/) — (X/)' dans chaque w;.
C. Q. F. D.

Soient X;, ..., X/ les éléments d'une base duale dans w; (M g;)‘ > SiF est
définie dans une base quelconque (Y) de son espace propre, le tableau des
composantes des dérivées ji (toutes linéairement indépendantes) dans la
base (X/) est une matrice réguliére f, de sorte qu'inversement il est possible
d’exprimer les X/ a l'aide des d)YF,

Posons
(45) | =X G

La forme @ est ¢lémentaire, pour une suite convenable des xy, si, et seulement
si elle peut s’identifier & un (p —r1)-vecteur contenu dans 'un des p-vec-
teurs w; (**). Soient donc, satisfaisant (45) pour deux suites distinctes (x;),
deux formes simples ®,, ®, non proportionnelles. Si [®,d,|=0, , et D,
sont diviseurs du méme ©; et leurs facteurs primaires fournissent les éléments
d’une base de w;. Ils permettent de calculer un p-vecteur Q; proportionnel a w,.
Posant w;=£Q;, on pourra déterminer £ en exprimant, par exemple, que F —3Q;
est de rang (p —1)n quand z=~&;. En raisonnant sur F — v, comme on vient de
le faire sur F on déterminera de proche en proche tous les w,.

TukoriME. — Pour qu’une forme ¥ définie dans une base (Y) (de &) soit somme
directe de n « p-vecteurs » il faut et il suffit que ses dérivées premicres soient
sommes directes de n « (p—1)-vecteurs » au plus inclus respectivement dans n

« p-vecteurs » w; disjoints [a priori elles sont linéairement indépendantes dans

le module <l\p_ nj’) cf. §8 (1°), premier the’oréme]-

dwi] ; b (1 L .
(1%) D'une maniére générale la forme Z [X/J a/, avec «f € K, est élémentaire si et seulement si

les scalaires o/ sonl nuls pour toutes les valeurs de i, sauf une
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Démonstration. — Que les conditions énumérées ci-dessus soient nécessaires
cela résulte des discussions précédentes. Etablissons qu’elles sont suffisantes.
Elles permettent déja de trouver np solutions simples, en ®, de (45) qu’on peut
classer dans les différents w; puisque toutes celles qui sont incluses dans w,,
par exemple, sont deux a4 deux annulatrices les unes des autres et disjointes
des (n—r1)p solutions restantes. En bref on a pu reconstituer une égalité

du type

, OF
Xi JY,
(46) =p!
Xr oF
oYy
et poser
JF
/ X} oU,
(47) 2o )=l )
Xz OF
dUy
les U; d’apres (34), satisfaisant a I’égalité :
(48) (Upy o Ug) = (Y, .., Yy)B.

II reste a trouver que F =Xk w; (k;€K). Sans restreindre la généralité du
raisonnement et a seule fin d’alléger les notations nous supposerons n = 2.
Nous poserons X| =A;; X{,=DB;; U,,;= V,pour i =1, ...,p. Il vient de (47):

ﬂ I[N A Doy

(49) 90, — ~ oA, A,
JF a[B,, . B,)]  Ow,

~ Zo = 7. o TPl 72
(%0) oV, T 0B, OB

Je dis qu'on tire de (49) et (50) : U;=4kA;, Vi=AhB,;, k et h étant deux
scalaires. En effet :

1° En dérivant (49) par rapport a U; il vient

O Jo dA doi IN, s
2', IAN, OU, o, ol ou, =0 pour k1.

On aurait de méme

()Bk . N S
oV, o pour k.

2° De (49) en écrivant
19

g ([ or J°( OF N
v \au, ) o\ ) 5

ON, 0N, OB, _dB;
U, IU; TP GV, T v )

on tire
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3° De
o<dF> d(dF _
av;\au; ) T au\av; )T

O 0B que sofen ot
()Vk...‘a-vk-—-o quels que soient ¢ et &.

on tire

En rassemblant tous ces résultats on voit bien qu’on peut poser
Ij[: /fAi; Vi: /ZB,

On a d’ailleurs 1dent1quement [ef. §5(17), p. 217]

A —2 Uit dU ZV’ oV, ‘I‘ZA‘gzl g%’

F=1Fk[w]+ h[w.].

C. Q. F. D.
Le résultat est général.
Exemple d’application. — Etude de la forme cubique
(51) B:A,,A.ZA;—n— AiB,B;+ B A, B, + B B,A, |
. OF JF JF JF
— N . . —
C=3ahe e Se=AMEBBG S =ABBA
[la permutation (k) etant de classe paire; ]
(52) %’—’ — 3Ny — 2y A+ 73 Bo— 7, By
Supposons 2% = 0. Pour que ® soit ¢lémentaire, il faut et il suffit que “d
PP oA, 7O q e ’ ‘ que 3,
divise @, ce qui a lieu si et seulement si
. ob
(53) R, IA, = 0,
avec
0P
(54) ‘I)__R.—!——/\,()AJ~
En dérivant (53) par rapport a A,, on a
. 00 oR,
(95) : '%Rl-()—f\ldT._,'

Une nouvelle dérivation par rapport a A, donne

(56) L OR_ 0@ JR, 0 IR,

TOA, T OAA; A,  OA, JALA,

En développant R, dans la base (A;, B;) a I'aide de 51,52, h4 on tire de 56 les
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conditions nécessaires :
XY= &y et I'on pose yi=kx;.
En dérivant (55) par rapport a B, on trouve encore
xzi=y3, d’ou k==1.

Avec k=1 et U;=A;+ B, il vient

¢ = .Z’i[U/'Uk].
)

(%

Aveck=—1 et Vi: A,'— B,‘, il vient

(I) = JL‘,‘[V[V/;].
. )
On a d’ailleurs
JF 1/ OF JF 1 )
90, = 5 <0—Al~ - m;)— 50Uk
de méme
JdF 1

W = '?:V/V/; et F:

{UIU;’U:;—F V. V.V, I8

1
2

CHAPITRE III.

STRUCTURE DES DIVISEURS DE ZERO.

12. REsIDUS D’UN POLYNOME RELATIVEMENT AUX MONOMES UNITAIRES DE LA BASE (X). —
Conditions de structure. — Nous supposerons que dans I'algébre extérieure &,
il est fait usage d’une base (X) bien déterminée et nous appellerons champ d’un
élément de @ l'ensemble des vecteurs unitaires de (X)) avec lesquels il s'écrit.
0 désignera comme au chapitre I I'ensemble des monomes unitaires (de
degré 1, ..., n) éventuellement affectés de composantes. Etant donné
I’ensemble (S) de N éléments quelconques (w;) de @ et ® € @ on pose

(1) | @ =4i(®) + Ry(@),

§;(®) représente la somme des termes de ® écrits avec au moins un vecteur de ©;.
R:(®) n'en contient aucun; R;(®) sera nommé le résidu ou le reste de ® relati-
vement a w; dans la base (X). On a d’ailleurs

d

(2) Ri(@) [0:®].

L’opération {; est évidemment commutable avec l'addition dans @ et la

C \ 0 .
multiplication par un nombre, de méme encore avec 5~ si ¢;(w)=o.
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$;(bi(D)) est Uensemble des termes de ® qui contiénnent au moins un
élément de ; et un ¢lément de w; (éventuellement, au moins un élément
commun & w; et w;). On a done

G (da( @) = du(,(®))
et nous posons
by (4i(@)) = i (4 (®)) = ¢y -
On d¢finit de méme ¢, (®) : somme des éléments de ® contenant au

moins un élément de w,, ..., un élément de w, .
L’opérateur ¢, _, est invariant pour toute permutation desindices7,

I

Tatoremr 1. — Relativement a S, ® et ses résidus sont liés par la relation

(3) L(I):P\1+ L!n(Rg) e lle’,,,,{/;.—n(Rk) -+ kPl,‘...k(d)) (

qui reste invariante pour une permutation quelconque des indices (**).

Le théoréme est vrai pour £ =1, montrons que s’il est vrai pour £ =r il I'est
encore pour £ =r - 1. Choisissons dans la suite {1, 2, 3, ..., (r 4+1)], r indices
que nous nommerons encore pour simplifier U'exposé, 1, 2, ..., 7.

Par hypothése

(4) O=R,+ d(Ry) +...+ by oy (Re) =4y, (D).

.....

D’autre part
(5) . (I):Lp,~+,(ll))—(—R,.+,

et I'on tire de (5)
(6) d{l,...,r((p):‘-lh ,,,,, r(RI'H)‘{'dHI ..... ru'+t)q)»
Ajoutons (4) et (6) membre & membre il viendra
=R + k'Hl(Re) +.oo+ '#I,...,l‘(Rr—H ) -+ LPI,‘..,(Y‘—H)((I))

(Pordre dans lequel on a classé les indices est évidemment arbitraire).
€. Q. F. D.
TutoriME 2. — Pour que les polynomes R,, ..., R, sotent les résidus d’un méme
polynome ® il faut et il suffit qu’ils statis fassent aux relations
(7) di(R;) =o,
(8) | Ri— ¢ (R) =R, — §u(R)), |

dites « équations de structure ».

(%) R; tient lieu de R;(P) quand aucune confusion n’est & craindre.
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1° Les conditions (8) sont nécessaires : En effet du théoréme précédent on tire
® =R+ Gu( ) + 4 (D),
® = R;+ ¢;(R) + 4y (®);
d’ou
' Ri— ¢ (R) =R, — u(Ry).
Les équations (7) sont évidemment nécessaires puisqu’elles résultent de la
définition méme des résidus.

2° Les conditions (77) et (8) sont suffisantes : Les relations (8) impliquent que
la somme
(9) R+ ‘-[J1(R2) -+ ‘«IJIvz(Rzz) e H'Jx,...,(k—n(Rk) =o

est indépendante d’une permutation quelconque des indices. En effet la somme
de deux termes consécutifs peut toujours s’écrire d’apres (8)

b, e [Be+ O (Bea) ] = e [ B+ saa (By) ]

On peut donc permuter deux indices consécutifs, ce qui permet de ranger
les indices dans un ordre quelconque. Ceci posé dans (g), il vient

'4’1(‘1)):4/1(1)\2) +’~P12(R3) +...,
puisque 4, (R,) = o d’apres (7).

Done
=14, (D)+ R

lR1:R1(d>).|

Ce résultat reste valable quand on substitue a I'indice 1, 'un quelconque de
lasuite 2, 3, ..., Lk C. Q. F. D.

et

Remarque. — De la formule (8) on tire aisément
o] 0w Ry
do; — Odw, ’

¢ est-a-dire :

Le résidu de R; par rapport a w; est égal au résidu de R; par rapport a w,.

13. SUR CERTAINS IDEAUX DE POLYNOMES. STRUCTURE DES ELEMENTS NULS DE
L'IDEAL (w,, ..., w;). — 1° Tout polynome tel que ® =7, w, ...+ A wy ol
7€ Q5 i(A;)=o0 est dit appartenir a I'idéal (w,, ©,, ..., wy).

On pose

dc(o, ..., ox).

»* Si dans I'équation (1), R;(®)=0, on a ®="1;(P), nous dirons que ®
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 31
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appartient a I'idéal . On apercoit immédiatement que ® € J,, st et seulement si
(r0) [0;@] = o,
® est de degré minimum au moins égal a 1 dans w;, ¢’est-a-dire

D (X, -y Xa,), avec ;= [Xa, ..., Xq,]-

Nous dirons d’aprés (10) que J,, est 'annulateur de ;.
On peut écrire ® =1, ., () si et seulement si :

iy e0e

[0, ®]=0 (pour z =1, 2, ..., k)

et dans ces conditions ® est un élément de @ commun aux annulateurs
Jps « - -+ Jo,- Il appartient a leur intersection.

3° Nous nous proposons maintenant de rechercher a quelles conditions une

forme ® de Uidéal (w,, ..., wy) peut étre nulle, c'est-a-dire quelles relations
dotvent vérifier les formes (ou coefficients) \; pour qu’on ait
(11) Swih—o0 et (X)) =o.

Pour comparer entre eux deux monomes w; et w;, nous poserons

0= [uzym;;), w; = [wj;my].

uj=u; €® est le p. g. c. d. de w; et w;, m;; et m;; ont un produit non nul.
g;; désigne le degré du monome m;;. On n’a pas en général ¢;;=c¢;; car w;, ®
n’ont pas nécessairement le méme degré.

En dérivant (11) par rapport a oy, il vient

J

(12) ' —)~k:2(—I)E“S"’“mmdﬁ;a
d’ou ili résulte que
hi appartient a Uidéal (mg,, My, ..., mux). %
Examen du cas particulier N = 2. — On tire de (12)
(13) = (e,
(14) —Ja= ()t L

Comme A, ne contient aucun des éléments de m,,, on tire d’ailleurs de (14),

par exemple
_ O e O
omy — =" mn,

d’ot1 en posant

(_ I)Snsztd_}” _—

a’
mysy

h=mya et h=—(—1)"mp,a,
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Réciproguement avec o quelconque,

01+ Wy hy= [— UMy My - um21m12]a —=o.

On apercoit donc que w, A, + w,A, (**) s’annule si et seulement si A, et %,
s’écrivent
h=my; 9ij,

l — Gy (— 1)%e gy, I

avec la seule condition

THEOREME GENERAL. — On a Xw;i; =o [avec $;(A;) = o] st et seulement st les
« coeffficients » \; admettent une décomposition :

(15) )\i:Zmikﬂoik
p
dans laquelle les polynomes o, satisfont aux conditions suivantes : .
(16) Yi(9u) = Yr(9ax) = o,
(17) — Q== (— 1)Fhigy,.

Les conditions (13), (16) et (17) sont manifestement suffisantes puisque si
elles sont vérifiées, on a, de (15)

El AIRES E W { MU G~ T M O |
ik

tandis que (17) assure identiquement la nullit¢ de chaque polynome figurant
entre accolades. Si nous appelons forme régulierement nulle de I'idéal

(w4, ..., wy)une forme construite comme ci-dessus, il suffira donc de montrer
que toute forme nulle dans (w,, ..., wy) est réguliérement nulle.

Nous noterons d’abord que I'ensemble des formes réguliérement nulles est
un espace vectoriel G et nous considérerons la forme nulle, ® = Xw; ;. D’aprés
(12) il est possible de trouver dans ® une forme ®, ayant Ay pour « coefficient »

) = . . < =" d)\ 3
de wy. <Par exemple en posant®, = Zw; A;il suffirade faire Ay=Ayet A, =myy d‘mL
kN

pour A 5% N.> ® — ®, sera nulle dans (w,, ..., wy_,). Il s’ensuit que si le théo-

réeme est vrai dans cet idéal, il est vrai dans (o,, ..., wy). Le théoréeme s’établit
donc par récurrence pour N quelconque puisqu’il est démontré quand N = 2.

ConcLusiON. — Entre les monomes v, . .., wy il ne peut exister d autres iden-
tités que des combinaisons linéaires (a coefficients dans Q) des identités banales :

miie;, = mj;w;=o.

(1%) Comme convenu ci-dessus :
Yi(h) = da(h2) =o0.
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14. ExPoSE D'UNE METHODE DE RECHERCHE DES ANNULATEURS D’'UNE FORME EXTERIEURE :

N
A:::Zmi
1

Les w; ayant la méme signification que ci-dessus sont supposés de méme
degré p. Les éléments G de A tels que

(18) [GA]=0o

dits annulateurs de A engendrent un idéal I, (dit I'idéal annulateur de A). Dans

ce qui suit, G sera considéré, sauf avis contraire, comme une forme.
SiN=1,A=w,; Gw,=o0 entraine G=1{,(G) et Jy se confond avec J,,.
Plus généralement pour N >1, st Ry, R,, ..., Ry sont les résidus de G relative-

ment a A on tire de (18)

(19) i 2[R;o;]=o0,

d’ou il résulte que les quantités R; satisfont aux équations (15), (16) et (17)
avec R;=12;. Ceci veut dire qu’on peut poser

(20) Ri—:z Mk Qik
k I
avec
(21) — Qu=(—1)%* gy ($i9:j = ;9= 0)
Pour que
(22) G=Ri+ Y (Ro)+...+ sy veyBy+ i, (G)

appartienne a Jy il faut et il suffit que les o;; satisfassent aux équations de
structure :

(23) R, — L,!JA'RL': R.— ‘{JzR/.-,

¢’est-a-dire

[~ ,
(24) [ N mij (9 — dewi) = X, mugr (91 — Siur)
J /' |

(j ety différents de 7 et k).

La sommation au premier membre s’étendant a tous les j tels que w,m;;5£ o
et la sommation au second membre & tous les j' tels que w;m;; 3£ o. Déterminer
G reviendra donc a construire des o;; satisfaisant a (21) et (24).

TurorkME. — Les quantités w.m;; et w;m;. sont en méme temps nulles ou non
nulles.
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En effet considérons trois termes de A notés w,, w,, w;. On peut toujours
poser [ u, x;;, y;, ayant des degrés quelconques (zéro compris) sous réserve que
Wy, Wy, W, aient le méme degré p (z;; étant égal & x;; )] :

Wy = UXZ13X12 )1,

(25) ®Wo == UT91 X33} 2,
W3 == UL32 X31)3;
b \
~d’ou
(26) ”121:-ty1$1:f7 mz:z:itTm,)/:n ’nzuzi'l‘m)’l;
My =75 23y, Mgy =75 ¥y Ty, myy ===y, 2.

Il viendra par exemple :
W3y =T UL 9331 X93) 2 ) 3,

Wy Myy =& U)o sy Loz Yy Y3e
Sile degré de a,; est zéro :
(’)3’”127‘[‘ o, wz’"m}f 0.

Si le degré de x,; 7= 0 :
W3y == 6, M3 == 0.
C. Q. F. D.

Remarques. — 1° On notera de (20) que le degré de G est au moins ¢gal au
plus petit des degrés des my;.

2° Si le champ de G est somme du champ de A (Cy) et d’'un champ complé-
mentaire Cy, G est somme directe de produits comprenant un élément N en Cy
et un élément N’ en C,.

Les conditions XNN’A = o entrainent N'EN A = o pour tout N’ distinct. Nous
pourrons donc nous borner a rechercher les annulateurs de A définis dans son
propre champ.

15. QUELQUES APPLICATIONS DE LA METHODE PRECEDENTE. — 1° Formes binomes. —

On pose

A=+ w,=u(my,+ m,);

Ry=qiamys; Ry= 9., m,, les équations de structure sont identiquement satis-
faites.
Dans le champ de A on a donc

G=A[mp,— (—1)mm, |+ 41 (B);
A €K et B est quelconque. Y, B est une somme de formes simples qui annulent

séparément A. Nous allons montrer qu’il en est de méme de m;,— (—1)my,
annulateur de my, 4+ m,,.
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Nous commencerons par écrire P au lieu de m,, et Q au lieu de m,,. Faisant
apparaitre les éléments du degré 1 (X;, ... Y., ...) qui composent P et Q,
nous posons (n étant le degré de m,, et de m,,)

P=[X, .., X, ]; Q=[Y,....Y,]
et nous considérons n formes simples A;, B; linéairement indépendantes, de
degré 1 ainsi définies
21’\,‘2 Xl+ Y,‘, 2];1‘: Xi-— Yi'
Nous poserons enfin

o _p 00
X, X °

on vérifie sans peine que
P Q=A P+ Q)+ B, (P —Q)),
P—Q=B,(P,+ Q)+ A(P:— Q)
et plus généralement
(1) Pii+ Qi = Ay(Pi Qi) + Bi(Pi— Qi)
Py — Qiyv= By(Pi+ Qr) + As(Pi— Qo).
Faisons apparaitre un symbole J vérifiant les égalités V=1 1J=J1=1J et

commutable avec lettres A;B;P;Q,. l On pose par exemple
l:(l 0>, J:(“ 1)
o 1 1 o]
et on met les égalités (1) sous forme matricielle J Il vient :

(11) (P4 Q)+ (P —Q)J= (A, +JIB)) (As+ JB,). . .(A,+ IB,),

P -+ Q est la somme S de tous les produits partiels = du second membre de (II')
qui contiennent un nombre pair (zéro compris) d’éléments B; et (P —Q) la
somme S’ de tous les produits partiels =’ formés avec un nombre impair d’élé-

. . ’ . . . an
ments B;. Chacun de ces produits partiels est d'ailleurs une combinaison ( " >

Discussion. — Si n est pair, tout produit = €S a son complémentaire contenu
dans S. Donc tout =€ S annule tout = €S’ et (vice versa) il s'ensuit que tout = € S
annule P — Q (tout =’ € S" annule P+ Q). :

Si n est impair le complémentaire de = €S contenant un nombre impair de B,
est dans S', done deux éléments =, et m, €S ont toujours un produit nul,
chaque =€ S annule P + Q (chaque =’ €S’ annule P — Q).

Il est ainsi bien établi que tout annulateur d’une forme binome est somme d’ annu-
lateurs simples
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2° Formes trinémes :
A=w + w,+ 0.

Le champ de G étant celui de A si les ¢;; ne sont pas des scalaires (€K), on a
nécessairement ¢;=,0;; et les équations de structure sont identiquement
satisfaites.

Discussion. — On utilise encore les notations des équations (25) et (26) :

Premier cas. — x,4, &y, Xy, sont au moins de degré 1, les équations de
structure sont identiquement satisfaites car tous les produits w;m;. sont nuls.

Deuxiéme cas. — x,, est de degré zéro; @y, x4, sont au moins de degré 1.
Les quantités o;my; sont nulles a I'exception de w,my,; w,my,. Les équations
de structure non identiquement satisfaites se réduisent aux suivantes :

(om— ‘!J-z(-P:u) = ((?:52"' ’-[h‘?:x‘z) =0,
031, @32 Ne peuvent se réduire a des constantes qu’en étant nuls.

Troisiéme cas. — %y, =&y, =1€K; 2, est d'un degré au moins égal a 1.
Dans ces conditions : 0, = ux,; ¥, ; Wy=uys; W3 = UL,

Moy == X131, Moy — X133, My = Y1, 001’”32# 0, W2 M3y 2 0,

mys— D myy, = pED my3=Yys, 0y 1My3 52 0, W3 My5 £ 0.
Les ¢;; doivent satisfaire au systéme

Qis= 4’2‘?13,
}’2(%2" 4’1?32) :y2(<?12'— 4‘3‘?12)-

@15 €t @y, peuvent appartenir au corps (K), on a alors 9,5, =¢4,. Si by0,;,=0o,
@,3=o0. On a d’ailleurs avec ¢,;=o0:

1= Y2912,
R,= L13)19Q21 = L1z Y3 Qa3
Ry=y:9:;

d’ou
G =291 + Z13Y1 Q01 + Z13¥3 a3
Si A est de degré impair on retrouve avec @,, = @, = @3, que A’=o.
Si A est de degré pair,
G:)’r— xm[}ﬁ +}’:1]-

Remarque. — Toute forme G &€ J5 d'un degré égal a celui de A est une combi-
naison linéaire a coefficients dans le corps (K) des formes

Fi=(ys£y1)ba015;5 Fy—= 103 (G); Fo=y, |+ y:15

‘



250 MARCEL VIVIER.

F, et F, se résolvent en sommes d’éléments simples € J . Je dis qu'il n’en est pas de
méme de F; (en général). Si nous posons en effet
H=aF + a,F,+ a;F,; (oy, oy, a3 €K,
on a
yoH=asys2x;[y1+ ys]
et il est alors impossible que H soit une forme simple ou nulle si a; 3£ o (degré
Y1 Y > 1) C. Q. F. D.
Quatriéme cas. — Xy =, —= Xy, —1€K :
R-)— Re: 3 93— 23
2 — Ut Ro= 3 (93 — U1 9s3) } Gas— Uy 933 = 913 — baG1s,
Rl—¢2R1:)’3(<{91:;—¢2<{913) ) .
R;— 4’2 R3=y1(%1—— %CP:M)
Ré— ‘-Ps Rz—:}’l(@u— H’»’:;(P‘:l)

R, — ‘P3R1——_——}’2((Pi‘z— ‘%(Pn)
R;— ‘-!11 Rsz_}’z(%z*‘ ‘-]/15?32)

} Q31— LPz Q51 = Q94 — ‘~P3 Do,

} Qo — 419 Q1a= P30 — d{l @3a.

Si 'une des quantités ¢;,— 4,9, est nulle, toutes les autres sont également
nulles, et si 'un de o est un scalaire, il en est de méme pour tous les autres.
Il vient alors

Qan = Q12
@31 = a1,
P12a= 932

Si A est de degré impair, ¢;;€ K a une valeur indépendante des indices et 'on
retrouve que A est son propre annulateur.
Si A est de degré pair, o= — ¢; et le systéme précédent donne
Qij = ©-
Les seuls annulateurs de A sont des combinaisons linéaires de formes
suivantes :
(01— @ )by @po+ (wy— ;) Uy @oy + (@3 — @) Yo @y

Ils sont toujours réductibles a des sommes d’annulateurs simples. Nous
obtiendrons ultérieurement une généralisation remarquable de cette propriété.

3¢ Recherche des annulateurs de la forme

(27) A:[w12w13y1]+u[xny2+ Z13Y s+ Vl'l,

avec
W1 = X153 X131
We=—m U Xya Yo
Y et A= w4+ w;+ 0+ w,.
W3=—U X13)3

Wy=u ¢ r
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Pour fixer les idées les éléments x,;, y;, u, ¢, r sont tous de degrés impairs.

Tableau des my;. Champs des ¢;;.
Indices (/). nij. Indices (). mij. (Indices &j). Champs.’
[2....... Yau ) SO L1301 12...... Aaer
13....... Yau 31, Vi 13...... Yoor
| 1/ P uvr fa....... X1y Z13 Y1 1heo..... Yo¥s
23....... Z13Ys 32....... Zia Y 23...... o1
2.l o7 hooo ... .. L1} 2. .. ... Y1 Ys
34 ... 07 43.. ... .. e 3. .. ... T2 Y1)
Résidus.
Ri=y 091 + Y3 Qs A uer @y,
(28) Ro=z1:y19n = Z43)'3 Qo A= O Qas s

Ry=y1 2094 = L19) 29y - OT Oy,
Ri= 21 13Y1 Q11+ Z12Y2Qaa+ X133 Pas-

Conditions imposées aux o;; par les équations (17) :

) Q19—+ Yo =0, Qi = Qu1, Qos = $327= 0,
(29) \
@13 + P31= 0, Qi+ Quz == 0, Yo = D4 ==0
Conditions imposées aux ¢;; par les équations de structure (23) ou (24).
Indices (/) figurant
dans ’équation (23). Enoncés des conditions.
0 Por =1 914
1 J O @3 = U1 @y
/P . néant (m,, + my, annule A)
{ 31 = Py @31+ k3,
\ @30= Y1 9ao+ K}, ¥4
3L/| ................... (:')“: LP3(?42+/(.’,2)/1
(30) i avec ki, + ki, =k, ‘
Quiz— q"z Qus ki 3 Y1
P21 = '\PI»CPM"" llt;1}3
2 e Qo= q;kq;n_k k;3)'1
(31) » avec K.+ k3, =Kk}, ‘
R — ¢::?zu+ ki, ¥
- ’f:,x:'fz’wm—'"k.l,r.‘l
S AP
' (32) avec kY, =kl,
\
Note. — Les quantités A7, sont des scalaires.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 32
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Génération de 'idéal J5. — En appliquant la formule (22) il vient de (28) :

(33) G= (210 — Zis¥1) @+ (Yl — y120) Qi+ (upr + 1’12“/’13]1)%4
-+ (-T13,)/3—" Z19)2) Py + V"’~P1 Qop — xm)’zq-’s Doy
“+ 0rda Qs — 213y Ue Qun + Yo Gl
On peut poser G =G,~+ G,; G, étant ce que devient le second membre de
(33) quand on remplace g; par la valeur qu'on en tire du tableau précédent
avec des scalaires £ nuls. G, s’obtient, en faisant
Qij=— kis/}/(v [(l,/) =(12), (13)7 (34)a (42)7 (23)];
Gi= (42— ma )Y (A) + (myz— my ) Yo (B) 4 (mys =+ my ) (G) + (my, — My )Y (D)
+ (s — Mo ) Ui (E) 4= (105 — my ) Uy (F) 4+ b (H)5
A, B, C, D, E, F, sont quelconques (**) et G, se réduit & une somme d’annu-
lateurs simples.
Les équations (30), (31) et (32) auxquelles satisfont les £.. s’écrivent
aky, = k3, + k3,
okl, =kl =k}, — Kk},
En discutant ce systéme (£}, = o0 ou £}, =0), on trouve une seule valeur de
G, savoir

(34) G, = ;\[211)'2)’:} — (x12}’2+ Xz ¥ — V"))/i] ] (7\ € K)

TutoriME 1. — Pour que G soit annulateur simple du méme degreé que A il faut
que G, = o, c'est-d-dire que ). = o.
En effet si G est simple il en est de méme de R, (G) qui s’écrit
Ri(G) =zpvi(@y i+ @Yy + a3 )s) — NXwys—+ 213y3) )4 (ar, as, a;, REK).
Or, & et 'un des a; au moins n’étant pas nuls, on a

[ IR, ) IR, R, ]¢0
d[xmxw] d[}'z)/l] d[)/-?)q].

Donc y étant un scalaire, il viendrait, si ®, était simple :

o — [ OR, 0R, IR, J
T LOlznan] 0lyayi] dlyap]
ce qui est manifestement impossible. Si tous les a; sont nuls et 2 520, R, n’est
certainement pas élémentaire. Il ne peut donc le devenir qu'avec A =o.

C. Q. F. D.

TukorEME 2. — G supposé du méme degré que A ne peut s'annuler que st . = o,
car R, () = o entraine notamment A = o.

(16) Les champs de ces éléments sont (¢or) pour A, B, F; (9, vs) pour C; [x2, (¥4, ¥2)] pour D
ot [Z13, (71, ) Jpour E.
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TuktoriMe 3. — G, n’est pas réductible @ une somme d’annulateurs simples, car
d’aprés le théoréme 1 une telle somme est un polynome G, et d’aprés le
théoréme 2 aucun polynome G, ne peut étre égal a G,.

Note. — En remplacant F par CorF dans I'énoncé du théoréme 2 du para-
graphe 8 on obtient I'énoncé suivant :

F admet un annulateur G si et seulement st DF =o, D étant dans la base
considérée l'opérateur de dérivation associé a G,.

A titre d’application et en nous inspirant de (34) cherchons un annulateur G,
de A défini par (27). Les @;;, u, ¢, r étant supposés de degrés pairs :

CorA =[yysuer]+[Zuy 1 )svr ]+ [2py1yeor ] 4 [ X1 s Y1 Ve s |

dCorA__‘... M—‘W'—t—x ) M——"I'—l—df B
duy,ys PN A 013 ¥syr 12)23
dCord _
dery, — "‘)f Ly2) o

[l vient aussitot

G,=2 UY2 Y5 VIYi— L) Y1 — X Y3 Y11= 2UY )3 — [$12}'2 XYy — V"[)'l-

CHAPITRE 1V.

STRUCTURE D’ALGEBRE EXTERIEURE DE DEGRE PAIR 2nd.

16. PREMIERE ESQUISSE DE STRUCTURE D’ALGEBRE EXTERIEURE DE DEGRE 2dn RELATI-
VEMENT A LA SOMME A DE 72 MULTIVECTEURS ; DISJOINTS ET DU MEME DEGRE PAIR : 2d(d > 1)

(cf. §11).
Définitions. — Nous posons

(1) A:Z[(:)ij,

(X)) désigne une base normale de @ canonique pour A(cf. §11. — Dans une telle
base la mesure de A” est n!) Un monome ¢ de la base (X) de degré inférieur
a 2d dont tous les éléments appartiennent au méme monome w; sera dit inclus
dans w; et nous poserons

(2) (]G(J)i-

Tout monome basique [m] de (X) peut étre considéré sans équivoque,
comme le produit de £ facteurs w; : [w;, ..., w,] et de r monomes ¢, . ... q,
respectivement inclus dans o, , ..., », tous distincts les uns des autres ainsi
que de w; ., ..., w;, kest appelé degré de|m] en les v;.
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La quantité p = 2.k + r est appelée le degré réduit de m. Si d =1, c¢’est-a-dire
si A est une forme quadratique, degré réduit et degré vrai coincident.

L'ensemble de tous les éléments de Q. construits avec des mondémes du méme
degré réduit p est un module D(p). Dans D(p) Uensemble des éléments construits
avec des monomes ayant méme degré k en les w; est un sous-module Q. .. € est
somme directe des D(p) et chaque D(p) est somme directe de ses Q; ,.

On appelle indice critique de D (p) la quantité  —=n —p +1.
Pour un élément H quelconque de @, ¢;(H) ayant la méme signification
(qu’au paragraphe 12 [ égalité (1)] nous ¢erirons

(3) q;,.(H):oi(nHm,%g,

0;(H) est somme des termes de H, qui contiennent dans tous leurs termes des
éléments de w; a 'exclusion de w; lui-méme. Plus généralement on définit

;.. 0, (H)=0,...0,0,(H).

Relations de structure : Identités fondamentales dans le module Q. ,

TuroriMe. — STHe Q. , :

rH=Y0,H)| e /cl'izzwi%g.
1 1 ¢

Démonstration. — Un terme monome de H dans la base (X)) peut s’¢erire
R, Wpys oens 0y, aVee A, €€, . Il figure exclusivement dans 0,,9,,...,0, ,
donc r fois dans X0, (H) et

(4) 30;(H) = rH.
. 1 . o
Il figure exclusivement dans w, -dﬂ, D) _d—[, donc £ fois dans Lmid_H et
£ d(‘)i, i dw[k ()Q)l'
oH
. S, 20—
(3) ~wldwi = kH.
C. Q. F. D.
COROLLAIRE :
(6) (n~/{—)')H:2(Ri(I[).
1
En effet si nous posons
oH . ) L. o
H=0;(H)— o O + ®;(H) (R, résidu relauf a ;)

et si nous ajoutons membre & membre loutes ces égalités (pour i=1, ..., n),
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il vient de (4) et (5)
(4) et (5) aH=rH+ kH +Z R, (H).
1 €. Q. F. D.
17. NOTION DE DERIVEE TOTALE D’UNE FORME F RELATIVEMENT A A. — Définition. —

I' étant définie dans la base (X) j’appelle dérivée totale de F par rapport a A, la
quantité

dF  ~o OF
(7). A :Z Jo;
1
Je pose
A (AT
dA\ dA dA* ’
d’ou
d*F O oF JoF
i i
dA' Z dlwln ) wl_,] = Z d[m11) 7(’)ix]
iyeensin (E5e e sla)
On a dans (X)
oF
Ol vy 07, =Fllon - ol
d’ou

JF .
3 e = | Do o =R

et par conséquent

(8)

Cette derniére formule, qui met en évidence le caractére intrinséque des dérivées
totales, permettra de les calculer dans toute base normale canonique ou non pour A.

TutoriMe 1. — Pour tout élément H du module D(p), on a

d[AH]

dH
(9) T:(” —[J)H‘FAZK'

Pour établir (g), il suftit évidemment de supposer H€Q;,. Or de (5) et (6),
on tire

n

(n—p)H:—Emig—g—i—S‘ ot car G{i(H):d[miH].
. L

i o), 0w;
1

)N pirane aneet 4 (AHY N de _ [ dN\r
(17) Nous écrirons aussi dA<(/A = 7A H et plus généralement A= \n
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Par ailleurs pour j£1:

ol 9[w;H|
widm,-+ dw;

Done
- OH Ny o]
(n— - 2 ‘-J do;
i
La sommation par rapport a ¢ et a j s’effectuant de 1 a n, il vient

o all o[ 11] _ d[AN]
DG =8t Xk e
i

isj

€. Q. F. D.
CoroLLAIRE. — (3 étant [indice critique de D (p)(f=n—p-+1), on a
pour HeD(p) :
d Ax Ar—t Ac dH
(10) ’dA[ ]_(@ EET R

Pour x =1, (10) se réduit a (g). Supposons (10) vérifiée et calculons
%l i [A'I'H]g’ en appliquant (9) et (10), il vient .
d

Gl s oty 2l

é}

x—+1)! x—+1 dA
A(' A A""‘*‘l (IH
Ax+1 dll

,«m_x_x) II+(—;TI—)-—!?{Z.

Le théoréme est donc établi par récurrence.

Regle générale de dérivation du produit A*H [HeD(p)] :

TukoriMe 2. — Quelle que soit la valeur de s on a
1 d Ar—s+i 1 d
— — n—, [7 XS R,
(1) s1 A[ ] ZC‘ (z—s+1) ¢! A
o est l'un d tiers zé ' n’est nférieur a Pautre; % —H;
ty est U'un des entiers zéro, s — x, qui n’est pas inférieur a Pautre; -z H=MH;

AO

—;=1; C7""*=1, méme pour n—p —x 4s=o0. Pour i s ona
Cn_p_“s__(n—p—x—f—i—i—1)(zz—p—w—|—i—|—2)...(n—];—x—i—s)
s—i - ] ¢
(s—1)!
Premier cas : s < x, i,=0; (11) se réduit @ (10) pour s=1. — Supposons

(1) vérifiée et dérivons encore une fois. A cet effet il suffira [d’apres (10)] de
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Ar—s—{—l
remplacer au second membre de (11) =

—s+1)! dAHpar

A.‘e—s+z— di A1'~s+i di+1

(n—p—x_i_s—l—l—]—l)———(x_s_‘_l._[)! d—AH—l——(xﬁs T dA

Le terme du plus bas degré en A pour (¢ =o0), divisé par (s + 1) s’écrit
A.’z:v-(_s—f—l)

n—p+X+($+1)
(124) Crz [_—_.r—(.c+1)JI[l'
Le terme du plus haut « degré » en —%, divisé par (s—1) s’écrit (en faisant

i=s)
A:r; 1 ds-H
(122) z! (s+1)! dA

A l'exclusion des termes déja calculés le facteur de danb le développement

de la dérivée de (11) divisée par (s—+1) a pour expresswn _
Av—t+1+)

(e—Grn+i0

(13) %'Z-I—![n—P——x+(s+1)+i]cg‘:{’"’””+ L G

(t—n!

S+1

Dans (13) le nombre contenu entre accolades a pour valeur C’;:’})’_f“ Or les

termes figurés en (12,), (12,) et (13) peuvent étre dlrectement tirés de (11) en
y remplacant s par s+ 1. La formule est donc établie par récurrence pour
s=x.81s=ux, 0n a

d [ A H
_, A & Ar g~
+ Cat e g (U o g (1)

Second cas : s> x; {,= s — x. — En posant i,=¢ la formule (11) s’écrit

I dx+t i A.z' n—p-+t n—p+t I dl_H
@+ 0)! dA | z! J G cl_AH+C Avcor i

Az‘ 1 dt+=x
z! (t+x)! dA

(11 bis)
+

Elle est déja vérifiée pour z=o0 et elle se démontre encore par récurrence.
Il suffit d’ailleurs de montrer qu’en dérivant (11 bis) le terme indépendant de A
+ L1 Cn—p+l+1

T l; H. On applique (g) et I'on trouve

a pour valeur ——
n—p-+a2t+2 Cn—p+t\{

I
— Grr+t -
¢! 7F + (t+1)! =y

x—+1 +1Cn—p+l+|
(t+1)!
Quelle que soit la valeur de s le dernier terme du second membre de (1r)

A* 1 ds , . . .. n
est — = H, c’est pourquoi on peut toujours écrire C;

pour coefficient de H On établitaisément qu’il est équivalenta

s
P =,

C. Q. F. D.
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Remarque. — Les scalaires C,-7"™" de la formule générale (11) sont toujours

bien définis : Ils ne s’annulent pour aucune valeur de { s si (n—p —a2)>o0
(cas)ousi(n—p—n-+s)<o(casIl).
Ils s’annulent pour les valeurs de ¢, telles n — p—ax+i<o<n—p —x +s.
Sin—p—ax 4 s=o tous les C)7"" sont nuls, sauf pour i =1+ et 'on peut
éerire

& @ . . —
(15) d—AA-'H_A- d—AH st et seulement si I n+»s_p+x.J
Forme intrinséque de (11) et forme corrélative. — De (8) et de (11)

avec y=n—s, j=n—1, j, étant 'un des entiers n et (x 4+ y) qui n’est pas
supérieur a 'autre, on tire

j:/o
AL - Af IR , Ax+y—j ) Aj
(16) EUlEE e [——(HJ,_,-)![H .T!”'
1:4\.

Si T'on transforme (16) par corrélation dans la base (X) on obtient, en
remplacant CorH par H et p par 2n— p [car le module corrélatif de D(p)
est D(2n — p)]

AS I d‘l __i:s —N+))—X+S I d’}C—S‘Fi ’Ai
(17) [HEBZH]“ZC~"~“ (x —s+1i)l dA [_Hﬁ]'

i i=i,

18. QUELQUES APPLICATIONS DU CALCUL DES DERIVEES TOTALES. — a. Décomposition
effective d’un élément F de l'algébre (., selon les modules D(p). — Si le degré
réduit de A est 1, c’est-a-dire si A est quadratique, la décomposition envisagée
se confond avec la séparation dans F des formes homogénes des différents
degreés (vrais). Si A est de degré 4 au moins (d>x 2), nous poserons

1‘1:211{1'7 avec HzeD(pz)

et I étant définie dans une base normale quelconque, nous nous proposerons
de calculer les H;.
Considérons 'opérateur

d d
Z:n—i—AIA—‘c—lzsA.

D’apreés la relation (g), nous avons
ZHi:Pi H[, d’ou 7F — El)ll‘]l
et par itération

Le nombre total des entiers tous distincts, p;, étant désigné par N+1, on
voit que le systéme (18) avec Z°(F)=F et z=1, ..., N est un systéme de
Cramer ou les H; sont les inconnues et ou le déterminant principal est un déter-

~
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minant de Vandermonde certainement non nul. Il découle d'ailleurs de (8) que
I'opérateur Z a un sens intrinséque qu’il confére aux modules D(p). La décom-
position de H; en les Q;, peut s’effectuer (comme ci-dessus) a l'aide de (5)
(cf. §22, p. 272). Cest encore une opération intrinséque si d > 2 en raison de
'unicité du développement :

n

A:Z ;e

b. Relations fondamentales dans le module D(p) :

TutoriME 1. — Premier énoncé : A* n’a pas d’annulateur d’un degré réduit égal
ou inférieur @ n — x. — Deuxiéme énoncé : A”H = o ez H = o sont des relations
équivalentes pour HeD(p) si et seulement st n>> p + x. On dit alors que A*H = o
est simplifiable | par A" (h = x)].

Démonstration. Soit N le nombre des dérivées successives non identi-
quement nulles de H. On a de (11) (aprés multiplication par A*) :

Au d.r+tt A"‘ - e )
@rw! m—[—ﬂi — Co [A

S

1 d“H
w! “dA“
et quel que soit z nous sommes dans le cas I du paragraphe précédent :
les C.7”*" ne s’annulent jamais. Considérons les N 41 ¢équations obtenues

. . d“H
pour u=o, 1, ..., N ou les inconnues sont les A”d—Au(u:o, 1, ..., N).
St HA"= o, elles forment un systéme homogéne & matrice triangulaire régu-
. . d*H
liére. Il s’ensuit que H et tous les AHW sont nuls. C. Q. F. D,

Tukorime 1 bis (corrélatif du précédent) :

- =0 entraine H=—o st pX>n—+ .

En effet daprés (8), %?A—H = o équivaut a l'égalité [CoryH]A"= o0 qui
entraine CoryH=o0 donc H=o0 si n>>2n—p+ 2, c’est-a-dire si n>>p —x
| car CorHeD(2n — p); cf. théoréme 1]. C. Q. F. D.

L’ égalité 6% H = o est dite simplifiable [par %, (h= w)] st elle implique 1 =o.

Note concernant le théoréme 1. — Si A est une forme quadratique (d =1) on
retrouve 1'un des théorémes fondamentaux de Lepage qu’on peut encore géné-
raliser comme il suit :

Turorive 1 ter. — Si la forme P de degré pair est telle que P"=£ o, P+ n’a pas
d’annulateur d’un degré (vrai) p' inférieur ou égal a (n — x).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIIL. — Fasc. 3. 33
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P n’est pas nécessairement une somme de multivecteurs disjoints. Soit

X=(X,, ..., Xy) une base quelconque de l'algébre @ et F un annulateur
éventuel de P~ de degré p'. De la relation

(19) PeF —= 0,
on tire, par dérivation,
“(20) x pr—t dfPF—i—P‘rgE:o.
de‘ ()Xl

En multipliant (20) par P et en tenant compte de (19g), il vient

l),)H—l dF -0

(/Xi,

En itérant I'opération précédente, il vient encore :

(21) Px+p’——?i‘—,/—“:(),
oAXi, .., X, ]
OF ) . )
X X est une composante scalaire quelconque de F. Elle s’annule
iy v iP'
par (21), six + p' Zn. Cc. Q. F. D.

Note concernant U'indice critique. — Pour HeD(p) et n>>p+xA*H=0
est simplifiable a gauche et devient H=o0. La quantité » —p -1, indice
critique de H est donc le plus petit exposant B pour lequel APH=o0

. L — d g dM
n’entraine pas identiquement H=o. Par ailleurs de (10), E[AﬁH]zA A
. dH dH . . . T
B — A 5 & gaett 4« ’
et A"H = o équivaut & —x =o, car A” ¢ = o est simplifiable puisque I'indice
. dH 5, A i Aanal
critique de —x est 3 + 2. L’énoncé suivant généralise ces remarques.
TaroriMe 2. — Pour HE€D(p) les relations
(22) Arr+sH = o,
(23) PIE
sont équivalentes.

En effet : de (15),sin+s=p-+x, ona

NI
A [H—SH]_%[A H].

S’il est nul chaque membre de cette égalité est simplifiable (théorémes 1

hy 3 x 1 o d ta d J—
et 1 bis); le premier par A” et le bgcond par = Il en résulte que -zH=0

entraine A°’H=o0 et réciproquement. C. Q. F. D.
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Remarque. — L’énoncé précédent suppose évidemmentn— p—+s>>o,
s> 0. Pour s = o on retrouve un cas particulier du théoréme | et pour s=n—p
particulier du théoréme 1 bis. /

TutoriMe 3. — Tout élément H du module D(n—+ h)(h > o0) est le produit
par A" d’un élément ® bien déterminé du module D(n — h).

(Si A est de degré 2 c’est encore un théoreme de Lepage.)

D’aprés laremarque qui suit le théoréme 2 du paragraphe 17 la relation (11)
appliquée a H ne contient pas de coeflicient scalaire C;-”* nul si & >s—u
(cas II). Par ailleurs il existe certainement une valeur de x telle que A*~*H £ o,
HA*=o.

Appliquons (11) & H en donnanta x la valeur définie ci-dessus et a s les

valeurs successives x,  +1, ...,  +h—1. Nous obtiendrons A équations

%
homogénes en les quantités H,= A"'j—AH (H,=H). Elles peuvent s’écrire :

H
(A],X/, B) — 0,
1].t+l:—1
t=x+h—1

A,., étant une matrice triangulaire inversible. On en tire H;= Z a;H, ou

1=h
encore en particulier

- h
(24) H:A"[aﬁ%lfl—\—...] (et € K).

dh

, a0 et que H=A"®

entraine 'unicité de . Sil'on avait en effet H = A"®,, on aurait A*(® — ®,) = o,
d’ou d’apres le théoréeme 1, d =a,. C. Q. F. D.

Observons d’ailleurs que d’aprés le théoréme 1 bis

Tukorime 3 bis (corrélatif du précédent). — Toute forme HeD(n—h) est
la hi*™e dérivée totale d’une forme F €D (n + h) bien déterminée.
Cory'H étant de degré réduit 7+ A, on a d’apres le théoréme précédent

__— AIL
(JOI'_\1 H = Il—!‘ (I)l'

En transformant par corrélation dans X (base canonique pour A, ou

A= . Ar—x . . . An—h , B .
COI“E = (m>7 1l vient H= COI'(I)i m) d’ou d apres (8),
1 d/t .
H: ﬁziz[bor(d)j],

®, étant unique d’apres le théoréme précédent, la proposition est établie.
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19. Sur rEs anxvrateves b A¥. — J, désignera I'idéal annulateur de A" et
comme lopérateur multiplicatif A* transforme un élément de Q,, en un

élément (**) de Qi 05, I, est somme directe des modules D(p) [ﬁ(p) étant

Vintersection de J, et de D(p)]. Chaque D(p) est somme directe de ses Q.
Relations de structure fondamentales dans J,. — Les notations ¢;, 0;, R; étant

celles du paragraphe 16, nous poserons encore :

== Oy Oy, 0 = A — 0y, g

FCRRRT)

Je dis que tout U € J, satisfait aux relations de structure suivantes :

0;(I) [o; = o,

(25) Z)(%I, [ ;' = o.
En effet, on peut écrire
(26) I—I:oi(u)+m,-g:—)l[+ﬂ,.(ﬂ),
et —
0,(A*H) = A=0,(H) et Ry (A*H)= (o})*R;(H).
D’ailleurs

Av= 2oy 0 "+ [0 ]".
SiHe J,, on adonc
A70;(Hy=o0, dou  0;(H)[wj]F=0 et AR, (H)=o.
En multipliant (26) par A***, on tire, par conséquent

oH .
w; — A*+l=— o, c’est-d-dire
do;

g:)l [w; == 0.
¢. Q. F. D.

En procédant par récurrence, on obtient encore

(28) | i () [ 070
et

oH , ed
(29) 'm[ww.,ik] “F=o.

Complétons les relations précédentes en établissant directement une pro-
priété remarquable des modules Q, , (**).

('*) Eventucllement nul.

(19) Tout élément de Q,, a ¢videmment une dérivée lotale nulle. D’aprés le théoreme 2 du para-
graphe précédent il est done annulateur de A¢ si .z > n— r. (Pest cetle derniére proposition qu’on
relrouve ici par un raisonnement direct trés simple.
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Lemme. — Tout monome basique de He Q—o),. est annulateur de A™.

En effet si m,, ..., m; sont £ monomes unitaires, & composantes non nulles
dans H et non contenus dans J,, les différents produits 7;A* n'ont deux a
deux aucun terme unitaire commun. Il est donc¢ impossible que leur somme
s’annule, £ = o et tous les monomes basiques de H annulent A”.

TukoriMe 4. — Un mondme basique me&SQ, , annule A*, st et seulement

str+ax >n. (Alors Q, , € J,.)

Posons m=~nla,, ..., o, |(h€K, 2, €w, ), mA*=0 si et seulement si

chaque terme partiel du produit A+ contient au moins un des monomes w,, ..., w,,
donc s1r+ x> n. C. Q. F. D.

CororraRe. — He Q, , n’annule A* que st 2k +r 4+ x > n.

JH
En effet P= m_—wjn

de A'=w) .. Dans &, P€, et d’aprés (29), PA***=o0. On a donc d’apres
le théoréme 4, r +x +k >n—=#f, Cc. Q. F. D.

appartient a ’algébre @ construite sur les éléments

Remarque. — La méthode précédente fournit une nouvelle démonsiration du
théoréme 1. Voici également dans le méme ordre d’idées une autre démons-
tration du théoréme 3. Un monome basique (de X)e&Q . est le produit

d’un monome meQ, , et d'un monome P = /% [w . ]f€Q;,. On peut écrire
(30) : MP=[—wj, . ,+ Al

Comme ci-dessus posons m=/[a,, ..., . |; les w,, ..., w, appartiennent
aw, . Il sensuit que m[w;  ,J'=o0 si t+r >n—*k En développant le
second membre de (30) par la formule du binome on fera donc apparaitre le
facteur commun A" avec

h=k—1t et ti=n—k—r, d’ou h=n—(2k+r)y=n—p.
C. Q. ¥. D.

Sur certaines classes de formes annulatrices de A*. — Utilisant une terminologie
connue (*°) nous appellerons forme de la classe zéro une forme HeD(p)(p<n)

dont la dérivée totale par rapport a A est nulle. ( On sait que si p >n,
dH N
s = o entraine H= o.>

B=n—p-+1> o0 étant I'indice critique de HeD(p)on a d;,% =o si et seu-

(2*) Cf. A. Licanerowicz, Généralisations de la géométrie kihlérienne globale (Colloque de
géométrie de Louvain, 1951, p. 117).
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lement si HA®=o (théoreme 2). Alors H n'est pas divisible par A car H= A®
entrainant A*7**® =o, pour ®€D(p — 2), il vient ® = o (théoréme 1 (*2).

Nous appellerons forme de la classe 7 (relativement 4 A) le produit par A
d’une forme de la classe zéro. La classe ¢ est le produit direct de la classe zéro
par A’ car une forme non nulle HA' de la classe ¢ est toujours simplifiable
(par A") puisque ¢ est inférieur & U'indice critique de H; AH=A'Il' - H=H'". 1l

en résulte que les classes sont disjointes : F = A’H, avec % =o et F=A""G
entraineraient en effet H = A“G, ce qui est contradictoire avec % =o.
Dans l'algébre @, chaque classe t(t=o0, 1, ...) est somme directe des
classes ¢ restreintes aux différents modules D(p) : en particulier si H, €D(p,),
d{H,+H,] . qH, _ aH,
H,eD(p.), —x— —ose décompose en A= n = O

20. DECOMPOSITION CANONIQUE D'UNE FORME HE&D(p) EN SOMME D’ELEMENTS APPAR-
TENANT AUX CLASSES DEFINIES PAR A. — Dans le module D(p) chaque classe ¢ est un
espace vectoriel ¥,(z=o0, 1, ...). La somme directe des %, est un espace
vectoriel . Lepage a montré que =D(p) quand A est une forme quadra-
tique. Nous étendrons au cas général (d quelconque) cette propriété remar-

quable.
Un élément de @ s’éerit
i=k
H o Al
(31) :do—i—Zﬁdi,
i=1
avec
(32) CZ;X:O (pour i=o, 1, ...) (*2).

Les a; seront nommeés les coeflicients de H. On sait déja que le développement
du second membre est unique car H= o si et seulement si tous les a; sont nuls.
Inversement en nous donnant H quelconque dans D(p) et (31) a priori nous
montrerons qu'on trouve les a; a I'aide de H et de ses dérivées totales. Plus
exactement nous poserons d’abord

(33) H = u,+ AD

et nous calculerons a, et &, p étant supposé inférieur ¢ n+ 1. a, sera nommé le
reste de H modulo A.

(2') La démonstration précédente implique que si 'on a dans le module D(p)

) ) da, da,
(,“_}—-A(]):(l”-}-A(I), avee K::_(f:O

il vient nécessairement ap= afy; ® = @',
(22) 2k est le plus grand entier pair contenu dans p.



SUR QUELQUES THEOREMES D’ALGEBRE EXTERIEURE. 265

TagoriMe. — Tout HED(p) admet (pour pn) la décomposition (33) :
H=a,+ A®, a, étant de classe zéro. (On sait que I'existence de cette décompo-
sition implique son unicité.)

Démonstration. — a. Considérons le polynome
i=j
o [—AY 1 di
(34) S’_B!Z—i—!—mﬁ[lﬂ’
i=0

@ étant I'indice critique de H. En appliquant la formule (10) il vient

t 1

. T AT 141 ST AT Jit+i
rlS,:(31 2 [—A] 1 d [H]—i—E[ lVA] 1 d' H
t=0 =0

N (U (B! dA (ﬁ-w‘)!ﬁl I

Au second membre les termes se correspondant par 'égalité £ = ¢ disparaissent
deux a deux. Il ne reste que celui pour lequel = et, par conséquent,

(33) %.:(@ilj)z%l/%;

b. Soit £ le plus haut degré en les w; du module D(p). On a identi-
(quement fg%i [H]=o0. D’aprés (35), S, est donc de la classe zéro. Or en déve-
loppant (34) pour j = £, nous avons

Bl . dH Bl A a2 Bl [ A at
Froita t et atM et mem @l

(36) s’identifie a (33) avec S,=a, et
1 d 1 A a

(36) Si=H —

. ) 1 A G 3
+ 0 T My

C. 0. F. D.

Remarque. — Pour que H soit divisible par A il faut et il suflit que S;=o;
® est alors le quotient de H par A.

Généralisation. — En décomposant P€D(p — 2) comme on vient de décom-
poser H et ainsi de suite on trouve bien un développement de H conforme a (31).

Calcul du « coefficient » a,; de (31) i I’arde de H et de ses dérivées totales. — On
tire de (31), compte tenu de (32), de (11) et de (14)
1odf +28—1
o ZZZ[H]:p? a;—+ Ad,.

On est donc ramené pour calculer a, a déterminer le reste modulo A de la forme

(B+s—1)! d

= 1 sl
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a; s’obtient alors par (36) en remplacant dans le second membre H par H,,
B par 3+ 2s et k par k—s. On trouve aisément

oan . KB+2$_. 1,,3,, AT I ds+i
=B ey S

Décomposition dans V d’une forme ¥ dont le degré réduit est supérieur a n. —
Soit F€D(n+ h). On peut écrire (théoréme 3) F=A"H, HeD(n— 1) est
décomposable canoniquement selon (31) et il vient

h-1-i
1" = A* V — IlL:Z (/lA

+L)'
I:O
d’ou
d- . (h+1)! Al
=T b

En decomposant " F comme ci-dessus on pourra remonter aux b; et aux a;.

24. STRUCTURE BES FORMES DE LA CLASSE zERO. — Tout élément de I’algébre & se
décomposant en une somme de produits comprenant une puissance de A et une
forme de classe zéro il est intéressant d’analyser comment cette derniére est

construite.

R; désignant comme d’habitude le résidu d'une forme par rapport a «; nous
introduirons encore I'opérateur linéaire

et 'opérateur

L’algébre A est toujours rapportée a la base X canonique pour A.

TutorkME 1. — L’opérateur K;; change une forme de classe zéro en une forme
de la méme classe.

Notons d’abord que pour tout monome basique (de X)«, les opérateurs d%, %

commutent pui@que A est de degré pair. Il en résulte que toute dérivée dans la
classe zéro est aussi de la classe zéro, ceci d'ailleurs quelle que soit la base dans
laquelle on effectue les dérivations.

Cela posé, on peut éerire

721 I JoH oH oll
o, g9
(39) R <do>,) iy o O w;0/] i ow;’
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d’ou
A lp (M\|odfoH]_ _oH _ df oH |_, droH]
dA| '\ ow;) | T dA| 0w, d[m,w,-]_w‘dA[d[wim,-]]_ ‘ZK[%}]

Si % =o toutes les dérivées totales qui figurent au second membre sont

nulles et
A [ M]__ _on
dA| 0w; | T Ofww,]
En permutant ¢ et j on trouve aussitot :
d
EKU(H) = 0.
C. Q. F. D.
CoroLLARE. — St H est de classe nulle, il en est de méme de S(H).
En effet K;;(H) ne contenant aucun élément de w; et de w; :
d d i d
d’ou
d
% SH=o.
C. Q. F. D.

Tutorime 2. — L'opérateur S et I’ opérateur multiplicatif A~ commutent.

Nous utiliserons les notations du paragraphe 19 et nous observerons que A
et B étant deux formes quelconques

Posons F =A*H=2u;[v;]**R;}[H]+[w ]"H,

dF o ’ ld}l ’ '
—d—m—l:::x[(.oj] 1R1-[H]—|—[GJ/-]' 0(,)/-’ l"u‘(«)i:RiiA:&)il-,
done
oF _ PR, e, OH
Ridwi_x[w”] R[]+ [w;;] Rid&)z,

KUF = [(A)tll-]'rKiiH, ((IJ]— C&)l)KllF = A‘L((l)l_‘ wi)Ki]'H

et enfin aprés sommation par rapport aux permutations ()
SF = A*SH.
C. Q. F.D.

CoroLLAIRE. — L'opérateur S change une forme de classe x en une forme de
méme classe.

" . .1 dH , T .. . .

Tatorime 3. — St HEQ, , et TR =05 B étant Uindice critique de H on a identi-
quement
(40) | k(8 + k) H=SsH. |

1
|

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 34
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Observons d’abord qu’on peut écrire en général
d
S:E(mi- @) 1).,.%;.
0

Or si l'opérateur S est appliqué a une forme H de la classe zéro

OH ol
E.(A)iRi-d—m—j._-O.)iRi—lj—A.——O.
7

On a done
J
(41) S:Z ijid_a);
[y

. 0 . 9 0 .. ..
et comme : 1 Riwi%—izo; 2 iji%—i :Riwjd—wj, sit£], il vient de (41)
0 . d
(42) S_Eﬁ)iﬂia‘(:i —|—2Riw/%)_j.
i ij

o > () 2 M
La premiére somme de (42) n’est autre que 2‘”"%' La seconde s’écrit
i

L

Jd . ; ; L.
ZR,: 2@,07 Les sommations étant étendues aux valeurs 1, ..., n des indicés.
N J

i j
Mais d’apres (5) (§16)
Ewi% = k1L

Dés lors de (42) |

- SH=FKH -+ k 3, Ry(H).
De (6)

ER,.(H)—_—(n —k—r)H
et enfin

SH=4k(n—k—r+1)H=FKkB + k)1
€. Q. F. D.

En conséquence nous voyons que tout He€Q, (k£ 0) et de classe zéro peut
s’écrire
(43) H=mn Y (0;— ;) Ky (1),

y

7 étant égal a m, K;;(H) est de classe zéro et ne contient aucun élément
appartenant a w; ou a w;.

La décomposition de Hen le second membre de (43) sera nommée I'opéra-
tion [S]. On peut encore appliquer I'opération [S]aux K;;HeQ, , , et ainsi de
suite. On obtient en définitive I'énoncé suivant :
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TukoriME 4. — Pour tout He Q, ,(k£0), on a % = o st et seulement st H est

décomposable en somme de produits tels que
(49) Mon—on) [0 0,1 [45r - 721 =T,

X est un scalaire; ¢, € w,, et la suite d’indices (au nombre de 2k + ), ..., i
Jis vy Ju3 Oy o v ny O NE presente aucune répétition.

Remarque. —Ilestbienfacile decomprendre pourqu01 i M, entraine HAP=o.

dA
En effet [ w;— w;][ w;+ w;]=o0. Il en résulte que le produit des binomes en w;

de (44) annule o, .; . .. Le produit |¢,...q,] annule w, 4...4+ w,.
= annule donc identiquement la quantité

A= [0y~ 4 Wy, Oy oo Oy )+ o 0 ]
Si 'on pose A=A, +A,, ona ﬂ(A1—+—A2)i’= nA?. Mais A?=o, car le nombre
. s ter ’ ) 2]
des w; de A, est inférieur d’une unité au degreé de I'exposant 8. Onadonc mA” =o.
C. Q. F. D.

Conclusion relative aux annulateurs de A*. — Si P'annulateur G de A" est
Al
décomposé selon les classes relatives a A le représentant a, — de la classe ¢

annule séparément A* (puisque les classes sont disjointes) ctp étant le degré
réduit de a,, on a
(45) A=l —p 1
Soit encore n I'élément de @, donné par (44), ws, ..., wg,= P étant un produit
partiel de 2 7 (avec les a, i, j;, B, tous distincts) je dis que = P annule identi-
quement A”. Le raisonnement est le méme que ci-dessus. Si

A = 2wy, + 2o, -+ 20y, -+ s,
(au total A, contient p+ ¢ éléments w) et si A=A, A,, on a

7P (A, + Ay)*=nP A7

Mais, d’apres (45), A7= o car I'exposant z est supérieur au nombre des termes
de A,. On a donc nPA*=o. C. Q. F. D.

Or chaque binome de =, tel w;— w; peut étre décomposé suivant la méthode
indiquée au paragraphe 15 en somme de formes simples qui annulent sépa-
rément w;+ w;. Compte tenu des propriétés des moduits Q, ,(Cf. § 19) il
s’ensuit que I'idéal J, posséde une base de formes simples.

Nous énoncerons :

TatoreMe 5. — Toute forme A de degré pair réductible a une somme de monomes
deux a deux disjoints et toutes les puissances non nulles de A ont des annulateurs
toujours réductibles a des sommes d’annulateurs simples.
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22. LA CORRELATION DANS UNE BASE NORMALE (X)) cANONIQUE POUR A. [Cette trans-
formation sera notée Cor (sans indice)] :

a. Relations fondamentales (les trois premiéres tout a fait évidentes ont déja
été utilisées plus ou moins explicitement) :

1. SiFeD(p):
» CorFeD(2n — p).

2. Cor.CorF = (—1)VF,

N étant le degré vrai de F. [ Tout monome basique s’écrit AP; A €Q, ,, P€Q; ,.
Les degrés (vrais) de F, A, CorF ont méme parité. |

CorA*  Ar—e

3. (46)

2l T (n—a)l
4. Comme Cor[A?—=]= Cor[A* . A" |=[CorA"]|[ CorA"—] il vient
de (46) : : ‘ '
ArjAr Arn 20~ (T+)"
w7 P S
5. (48) Cor[FA*] = %CorF.
En effet :
Cor[FA*] = CorF | CorA~,
CorA™ | A ar
CorF | CorA*= CorF ik ECorF.

b. Corrélative d’une forme de classe zéro :

TuroriMe 1. — La corrélative d’une forme F€D(n — h) de classe séro est une
forme CorF €D (n —+ h) de la classe h.

On peut poser a priori CorF = 2—1‘171 Mais Z—Z =o0 équivaut a4 F|A'=o0,
d’'ou a[A.CorF]=oet, par conséquent, a A" F, = 0. Comme /4 + 1 est I'indice
critique de F,, cette derniére égalité prouve que F,€D(n—h) est de classe
Zéro. C. Q. F. D.

Tout monome unitaire €€, , est le produit d’'un monome meQ, ,-dont les
éléments ¢q,, ..., ¢, (c¢f. §16, définitions) sont inclus dans w,, ..., », et d’'un
mondome €L ,. Gm représente le corrélatif de ¢,, ..., ¢, dans la base
canonique (X) réduite aux éléments de w,, ..., w,. (Si r=o0, on peut
poser m="%m=1.)

Tutorime 2. — HeQ,,€D(n — h) étant de classe nulle on obtient H, définie
L
par Uégalité Cor = IAT!H‘ en multipliant H par (—1)* et en remplacant le

Sfacteur m de tout monome unitaire utilisé dans ’expression de H, par Gm.



SUR QUELQUES THEOREMES D’ALGEBRE EXTERIEURE. 271

La corrélation étant une opération linéaire, il suffit d’établir le théoréme en
réduisant H a I'élément = de classe nulle défini par (44). Pour la circonstance
nous écrirons w,, ..., o, au lieude w,, ..., w, et @,, ..., au lieude w,, ..., v,
de sorte qu'un terme monome de © aura pour expression

(49) M:)\m(—l)k‘—t&)i‘-..w[bait+i...6ik.

Il'y a dans =, 2 monomes du type précédent. Ils correspondent aux 2% combi-
naisons des indices (1, ..., k) pris par groupes de h=o, 1, ..., k. Or, on a
manifestement

(50) CorM = A%Bm (— 1)f 4wy, « . 0,04, - - - Oy [ 08, + -+, 0, ],

Bi, ..., P étant tous les indices des ; qui ne figurent pas dans =. (Q dési-
gnera le produit wg, ..., wg,).
Au monome M de = correspond biunivoquement le monome de = :

M=2A(—1)mw; ... .00, . 0

et CorM se déduit de M’ par substitution de Gm a4 m et par multiplication
par (—1)"Q; CorM’ se déduit de M de la méme maniére si bien que

(51) Corm = Qmy,

w, étant transformé de = par la substitution m — (—1)"Gm. Par ailleurs
Al
avec Ay=wg ...+ wy, on a Q=5 et comme (A—A,)m=o0, on peut
h g

. A . .. ,, ,
remplacer (51) par Corn = 7T T satisfaisant aux conditions de I'énoncé,

le théoréme est démontré.

Désormais &,(H) (pour He Q, ) représentera ce que H devient quand chaque
monome basique a subi la transformation m — (— 1)*®(m).

c. Corrélative d’une forme de la classe s dans le module D (p). — Posons
LA , di
I*__;—!I] [HE])(p) etm_g]-

De (48), compte tenu du théoréme 1, il vient

ds A dH,
—.H,, avec h—=n—p et A =

De la formule (11) du paragraphe 17, il vient encore, en faisant @ =/,

A/L~— s

(52) CorF = =)

H;.

- . iy . dil
(Il est évident que seul est & considérer le cas s/ puisque ¢
entraine A"*H=o.)

= 0
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La formule (52) permet de former la corrélatif de tout élément de D(p)
qu’on sait décomposer en les classes relatives a A. Si I'on fait apparaitre le degré
réduit n — A, de F, (52) devient

Alzi—o-s

(53) . COrF:m 1o

D’autre part, posant H =2 G, avec G, €, ,, on a d’apreés le théoréme 2,
p
H, :2 %ka-
P

[La décomposition d’une forme A € D(p) dans les modules Q; . a un sens intrin-

séque si le degré de A est au moins égal 4 4. On peut I'effectuer en utilisant par
exemple la formule (5) (§16) :

Si @ désignel'opérateur Z w; O—;z)— etSIA=23A,, A, €Q,,,1lvientD*A =X f*A,.
La discussion est analogue a celle du paragraphe 18 a.]

THEOREME. — Pour toute structure métrique de U'algébre @ liée i une base (X)
canonique de A les classes de D(p) sont deux a deux orthogonales.

Multiplions (52) par I'= %—, H, WeD(p') et p'+ 25 =p—+25s=P, nous
aurons
—L 1

Al s+=s"T
s (h ~~.¢)IA T H,.

[F' CorF | =

Sis >,
fi—s+s>n—+1 et H, Al=s+"—= 0.
Sis'< s,
h—s4+ s> h—oas+as' +1.
Or I'indice critique de H' est A — 25 4 25—+ 1, on a donec A"+ H = o.
Dans les deux cas [ ' CorF]=o. €. Q. F. D.

23. ETUDE PARTICULIERE DE LA CORRELATION QUAND A EST DU DEGRE (vrar) 2. — Nous
poserons o, =[X;Y;] et la corrélation sera tout d’abord attachée a la base
@=(X,Y,, ....X,Y,). Nous rappelons que dans le cas actuel la notion de
degré réduit se confond avec celle de degré vrai et nous nous proposons de

préciser le sens de la transformation &, du paragraphe précédent.
Les quantités désignées antérieurement par ¢, sont X, ou Y, . Si nous dési-
gnons par ¢,, la complémentaire de ¢,, dans w, , on voit que

r{r—1
’ ’
Em=(—1) * qx ...,
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et que

2k +r2—r

(—0)fem=(—1) *  Gu-. Ga.-

Remarquant que I—Z— et % sont de méme parité et que nous pouvons retrancher 44

k—+ri—

T 2 r . . ' L.
a 'exposant sans modifier le signe du second membre, nous écrirons

pip—1

(—0)fBm=(—1) * Gy ...qx

Il 'y a donc qu'une seule transformation % dans le module D(p). Elle agit sur
pip—1
un monome quelconque de degré p en le multipliant par (—1) * et en sub-

stituant a tout élément X; ou Y; son complémentaire dans w;, ce qui laisse
invariant tout @ complet du monome et remplace chaque ¢, par le ¢, corres-
pondant. Cette transformation linéaire désignée par G est définie par les rela-
tions

g’/(Xi):Yi, g(YZ):‘—

Corrélative de la forme F = %;H de la classe s et du degré (p +'2s). — En

appliquant la relation (52), il vient immédiatement

As pip—1 An—p—s .
(54) Cor [ ] (—1) ' Gg(H) —p ! , avec évidemment n —p — s> o.
De ce qui précéde se déduit I'énoncé suivant :

TatorkMeE. — La corrélation dans la base normale @3 est le produit commutatif
de la transformation Ga et d’une transformation intrinséque C qui a la forme

F= Za " de degré p associe la forme C(F)de degré 2n-p définie par la relation

- A B L=y > . An—p+s
(55) C(F)=(=1) 2(_1) “Ci—p+s

So

en observant que das _ 0, que s, est le plus petit entier positif (éventuellement

A=
zéro) tel que n—p—+ s,>> 0 et que 25, est le plus grand entier pair contenu
dans p.

Remarques. — On notera que G*=(—1)" et que ¢ dA C’ Pour établir
cette derniére propriété on écrit
d d R dF
a5 F=F|Cord;  JrGF=gF|Cord=g[F|CorA]=g Ty

Si les vecteurs de la base @3 sont rangés dans lordre X,, ..., X,; Y, ..., Y,
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(ce que nous supposerons désormais) le second membre de (55) doit étre mul-

n( n—1i)

tiplié par et

X, o I X o I
gLy : )= ( L "> : [J représentera la matrice <—I ”)]
\ Yn A 0 Y/z w0

Les transformations & étendues a toutes les bases canoniques pour A sont en
général distinctes. Pour que .5 = G il faut et il suffit que la matrice o soit
en méme temps symplectique et orthogonale, donc qu’elle vérifie les rela-
tions o*Ja=1J, a*a =1, d’ou 'on tire aJ = Ja (deux de ces égalités entrainent

. C . . C, a b .
d’ailleurs la troisiéme). Si pour « réel on pose a = <C d)’ on trouve faci-
lement (a, b, c, d étant carrées d’ordre n) que « est orthogonale et commutable

. . a
avec J si et seulement si o :(

—b f/)’ la matrice M=a—1b étant uni-
taire (MM*=1,).

NOTE SUR LES RELATIONS STRICTES ENTRE LES COMPOSANTES
D’UN p-VECTEUR ET LA THEORIE DES MATRICES
EXTERIEUREMENT EQUIVALENTES.

1. CLASSIFICATION DES MONOMES BASIQUES DE DEGRE P> ET DES COMPOSANTES D’UNE

p-ForME. — Dans la base £ =(X,, ..., X,)) nous posons i
Xpi=Y; (i=1,2, ..., n —p=gq),
nous représentons par X I'ensemble des vecteurs unitaires X,, ..., X, et par Y

I'ensemble Y,, ..., Y,. T figure le produit extérieur [X,, ..., X,,] et Tk o

Ipsanns i

monome basique qui se déduit du monome initial (ou fondamental) T par la
substitution de Y; a X, (pour s =1, ..., k). Ona

., JT
Jrseeslk — [Y. il O T~~~
(1) : Tix».'.,fk_[Y Y/k]d[Xm "‘!XiA-]

AR

En effet les deux membres de (1) deviennent tous deux équivalents a T si I'on
effectue la substitution Y, > X,.
d’une p—forme est notée par exemple Lo,

Ainsi b,, ..., by désignant les monomes basiques du degré £ dans (Y)
et a, ..., ay Ieb monomes unitaires du degré £ dans (X) la p-forme ® admet
dans & le developpement suivant :

/'—ﬁuu i

\ A, 0T
(2) +21 },()X Vzw;[b, ;ai

/—’ ap, b:

)
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(7), (j) représentent les suites d’indices [dans (X) et (Y)] qui caractérisent a;
et b;. L'ensemble des pq nombres I/ (i =1, ... , Py J=1,...,q) estditla suite
primaire associée & T (ou a )).

Remarque. — Nous noterons que le second membre de (3) peut étre consi-
déré comme un polynome en (X,, ...,X,) ou en (Y,, ..., Y,) a coefficients
dans (Y) ou dans (X). Ainsiij%, ou (7) et () sont toutes les combinaisons

. 1 t
des indices (1, ..., p)(1, ..., q) pris k par £ est la somme des termes de ®

qui sont de degré £ en (Y,, ...,Y,). Plus briévement nous dirons : qui sont
de degré k dans (Y).

2. MATRICES CARACTERISTIQUES D'UN MULTIVECTELR. — Considérons le p-vecteur

>
®=[V,, ..., V,]dontles facteurs V; de degré 1 sont définis dans la base &,
par la relation

.—)

Xy

—-> 5

\A a

P . Xp

(3) D)= M) 3
>

v, N

Y,

Nous supposerons par ailleurs que (2) représente le développement de @
dans &.

Le tableau M., [dans (3)] des composantes des V; dans & peut s’écrire
M,...= (A, B,-,) ou plus briévement M = (A.B). La composante A dans (2)
est égale 4| A|. Nous supposerons essentiellement dans tout ce qui suit h 5~ o. Dans
ces conditions il vient

(4) M =A(L,0),

I, étant la matrice unité d’'ordre p et 0 le produit A=*B, (I,0) est une image
. . ] , . ,
analytique du multivecteur 5 dont les composantes 1, A/, A7 seront appelées

Nigyaans

composantes réduites (par rapport a \) de ®.

TatoriMe. — Un multivecteur défini par (2) et pour lequel =1 n’admet qu’'une
seule image analytique du type (1,9).

En effet si (1,9), (I,0") sont dans la base & deux images analytiques du méme
multivecteur, on a (¢f. § 2, 4°).

(I,0) =7(1,0'), d’ou =1, et 0 =0 C.Q.F.D.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 35
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CoroLLAIRE. — Un multivecteur de degré p dans I’ algébre A, dépend de p(n—p)+1
paramétres, savoir 7= o et les éléments de la matrice 0 ci-dessus définie.

Définition. — La matrice 0 définie par (4) est dite la matrice caractéristique,
assoctée a T (de composante A non nulle), du multivecteur ® développé dans
la base .

3. ReLaTioNs STRICTES (J) ENTRE LES COMPOSANTES D’'UN MULTIVECTELR ®@. — @ est
défini, par hypothése, par sa composante A et la matrice caractéristique 0.
(I’élément de 6 appartenant a la ligne 7 et a la colonne j est noté 0/).

i . . . ; ) .
La matrice (1,0) est une image analytique du p-vecteur  dont elle fournit p
facteurs de degré 1, linéairement indépendants, savoir les vecteurs

() Ui:Xi-i'Ze{Y/‘ (cf-§ 10, c).

]

.....

dans O par les lignes notées, dans leur ordre de succession, iy, ..., 1 et par les
colonnes notées, dans leur ordre de succession j,, . . ., ji.

En convenant de représenter un tel déterminant par le développement de sa
diagonale principale, on a

(6) Newoole = 00|,

Démonstration. — On peut écrire

0[G4, ..., Uy
U

I T T
(7) 7®=[Us o U= [Uss - Un) Gt

le terme noté <"." o Jk

Uiy o ooy U

> dans le développement (3) de %d) estce que le dernier

membre de (7) devient quand, dans tous les U;, définis par (5), on supprime
les Y, autres que Y,, ..., Y, et les vecteurs X,,...,X,. Ainsi modifiée
cette expression s’écrit

" Jk T,

1' . — j ) ()f_Xn "'?XP]
[(ZG;,Y,>...<Z‘QHY/>JM
AN & '

|0 0 [[Y,, ., Y]

ou

En comparant & (1) on voit que

/.b'--"k_._. J1 0]k .
)\11 ik—lel}"'oik C.Q.F.n.

.....
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Remarque. — 1l découle immédiatement du théoréme précédent que les com-

posantes de degré 1 en (Y) <de ) ne sont autres que les éléments de 6. On
ar =0/et

Nl """ / Fe= [ Me.. 7\{’; ] [ relations (J) |,

.....

T est entierement déterminé par sa sutte primaire.

Quelques applications des équations (1) :

A. ® étant une forme quelconque définie par (2), avec 4 3£ o, et F une forme
simple ayant les mémes composantes primaires 2, &/ : ® — F est de degré » au
moins en (Y).

En effectuant le changement de base

X U=Xi+ 3N Y5 Y=Y,
i
on aura donc

[Usy oo Uy e e
(9) . O=1[U,, ..., U]+ ¥ LZY, ’“f—UtT]—']

(isis): (7ajs!
Cas particuliers. — 1° Si ® est de degré 2 (p=2), I'égalité (g) devient
MU U]+ Y LY, Y )
Ui fe)

En répétant sur la forme quadratique ZL72[Y, Y, ] du type< ) 2> le raison-

nement effectué sur @, on voit immédiatement qu’il est possible de réduire ® a
la somme
[Uq Ug] -+ [U;[]/,-I ...+ [U?],_1Ug]l.l; (2hén)

On a d’ailleurs
(U, ..., Upl= h‘-!qﬂz;é 0.

2° Si ® est une forme cubique (p=3), on a

&= [U1 U, U::] + AU, + AU, + AUy + ZLh/'z/'sY]-‘ngYi“,

Ay, Ay, A; sont des formes quadratiques en (Y) et LY, Y, Y, est une forme
cubique <n ; 3) qui ne contient plus U,, U,, U;.

B.. Relations (K) entre les composantes du degré k en 'Y d’un multivecteur ® du
degré p défini par (2). — O étant comme ci-dessus la matrice caractéristique
associée @ [T] les composantes réduites de degré k en (Y) sont, d’aprés les
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équations (¥) tous les mineurs de degré k extraits de 8. Nous supposerons que

1,2, ...,

: K\ e .
le m1neur< > n’est pas nul. Il sera désigné par |a| et la sous-matrice
1,2,...,k

I, ...,k \ . S .
<[7 o k> de 0 par (a) (**). Le monome basique associé & la composante | a| est

. aT
(r0) & =[Y,, ,lk]m
Nous conviendrons de représenter X, par X, (¢=1, ..., p—k=1); Yiu
par Y, (t=1, ..., qg—k=r).
@
Dans ces conditions en ordonnant Tal par rapport au nouveau terme initial G,

il vient

(i) 0% 0%
—_— — 1 ¥ 0 o !
() gre=lo1+ Yar| X ig | 3 v, 57 |+

0% ' , d%°
X,‘()X,]—i—.‘.‘,y [Y,dxol—+

Lrck . , e e ., v A

Fock qoer> est la matrice caractéristique associée a .
Eok  Ysxr

Les monomes basiques du degré k en (Y) se déduisent de & par des substi-
tutions de Y, 4 Y; ou de X, a X3. Considérons I'un deux noté B3|/

comme il suit :

La matrice H, = <

0%

(1‘2) %Eg; E!;):[X:x‘y.. X1\7Y}1,-- Y}\]d[x_,,.. ,\".;J ;Y,, ...,Yl-_,]‘
Nous conviendrons que
a]-_—[cht,...,Xoc ]; :[X'ro,‘,...,Xfe_\,],
L] =Y --y Yiu |5 [./] [Yio oo Y],
[w]=[X), ..., Xk]5 [¢v] =[Y1, --vy Y],
ce qui permet d’écrire
. 31 G 0%
(13) ‘6((%; Z; [a/]d[ﬁt]
¢t
JT
(14) ) T=[v 1()u
TutoriME. — On a
5 ] 0% g IT
(15) ; — (N[ 9
[a’]](?[ﬁi]_—( 1) [./]d[l']d ~ ou
| o

(23) D'une fagon générale le déterminant d’une matrice carrée notée (m) par exemple est repré-
senté par | m| .
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En effet en dérivant (14) par rapport a [ 3] puis par rapport a [¢], il vient

a6 (v OT
(8 otee = " 97 arwpy
d’ou en multipliant (16) par [ej] et en groupant les termes
. 0% v ] aT
(7) (i )5tg0 =/ 5 | *atasy
Mais

ug)=(— Y| 5

et par conséquent

oT ‘ or o[ 9T |, . o
“orep] =V a T g | S | T e
[#52+] [#5) [#3]
En remplacant a % dans (17) par le dernier membre des égalités précédentes,
on trouve (15). €. Q. F.D.

*
- \ i ., . .
Conclusion. — D’apres (15) la composante de 5 associée au monome basique

TG | () est le produit par (—1)" du déterminant de la sous-matrice @' qu’on
déduit de @ dans 0 en substituant les colonnes () aux colonnes (z) et les lignes ()
aux lignes («). D’autre part d’aprés (12) la méme composante divisée par |a| est
égale [ en appliquant les relations (J) a 0, ] au déterminant

(o) )y
@) 3’(3)’
(o o |
x(i; P
Il vient done
(o) (N |
- B Ve | |
_\N [
(18) (—N|d [=]«| @ I
(@) (@)
4. MATRICES EXTERIEUREMENT EQUIVALENTES. — Toutes les matrices caractéris-

tiques d'un méme multivecteur seront dites extérieurement équivalentes. Avec
précision, deux matrices (p >< ¢), 0 et §, sont extérieurement équivalentes si et
seulement sil’on peut trouver une matrice réguliére { et une matrice de permu-
tation P, telles que

(19) (Ip0,) =¢(1,0)P

(I, étant la matrice unité d’ordre p).

On vérifie facilement que I'équivalence extérieure est une opération réflexive,
symétrique et transitive. D’aprés les équations (J) les mineurs de tous les degrés
de 6 et 0, sont deux a4 deux proportionnels (aux signes prés). Cette correspon-
dance n’associe pas en général des mineurs du méme degré.
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Nous nous bornerons désormais a I'étude des matrices 0 et 0, du paragraphe
précédent : P est une matrice symétrique qui transpose simplement les k pre-
miéres colonnes de § avec les & premiéres colonnes de 1,. [ On s’en assure aisé-
ment en remontant a 'égalité (3). ] Nous poserons

) ( it Opr 0 < Lk Dh<r u
= ) 1=,
Cock  Asser Eock  Yexr

d’ou d’apres (1)

Ik o x (P . ‘w0 [k b

(20) <0 I, £ y)_c<(; I, o a’>
de (20) on tire d’abord :

. a (o]
(21) lp:§<c 1,\»>
puis
(22) (1 =2y 4)=e=(1 1)
et enfin

oy

De (21), (22) et (23), il vient

(1) E—=—cat, y=d—catb.

[«

% x=a"", o =ua"b,

Toutes ces relations restent d’ailleurs vérifiées apreés les transpositions (z a);
(¢ b); (Ec); (v d) car (19) s’écrit encore ‘
¢, (IPO, VP =— ([/,0),

Elles impliquent en particulier que sous la seule condition |a|£o0 toute
matrice O admet la décomposition

a b\ [ I o x=' o\ [ ¢
) (o)== )0 ) 1)
ou x, ¢, y, & sont définies par le systéme (L) et I'on déduit de (24), si 6 est une

matrice carrée (s =r) (**).

1° |0]=|a||(d—ca"b)|;
2° Quand [0]£ o, ¢’est-a-dire quand |y |5£ o :

o) =006 )G

(2*+) Si 8 est unitaire ou paraunitaire on obtient des décompositions intéressantes (cf. C. R. Acad.
Sc., t. 238, 1954, p. 1957 et 240, 1955, p. 2285 ou Bull. Sc. math., 1956).
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Reconstruction de la matrice 0, a 'aide des seuls mineurs du degré kde 0. —
L’ensemble & des composantes du degré £ en Y: (Y,, ..., Y3 Y,...,Y)

al.

Ti

de 5 contient les quantités — Ef; |a]; o/ |a| mais non les paramétres x} | a|; y}

On peut chercher a calculer ces derniers & I'aide des composantes |a| 3|/ €6
qui affectent les monomes

Bl =X, a—[zjfm’
On a
(26) vl = ol —atys
Nous poserons
(27) w3l = w3l + thel

et nous appellerons D4 le déterminant des quantités 3|/, j et 3 ayant des

valeurs données tandis que « et ¢ prennent les valeurs 1, ..., k. De(25)on tire
aisément D§ = |x | (y4)" ou d’apres la premiére des relations (L)
(28) (Yh)i=|a|D{

Discussion. — S’il existe au moins un D{ non nul, on peut, a I'aide des rela-
tions (26) déterminer tous les paramétres 7, y4, un seul des y4 étant calculé
par (28) (k déterminations).

Si tous les D4 sont nuls, y =o et la matrice 2 est complétement indéterminée.
On a d’ailleurs de (18)

(—0¥ @ | =53 |19 I




