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SUR QUELQUES THÉORÈMES

D'ALGÈBRE EXTÉRIEURE

PAR M. MARCEL VIVIER.

INTRODUCTION.

On trouvera dans le présent travail un essai de mise en ordre des principaux
théorèmes d'algèbre extérieure, l'exposé de certaines techniques de calculs et
leurs applications aux problèmes de structure. J'ai tenu compte, pour ce qui est
désormais classique, des idées d'Élie Cartan (1), et, pour une partie des
problèmes de structure, des beaux travaux de M. Lepage (2).

Voici un commentaire très succinct des sujets traités et des résultats obtenus.

i° Les opérations fondamentales. — Une algèbre extérieure Cl, de degré n,
est un espace vectoriel à 2" dimensions, somme directe du corps des scalaires (K),
d'un espace vectoriel E,, à n dimensions, dit espace fondamental, et de toutes les
puissances extérieures E^7' de E,,. C'est aussi un anneau à opérateurs (K)
puisque la multiplication extérieure entre deux éléments de (9L est toujours
possible. Le groupe g des automorphismes de E,, joue un rôle essentiel. Son
extension à CL constitue le groupe ^ des applications linéaires cohérentes de QL
sur (Si. Toute opération définie sur (9L et commutable avec tout élément de ^ est
par définition une opération intrinsèque pour (9L. Telle est par exemple la
multiplication extérieure. Restreignons maintenant g au sous-groupe unimo-
dulaire (conservant le « volume » E^") et associons à tout monôme basique u
d'une base B le monôme complémentaire n' multiplié par le « volume » de B,
nous définissons sur 6L une transformation linéaire C^ attachée à la hase B et
non cohérente que nous nommons corrélation. La transmuée de la multiplication

( l ) cf. É. CARTAN, Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applications géométriques^ Hermann,
1900.

( ï( 2 ) cf. Colloques internationaux du C. N. R. S., l. 24, IQJO. ^^' o \\ A l ^ •<
A/m. Éc. Norm., (3), LXXIII. — FASC. 3. /^ ^À ^ " " '7

^^&i3UQTH[;
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extérieure par une corrélation quelconque devient une opération intrinsèque :
c'est la multiplication régressive de Grassmann qui donne son sens véritable à
l'opération de dérivation par rapport à un monôme de base (^). Déjà utilisée
par Élie Cartan (3) dans le cas où u est de degré i la dérivation s'est révélée un
outil maniable et de grande efficacité.

Signalons quelques résultats qui en soulignent la portée :

a. L'espace propre d'une forme F (de degré r) et celui de l'ensemble des Ic16^
dérivées de F (k <^ r) sont confondus ;

&. La recherche des relations linéaires à coefficient dans (K) entre les
dérivées ^it>mes de F est liée à celle des annulateurs de la corrélative de F dans la
base où ces dérivées sont définies ;

c. Une forme F d'un degré supérieur à 2 ne peut être que d'une seule
manière somme de multivecteurs disjoints.

Par le biais de la corrélation s'introduisent encore des considérations
métriques si l'on fait de C^ une opération intrinsèque en limitant le choix des
bases à une certaine classe définie par B. Comme application, après avoir
rappelé et démontré la formule de Lagrange généralisée, nous établissons une
relation aux modules des mineurs d'un tableau quelconque [formule (19), § 13].

2° La théorie des annulateurs de formes. — Dans 1 algèbre £t l'opération
inverse de la multiplication (division sans reste) conduit à deux types de
recherches :

a. décomposition d'une forme en produits de formes;
b. formation des annulateurs d'une forme donnée.

Les problèmes a et b conduisent ordinairement à des calculs pénibles. Ils se
simplifient quand la forme donnée est simple (ou monôme) car on sait recon-
naître qu'une forme A de degré p, déterminée par ses composantes dans une
base B, est simple et construire ses facteurs primaires Pj : ce sont p dérivées
Çp — i)10111^ linéairement indépendantes. Si les Py sont pris pour éléments d'une
base Ri on constate aussitôt que tout annulateur de A est somme d'annulateurs
simples (ayant avec A un facteur commun).

Dans le cas général je me suis limité à l'analyse du problème b. Renonçant à
la méthode algébrique usuelle j'ai recherché, A étant somme de N monômes
basiques co (disjoints ou non et contenant éventuellement un facteur du
corps K), quelle doit être obligatoirement la structure d'un annulateur G de A :

Si CL), et cjûy sont deux monômes co et si leurs quotients par leur p. g. c. d.

( ; 1 ) E. CAKTÀN, Lerons sur les invariants intégraux^ § 57, Heriiiann, 1922.
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(défini à un coefficient scalaire près) sont m^ et /n^, on a G=2m,/cp/y, les
polynômes y^ satisfaisant à des relations de structure qu'on peut déduire des
formules du paragraphe 15 [(22), (28), (24)]. Cette méthode m'a permis de
trouver tous les annulateurs des formes pour N = 2 et N = 3.

Pour N = = 4 Je me suis contenté de traiter complètement un exemple. Je
signale enfin un résultat important : les annulateurs de binômes ( N = = 2 ) sont
toujours des sommes d'annulateurs simples.

(Il va sans dire que pour N ^> 2 on construit facilement des formes dont les
annulateurs ne sont pas des sommes d'annulateurs simples. )

3° La division avec reste dans Vanneau 0L. — Elle a été étudiée par Lepage
dans le cas où le diviseur est une forme quadratique de rang 4 au moins. Il en
a déduit le principe d'une décomposition canonique remarquable de tout
élément de l'algèbre Giy dont l'espace fondamental est l'espace propre de A,
selon les puissances successives de A. Je me suis proposé d'étendre cette théorie
au cas plus général où A est somme de N multivecteurs disjoints (D, d'un degré
pair quelconque ^d et CX l'algèbre extérieure, dont l'espace fondamental E^^

est encore l'espace 3ropre de A. Pour He(9L, j'appelle dérivée totale - , * la
N

quantité V y-- Elle est proportionnelle au produit régressif H A"~1, ce qui lui
i

confère un caractère intrinsèque. La technique de dérivation totale tire son
intérêt du concept de degré réduit.

En adoptant pour base de <9L une base B canonique pour A (les co, devenant
des monômes basiques) on aperçoit que tout monôme basique 11 contient
k facteurs co et r facteurs inclus dans des co distincts des précédents. La quan-
tité jo == 2/-+r est le degré réduit de u (si r f= i , degré vrai et degré réduit
coïncident) et (3L se décompose en modules D(y^) : les éléments d'un
module D(jo) sont des sommes de monômes ayant le même degré réduit.

Dans le module D(jy) on a

(c)
4AH]
-^-=^-^

n A dïi
A^

et il est facile de calculer — [A'H] [cf. § 17, formule (i i)].

raison même du caractère intrinsèque des dérivées totalesLa formule (c) en
permet la séparatior
Dans chaque module
la dérivée totale est n
par A'. La généralise)
dans les diiïe rentes c

effective des modules DQo) dans une base quelconque.
s D(^) elle met en relief les formes de la classe zéro (dont
mile) et les formes de la classe x, produit de la classe /éro
( ion de (c) permet la décomposition de tout élément de Cl
'asses et conduit à des calculs précis. La condition explici te
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de divisibilité par A s'en déduit sans peine. En un mot la théorie de Lepage
complétée sur divers points se transporte sans changement dans D(^o).

4° Structure des formes de la classe zéro. — Elles sont annulatrices de certaines
puissances de A. On verra qu'une forme est de la classe zéro, si et seulement si
elle est une somme de termes tels que [co^—coyj. . .[co^—^/J^? ^ étant de
degré zéro en les co et ne s'écrivant avec aucun des éléments simples des co/, co^
d'ailleurs tous distincts les uns des autres.

Du théorème précédent et des propriétés des annulateurs de formes binômes
on tire enfin que toute forme A de degré pair réductible à une somme de
monômes disjoints et toutes les puissances non nulles de A ont des annulateurs
toujours réductibles à des sommes d'annulateurs simples.

5° Une note en fin du présent mémoire complète l'étude des formes simples F
esquissée au paragraphe 10. On retrouvera notamment avec une interprétation
nouvelle certains théorèmes connus de la théorie des déterminants.

L'idée directrice en cette étude a été de remplacer les conditions généra-
lement surabondantes entre les composantes d'une forme simple F par un
système strict, en d'autres termes d'exprimer toutes les composantes de F à
l'aide de pÇn —p} + i d'entre elles convenablement choisies Çp étant le degré
de F dans l'algèbre CÏ de degré /?) et jouant le rôle de paramètres indépendants.
L'un d'eux X est choisi arbitrairement mais non nul. Il affecte un monôme
basique que nous représenterons par T. Les pÇn—p) autres affectent les
monômes basiques qu'on déduit de T par une seule substitution portant sur les
vecteurs de base. Divisés par A ce sont les éléments d'une matrice Qp^in-p)? dite
caractéristique de F. Une permutation quelconque des vecteurs de la base qui
à ïfait correspondre le monôme ̂  de composante non nulle, transforme 6 en 61;
6 et 6^ sont dites extérieurement équivalentes. L'équivalence extérieure révèle
des décompositions intéressantes de 0, notamment, quand 6 est orthogonale ou
unitaire. Elles feront dans ce dernier cas l'objet d'une publication ultérieure
dans le Bulletin des sciences mathématiques.

Note. — Les principaux résultats obtenus dans cette thèse ont été indiqués aux Comptes
rendus de l'Académie des Sciences :

Sur les matrices extérieurement équivalentes (t. 231p, 9 juin 19025 p. 2327).

Sur la dérivation totale par rapport à une forme quadratique régulière dans l^ algèbre
extérieure de degré 2n (t. 236, 2,3 février 19 5 3, p. 870).

Sur la structure des formes a multiplication extérieure (t. 236, 27 avril iq53, p. 1720) .

Sur les ajiniilateurs fie formes extérieures (t. 23S, 18 janvier i()5-^ p. 548).

Sur la structure des matrices unitaires (t. 238, 'i niai 1954, p. 195").

Sur les structures unitaires et para-unitaires (t. 2W, 28 février 1955, p. 103e)).

Sur .les sommes directes de multivecteurs (t. 2^0, 13 juin 1955, p. 2285).
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CHAPITRE I.

OPÉRATIONS FONDAMENTALES D'ALGÈBRE EXTÉRIErRE.

1. LES OPÉRATIONS FONDAMENTALES DANS LA BASE (X). — Etant donnés :

i° le corps (K) des nombres complexes, dit aussi le corps des scalaires [toute
relation établie dans (K) sera nommée relation analytique ou « scalaire »];

2° n symboles (Xi, . . ., X,,) dont l'ensemble ordonné (X) prend le nom de
base (X), tandis que les X, eux-mêmes sont appelés vecteurs fondamentaux,
variables ou indéterminées;

on appelle « monôme » du degré k (k=o, 1 , 2 , . . .) l'ensemble [m] d'un
scalaire A, qu'on nomme la composante de \m~\ ou le coefficient de [m] dans (K),
et d'un arrangement quelconque de k éléments X, savoir X^, . . ., X^.

On pose
(i) W=A[X^ ...,xj.

Les monômes de composante nulle ou qui contiennent au moins deux indices i
identiques composent la classe des monômes nuls. L'inclusion de \jn\ dans
cette classe se traduit par l'égalité [772] ==o. Les monômes d'un degré supérieur
à n sont nécessairement nuls.

Si, daus (i), A = i et si [^2] ̂  o, on dit que [/n] est un monôme basique, ou
unitaire. D'ordinaire, on écrit alors simplement

M=[X/, ...,x/j.

Dans F ensemble d3 de tous les monômes non nuls cB7' représente le sous^nsemble
des monôm'es du degré k et cô^c^ le sous-ensemble des monômes qui ont la
même structure que [û], c'est-à-dire qui sont composés strictement avec les
mêmes éléments X/ que [^], mais placés dans un ordre arbitraire. La relation
d'équivalence définie par l'appartenance de deux monômes [m/] et [m^] au
même d3^ s'exprime en disant que [/^] et [m^~\ sont proportionnels.

Monômes équivalents. — [a] et [6] étant deux monômes basiques de même
structure, on dit que les monômes A[^], ^f/\ sont égaux où équivalents et l'on
écrit X[^]= pi[ 6], si et seulement si A=£L/ . , £ étant égal à +i ou à — i
suivant que les suites d'indices de [rt] et de [6] sont des permutations de la
même classe ou non. Désormais, deux monômes égaux ne seront plus regardés
comme distincts (4).

( I p ) L'équivalence des monômes est invariante vis-à-vis de toute permutation des éléments de la
base (X) .
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Multiplication par un nombre et addition des monômes. — \a\ étant un
monôme basique X et !;eK, multiplier le monôme À \a\ par E, c'est lui associer le
monôme (^X) [a], [aj, . . . , [^] étant des monômes basiques de d3^
et Ai , . . . , À^ des scalaires, on appelle somme des monômes Xi^i], . . . , ^[^1
un monôme [m] construit de la façon suivante : l'ensemble des monômes
basiques d3^ ne comportant que deux classes d'équivalence on choisit arbitrai-
rement un représentant de l'une d'elles qu'on désigne encore par [^]. Il
vient [^]=£,[<2] (5), Le monôme I;À,£,[^]est par convention la somme des
monômes A,[^-]. Grâce aux définitions précédentes tô^ reçoit une structure de
module (ou espace vectoriel) à une dimension dont la base peut être un élément
quelconque, basique ou non, de tôf^.

On peut considérer l'ensemble des parties de (S1 comme un espace vectoriel
à n dimensions E,, qu'on nommera l'espace fondamental. On aperçoit qu'en
remplaçant dans la base (X) chaque vecteur X/ par a,X/ (a,e.K, a,^o) on
laisse globalement invariant chacun des sous-modules cB71.

Multiplication extérieure des monômes. — [a] et [6] étant deux monômes
basiques de degrés p et q, A et ^ deux scalaires, aux deux monômes ^[a], p.[&],
on fait correspondre le monôme A^[ab~] de degré p +q appelé produit exté-
rieur de À[a], ;^[6]. On écrit À[a].^[6] = A;j,[âA]. L'équivalence des monômes
est régulière pour la multiplication, c'est-à-dire que pour[/7?J, [m^], [c]etô
[//2i]=[^] entraîne [m^c] = [//^c]. La multiplication est distributive par
rapport à l'addition dans les modules d3^ mais elle n'est pas commutative en
général. Avec les notations précédentes, on a

(2) [ab]==:(—i)^[ba].

Cette relation conserve un sens si p=o. Les « scalaires » €K considérés
comme des monômes de degré zéro sont donc permutables avec un monôme
quelconque et X[^] peut déjà être envisagé comme un produit extérieur. Si [û]
et [6] ont un élément commun, [ab] est un monôme nul, et le produit [ab] est
certainement nul si p+q^>n. En conséquence de (2) on tire que dans le
monôme X i . . .X,. . .Xy. . .X/,, par exemble, la transposition de deux vecteurs
quelconques X/, Xy équivaut à la multiplication par — i.

Monômes complémentaires. — Soit [x] un monôme unitaire de W. A tout
monôme [<2]e^ on peut faire correspondre un monôme unique [^/] (6) tel
que [W]==[.r]; [^]etô^ est dit le complémentaire de [a] dans la base [>]
c'est le seul monôme basique (6) de (K11-1' qui ne forme pas un produit nul
avec [a],

£i=±i ; choisir pour base [a] c'est « orienter » l'ensemble tô^
A une équivalence près.

( 5 )
( f ) ) A une équivalence près.
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Polynômes. — Soit (Sl(X) l'ensemble des parties de o3 et^ un élément de (Sl(X)
c'est-à-dire une collection quelconque de monômes de degrés également quel-
conques. En choisissant dans chaque d3^ un monôme unitaire et en additionnant
tous les termes de même structure on peut faire correspondre à 0 une suite de
monômes ne contenant qu'un représentant par structure distincte. On l'appelle
le polynôme $ et généralement c'est un tel polynôme qu'on conçoit comme
élément de (9L(X).

Pour rappeler la structure de <1>, on pose

(3) <ï^},+^x,+...-4- ^ ^,..,jx/^...,xj+...+
; ( ? i , . . . . ?'/,)

Les monômes unitaires peuvent être choisis de telle sorte que les indices
des X, dans chaque (^k aillent en croissant de la gauche à la droite mais cette
convention est tout à fait facultative. Les éléments /.o? • . . ? ^...a? • • • son^
appelés composantes ou coefficients eK du polynôme 5>. On conviendra que
les coefficients A^ ^ sont fonctions antisymétriques des indices de telle sorte
que le monôme ^,...^.[X^, . . ., X,J reste invariant pour toute permutation de
la suite (?i, . . ., ^). Si <Ï> ne contient que des termes d'un même degré p on
l'appelle forme de degré p. L'ensemble des formes de degré p est noté ( ) •
On dit que $ est nul, si et seulement si, toutes ses composantes sont nulles;
que deux formes sont proportionnelles, quand leurs composantes homologues
sont proportionnelles. Les signes (+) qui figurent au second membre de (3)
n'ont qu'un sens de réunion. Nous dirons cependant, les tô^ étant des ensembles
disjoints, que $ est somme des termes qui figurent au second membre de (3).

Produits de polynômes. — Soient <i>i==Z;[m,], $2===S;[piy] deux polynômes
composés respectivement avec les monômes [m,], [ p-y]. Le polynôme $ = 2[/n; pLy]
est appelé produit de <t»i et de $2? on pose <î>=[<i>i<i>2]- Cette multiplication
« extérieure » est évidemment permutable avec l'addition dans les modules tô71.
Etendue à r polynômes la multiplication est évidemment associative. Si <î>i et $3
sont des formes de degrés respectifs p^ etjOa la règle (2) donne immédiatement
[<î)i<t>2]=(—iV^^^a^i]- On en déduit, en particulier, que le carré d'une
forme impaire (c'est-à-dire de degré impair) est toujours nul.

CONCLUSION. — L'ensemble CX(X), ayant reçu structure d ) anneau conformément
aux conventions précédentes, sera dénommé I'1 algèbre extérieure (9L(X) de degrén
définie sur le corps (K) et dans la base (X) .'

(9L(X) est somme directe des modules

C)=K, (',•)..,„ .... (;.)=E", (;;)̂ ,..
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Les monômes « unités » de degré k en (Xi, . . ., X,,) composent une base du
module (E^'et nous les désignerons parX^, i+X+X^+.-.+X^+.-.+X^
est une base de Êl(X) considéré comme somme directe des sous-modules :
(K)(E,), ..^(E,)^.

AVERTISSEMENT CONCERNANT LES NOTATIONS. — i° Pour rappeler que <î> est élément
cfalgèbre extérieure et que <M\ est un produit extérieur^ nous écrivons [<Ï>]
et [^i]. Cependant nous conviendrons de supprimer ces crochets quand la clarté
de l^ exposé n^aura pas à en souffrir.

2° Nous utiliserons quelquefois le symbolisme du calcul matriciel. Par exemple
si F^etF^ sont deux formes de degrés? et q affectées des composantes (/^, ..., À^),
( p L j , . . . , p^i), les monômes unités dans X^' étant (</i , . . . , ^), dans X'^7

(&i, . . ., ^i), nous écrirons, , &,i), nous écrirons
/a,\

F^O,, . . . , ^) |

F<7==(^i , . • - 1^1) l

^N

^

/^ \ /^l

^F^F^]=(À,, ...,^)( ; )(^, ...^M)( :
\^7 VM,

/ ^ VLe produit de la colonne ( ': ) par la ligne (6,, . . ., é^i) est une N x M matrice
VN/

dont l'élément noté Çij) est le produit extérieur [ <?/6/].

2. LES FORMES SIMPLES FOURNISSENT LES ÉLÉMENTS D ' U N E NOUVELLE BASE FONDA-

MENTALE. — On dit qu'une formel est simple élémentaire ou monôme si elle résulte
du produit de p formes de degré i .* qu'on nomme les diviseurs primaires de ^Ï».

Il est commode d'appeler vecteur toute forme de degré i et multivecteur
toute forme simple de degré plus élevée. Par abus de langage nous dirons que
vecteurs et multivecteurs appartiennent à l'espace E,, dont X^, . . ., X,, sont les
éléments d'une base. On notera que le carré extérieur d'un vecteur est toujours
nul et que par conséquent tout multivecteur est nul qui contient deux vecteurs
proportionnels.

THÉORÈME. — Pour que le produit extérieur de plusieurs vecteurs soit différent
de zéro il faut et il suffit que ces vecteurs soient linéairement indépendants.

i° Si les vecteurs Vi, . . ., V/, sont liés, on peut toujours écrire au prix peut-
être d'un changement d'indices

V^ya.V, (a,€K).

(7) Un multivecteur du de^ré p est un p-vecteur.
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En multipliant extérieurement à gauche par Vi, . . ., V^_i les deux membres de
cette égalité, il vient [Vi, . . ., Vp] = o.

2° Si les V, sont linéairement indépendants on peut écrire la suite
d'égalités

i-=.[x—l) i-—n

(E) V.^=:^ a^V,4-^a.^X, ( pour x = i, -^ . . . , 7 ? ) .
i-=-\~ i=x

Dans chacune d'elles il existe au inoins un a^ non nul pour i^x, sinon
les V, seraient liés linéairement (8). On peut donc supposer, après un change-
ment éventuel des indices affectant les X,

Œ^^z-: 0.

En multipliant la première égalité (E) par [X^, ...,X^] à droite, la seconde
parVi à gauche, par [Xa, . . ., XJ à droite, etc., il vient

[ VA ...,X,]=an[ X,, ..., X,],

[ViVA, ...,X,]=a^[VA, ...,X,],

[Vi, ...,V^X^+i, . . ., X^]=== a^[V-i, . . . ,V^_iX^ ..., X/J,

d'où
[Y,, ...,V^][X^ ...,X,]=:a,,a,,...a^[X,, .. . ,X,]^o.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Tous les k-vecteurs, k<^p, construits avec les vecteurs Vi,. . ., V^
linéairement indépendants sont linéairement indépendants

Soient [^], . . ., [^] (N = C^) les C^ multivecteurs de degré 7i:(9) construits
avec V\, . . ., \p. Soit [ .̂] un produit des ( p — k ) vecteurs qui ne figurent
pas dans a,, on a

[0,0 ; ==±:ô/ / [Vi , . . ., V/,] (o/y, symbole de Kronecker).

S'il existait une relation 2À^==o à coefficients dans (K) on aurait par
exemple, A^o, et l'on pourrait poser ^^^A^. En multipliant à droite
par a\, il viendrait [û^ûj== o, ce qui est contraire à l'hypothèse.

CONCLUSION. — Les relations d'1 équivalence postulées dans la base (X) et Vindé-
pendance linéaire des monômes unitaires se retrouvent par voie de conséquence
dans une base quelconque de l'espace E/, et permettent de comparer les algèbres
extérieures associées à des bases arbitraires (X^ de E,,.

( 8 ) C^est d'ailleurs en s'appuyant sur la proposition précédente et en procédant par réccarrence
qu'on établit le système E.

P !
( 9 ) C^ représentera toujours la quantité y . _ , , •

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — FASC. 3. ^7



212 MARCEL VIVIER.

Toutes ces algèbres sont équivalentes en un sens que nous préciserons dans
le paragraphe suivant. Leur ensemble appelé F algèbre extérieure de degré n sera
désormais représenté par Qi^ (ou plus simplement par El).

3. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES « COHÉRENTES )) SUR L'ALGÈBRE 0L, INDUITES PAR UN

CHANGEMENT DE LA BASE FONDAMENTALE. — Soit 6 la transformation linéaire régulière
définie sur E^ qui à la base fondamentale (X) fait correspondre la base

(X')=(X\, ...,X,) (X,=OX,)

par la relation

(4)
-x\\ /x,;

. X7 / \ X,

dans laquelle a est une matrice régulière (n x ̂ ) sur le corps des scalaires.
A tout vecteur

/XA
"v — / ̂  ^ \ i : iy — (^i, . . ., x,i) l . l ,

\ X» /

6 associe un vecteur V défini par les égalités
/XA /XA

(5) V=Q(\)=(^ ..^^)( : )^(^,...,^)a :• ).
\X./ \XJ

Considérons une première extension TI de 6 dans l'algèbre (fl en convenant qu'à
tout multivecteur tel que
(6) P=[V,,. ..,¥,]

corresponde par 6 le multivecteur Pf noté OP et défini par

(7) P^eP^ÔV,, ...,9V,,].

En particulier par TI les monômes unitaires (X)^ deviennent les monômes
unitaires de (X')^ composant d'après le corollaire du théorème précédent une
base de ( ) •w

Considérons maintenant une seconde extension % de 6 sur l'algèbre 0L,
définie dans chaaue module ( ) et qui, dans ( ) associe à la forme

' \ p } 1 \ p )
^^^M

la forme
^€>==i^[6a,]

les [a,] étant les monômes unités de ( / / ) dans la base (X).
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D'après les conclusions du paragraphe précédent l'application % est un auto-
morphisme de l'anneau CÏ car

a», +... + ̂ p == ̂
entraîne

^0),4-. . .+^<Ï>/,==%^

et
(8) r^n ...,^1-w
entraîne
(9) [^<Ï>,, %€>,, . . . , ^p}-=.^.

Pour tirer (9) de (8) il suffit de remarquer que (8) suppose simplement
l'existence de certaines relations R entre les composantes, dans la base X,
de <I>i, <î>2, . . ., <ï>p, $, et la validité des postulats du paragraphe 1 relatifs aux
monômes unitaires en (X).

Les composantes, dans la base X7 de ^<i>i, ^<î>,, . . . , ̂ , %3> vérifient
évidemment les relations R et les monômes unitaires en (X') les postulats du
paragraphe 1, (9) est donc une conséquence de 8.

Supposons en particulier que $1, 0,, . . . , <I>p, $ s'identifient aux vecteurs V,,
V^ . . ., \p et aup-vecteur P de (6) il viendra de (9)
(10) [6V,, . . . ,OV^=^[P]

[car on a évidemment OV,= %(V,)].
En comparant (7) et (10), on trouve

( 1 1 ) ^P1=^P]-

Les extensions n et % de 9 sont donc compatibles sans aucune réserve.
Nous appellerons transformation linéaire cohérente dans l'algèbre (9L, induite

par un changement de base 9 dans En la transformation 9^ :
(X)^-^^)^.

La restriction de 9^ au module ( j sera représentée par 9^.
Enfin on résumera la discussion précédente en énonçant que la multiplica-

tion extérieure est permutable avec 9^ ou encore que c'est une opération intrin-
sèque dans l'algèbre (9L.

4. PREMIÈRES INCIDENCES ANALYTIQUES DE LA MULTIPLICATION EXTÉRIEURE : BASE LOGIQUE

DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS ET IMAGES ANALYTIQUES D'UN MULTIVECTEUR. — Soient

n

(12) V,==^a^X/, ( î = i , 2 , . . . , / J )
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p vecteurs linéairement indépendants (a^€:K)

[V,, ..., V,]= ̂  [X,, ...,X^(-i)^...^
(:/,,...,^

N est somme des inversions de la suite i[, . . ., i'^
La première sommation est étendue à toutes les combinaisons (?i, . . ., ip)

des nombres 1 ,2 , . . ., n et la seconde à toutes les permutations i'^ . . ., ; . des
éléments d'une combinaison (ï\, . . ., ^),

^(—1)^1.1,...,oy;,

est le déterminant formé avec les colonnes ^i, . . ., ip extraites du tableau M des
composantes des V; (M est une matrice p x n).

La théorie des déterminants trouve naturellement sa place ici. iNous la sup-
poserons établie.

Nous dirons que M est, par lignes, ï image analytique du multivecteiir [V,,,
Vs? • • • ? Y/?] dans la base (X).

Si deux multivecteurs [\\, . . ., V^], [V,, . . ., V/J sont proportionnels, on a

[V,, .../V^.^V, ...,V;J (^eK),

d'où quel que soit le vecteur S :

[¥„ ...^S]=:<V, ...,V;.S].

Si S=V/, le premier membre s'annule, il en est de même du second, et par
conséquent, V/ s'exprime avec V , , . . ., V^, puisque ceux-ci sont l inéairement
indépendants. Il s'ensuit que

[V,, ..., N,]=\m [V^. . . ,V;J et \m\^x.

Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Deux p-vecteur's sont proportionnels si et seulement si p vecteurs
non liés de Vun correspondent à p vecteurs non liés de l ) autre par une transforma-
tion linéaire régulière.

En langage géométrique les deux mult ivecteurs sont dans le même sous-
espace de E,/.

^ étant une matrice régulière M et Mi^^M sont images analytiques de deux
multivecteurs proportionnels de rapport ^ .
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Mineurs homologues des matrices M et M i = C M . — Soit 8 un mineur quel-
conque de M, d'un degré arbitraire. Il existe un mineur Si de Mi construit
avec les éléments de Mi comme à est construit avec ceux de M. Il est appelé
le mineur de Mi homologue à o. La correspondance 8, Si est manifestement
une relation d'équivalence.

Si S est du degré p (rappelons que M et Mi on tp lignes et n colonnes et que
p^n), on a

Q. ——- ^ 0 .

5. UNE OPÉRATION NON INTRINSÈQUE : LA DÉRIVATION DANS UNE BASE DONNÉE. — DâMS

la hase X=(X-i, . . ., X,,) a étant un monôme de degré p en les X-i, . . ., X/,,
tout élément ̂  de V algèbre (5L(X)peut se mettre d^une manière unique sous la forme

( i3) < î ) = a Q + R , 1

avec la condition que a ne figure dans aucun monôme de R. ffailleurs Q ne décrit
avec aucun des vecteurs X, qui appartiennent à a.

Le polynôme Q est appelé la dérivée de <& par rapport à a dans la hase (X)] et
l'on pose

o-^v-^'

Quand a ne figure dans aucun monôme de $, Q = o, et l'on pose y- = o. C'est

toujours le cas si le degré de a est supérieur à celui de la forme (S). Si a est nul

parce qu'il contient deux X/ de même indice, on écrit encore ,— = o. Si a est

de degré nul et se réduit au scalaire k ̂  o :

ô^ i .__ - - „ (f)
ôy. ~~ k

L'opérateur j- commute avec ceux de l'addition et de la multiplication par

un nombre.

Dérivations successives. — Soient a et p deux monômes de (X) de degrés
respectifs p et q.

Règle :
à [ô^\_ ô_(ô^\ ô^

— \ l ) ^^. \ô^\à7.)~^ ' à^\ô^J~~à[^]

Cette règle est évidente si ap=o (les trois membres étant identiquement
nuls) ou si l'un au moins des monômes a, p est de degré zéro.

Si [a^] 7^ o, on peut toujours écrire

0) == aA + pB + a^C + R,
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de telle sorte que

et qu'enfin

MARCEL VIVIER

à^f—=A+6C,ày. '
à^
^-=B+(-i)/"/aC

ÂW_._,y^/^\ ^ _.^
^{às}-^ I ) àa{à^)-àW^-

<)<S>On voit notamment que ̂  est une fonction antisymétrique des éléments de [a].

Dérivés d'un produit extérieur : LEMME. — U, V, A étant des formes extérieures
des degrés respectifs u, v, i, on a

(i4)

En effet avec

II vient

d'où enfin

^Xl-^v+f ,y-u^àA -^A'^-^ U5A•

U=A^ V-^R;

-(-.)»N^1+1^R,[UV^A[^R

^^-(-^^^^-.(-^^

C. Q. F. D.

THÉORÈME, — o/,,, . . ., a,̂ . Aareiî tous les monômes de degré j en les éléments

du monôme [a] de degré x (a,, == i, àa = a ), U cf V <>'to7̂  rfc,y formes en X, de
\ vOt.O 1 "

degrés u et v, on a, avec a',== -,—;
'"• à^, '

(i5) ^1 uv'^
~ày~~

-V̂
J

7=0

y( ^.-^-.r^ ^1^-Jv

^=1
; L^y/^yJ

Le théorème est vrai pour x == i cF après le lemme.
On l'établit par récurrence en montrant que s'il est vrai quand le degré de a

est x il est encore vrai quand ce degré est x-\-\. En appliquant le lemme
à (i5), A étant de degré i, il vient

Or

ô UV y, , . 1 -^[UV
à\d7r^- 2 (-T)7/- / l• r-7)[<J[ ()V ôV

^A] ̂

^U ()V
7=0, <=1

-.-^(-.^^.f^^L"
^ L^/<c' l^/ /A].

:/•'-£==(-)!•(•/•)^^- -.A-^;^[ay/A] ' ^M
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donc
^XJ -y (_^-y-n,.<_^ ^ 1
^ [aA] Z^ / ^[q^A] F ^aA].-|

L k^AjJJ
+y (_^-;)^<^.L Jv 1.
^ ; ^^[aA] 1

L L ^y/ JJ
Mais le second membre de l'égalité précédente n'est autre que le développement
(i5) pour le monôme de dérivation aA, développement dans lequel on a
distingué les monômes contenus dans aA qui renferment A de ceux qui ne
renferment pas cet élément.

Application. — Si dans ( i5) U se réduit à a, il vient

^J'yV.^,,;.^
ÔOS. ^à ' / j ÔOLjt

7=0, f=.\

ou encore plus simplement
j=x,t=y,

, ,, ^av] V / M Jv

(16) -00-= 1 (-I)y^^5

7=0, <=1

En particulier si v-\-x=n-\-i, [aV]==o et en posant, par exemple,
a = [Xi, . . ., X^i_,], il vient

-v=Ï(->'^,
7=1,<=1

ou en détaillant

V-VY ày V Y X __^__-4-VYY Y ^
'-^^^."^^^^[X.X^^^^^-^tX,^

(;7) (^)

Relation fondamentale entre une forme Vp et ses dérivées (Tordre k. — F^ étant
une forme de degré p et [a,] les monômes unitaires en X;- de degré k,
on a

N

07) ^-S^,' avec ^=n^yr
i

La sommation étant étendue à tous les a, possibles composant une base de
(E,,)^', leur nombre est

^^^^^-TT-!-
La démonstration de la formule (17) est immédiate :
Soit ï = ̂ [X^, . . ., X,^ un monôme de V, il y a C^! combinaisons possibles

des X,^, . . ., X/ pris k à k. Le terme T se trouve donc répété C^ fois dans le
second membre de (17).
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CHAPITRE II,

CERTAINS ASPECTS DE DUALITÉ DANS UNE ALGÈBRE EXTÉRIEURE 0L DE DEGRÉ H.

G. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES COHÉRENTES. LES TRANS-

FORMATIONS LINÉAIRES COHÉRENTES SONT LES SEULES QUI COMMUTENT AVEC LA MULTIPLICATION

EXTÉRIEURE. — Soit

<t>^Ào+I^X,4-.. .-4-1^,...,^[X^ ...,X,-J (}.o, ^,....^eK;7^==2, 3, . . . , n )

le polynôme le plus général de l'algèbre d de degré n rapportée à la base
X== (Xi, . . ., X,,). Il contient a7' composantes que nous considérons comme les

-> f ^\
éléments d'un vecteur ligne L ^ou colonne L ) , Nous appellerons S une substi-
tution linéaire

J/^SL ou ^=S(S>.

Dans le groupe S nous avons déjà reconnu l'existence d'un sous-groupe Si
dont les opérations sont permutables avec la multiplication extérieure S- : c'est
le sous-groupe attaché aux changements de bases. Ses éléments sont les transfor-
mations linéaires cohérentes de l'algèbre 0L.

Je dis que réciproquement toute transformation régulière %eS qui commute
avec ^ appartient à Si. En effet, par ^ ou ^-1 aucun élément non nul de Cl ne
doit correspondre à l'élément nul. Dès lors Ui, . . ., U,, étant une suite libre
de n vecteurs, on doit avoir

%[u - i , . . . , U/J==[^L\, ..., mj^o,
^[U,, .... U,TJ,]==[^U,, ..., ^U^U,]=o.

La somme des degrés ® U i , . . . , %U,, est donc au plus égale à n et comme SU/
ne peut jamais se réduire à un scalaire en vertu de la dernière des deux égalités
précédentes, %U, est un vecteur et par conséquent ^€Si.

c. Q. F. D.

Notations. Régies de calculs. — Soient (Bi, . . ., B^) les vecteurs d'une nou-
velle base B définis par la relation

/B.\ /X, \
( : ( = = ( a ) ( : j [ou plus brièvement par (B) == (a ) (X) ] .
\B,/ \xJ

La matrice carrée (a) est régulière (son déterminant [ a [ n'est pas nul).

Soient dans ( J N monômes (x^ d'ordre p , en (X), composant la base X^'.
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(^ \
1 \ t~ t i

Posons X^== : Uavec N = , n '—-r • On obient à partir de B une
.; / L U ^ ' ^ - P Y ' } i
^N/

/^\
base B^^ : ) dont chaque élément bi se déduit de x-i par la transformationw
Xi-> B;. On pose
(1) B^^a^X^.

La matrice a^' est dite lap101116 puissance extérieure de a. Si 6,=[B^, ..., B/^],
Xj=\Xj^ . . ., Xy ] l'élément (y) de a^ est le déterminant a^ ̂  ..,^;^,...,^ cons-
truit avec les lignes i^ . . ., ip et les colonnes^, . . .,7^ de (a).

Soit T une matrice algébrique de permutation, c'est-à-dire la matrice unité 1̂
d'ordre N dont les colonnes (resp. les lignes) ont été rangées dans un ordre
quelconque et éventuellement multipliées par + i ou — i.

' Si à X^ on substitue TX^ on doit substituer à B^, TB^ et a^ est remplacée
dans Féquation précédente par ïa^T"1, ^p n'est donc déterminée qu'à une
transmutation près par T.

La matrice diagonale d'ordre 271 ( i , a, a^, . . ., a^) traduit une application
linéaire cohérente dans l'algèbre extérieure d.

Dans une base quelconque, B (a pouvant se réduire à 1^) on appelle base com-
plémentaire de B^ et l'on note CB^ la base B^71-^ dont les monômes (b\, ..., by)
sont respectivement complémentaires de (61, . . ., 6^) dans B :

^,_^[B,, . . . , B.]
bi-———àb,———•

On note Ca^' le tableau des composantes des b\ dans les x^ et l'on pose

( 2 ) CB^^Ca-^CX^.

Ca^ est dite matrice adjointe de a^ : II est immédiat que

CCB^ == ( — i)^-/-^ B^,

donc que CCa^^a^. Avec XA7^=[^], BA7^=[6], rappelons que

Ô^]=[^L ô{[^]=[^^]
et que
(3) [^^MM-

Nous aurons, ( )* étant l'indice de transposition des matrices, et L,^ la
\p )

matrice unité de degré ( ) *

(4) BA^(CB^)*==:BA / ^L,^=[ô]I^^.
W v^

Ann. Éc. Norm., (3), LXXIII.— FASC. 3. 28
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Commutativité de certains opérateurs :

Règle 1 : a^ et 03 étant deux matrices a, on a

(aia,)^=:(a0^(a0^ (1 0 ) I

en conséquence de l'associativité des applications linéaires. En particulier

(a-^^ (a^)-1.

Les opérateurs « exposants » et (A/?) et ( l) sont permutables.

Règleî : Ç(X^Y= (a*)^ car par transposition dans ( ^ ) le mineur a ^ , , /„ . . . ,7
devient 0^.,.^..,^.

On voit en résumé que Z^ opérateurs « exposants » (/v?), (*), (-1) «yo^ âf^^r
d deux permutables, ce qui entraîne en particulier, si a est orthogonale, qu'il
en est de même des matrices a^ et de la matrice réduites aux matrices princi-
pales i, a, o^2, . . ., a'".

Remarque. — En introduisant encore le symbole (~) qui change un nombre
complexe en le complexe conjugué on verrait de même que (~~) commute encore
avec chacun des opérateurs précédents et qu'en particulier a^ est unitaire en
même temps que a.

THÉORÈME. — V inverse de la matrice a^ est son adjointe transposée et divisée
par | a .

En effet, transposons (2) et tenons compte de (i) pour former le produit
[B^CB^], il viendra

[ B^ ( CB^ )* ] •==. a^ [ X^ ( CX^ )' ] ( G a^ )*.

Puis, grâce à (4) et à l'équation analogue obtenue en remplaçant B par (X),
on tire de la précédente

[ ^ ) L ^ = [ ^ ] ( a A ^ ) ( C a A ^ ^
\ p )

et enfin d'après (3)

(5) |a|L^=(^)(Ca^/. \
\ i > ) \

G. Q. F. D.

Remarques. — On vérifie facilement que (5) équivaut au système

(G) à^{b}=àïil{x} (t=tl' •••^^=/^ ' " ^ j p } '

(10) Diaprés la loi de composition des transformations linéaires, on a immédiatement.
0(01^)^=0^0^.



SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ALGÈBRE EXTÉRIEURE. 221

Or, de la définition même des matrices a^ il vient — = a; ; . , , et si
()^ /p+i, ••. , /«, //,+r ...,//t

le mineur de a"1 formé avec les rangées t, j est noté a^7 , on a

^ ^ / . / • /..^ ^/i,...,/p;A,...,/•/,
^/

entraîne donc

es permutations ti, . . ., ^, y\, . . ., ̂  étant de la même classe).

(5)

(L

^i^j^t^...,i,= \ a ^'•••'Wi,--//..

Bases normales, orthonormées, supplémentaires, relativement à une base donnée.
- La base B définie par (i ) (avec p = i ) est dite normale dans (X) si a = i.

Comme aA/?|= a ̂ i1'-1 si a ==i , les matrices a^' et (i, a, a^, . . ., a^") ont
des déterminants égaux à i. La base B est dite orthonormée dans X si aa*=I^.
On a vu que dans ce cas, a 7? est elle-même orthogonale, on a en outre CaA/?= a7'.

La matrice a de (i) étant quelconque mais régulière toutes les bases orthonor-
mées dans B forment une classe G j i ; 0 étant une matrice orthogonale, (^=(1^.

Un élément G^ se déduit d'un élément quelconque de Gy à l'aide de l'opérateur
matriciel ai = ÔOCT (0 et T orthogonales) qu'on dira métriquement équivalent à a
si l'algèbre ÛL est construite sur le corps des réels. Nous étudierons ultérieure-
ment les équivalences métriques (cf. Bull. Soc. Math., ig56) en nous plaçant
dans l'espace hermitique mais, en restant pour l'instant dans le domaine réel,
on peut facilement montrer qu'il est possible de trouver dans G,{ une base V\, . . . ,
V,, et dans Gx une base L\, . . ., U/,, telles qu'on ait

> ~>
V;==^LJ; (les ii étant des scalaires positifs).

Chaque classe Grjg est caractérisée par ses vecteurs principaux (les V / ) et ses
valeurs principales (les $;) qui sont les valeurs propres de la matrice aa\

Deux bases : Bi=a iX, K^=o^^X sont dites supplémentaires dans (X) si
aia^=I,,. Ici encore on déduit de la relation précédente : 0^(0^)^=1 . On

v^
notera enfin que deux bases supplémentaires par rapport à (X) sont encore
supplémentaires par rapport à tout élément de Gy.

7. LA CORRÉLATION DAiNS UNE BASE DONNÉE. CORRÉLATION NORMALE. — A CÔté des

formes qui composent une algèbre extérieure CX,,, qu'on pourrait appeler des
formes de première espèce, on est amené dans certaines applications à concevoir
des formes de seconde espèce qui apparaissent comme le produit commutatif
d'une forme de première espèce et d'un /i-vecteur P. Pour éviter les complica-
tions qui résulteraient de cette distinction nous conviendrons :

i° de normer l'espace E,,, c'est-à-dire de choisir arbitrairement dans E^ un
^-vecteur de base Pô ;
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2° dans l'expression d'une forme de seconde espèce produit de <Ï>6âL par le
/z-vecteur P = ^Po de remplacer P par ^ e K.

La forme de seconde espèce ainsi « normalisée » est comme ^ de première
espèce.

On aperçoit à cette occasion le rôle privilégié que joueront les bases normales
relativement à Pô. C'est toujours d'elles qu'il s'agira quand nous écrirons « bases
normales » sans autre spécification.

Voici du reste une application immédiate de ce qui précède.

Définition de la corrélation attachée à une base. — L'espace fondamental E,,
étant norme par (X) (c'est-à-dire par P^ = [Xi, . . ., X,,]) à toute base B = aX
de l'algèbre €i on attache une transformation linéaire définie sur l'hyper-module
0L qui, à tout élément <î>ecX, fait correspondre l'élément noté Cori/Ï> par les
relations (11)

( <ï>==^,[^
(7) ( Cor^==I^i\Œ\[u,],

dans lesquelles u^, ..., u^ représentent les 2" monômes basiques de B et u\, ...,
/4 leurs complémentaires Cu^ dans B. Les A; sont les composantes de $ [Coi\<t>
est une forme de seconde espèce normalisée par (X)].

On notera que la transformation $-^Cor^<& est parfaitement définie par
l'application linéaire Ui-> [ a u[.

Les transformations corrélatives ne sont pas des transformations linéaires
cohérentes et n'ont pas un caractère intrinsèque dans leur ensemble car Cor^<Ï>
est généralement différent de Cor,^^>, cependant nous allons montrer en suppo-
sant <t> homogène et de degré p que, tout comme les A;, Cor,/Ï> ne dépend pas
du signe du volume [B,, . . ., B,J des vecteurs de la base B (c'est-à-dire de
l'orientation de B) :

II vient de (71), [^^ ]=A/[^^. ], A/reste invariant quand on change le signe
de u[. Or un tel changement de signe provient de ce que a [ est remplacé par
— | a [ . Dans (72) l'invariance de A, et des produits a , u\ entraîne celle de Corp<Ï>.

c. Q. F. D.
(La proposition précédente est d'ailleurs une conséquence du théorème

énoncé ci-dessous.)

La corrélation attachée à une base normale est dite normale.

Notations matricielles (cf. § 1). — Dans (7) les composantes A, sont les
->- / 72 \éléments d'une matrice A à une ligne et ( ) colonnes. Nous considérons les

( i i ) Si | a | == i il est d'usage d'écrire *<î> aa lieu de Cora^. Nous utiliserons cependant la notation
Cors $ pour prévenir toute confusion.
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monômes Ui comme les éléments d'une matrice B^ à ( } lignes et une colonne.\/v u

De même CB^ représente la colone des ù^ Avec ces conventions les relations (7)
s'écrivent

(8)
^^(B^),

Cor^=z\Œ\^(CB^).

LEMME. — La corrélation dans B est permutable avec toute transformation linéaire
qui, û B fait correspondre une base orthonormée dans B.

® étant l'application linéaire B -> rB (TT*= I,,) il vient de (8)

^^=îr^B^\

%(CoriîO)=: |a ÎC^B^):^ a ^(CT^^CB^)^ alîr^CB^,

Con, ( ̂  d) ) = j a t -^ CB^ == % ( COI-B ̂  ) .
C. Q. F. D.

THÉORÈME i. — Les corrélatifs (Sune forme $ par rapport aux hases B et B,
se correspondent par une application linéaire cohérente,

Pour démontrer ce théorème il suffit de l'établir en identifiant Bi (par exem-
ple) à la base normale (X). Posons donc, comme en (8),

(9)

De ̂ p=^)^ et de (8^), on tire

^r^X^1,

Corx^^jÏCX^.

Àa^=:^.

D'où par substitution dans (82) :

Corn 0> = u | a ( a'̂  )- ' G o^ CX^,

mais d'après (5)

; ^ \ ( ^ ) - } = C ( ^ ) ^ donc Corn^^^Ca^Ca^CX^,

' ( i o ) Corn (Iï = p. G •S ( a* a ) -^ X^ |,

En comparant (10) à (9.,) on voit que Cor^ correspond à Cor^t) dans l'appli-
cation linéaire ^ qui transforme (X) en la base

(n) Y=(a*a)X.

Il résulte de (i i ) que Corp/t» = Corx$ si et seulement si a*a = I,,. La corréla-
tion est donc une opération intrinsèque relativement aux bases d^une classe G. Il
s'ensuit aussitôt que l'application X-> Y pour a donnée reste invariante si l'on
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remplace B par une base quelconque de Gc et (X) par une base quelconque
de Gx.

On vérifie directement ce fait sur (n) car une base quelconque de Gp : 6B
rapportée à une base quelconque de Gx(^X) (6 et T orthogonales) s'écrit
ÔB^ÔaT^ïX. En substituant dans(io) r X à X ; ôar"1, à a on trouve que l'appli-
cation linéaire Cor^-> Coron transforme rX en rY. C'est donc encore l'appli-
cation ^.

COROLLAIRE DU THÉORÈME 1. — La corrélative dune forme simple est simple.

En effet soient Pi, . . . , P/., r vecteurs, facteurs d'une forme simple <& de degré r.
On sait qu'on peut construire dans ( ) une base utilisant Pi, . . . , P,. et (n—r)-
vecteurs Qi, . . ., Qn-r' Dans une telle base d3<,, on a Cor<î>=X[Qi , . . . , Q,,_,.];
Cor^ $ étant un multivecteur dans Bo, Cor^ est encore un multivecteur quel
que soit B.

Remarque. — Puisque la corrélation dans une base normale donnée est invo-
lutive relativement aux formes définies au facteur ± près, il s'ensuit que dans
l'algèbre de degré n toutes les formes de degré Çn— i) sont simples.

' THÉORÈME 2. — Si\Bi = ai X et Ba sont des bases supplémentaires relativement à
->

Gx et si une forme $ est définie par ses composantes A dans W^ la forme Cor^
^

(^corrélation normale) a des composantes A a^ [ dans CB '̂.

Posons
( 1 2 ) O)==ÎB^

et
(13) Coix^^/ la i lCB^;

d'une part
(i4i) B^a^X^

de l'autre
(14.) CBÎ^C^-^X)^^ ail-^^CX^ [ d e ( 5 ) J

En portant ces valeurs de B^; CB^ dans (12) et (i3) il vient

a»=:îayx^,
Corx^^î'a^ CX^, d'où, d'après 9, 1=^.

C. Q. F. D.

Remarque. — Si les bases Bi et B^ sont normales, les composantes complé-
mentaires de <D et Cor^t» exprimées respectivement dans Bi ot l^j sont égales.



SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ALGÈBRE EXTÉRIEURE. 225

8. STRUCTURE MÉTRIQUE D^UNE ALGÈBRE EXTÉRIEURE. — On dit que l'algèbre 0i reçoit
une structure métrique quand on convient de restreindre les corrélations à la seule
classe de bases Gx.

L'opération de corrélation devient alors une opération intrinsèque, [a?] dési-
gnant comme ci-dessus le produit extérieur [Xi, . . ., X/J des vecteurs fonda-
mentaux de la base X, soient deux formes Fi et Fa de même degré p dont les
composantes dans X sont notées Xi, . . ., A^ pour Fi ; p-i, . . ., ;̂  pour Fa.

On appelle produit scalaire (F i .Fa ) ' l a quantité numérique définie par la
relation
( i5) (F,.F.)[^]=[F,CorxF2]==[F,CorxF,]=:I^^.[^], '

il vient
(16) (F,.F,):==:U-^

(Fi .Fa) = F,2 est la norme euclidienne de Fi, sa valeur est 2\2. Quand elle est
nulle, on dit que Fi considérée comme élément de l'espace vectoriel ( ) est
isotrope.

Si Xi, ..., AN sont les composantes de Fi dans une base quelconque et ^.i, ...,
p.̂  celle de Fa dans la base supplémentaire, on a encore (12)

^ ^=0^ ....^),
(17) (F,.F,)=i?,^=À.^ avec • ^=(^ . . . , ^),

^ f-^Yl^=W-

Le module ( ) constituant l'espace fondamental E,,, p éléments non liés de

f | déterminent un sous-espace N de E,,.
\ 1 /

Deux sous-espaces N et Ni de E,, sont dits orthogonaux si quel que soit le
vecteur U de N et le vecteur V de Ni on a toujours (U.V)=o. N et Ni sont
orthogonaux associés dans E^ si tout vecteur perpendiculaire (ou orthogonal)
à N est dans Ni et réciproquement.

(1 2) Si Pon pose Fi = XB^, on a d'après le théorème 2

CorxF,=î | a i |CB^

Par ailleurs, ?2= |ÏB^. Il vient donc

Mais

d^où

[F2CorF,]=(^.t)|a,|[B^].

[B^1=|a[-iM,

(F,.F,)=(^.t)=(U)-
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Ui, . . ., V>p étant éléments d'une base quelconque dans N, Ui, ..., U^; Bi, . . . ,
By ceux d'une base (Jï de E^, considérons la base c%/== (Di, ..., Dy,; Vi, ..., V^)
supplémentaire de d3, on trouve en appliquant les définitions précédentes
que (Ui, ..., Vp), (Vi, ..., Vq) sont deux sous-espaces orthogonaux associés.
Par ailleurs d'après le théorème 2 du paragraphe 7 [Vi, ..., V/y] est le corrélatif
de [Ui, . . ., Vp]. On peut donc conclure en énonçant :

THÉORÈME. — La corrélation restreinte au groupe Gx détermine une polarité
symétrique par laquelle tout sous-espace NçE,, correspond au sous-espace N7

orthogonal associé.

Formule de Lagrange généralisée. — Soient Up^, îp-^n deux tableaux à p
lignes et ^colonnes; S^eU, S^eZ deux mineurs homologues de degré x
(cf. paragraphe 4).

Supposons que U et Z soient de rangp (n^p)' Dans l'espace numérique com-
( "̂  "̂  ïplexe E,^ rapporté à la base canonique (X), (Xi==(io, ..., o ),..., X^==(o, ...,oi ) ,

-> ->
les vecteurs lignes Ui, . . ., Up de Vp ont pour produit extérieur un multivec-

->- ->
teur F. De même les vecteurs lignes Zi, . . . , Zp de Z ont pour produit extérieur
un multivecteur G et dans (X) le produit scalaire (F. G) est égal à la somme
2o^S^ étendue à tous les mineurs de degré p de U (et de Z).

THÉORÈME. — La quantité 2 G? S\ est égale au terminant de la matrice (UZ^).

Démonstration. — Nous déterminerons les composantes de F dans une cer-
taine base (33, celles de G dans la base supplémentaire d3i et nous calculerons
de nouveau (F. G) en appliquant la relation (17).

Posons
d3==(U,, . . . , U/,; G,, . . . . C./), ^=(Di, . . . , D^V^ . . . , ¥ , ) ,

F se réduit dans û3 au monôme de base [Uj , . . ., Uy,] et ne possède qu'une
composante non nulle. C'est le facteur i qui affecte ce monôme. Il s'ensuit
d'après (17) que (F.G)==<p; o étant la composante de G qui affecte [Dj, ..., D//J
dans tô.

r ^ / > y}
Pour calculer ® posons [avec Z/=\Z^ J p ::: '"\

/À ^ \ / ^ A ^ ^ \ | ^ , 1
Z*=(Z,, ..., Z^=(D,, . . . ,D^V^ ...,Vj ^P ' • • t p p \\p ' - • «-/^

t,,, . . . Ï

II vient
t}\ ... tp]

t\p ' • ' tpp
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On a par ailleurs

/îi\^ ^ ^ ^ x A - • • • ^\
(UZ*)= : KD,, ...,D^V,, ...,Vj ... . . . ...

^/ V,. ... ^

=(I, 0) . . . . . . . . . = l . . . . . . . .

Vi. ... w vi/. . . . ^/
et

UZ*]=^
d'où
(18) . F .G=: |UZ*[ /

Remaî^que. — De (18) on tire en particulier
F^IUL^I^FCorxF],

on en déduit aussitôt le théorème :

Pour quun sous-espace N de degré p soit dans E^ complémentaire de l'espace
associé perpendiculaire il faut et il suffit qu''un multivecteur ayant N pour support
soit élément non isotrope de V espace vectoriel E .̂

Relation aux modules des mineurs d'un tableau. — À étant un scalaire, sup-
posons que U s'écrive : U = (^îp, ̂ p^/)' La matrice absolument quelconque ̂ p^
est composée d'éléments notés ç/y et s représente le plus petit des deux nombres
p et q (si p = q, s =p = q) ; \p étant la matrice unité d'ordre p .

En utilisant la même base (X) que ci-dessus et en posant X^y =Y/ (y= i , . . . , q),
on aura

TT r 7==y ^T = 11 Lx,+s.,,Yj.,=-,, ...,/,|_ ^ j
Un terme partiel du produit précédent s'écrira, au signe près

À-[X^ ...,XJ|^.^ ...,c^_J[Y^ ...,Y^J,

de sorte qu'il existe entre toute composante o de F dans la base (X) (à l'exclusion
de la composante X7') et tout mineur m^ de degré y de <& (r= i, . . ., s) une
correspondance biunivoque déterminée par la relation S == û^my Çx-\-y=p,
s=±i).

Posons encore Z == (ïp, ̂ p^q) (^ est la matrice conjuguée de<t> sur le corps des
complexes). La composante à7 de Z homologue à S s'écrit S' ==£772^.

Ainsi le produit scalaire (F. G) a pour expression

(F.G) = ̂  -4-V ̂ mymy.
x, m

Ann. Éc. Norm., (3), LXXIIL — FASC. 3. 2Q
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Si Fon désigne par S .̂ la somme des carrés des modules de tous les mineurs de
degré x de y, on a donc

s

(F.G)=^+]^À^S,.
^ '

Or, d'après la formule (18), on a aussi

(F.G)= (U^)(^\\=\U^^
\ '- /

II vient donc

(i9) ' | AI/,-)-<&$* |=;V+V À/'-2'S.,.
1 -̂ "

Telle est la relation que nous nommons « relation aux modules des mineurs d'un
tableau ».

Remarque. — Avec X = i on aperçoit immédiatement que (19) entraîne

\p + ̂  ̂  \ == ! i^ + ̂ ^ \ == i + y s,.
i 1

_A
Application. — Désignons par % une valeur propre de la matrice yo* et par V

un vecteur propre associé à ^. Supposons de plus q^p pour fixer les idées.
Il viendra

_ ^- A • -> /^"V -> ^
^^V==%V, d'où V^V^y=%V.V ,

ce qui prouve que % ne peut être que positif ou nul. En conséquence l'équation
caractéristique
(20) jp— ;̂ -i Si +.. .+(— Ï)PSP=O

[déduite de (19) en remplaçant A par — -y et en annulant le premier membre],
n'a que des racines positives ou nulles.

9. LA MULTIPLICATION RÉGRESSIVE :

THÉORÈME. — Étant donné dans l'espace norme En k formes F^, ..., F/,, il existe
une forme F définie par la relation

(21) CorF=[CorF,, , . . , CorF^]

indépendante de la base à laquelle est rattachée la corrélation.

Démonstration. — Soient (X) et (Y) deux bases quelconques. Posons

( 2 2 ) CorxFx= [CoixF,, . . ., CoixF^-],
(^) CoryFY== [Coi-YFi, . . . , CoryF^
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soit 9 la transformation cohérente dans CL telle que, quel que soit l'élément $
de l'algèbre (X, on ait
(24) CoryO^ÔCorxC».

De (24) on tire notamment
CoryFy^ 6 CorxFy; CoryF^ 9 GorxF,.

Par substitution de ces seconds membres dans (28), il vient (la multiplication
extérieure étant permutable avec 9)

6CorxFY=[6CorxF^ . . . , 9 CorxF^j === 6 [Coix F,, . . . , CoixFV).

D'où en tenant compte de (22) :
6 CorxFY= 6 CorxFx, c'est-à-dire FY== Fx.

C. Q. F. D.

Notons que sip/ désigne le degré de F,, r celui de F, on a

(20) r==.(^)-n(k-ï).

DÉFINITION. — La forme F définie à l'aide de Fi, . . ., ¥ / , p a r (18) est appelée le
produit régressif de Fi, . . ., F/, et notée :
(26) F=F, |F, . . . F,.

On interprète (21) en énonçant :

La multiplication régressive est transmuée de la multiplication extérieure par
une corrélation. Elle est évidemment permutable avec l'addition et la multipli-
cation par un nombre.

Remarque. — En faisant k = 2 dans (18), Fi=A, F2=B, il vient de (26)

(27 ) C o r ( A | B ) = | C o r A C o r B | . |

Si la corrélation est normale on a pour H€ ( n ) ?

Cor Cor H =: (— i)^-^H.

Donc dans ce cas, en posant A^ CorA, B^ CorB, on tire de (27) :

(28) Corl^B^CorA^CorB'.

Détermination du produit régressif de deux formes dans une base donnée. La
dérivée d^une forme par rapport à un monôme est un produit régressif.

LEMME. — a, u, ? étant trois monômes unitaires ([a^p]^o), on a dans E,^
support du n-vecteur [a u P] :
(29) au\u^ = u[au^].
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Dans (29) le facteur [o^u^] est identifié à la composante du ^-vecteur dans une
base de E^ qu'on laisse indéterminée (cf. début du paragraphe 7).

Démonstration. — Les facteurs de degré i de a, u, ? fournissent une base
dans laquelle la corrélation sera notée Cor^. r, s, t sont les degrés respectifs
de a, u, p et l'on pose [a^]==[^J. Il vient

Cora[(xu] =z (3 [a],

Cor^p] == (— ïy^a[a],

d'où

Mais par ailleurs,

donc

c'est-à-dire d'après (2^)

Cor^au] Cor^p] == (— i^^pa^]2..

(— i)^+^)pa[a] == Cor^/,

Cor^ fa u ] COIY/ \u p] == Coiy/ ( M [a | ),

')
a M ] ?/13 •=== u [a ?/ j3].

C. Q. F. D.

Remarque. — Le produit régressif de deux formes est indépendant de la base
choisie dans l'espace fondamental mais non pas -de cet espace fondamental
lui-même.

Si ces deux formes sont simples et figurées comme ci-dessus par les
notations OLU, u^, (29) exprime que dans l'espace du multivecteur [a//p], le
produit OLU u^ est proportionnel au p. g. c. d. de ses facteurs ou qu'il recouvre
leur intersection. Dans tout espace contenant [a^[î] tel que celui du multi-
vecteur [a^Py] (degré de Y^>o) , on aperçoit immédiatement que a^ u^=o.
Pour conclure nous énoncerons :

Le produit régressif dans E^ de deux multivecteurs est différent de zéro si et
seulement si son degré [donné par (22)] est égal à celui de leur intersection.

Calcul du produit régressif^ dans l'espace E,, rapporté à une base (a), des
formes F et G de degrés p et q. — Pour qu'on n'ait pas identiquement F G = o,
nous supposeronsp+y^^ et même d'une façon plus restrictive : p-\-q=n-\-r
avec r^> o; p et q <^ n. Dans ces conditions, si nous désignons par a/, uj, p/, les
monômes unitaires de degrés p — r, r, q — r; par Xy^ et [L,, .^ les composantes
de F et G il viendra en application du lemme

(so) F lG=s y,^^.',^-/]^—^j ̂ j^-i
a ; ii :

a^. = Uj^i, étant complémentaire de a/ dans E,(.
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Examen de deux cas particuliers. — i° (29) garde un sens quand u est de
degré zéro : avec u=ï, il vient a|[?=[a[î]. Nous postulerons donc sans
crainte de contradiction que le produit régressif F [ G se confond avec la
mesure du produit extérieur [F. G] quand p + q == n.

2° (29) garde encore un sens quand a = = i , ce qui nous permet de définir
d'une façon abstraite le produit (commutable) d'une forme F par un ^-vecteur G
de E^. ai étant un monôme unitaire de degré p dans la base [a] et a\ le complé-
mentaire de ai, on a
(3i) • F[a]=^[Fa;][a,].

a'-

THÉORÈME. — La dérivée d\me forme F par rapport au monôme a dans une base
donnée s'exprime intrinsèquement à Vaide du monôme y.' complémentaire de a et
du produit [a] = [a a/]. On a

(32)

car : i° de(3o)

M^=F|^

Fla^^a^/Ha];

20 Y ^ay [^y] es^ ̂  dérivée .-•
u,

COROLLAIRE. — F€ ô^n étant une forme de degré p^ développée dans les bases (X)
et (tô) dont les monômes « unités » du degré p^p^ sont notés ^, b, (leurs
complémentaires, x^ b'^ ; les monômes unités du degré n, [x\ et [6]), on a

(33)

En effet d'après (82)

et l'on peut écrire

II vient donc

^F -_V à¥ àxj

'obi ~~2^~àxj 'Ob','

<)¥ __ i
àbi~[h\ FI^ .

^F
~àbi

'•;=s
7

hs"

àb\ ,
à^^7"

_^^
^'[b] ôx'/

i Ob',D'après (6) on peut remplacer dans cette dernière expression : — —
\ àx . J

par j—. —• On obtient alors[œ] obi
à¥ v^ _ . / i àx, , . ,. CT .̂ 0^ OX,

-a-dlre ^^l^;.^-—- = 7 r \x, —, —— ? c est-a-iobi AJ 7 f^l àbi
à¥ à¥ àx,

C. Q. F. D.
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Conclusions. — i° La matrice — étant régulière, il s'ensuit que : Dans
V espace vectoriel E^"^ le rang de la suite des dérivées de F est un invariant
indépendant de la hase de dérivation.

2° II résulte encore de (33) que si a représente maintenant, comme au para-
graphe 12 (2°) la matrice du changement de base X-^tô=(a)X, a^ ayant
même sens qu'à la page 219 et y étant définie par la relation

/ ^ \ / ^ \
/ àb, \ / àx, \ _______

(34) ( '' 1 = ' ( : 1 on a y^Co^)'"-1.
\ à¥. / \ ô¥. / ————-—--I
v^ / ^J^7

En particulier pour p = ï , y peut être choisie arbitrairement sous la seule
condition d'être régulière.

Pour p=-pi (34) exprime comment se transforment les composantes de F.

3° D'après (33) la forme ̂ ^y -̂. reste invariante lors d'un changement

de base :
V1 i. or V^ / ox' i or V^ ^r()¥ ^ , àx, W y^ àF—— ^ t-, ' — ^ ^ _

Jb l^àb^^^^^L^^'^^-^i^^',==^
i i.i j

Ce fait est d'ailleurs une conséquence immédiate de la relation ir du para-
graphe.

10. ESPACE PROPRE ET RANG D'UNE FORME EXTÉRIEURE. — a. Degré minimum d^une
forme 0 dans un sous-espace de E,, où <t> est définie. — Étant donné une forme
simple (D = [Xi, ..., X/.] dont les éléments sont une partie de la base complète (X)
de E^ dans laquelle ^ est exprimée, nous dirons que <î> est de DEGRÉ MINIMUM k
DANS co si chaque terme de <& contient au moins k des X^eci» et s'il existe au
moins un terme de <î> qui renferme strictement k éléments X/€co. Pour qu'il en
soit ainsi il faut et il suffit, a,v étant un monôme en X/e co du degré x qu'on ait

(35) [^ar-k+ï]=o pour tout cir-k^v et [<Ï>^/.]^:o pour au moins un ctr-k'

II s'ensuit que le degré minimum k dans co est invariant pour tout changement de
base qui conserve les éléments X/ € œ.

Si <î> (de degré k au moins dans eu) est un multivecteur, les sous-espaces <t>
et (D ont une intersection de degré k, car \i, . . ., V/, étant lesp-vecteurs dont<t>
est le produit, les égalités (35) expriment que la suite Vi, . . ., V^; X^, . . ., X,.
est de rang p + r — k . Les degrés de ^> et co étant p et r, leur p. g. c. d. est
de degré p+r—(p+ r—k)=k. c. Q. F. D.

6. Espace propre et rang d'une forme extérieure. — II peut arriver que le
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degré minimum de $ dans co soit égal au degré p de $. On dit alors que <& est
définie sur ou dans co. Si ^ est définie dans deux multivecteurs, elle est définie
dans leur intersection. On appelle ESPACE PROPRE de <& le plus petit sous-espace
ê^E^ sur lequel elle est définie. D'après a. la notion d'espace propre est bien
intrinsèque. Le rang de <Ï> est le degré de son espace propre. Il est égal au degré
de <Ï> si et seulement si <t> est simple. Le rang d'une forme irréductible à un
multivecteur est donc plus grand que son degré.

Étant donné un ensemble de formes, on appelle espace propre de l'ensemble
le plus petit sous-espace qui contient à la fois les espaces propres de tous ses
éléments.

LEMME A. — Deux systèmes de N formes F;, <Ï>, (?'== i, . . ., N) qui se corres-
pondent dans une substitution linéaire régulière ont le même espace propre.

On a, par hypothèse

(36,) <^=^^/A (^<=K),

(36,) F,==]g^<Ï>, (j^-eK).
i

Supposons les F; donnés dans leur espace propre ê (d'ordre r). D'après (36i)
on voit que les <î>, sont définis dans ê et que le rang de leur ensemble est au
plus égal à r. Inversement d'après (Ses) l'espace êi des <î>, contient ê.

En conclusion ê et &^ sont confondus, c. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Quelle que soit la base de référence^ toutes les dérivées premières
d^ une forme F ont dans leur ensemble un même espace propre. [C'est une consé-
quence directe du lemme précédent et de (33)].

THÉORÈME 1. — L'espace propre êi, de l^ ensemble des dérivées premières d^une
forme F est confondu avec l'espace propre, &, de F.

D'après (35) si une base (co) de l'espace propre d'un ensemble S de formes
est une partie de la base complète de E,,, S ne s'écrit avec aucun vecteur basique
étranger à (co). Comme êiCê formons une base de <@ à l'aide des vecteurs
Ai, . . ., A,, composant une base de <@i et des vecteurs Bi, . . ., B./, de ê. Nous
pourrons écrire (p ^> i étant le degré de F) [cf. § 5, relation (17)]

.w /"'-S :̂̂ -
on a, par hypothèse

^F _ ^F _
( ) ^[A,By]~^[B,B/J-°'
Mais

, à¥ y, , ^F Y,,, ^F
(^ ^-^m^^àr^^^à^' à B t ^ ^ ^[B,A,J 1^ ^[B.By]
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D'après (38) et (3g) ̂  =o. Quel que soit ^==1, . . ., k d'où il résulte
d'après (37), que l'espace propre de F est inclus dans &,. On en conclut :
<^=<^r C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — L'espace propre de Fe ( ll ) se confond avec le plus petit sous-
espace de E,, qui contient toutes les dérivées partielles dont le monôme de dérivation
est de degré Çp — i).

C'est une conséquence immédiate du théorème précédent par lequel on établit
sans peine que l'ensemble des dérivées d'ordre k a encore ê pour espace propre.

Opérateurs de dérivations et annulateurs de formes. — L'expression « annu-
lateur » de polynôme désigne un polynôme ayant un produit extérieur nul avec
un autre polynôme.

Dans une base X = (Xi, . . ., X,,) de E,, un opérateur de dérivation du degré k
est défini par la relation D/,=2;Â^; À,eK et les œ, sont tous les monômes
basiques de degré k en (X,). La forme Gi,='L\[xi\ sera nommée la k-forme

associée à D/,. L'ensemble û)/, des D/, est évidemment un espace vectoriel à ( n}
. . . . — \ P )
dimensions isomorphe à 1 espace CD/, des Z:-fbrmes associées. On dit que D/,
annule F si D/,F=o (F ç ÛL,, est une forme de degré p^k).

Pour F donnée, l'ensemble des formes D/,F est un espace vectoriel o3/,(F)
dont la dimension a un sens intrinsèque (d'après le lemme A). Elle est égale au
nombre maximum de dérivées k^8 de F qui sont linéairement indépendantes.

THÉORÈME 2. — Soient dans la base (X) un opérateur de dérivation})/, et la forme
associée G/^ les relations

D^F = o et [CorxF. G/,] = o sont équivalentes.

En effet, l'espace E,, étant norme par (X) pour simplifier l'exposé, on a, de (32)
D^F=:F|CoixGz:.

Si D/,F=o, F|Corx&/,= o, d'où comme [par (28)]
Coix[F [ ÇorxG^] = (- iy(^) [CorxF. G,], [CoixF.G,] = o

et réciproquement, c. 0. y . D.
Le théorème que nous venons d'établir peut s'appliquer à la recherche de

l'espace propre d'une forme F. Il nécessite alors le lemme préliminaire suivant :

LEMME B. — Ai, . . ., A, étant r vecteurs linéairement indépendants et F une
forme quelconque le système de relations [FA,] = o est équivalent à V égalité

- ^[A^^A.1 à¥
o [AI , ..., A^-J
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En effet de Ai F == o, on tire par dérivation, F — Ai .y- = o, ce qui établit le
lemme pour r = i.

Il s'étend par induction à /• quelconque car si FAi =... = FA/.= o entraînent
F=[Ai, . . . , A^],,-.————.—p en posant encore FA^i=o, on a immédia-

0 [Ai, . . . , ArJ

tement, sachant que [Ai, . . ., A^+i] 7^ o :

A àF _
Awà[A^~7^~]'~o'

d'où comme ci-dessus

àF _ , à¥ p — r A à¥

^FA À1—''"^^TÀ————À——'I et — L 1< ' ' * 5 ^-iT^n——'•——A——î*(/[Ai, . . . , A^J ^[AI, . . . . A^_iJ </[Ai, .... A^_i_iJ

D'ailleurs cette dernière égalité entraîne
FAî==o (pour i= i, . . ., r + i).

C. Q. F. D.

THÉORÈME 3. — Dans la base (X) si h opérateurs de dérivation du premier
degré D^, . . ., Df associés aux vecteurs Ai, . . ., A/, de produit extérieur P non
nul annulent séparément la p-forme F, l } espace propre def est contenu dans CorxP.

En effet, d'après le théorème précédent, D^F = o entraîne [Coi\F.Aj = o et
d'après le lemme, Cor^F admettant les annulateurs monômes Ai, . . . . A/,, on
peut écrire

CorxF=€»[[Ai, ...,A,]] avec ^ç( ^ y\

d'où, la base X étant supposée normale

(- i)^-^ F == Corx<I> | Coix[A^ . . ., A/J.

Mais [Ai, . . . . A/j étant un multivecteur, Coi\[Ai, . . ., A//] est également un
multivecteur, de degré r=n—h, décomposable en un produit de vecteurs,
tel que [B^, . . ., B^].

Soient Ci, . . ., C/,, h vecteurs formant avec Bi, . . ., B/. une base normale ûï
de E,î, la relation précédente s'écrit

F=^|CorB[Ci, . . . . G/,],

d'où d'après (82)
__^__
à[C,, ...,0]'

ce qui exprime que la forme F, dans la base d3, s'écrit uniquement avec
BI, . . . , B/.. c. Q. F. D.

CONCLUSION. — Le rang- de la p-forme F est égal au nombre maximum de ses
dérivées premières linéairement indépendantes.

Ann. £c. Norm.^ (3), LXXIII. — FASC. 3. 3o
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En effet soit r le rang de F et s la dimension de l'espace vectoriel û?i(F) :
i° D'après le théorème qu'on vient de démontrer ^-^r;
2° Soient Bi, . . ., B,., r éléments non liés de degré i de l'espace propre de F

constituant avec Ci, . . ., C/, une base complète de E^. Dans une telle base on a
évidemment

à¥ àV
--- = = . . . = = —— ==o d ou s ̂  r.(/Ci àCk —

En comparant i° et 2°, on trouve s= r. c. Q. F. D.

Remarque, — Considérons une jo-forme F et deux termes quelconques à
composantes non nulles, si leur p. g. c. d. est au plus de degré p — 2 , les
dérivées partielles du premier ordre ont toutes des structures distinctes. On en
déduit le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si les termes à composantes non nulles de F ont deux à deux un
p . g. c. d. de degré ^-p — 2, le rang de F est strictement égal au nombre des
variables avec lesquelles elle est écrite.

c. Relations entre un,<( p-vecteur » de E/, et ses dérivées dans une base (d3) quel-
conque de E^. — D'après la formule (82) (p. 281), toute dérivée de F étant le
produit régressif de deux formes simples est aussi un « A-vecteur ». Son espace
propre est inclus dans celui de F. Donc toute dérivée de F divise F. En parti-
culier et en vertu du dernier corollaire, p dérivées d'ordre Çp — i), linéairement
indépendantes, ont un produit proportionnel à F.

Avec précision, soit a ==[Ai, ..., Ap] un monôme unitaire en (<33) (de degré/?).
Soit (3 = [Ri, . . . , BJ (p + q = n} le complémentaire de a dans (tô). Désignons
encore par o .̂ le monôme unitaire dont le complémentaire dans [a] est Ai
et posons

^-^ ?.=^=^A,+^By O^eK).

Si X ̂  o les (pi sont linéairement indépendants et

(4o) [Cpi, ..., ̂ mÀ^F.

En dérivant (4o) successivement par rapport à Ai, . . ., A/, il vient
à¥[^,..,cp^^-^———^.

On aurait de même
[9,, ..., c,,] = (- 1)^-^-1 àF

0\_J\k-}-ii • - A/,1
d'où

(4,) à¥ ^F -F ÔF
^[A., ..., A^j ()[At+,, ..., Ap] — ()[A,, ..., Ap]
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Cette formule est générale : elle est encore vérifiée quand
àV

—-———————-—- zz: / == o.^ [ A n . . . , A ^ ]

T^ {f 4. • ^ 1-1 ^F 6^Pbn etîet : si A = o ; r , -_————.—. ? -,,-.——————, sont au moins de de^ré i
t/[A-j, • • • •; A^-J 6/|_A/-_^, . . . , J\p \ u

dans le multivecteur p. Leur degré minimum dans p est d'ailleurs le même et
ces trois formes possèdent le même A-vecteur commun en (B^, . . ., BA II en
résulte que le premier membre de (4i) s'annule en même temps que le second.

Remarque. — En écrivant que les deux membres de (4i) ont même compo-
sante relativement à un monôme unitaire quelconque de (X) on exprime à
quelles conditions scalaires doivent satisfaire les composantes d'une forme F
pour être simple. Dans la note annexée à ce Mémoire, nous apprendrons à
former un système strict de telles conditions. Ceux qui découlent des équa-
tions (4i) sont en général surabondants, nous en détaillerons cependant
un à titre d'exemple.

Faisons dans (4i) k=ï. Désignons par a un monôme basique quelconque,
de degré p et par À, un vecteur quelconque de <%, Comme pour a, nous écrirons

^[XA,] (A,ex).
Il viendra
^ ^ à¥ W _ _ ^F à¥
( 4 / ^^[A^.J^ÏJJ-^1^ à^\ô\^}

A chaque couple de monômes unitaires (a, a) correspond une équation (4a).

11. LES SOMMES DIRECTES DE MULTIVECTEURS. — Soient [coj, . . . , [co,,] n (( D-VCC-

teurs )> disjoints deux à deux ([^-coy] 7^ o) et le polynôme
Af

(43) F=^M,.
1

L'espace propre de F est [coi, .... co,j et son rang est np. Si 7^>2, F est
appelée une somme directe de multivecteurs. Toute base composée de p vecteurs
dans chaque co^ est dite canonique pour F.

THÉORÈME. — Sip^> 2 la décomposition (43) est unique dans l'espace [o^, ..., co,j.
En d) autres termes il est impossible que F soit somme de n « p-vecteurs » disjoints
autres que 0)1, . . ., co^.

X;, . . ., Xf étant une base (X,) de (D, et X == ^(X/) la base complète corres-
pondante dans û=[(0i, . . ., (D,J, nous observons que dans (X) toutes les

dérivées -^j sont élémentaires. Si F peut se décomposer comme en (43) dans
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unebaseY=(Yi , . . ., Y,,) (^o=N) il faut encore que ^- soit simple (quel
que soit k\

Or
(^ à¥ __y^[Xi:,...,X^X{ , y^[X,,...,Xg]^
V44; ^Y,-2j ^X{ ^Y,"1""-4 '^———^———^'

Chaque £ au second membre de (44) est de degré j o — i dans un espace
d'ordre p. Chaque 2 est donc une forme simple et sauf quand jo=2, _- est,
comme F, somme de n multivecteurs disjoints. Son rang ne peut s'abaisser à » — i
que si ,— = o pour toutes les valeurs de i sauf une (13). Les seuls changements
de base permis sont les transformations (X/) -> (X{y dans chaque co,.

G. Q. F. D.

Soient X^, . . ., Xf les éléments d'une base duale dans œ, ( X/ = —^ )• Si F est

définie dans une base quelconque (Y) de son espace propre, le tableau des
^p

composantes des dérivées ^r (toutes linéairement indépendantes) dans la
base (X,7) est une matrice régulière [3, de sorte qu'inversement il est possible
d'exprimer les X^7 à l'aide des ^ -

Posons
(45) ' < Ï )=^ r^ .

d^-k

La forme ^ est élémentaire, pour une suite convenable des œ/,, si, et seulement
si elle peut s'identifier à un (p—i)-vecteur contenu dans l'un des jo-vec-
teurs co, (13). Soient donc, satisfaisant (45) pour deux suites distinctes (.r/),
deux formes simples <t>i, $2 non proportionnelles. Si [^i^] == o, ^i et (&2
sont diviseurs du même co, et leurs facteurs primaires fournissent les éléments
d'une base de CD;. Ils permettent de calculer un ^-vecteur U, proportionnel à co,.
Posant ?o/==^û/, on pourra déterminera en exprimant, par exemple, que F—z i î i
est de rang (p — i)n quand z = Ç,. En raisonnant sur F — co/ comme on vient de
le faire sur F on déterminera de proche en proche tous les OD,.

THÉORÈME. — Pour qu'une forme F définie dans une base (Y) Çde ê) soit somme
directe de n « p-vecteurs » il faut et il suffît que ses dérivées premières soient
sommes directes de n « Çp—i)-vecteurs » au plus inclus respectivement dans n

r« p-vecteurs » co, disjoints a priori elles sont linéairement indépendantes dans

le module ( ~^); cf. § 8 (i°), premier théorème [•

(1 : {) D'une manière générale la forme V - j - - ^ a^', avec a^ 'eK, est élémentaire si et seulement si
i j

les scalaires o^/ sont nuls pour toutes les valeurs de i, sauf une
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Démonstration. — Que les conditions énumérées ci-dessus soient nécessaires
cela résulte des discussions précédentes. Etablissons qu'elles sont suffisantes.
Elles permettent déjà de trouver np solutions simples, en <t», de (4^) qu'on peut
classer dans les différents CD,- puisque toutes celles qui sont incluses dans coi,
par exemple, sont deux à deux annulatrices les unes des autres et disjointes
des Çn—ï)p solutions restantes. En bref on a pu reconstituer une égalité
du type

/ à ¥ \
/ X i \ / ^ \(46) : \=^( :
\XPj \ à¥

-^Y,
et poser

(4?)

. àF
'^\__f àU[

w \^_
\ à^ '

les U, d'après (34), satisfaisant à l'égalité :

(48) (Un . . . , U ^ ) ^ C Y , , . . . , Y ^ ) p .

Il reste à trouver que F =^k^{ (^-eK). Sans restreindre la généralité du
raisonnement et à seule fin d'alléger les notations nous supposerons 71=2..
Nous poserons X^=A/ ; X^=B/ ; U^=V, pour i=i, . . . ,jo. Il vient de (47) :

(49)

(50)

aï7 __ ^[A,,...,A^ _ à^
dUi ~ ' ô K i ~ ~ ~à\i '
à¥ _ à[B^..,Bp] __ àw.
Wi'~ à ^ ~ àBi'

Je dis qu^on tire de (4o) et (5o) .' U,==Z'A,, V/==AB/ , k et h étant deux
scalaires. En effet :

i° En dérivant (49) par rapport à U, il vient
^ àw, ôhi, ôhi,^ ch), ^A/, , ^A/, ,
7, .. . -.-,— =: o, d ou —,— == o pour /. ^- /.
A^ c)A,Af, àV], ()U, iLôK^,m^0- dou ^

On aurait de môme
^
^V,

: o pour /• ^z± /.

2° De (4<)) en écrivant
_à_(_à¥_\ à 7 ô¥ '
à\],\à\yj^ôV\à\^^

on tire
àA^ __ àA^ f àB, __ ()B^
~à\Si ~ ̂  V1'681'' JV,- ~ W j ,
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3° De
_à__fà¥_\ _à_( àV_
^V/^uJ4" à\J\à\,

/ àf\'\^r01
on tire

à^i àB, . . . ,~^r- = vy ==- o quels que soient i et Â\

En rassemblant tous ces résultats on voit bien qu'on peut poser

U,=^A,; Ni=h^.

On a d'ailleurs identiquement [cf. § 5 (17), p. 217]
p p

^V V T T ^ , V^ ̂  /V 4 ̂  7 V TÏ ̂
^^^-^-^i^^^^i^^^^15-^.1

1 1

F=:^[ûû,]+A[G)2].

c.
Le résultat est général.

C. Q. F. D.

Exemple (inapplication. — Étude de la forme cubique

( 51 ) F = A, A,, A.3 + Ai B^ Es 4- Bi A-, B, + Bi B, A:,

^ l̂̂ l̂  ^=A,A,+BA; ||-A,B.+B,A.

[la permutation (ijk) étant de classe paire;]

à^
(52) ^- =^A,—^A,+j,B,—j,B:i.

Supposons ^- ̂ o. Pour que ^ soit élémentaire, il faut et il suffit que ^<ï)-
divise <&, ce qui a lieu si et seulement si

(53) ^=0'</AI

avec
(54) < D = R , + A ^ .^Ai

En dérivant (53) par rapport à À2, on a

/„. ^ à^ à^(55) , .^3Bi=: . , -——•
^Ai ^Aa

Une nouvelle dérivation par rapport à Aa donne

(56) ^ ̂  — ^2€) ^i _ ̂  ^Ri
'z'3 ̂ 3 ~~~ ^AiA.3 ^A. — ̂  ^A/

En développant Ri dans la base (A/, By) à Faide de 5i, 62, 54 on tire de 56 les
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conditions nécessaires :
X i y j = X j y i et l'on pose yi~=- kxi.

En dérivant (55) par rapport à Bi on trouve encore
x'\=y^^ d'où k-=-±\,

Avec Z: == i et U,•== A,-+ B,, il vient

<Ï)z==^^.[UyU,].

( i / k )

AvecÀ'==—i etV,=A;—B/, il vient

<I»=^[V;V,].
(^)

On a d'ailleurs
à¥ i ( à¥ à¥\ i „ ^
m^.W^àBj^^7^

de même
à¥ = 'V, Y, et F= I {U,LJ,U3+ V.V.Va}.

Cf V ;' 2 2

CHAPITRE III.

STRUCTURE DES DIVISEURS DE ZÉRO.

12. RÉSIDUS D'UN POLYNÔME RELATIVEMENT AUX MONÔMES UNITAIRES DE LA BASE (X). —

Conditions de structure. — Nous supposerons que dans l'algèbre extérieure CX,
il est fait usage d'une base (X) bien déterminée et nous appellerons champ d^un
élément de 0L ^ensemble des vecteurs unitaires de (X) avec lesquels il siéent.
(R) désignera comme au chapitre I l'ensemble des monômes unitaires (de
degré i, . . . , n) éventuellement affectés de composantes. Étant donné
l'ensemble (S) de N éléments quelconques (co,) de tô et $€<St on pose

(i) (D^^W+ï^W.

^,(<Ï>) représente la somme des termes de <I> écrits avec au moins un vecteur de oj,.
R;(<t>) n^en contient aucun; R;(3>) sera nommé le résidu ou le reste de <Ï> relati-
vement à co, dans la base (X). On a d'ailleurs

W)= à^i
;Cx)^].

L'opération ^/ est évidemment commutable avec l'addition dans CX et la
multiplication par un nombre, de même encore avec .- si ^(ûi)) = o.
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^(^W) cst l'ensemble des termes de ^ qui contiennent au moins un
élément de co, et un élément de coy (éventuellement, au moins un élément
commun à co, et coy). On a donc

et nous posons
^,((i)))=^(^W)

^•(^•((D)) = ̂ (^(^)) === ^,<D.

On définit de même ^...^-W : somme des éléments de 0 contenant au
moins un élément de co^, . . ., un élément de CD^.

L'opérateur ^..,^ est invariant pour toute permutation des indices ̂  ^.

THÉORÈME 1. — Relativement à S, <& ̂  ̂  résidus sont liés par la relation

(3) | ̂ =Ri-4-^(R,)+. . . -r-^, . . . ,^)(R,)4-^. , , . . . , , (Q))

çro r^^ invariante pour une permutation quelconque des indices (14).

Le théorème est vrai pour k = i, montrons que s'il est vrai pour k == r il l'est
encore p o u r À - = = r + i . Choisissons dans la suite [i, 2, 3, ....(r+i)"], /- indices
que nous nommerons encore pour simplifier l'exposé, 1 ,2 , . . ., i\

Par hypothèse

(4) ^= R l+^(^)+. . .+^ , , . . , ( ,_ , ) (R, )+^, , ,„ , ( (D) .

D'autre part
(5) , (I»=^(<I»)+R/.^

et l'on tire de (5)
(6) ^^...,.(^)=:^,...,r(R.-M)+^, ,..,/.(/..-,)<Ï».

Ajoutons (4) et (6) membre à membre il viendra

€»=:R, + ^(R,_) +. . .4- ^,,..,.(R^) -h k...,(^nW

(l'ordre dans lequel on a classé les indices est évidemment arbitraire).
c. Q. F. D.

THÉORÈME 2. — Pour que les polynômes R,, . . ., R/, soient les résidus d'un même
polynôme <t> il faut et il suffit qu'ils statis fassent aux relations

(7 ) ^(RO=O,

(8) |R,-^(R,)=:R,-^(R,),

dites (( équations de structure ».

( 1 4 ) R; tient lieu de Rz(^) quand aucune confusion n'est a craindre.
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i° Les conditions (8) sont nécessaires : En effet du théorème précédent on tire
a»=R,+^,(l^.)4-^y(€»),

d'où
(I)=R,+^.(R,)4-^W;

R,-^(R,)=Ry-^(R/)-

Les équations (7) sont évidemment nécessaires puisqu'elles résultent de la
définition même des résidus.

2° Les conditions (7) et (8) ^o^ï suffisantes : Les relations (8) impliquent que
la somme
(9) Ri++i(R2)+^(R:0+. . .+^, . . , (^- i ) (R^=^

est indépendante d'une permutation quelconque des indices. En effet la somme
de deux termes consécutifs peut toujours s'écrire d'après (8)

^i,...,(.-i)[R.-4-^(R^i)]==^i....,(.-i)[R.4-i+^4-i(R.)]-

On peut donc permuter deux indices consécutifs, ce qui permet de ranger
les indices dans un ordre quelconque. Ceci posé dans (9), il vient

^ ( < D ) = ^ ( R , ) + ^ , ( R n ) + . . . ,

puisque ^(Ri)=o d'après (7).
Donc

e > = ^ ( € » ) + R i
et _______

R,^R,(€>)7

Ce résultat reste valable quand on substitue à l'indice i, l'un quelconque de
la suite 2, 3, . . ., k. c. Q. F. D.

Remarque. — De la formule (8) on tire aisément
<}[c,),Ry] ̂  à[^]

à^i à^j
c'est-à-dire :

Le résidu de R/ par rapport à ojy est égal au résidu de Rj par rapport à (jo,.

13. SUR CERTAINS IDÉAUX DE POLYNÔMES. STRUCTURE DES ÉLÉMENTS NULS DE

L'IDÉAL ((DI, . . ., où/,). — i° Tout polynôme tel que <& = AiOL)i4- . . .+X^oo^ où
A/eci; ^ ( À , ) = = O est di t appartenir à l'idéal (coi, coi, . . ., (L^).

On pose
(DC,(C.3,, . . ., Ç, )N) .

2° Si dans l'équation (i), R,($)===o, on a (t>==^(<&), nous dirons que <I>
Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXIII. — FASC. 3. 3l



244 MARCEL VIVIER.

appartient à l'idéal J^. On aperçoit immédiatement que$e 3 ̂ ^si et seulement si
(lu) [ûû^]==0,

$ est de degré minimum au moins égal à i dans CL),, c'est-à-dire
0> C (Xa,, . . . , Xa,), avec C^= [Xo^ . . . , XaJ.

Nous dirons d'après (10) que J^ ̂  Vannulateur de (JD,.
On peut écrire $ = ̂ ,...,4(^)) sl e* seulement si :

[c^<D]==o (pour ^==1, 2, . . ., Â-)

et dans ces conditions ^> est un élément de cl commun aux annulateurs
J^, . . ., J^. Il appartient à leur intersection.

3° Nous nous proposons maintenant de rechercher à quelles conditions une
forme $ de Vidéal (00^ ..., (D )̂ peut être nulley c"est-à-dire quelles relations
doivent vérifier les formes Cou coefficients) X, pour qu'on ait

(n) îwi^i==o et ^•(À;)==o.

Pour comparer entre eux deux monômes OD; et coy, nous poserons
^i=i[uijmji}, Wj=i[ujimij}.

Uij= UjiÇ.CR) est le p. g. c. d. de co, et coy, m^ et m/j ont un produit non nul.
Eij désigne le degré du monôme /n,y. On n'a pas en général £,y==£^ car co/, coy
n'ont pas nécessairement le même degré.

En dérivant (i i) par rapport à co/,, il vient

( 1 2 ) -^^(-i)^^à̂mik
i \

d'où il résulte que

À^ appartient à F idéal (/^i, m^_^ . . ., /n/^).

Examen du cas particulier N = 2. — On tire de (12)

(z3) -^:=(- I)£12£——£5

( i4) _^^(-i)^s,^ ^1
à m i.,

Comme Ai ne contient aucun des éléments de moi, on tire d'ailleurs de (i4)?
par exemple— -»-\ ^-\

^2 / ,. , ^1
——^(- l ) -2 5 2 1 ,-.àm^ àm^

d'où en posant
/ \- £ ^J(— i) '12821.—— ==— a,

^7^12

72===W2ia et ^i==—(—i)5 1 2 5 2 1^^.
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Réciproquement avec a quelconque,

(OiÀi4- c»)2^2== [— um^m^-\- um^m^]oc == o.

On aperçoit donc que 001^1+^2^2 (10) s'annule si et seulement si Ai et As
s'écrivent ______

^i=mij^ij,

avec la seule condition
—— Çû^2== (—— l)5!2521^!.

THÉORÈME GÉNÉRAL. — On a S(jû,X; = o [avec ^(^<) = o] si et seulement si les
« coefficients » ̂  admettent une décomposition :

(15 ) ^=Vm^9^
Â-

dans laquelle les polynômes cp/^ satisfont aux conditions suivantes :

(16) ^i(^ik) = ̂ k(^ik) •=- 0,
(17) —^^(—i)^^^.

Les conditions (i5), (16) et (17) sont manifestement suffisantes puisque si
elles sont vérifiées, on a, de (i5)

^ û>); \ ==. ̂ . Uik \ mia niik ̂ ik + ^ik ̂ ki ̂ ki }
i.k

tandis que (17) assure identiquement la nullité de chaque polynôme figurant
entre accolades. Si nous appelons forme régulièrement nulle de Fidéal
((DI, . . ., (JL^) une forme construite comme ci-dessus, il suffira donc de montrer
que toute forme nulle dans (oji, . . ., co^) est régulièrement nulle.

Nous noterons d'abord que Fensemble des formes régulièrement nulles est
un espace vectoriel ^ et nous considérerons la forme nulle, <î> = Sœ/A;. D'après
(12) il est possible de trouver dans ^ une forme <&o ayant \^ pour « coefficient »
deco^. ( Par exemple en posant $0== 2 CO(À, il suffira de faire X^==X^ et A/, =m^——\ ^^k^
pour À ̂  N. ) î> — $o sera nulle dans (oji, . . ., co^_i). Il s'ensuit que si le théo-
rème est vrai dans cet idéal, il est vrai dans (coi, . . ., co^). Le théorème s'établit
donc par récurrence pour N quelconque puisqu'il est démontré quand N = = 2 .

CONCLUSION. — Entre les monômes coi, . . ., <o^ il ne peut exister dautres iden-
tités que des combinaisons linéaires (à coefficients dans (X) des identités banales :

nî,ij dû; ± mji coy == o.

( 1 5 ) Comme convenu ci-dessus
^i (^ i ) = ^2(^2) == o.
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l^. EXPOSÉ D'UNE MÉTHODE DE RECHERCHE DES ANNULATEURS D'UNE FORME EXTÉRIEURE :

A=S^i

Les oj, ayant la même signification que ci-dessus sont supposés de même
ré p. Les éléments G de 0L tels quedeg

(18 ) [GA]=o

dits annulateurs de A engendrent un idéal JA (dit l'idéal annulateur de A). Dans
ce qui suit, G sera considéré, sauf avis contraire, comme une forme.

Si N = i , A = C L ) I ; Gcoi==o entraîne G=d^(G) et 3^ se confond avec J^.
Plus généralement pour N > i, si Ri, R^, . . ., R^ sont les résidus de G relative-

ment à A on tire de (18)
(i9) . i[R^,]=o,

d'où il résulte que les quantités R/ satisfont aux équations (i5), (16) et (17)
avec R,= À,. Ceci veut dire qu'on peut poser

(20)

avec
(21)

Pour que
( 2 2 ) G:=RI+^I(RO+.. .+^I , , , (N-I)RN+^, . ,N(G)

— ^ ^ ( — l ) ^ ^

R,==^m^cp^
k

(^•?i]'==-^J^U=-°}

appartienne à JA il faut et il suffit que les ç,y satisfassent aux équations de
structure :
(23)

c'est-à-dire

(24)

R,-^/,R,=.R/,-^,R^

^ ̂ 7 ( ?<y — ̂  ?/7 ) = ̂  ̂ y7 ( P^-' — ̂  P^-' )

.J

(j etf différents de i et k\
La sommation au premier membre s'étendant à tous les j tels que co/.m/y^ o

et la sommation au second membre à tous les/ tels que co,w/,y^ o. Déterminer
G reviendra donc à construire des op^ satisfaisant à (21 ) et (24).

THÉORÈME. — L^ quantités co/,m/y ^ coy/n//, ^0/2^ en même temps nulles ou non
nulles,
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En effet considérons trois termes de A notés ^i, 0)3, 003. On peut toujours
poser \_u, Xij, j,, ayant des degrés quelconques (zéro compris) sous réserve que
coi, 002, 0)3 aient le même degré p Çxij étant égal à xji )] :

(25)

d'où

(26)

(Ol= ^^i3^i2jl,

ÛÛ2== M^21^23j2»

ÛÙ3==^32^3lj3;

^21 == ±:ji^i3, m23== ± x^y^ m^ -==. ± .z ĵi ;

mi2 == ± ̂ 23 YÎ-, /7^32 === :+= j2 X•L^.•> m\ï = :+: J? '^32 •

II viendra par exemple :
ÛÛ3Wi2==± ^23 ̂ '31 •^'23.72 j3î

ÛÛ2mi3=± M^l2^23^23j2,j3-

Si le degré de ^23 est zéro :

ûj3 m^_ ̂  o, ûi)2 ̂ 13 7^ o.

Si le degré de ^23 7^ o '--
ÛL)3 /H i 2 == ÛL>2 /^13 == 0 •

C. Q. F. D.

Remarques. — 1° On notera de (20) que le degré de G est au moins égal au
plus petit des degrés des m/y.

2° Si le champ de G est somme du champ de A (C^) et d'un champ complé-
mentaire ÇA, G est somme directe de produits comprenant un élément N en ÇA
et un élément IV en ÇA.

Les conditions 2N]VA==o entraînent iV2NA= o pour tout IV distinct. Nous
pourrons donc nous borner à rechercher les annulateurs de A définis dans son
propre champ.

15. QUELQUES APPLICATIONS DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. — 1° Formes binômes. —

On pose
A == COi-h ÛÛ2== ^(^12 4- ^2l) ;

R ^ = y ^ m i 2 ; ^2=921^21 les équations de structure sont identiquement satis-
faites.

Dans le champ de A on a donc

G^A^-^i^^iJ+^B);

A € K et B est quelconque. ^12 B est une somme de formes simples qui annulent
séparément A. Nous allons montrer qu^il en est de même de m^—(—i)518^!
annulateur de m^ + ̂ 21.
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Nous commencerons par écrire P au lieu de m^ et Q au lieu de m^. Faisant
apparaître les éléments du degré i (X,, . . ., Y/, . . . ) qui composent P et Q,
nous posons {n étant le degré de m^ et de m^)

P=[X,, . . . ,X /J ; Q=[Y,, ...,Y,:|

et nous considérons n formes simples A,, B, linéairement indépendantes, de
degré i ainsi définies

2 A, = X, + Y,., 2 B, = X, - Y,.

Nous poserons enfin

^P „ <\)^Txr—xTi-10 ^[r^—w^ ^ (<==1^ • • • ^ ) -
on vérifie sans peine que

P + Q = A, (P, + Q,) + B,(P, - Q, ),
P - Q == B, (P, + Q, ) + A, (P, - Q, )

et plus généralement

(l ) ^-i + Q.-i ̂ = A, ( P, + Q, ) + B, ( P, - Q, ),
P,-, - Q,_.,= B,(P.+ QO + A,(P— Q,).

Faisons apparaître un symbole J vérifiant les égalités J2^:! i J = J i = J et
commutable avec lettres A/B,P,Q,. 1 On pose par exemple

i-f1 0), J = ( ° l}
\0 l ) \1 OJ

et on met les égalités (I) sous forme matricielle [ • II vient :

(II) (P + Q) + (P - Q)J= (A,+ JBi ) (A,-4- J B , ) . . .(A,+ JB,),

P + Q est la somme S de tous les produits partiels TL du second membre de (II)
qui contiennent un nombre pair (zéro compris) d'éléments B/ et (P — Q) la
somme S/ de tous les produits partiels rJ formés avec un nombre impair d'élé-

ments B,. Chacun de ces produits partiels est d'ailleurs une combinaison f 2 ^ ) '

Discussion. — Si n est pair, tout produit r.eS a son complémentaire contenu
dans S. Donc tout TC e S annule tout n e S^ et {vice versa) il s'ensuit que tout T. € S
annule P—Q (tout r/eS' annule P+Q).

Si n est impair le complémentaire de TZ e S contenant un nombre impair de B,
est dans S', donc deux éléments iii et 713 e S ont toujours un produit nul,
chaque TT e S annule P+Q (chaque rJ e S/ annule P — Q).

// est ainsi bien établi que tout annulateur dune for me binôme est somme S annu-
lateurs simples
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2° Formes trinômes :
A == (1)1 + ûi)2 -4- (»):;.

Le champ de G étant celui de A si les y,/ ne sont pas des scalaires ( €K), on a
nécessairement cp^=d^y^ et les équations de structure sont identiquement
satisfaites.

Discussion. — On utilise encore les notations des équations (26) et (26) :

Premier cas. —x^, x^, ^31 sont au moins de degré i, les équations de
structure sont identiquement satisfaites car tous les produits oD,m//, sont nuls.

Deuxième cas. — x^ est de degré zéro; ^23, ^31 sont au moins de degré i.
Les quantités co;m/,y sont nulles à l'exception de (^2^31 ; ^^m.^. Les équations
de structure non identiquement satisfaites se réduisent aux suivantes :

(931-— d^ 9:31 )=: (932-- ^ i C p : p _ ) = = 0 ,

©31, y 32 ne peuvent se réduire à des constantes qu'en étant nuls.

Troisième cas. — x^ =x^= i € K ; x^ est d'un degré au moins égal à i.
Dans ces conditions : oji= ux^y^ ; 0)2== uy^ ; 01)3== ux^y^

m^=x^y^, m.23== î..,j:i, ^51== Ji, ^i m^-^o, ç^msi^o,

^12== j2? m:ï2= J-2? ^13 ̂ ^J:;? ^2^137^0? ûÛ3/7îi2^0.

Les (pij doivent satisfaire au système

9l3==^2?13,

j2 (?32—— ^1?32)== : J2(?1^—— ^3?12) .

912 et (p32 peuvent appartenir au corps (K), on a alors Ç i 2 = 9 3 2 - Si ^29 i3==o?
©^==0. On a d'ailleurs avec 913== o :

Kl =J-2 ^12,

R^ == ̂ Ji Q.H + .^l^ 923,

R3==72?3•2;

d'où
G ==j2?12+^137l 921 4-^l3j3?23 •

Si A est de degré impair on retrouve avec 912 == 921 = 932 que A2 = o.
Si A est de degré pair,

G==j2——^13[j l+j3].

Remarque. — Toute forme G€ <ÏA d'un degré égal à celui de A est une combi-
naison linéaire à coefficients dans le corps (K) des formes

Fi=(j3:±Jl)^9l3; F2==^3(G); F3==j2±^13[jl+j3];
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Fi ^ F 2 ̂  résolvent en sommes ([éléments simples € ^A* <^ dis qu'il n^en est pas de
même de Fa (en général). Si nous posons en effet

H=:aiFi4- a2F2+ ^¥:ï (ai, o^ 0(3 çK),
on a

j2 H == a:3j2 ̂ 13 [jl 4- j3 ]

et il est alors impossible que H soit une forme simple ou nulle si 0037^ o (degré
Jl.j2>l). C. Q. F. D.

Quatrième cas. — x^ = x^ = ̂ 33 = i € K :
R.2 —— ipi R._ == j3 ( (?„ —— ̂  Cp,3 )^ 3 V ^ 2 ? > — — ^1^23

^ / 3(?13—— ^2?13

R:3 —— ̂  1̂ 3 == Jl ( 9.31 —— ^2 ?31 )

RS—-^3^2=71 ( ? 2 1 — — ^392l)

RI —— ^3^1= j 2 ( 9 l 2 — — ^3Îpl2)

R, —— ^i R3 == J, ( Cp32 —— ^i Cp32 )

R » U / 1 \ ( ? 2 3 — — ^ 1 9 2 3 = 9 l 3 — — ^ 2 ?13,
R l — — ^ R l = : j 3 ( 9 l 3 — — ^ ? 1 3 ) ) .

R 3 — — ^ R 3 = = J l ( 9 3 1 — — ^ 2 ? 3 l ) ) , ,
D » D / 1 \ ( ? 3 1 — — ^ 2 ? 3 1 = ^ 2 1 — — ^ 3 ? 2 1 î
R 2 — — ^ 3 R 2 = J l ( ? 2 1 — — ^ 3 ? 2 l ) )

?12—— ^39 l2=?32—— ^l932.

Si l'une des quantités y//,—^yç//, est nulle, toutes les autres sont également
nulles, et si Fun de y,/, est un scalaire, il en est de même pour tous les autres.
Il vient alors

?23==9l^

?31=921,

?12=?32.

Si A est de degré impair, y/yelv aune valeur indépendante des indices et Fon
retrouve que A est son propre annulateur.

Si A est de degré pair, op^= — yy, et le système précédent donne
^•=0.

Les seuls annulateurs de A sont des combinaisons linéaires de formes
suivantes :

(C0i— 002)^3913 + (ûû2— ^^jC^î^- (C03— ^î)^2^:ir

Ils sont toujours réductibles à des sommes d'annulateurs simples. iNous
obtiendrons ultérieurement une généralisation remarquable de cette propriété.

3° Recherche des annulateurs de la forme

( 27 ) A == [ ̂ l2^13jl ] 4- M [ ,2?i2j2 4- ^13 j3 + VF \

avec
Ct)i=:^i2«^13jl

C)û2== u x^_y^_

^Z=U ^13 j3

0)4 == u v r

et A == ûûi4-ût)24-ûû3+(0)4.
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Pour fixer

Tableau des m^-. Champs des cp;y.

Indices ( (/')

12

ï3....

i 4 . . . .
9 3

2 / 4 . . . .

34 . . . .

8)

Conditions

( ^12+?21== 07 9 J4==?41 , ^2: i+932==0,
îû) <

( ^13+ ^31 == 0, 934 + ̂ "^ °^ ^.,...4-îp4.-)==0.

les idées les éléments x^, y,, u, v, r sont tous de degrés impairs.

iriij. Indices {ij}. niij. (Indices ij). Champs.

. . . y^u 2 1 . . . . . . . Xy\y\ 12. . . . . . y-^r

. . . y-^u 3i . . . . . . . y^x^ ï3. . . . . . y^vr

. . . uvr 4 i . . . . . . . x^x^\ i 4 . . . . . . j2j3

. . . '^'i3^y:î 3 2 . . . . . . . «^is^'i 2 0 . . . . . . ^i ̂ r

^r 42.. . . . . . x^y; 2 4 . . . . . . ^j.sjij:?
. . . V I ' ' « .'î . ./,'..> 1'-i ."i/i - - - . - - .^'i;i V.i T.,

imposées aux ©^ par les équations (17) :

Résidas.

Kl == J.^ ^^ ©^ + j3 ̂  ?13 + U V I ' ^14,

R,=: ̂ o,Jl 9,1 + ^13 j3 9-23 + ^?-24 ,

^=y^X^,^ + A'12j2?32 + ^<P34,

R/, == .̂p, ̂  , 3^ 941 + ̂ l. j2 ^42 + ^13 j3 ?43.

Conditions imposées aux cp;y ^?ar to équations de structure (23) oa (24).

Indices {ij} figurant
dans l'équation ( 28 ).

12.

ï3.

l4.

34.

Énoncés des conditions.

?24==^1<?24

934=: ^1934

néant (/y^4i+ 7^14 annule A)

931==^4^31+^5l j2

?32=^?32+^32jl

942 ==^3 ?42 4- À-l . Jl

(30) avec Â: j^+Â:Î9== /c] ^

24.

943==:^943+^l-.Jl

^21 ==^4 ?21+^^j3

923==^4923+^3jl

(3 i ) avec À'1 . 4- ^' =/f1,,

-^:;?21+ /',,.Ji

- • ' • - • H,.J,^:;4 —— Y 2 Y:!4

(32) L, avec k\, -==- k\,

Note. — Les quanti tés A;, sont des scalaires.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXIII. — FASC. 3. 02
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n^^^*^^ ^ 7 ' i ' j ^Génération de Pidéal J\. — En appliquant la formule (22) il vient de (28) :
( 33 ) G = (j.2 ̂  —— ^13 Ji ) Cpi2 + (j3 ̂  —— Ji ̂ 12 ) Cpi3 4- ( UVr + ^12 ̂ 13 Jl ) ̂ U

4- (^13 j3 —— ^12 j2 ) ?23 -+- t^i Cp24 —— ^1.2 j2 ̂ 3 ?24

+ P/^12Cp34-—— ^13j3^2943+ ^1234 G.

On peut poser G = G i + G 2 ; Gi étant ce que devient le second membre de
(33) quand on remplace ç/y par la valeur qu'on en tire du tableau précédent
avec des scalaires Z:.'. nuls. Ga s'obtient, en faisant

^=kî,y, [ (y )=( i2) , ( i3 ) , (34) , (42) , (23)];
Gi== {m^— /7Z2,)^/,(A) + (mi3— ^31)^4(8) + (mu-h m^)(C) + (m^— m,^)^^_(ï))

+ ( 77^, —— /7Î2, ) ̂ ., ,, ( E ) 4- ( W,:î —— m^ ) ^4 ( F ) H- ^, ,2,3,4 ( H ) ;

A, B, G, D, E, F, sont quelconques ( l ( ï) et Gi se réduit à une somme d'annu-
lateurs simples.

Les équations (3o), (3i) et (32) auxquelles satisfont les k\, s'écrivent
r» Li ——— Lî | Z-3
2 ^2 n —— ^3 1 + ^2 1 7

2 Â-^ == 2 k{ 3 == Â-l i — ^^ .

En discutant ce système (Z:^=o ou /i:^==o), on trouve une seule valeur de
Ga, savoir

(34) G2=7[2^J,j3——(^12j2+^l373——^)jl ] (^€K).

THÉORÈME 1. — Pour que G «yo^ annulateur simple du même degré que A il faut
que Ga = o, c^ est-à-dire que X = o.

En effet si G est simple il en est de même de (^(G) qui s'écrit
^4 (G) ==^12 ̂ i3 (^1^14- ^2j2+^3j3) ——Â(^i2j.^+.^i3j3)jl (^1, ̂  ^:^ ^êK) .

Or, ). et l'un des û/ au moins n'étant pas nuls, on a
[ <M^ ^^.4 __^<_1y
L ̂ 12^13] " ̂ [j2jl] ' ̂ [j3jl] J ̂  0 .

Donc % étant un scalaire, il viendrait, si ^4 était simple :

yr — r—^—— ^^ ô^ \
'~~ \_à[x^^\ "^[j.ji] '^[j3ji]J

ce qui est manifestement impossible. Si tous les a^ sont nuls et À 7^ o, ffi^ n'est
certainement pas élémentaire. Il ne peut donc le devenir qu'avec À == o.

c. Q. F. D.

THÉORÈME 2. — G supposé du même degré que A ne peut s ) annuler que si A == o,
car ^4 (G) = o entraîne notamment À = o.

( l 6 ) Les champs de ces éléments sont (cv) pour A, B, F; (y-^ j-.-.) pour G; [^12, (ri,J'--î)] P01111 D
et |>i3, Cri,j.-î) ]pour E.
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THÉORÈME 3. — G 2 n'est pas réductible à une somme (f annulateurs simples y car
d'après le théorème 1 une telle somme est un polynôme Gi et d'après le
théorème 2 aucun polynôme Gi ne peut être égal à Ga.

Note. — En remplaçant F par CorF dans renoncé du théorème 2 du para-
graphe 8 on obtient l'énoncé suivant :

¥ admet un annulateur G si et seulement si DF=o, D étant dans la base
considérée l'opérateur de dérivation associé à Gq.

A titre d'application et en nous inspirant de (34) cherchons un annulateur Gl,
de A défini par (2^). Les xij, u, v, r étant supposés de degrés pairs :

CorA= {y.,y^uvr~\ + [>njij3^] + \_x^\y.yr} -4- [̂ i.̂ jij..̂ ] ;

^CorA (^CorA ^CorA
-3———— == vr ; -i————— == vr + x^ ;îj3 ; -3————— == vr 4- x^ y-, ;àuy.y^ àx^y^y^ J àx^y^y^ ^J ^

^CorA, -^-=^,^+^,^,

II vient aussitôt

G, == 2 uy._y^ 4- ^rj-i. — ̂ i^jsji — x^y?J-\, -==- 2 ̂ J.^Ja — [^12 Ja -+- ^13 j3 — ^r[}\.

CHAPITRE IV.

STRUCTURE D'ALGÈBRE EXTÉRIEURE DE DEGRÉ PAIR 2.nd.

16. PREMIÈRE ESQUISSE DE STRUCTURE D'ALGÈBRE EXTÉRIEURE DE DEGRÉ 2 dn RELATI-

VEMENT A LA SOMMÉ A DE H MULTIVECTEURS Oi), DISJOINTS ET DU MÊME DEGRÉ PAIR : 2d(d\ l)

(<-/•§ il). -

Définitions. — Nous posons
ii

(1 ) A=^[M,],
1

(X) désigne une base normale de CL canonique pour A (c/. §11. — Dans une telle
base la mesure de A" est n !) Un monôme q de la base (X) de degré inférieur
à 2û?dont tous les éléments appartiennent au même monôme co, sera dit inclus
dans GO/ et nous poserons
(2) qç.^i.

Tout monôme basique [m] de (X) peut être considéré sans équivoque,
comme le produit de k facteurs CD/ : [co^, . . ., co/J et de r monômes ç^, . . . q^
respectivement inclus dans co^? • • • ? co^ tous distincts les uns des autres ainsi
que de oj^, . . ., (o /^ , /• est appelé degré de \m\ en les co,.
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La quantité p = 2.k-{- r est appelée le degré réduit de m. Si d= i, c'est-à-dire
si A est une forme quadratique, degré réduit et degré vrai coïncident.

L'ensemble de tous les éléments de CX construits avec des monômes du même
degré réduit p est un module D(jo). Dans DQo) l ) ensemble des éléments construits
avec des monômes ayant même degré k en les co, est un sous-module û/,,/. €L est
somme directe des D(yo) et chaque D(p) est somme directe de ses û< , .

On appelle indice critique de D(p) la quantité p = n —p + i.
Pour un élément H quelconque de eX, '^/(H) ayant la même signification

qu'au paragraphe 12 [égalité (i)] nous écrirons

(3) ^•(H)==0,(H)+c. ,^ .

9,(H) est somme des termes de H, qui contiennent dans tous leurs termes des
éléments de OD/ à l'exclusion de oo, lui-même. Plus généralement on définit

6^,,4(H)=Q//—Mi(H).

Relations de structure : Identités fondamentales dans le module û/̂ . :

THÉORÈME. — Si H € (If, r '-

et
/i

rH=:^9,(H)
1

kH=^âH.
^ ÔWi

1

Démonstration. — Un terme monôme de H dans la base (X) peut s'écrire
X^^ a^co^, ..., (JL)^, avec A^. ^,,€Ûo,r- II figure exclusivement dans 9^? 9^? • • • ? Oa^
donc r fois dans 29, (H) et
(4) I6,(H)==H-I.

^H an àtlII figure exclusivement dans 00, -,—? • • • î co,, -;—? donc k fois dans Sou,— et0 'àw^ ^'àw^ l à^i

^ ^ àB
(->) lui—- =/cH.

<7ûûî

C. Q. F. D.
COROLLAIRE :

(6) .-/c-r)H=^.(H).

En elïet si nous posons

^H (cR-;, résidu relatif a (jo;)ll^6,(H)'+G),— +^-(H)
(yC«J;

et si nous ajoutons membre à membre toutes ces égalités (pou/' i'== i, . . ., n),
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il vient de (4) et (5)

(4) e t ( 5 ) nH =z HT + AH -f-V ^,(H).

G. Q. F. D.

17. NOTION DE DÉRIVÉE TOTALE D'UNE FORME F RELATIVEMENT A A. — Définition. —
F étant définie dans la base (X) j'appelle dérivée totale de F par rapport à A, la
quantité

(7).

Je pose

d^

d /^F\ ^F
^ A V ^ / " ^

à¥
à[w^ .'. ., c^-J

( 1 7 ) .

d'où
d^
û?A7- 2 =,.2 ^F

à[w^ . . ., w^

On a dans (X)

d'où

à¥
à[w^ ..., ûo^j

^F

==F I [C O^+^ • • ^ ^-J^

= F ̂  [^.4-1^ • • ^ ̂ J =F2 ^[ûû^, . . ., ûû^] ~

2^ ^F
~ au/

^/;—.z-

(^i-^)!'

et par conséquent

(8)
i
x\

6^-F"̂ T? A^-^)
( / î — ^ )

T

fe^ dernière formule^ qui met en évidence le caractère intrinsèque des dérivées
totales, permettra de les calculer dans toute base normale canonique ou non pour A.

THÉORÈME 1. — Pour tout élément H du module D(p), on a

(9)
^[AH] . „ .^H_^J^( ,_^)H+A^.

Pour établir ^9), il suffît évidemment de supposer Hef2/,^.. Or de (5) et (6),
on tire

(n MLT V àî{ V^^I^HI .-_ ^f^H1-^)H—2cl)/^.+2-^— car ^(H)=J^—^Ût),' ̂ , ^ ^,i
r/ /dR\ d^/ - N T»,T / • • a / aa \ u- ,, . . a^ / a \ •':( L < ) Nous écrirons aussi -j-. -7- == — H et p lus ^enoralement -rr == -TT •d\\f!A c/A l b r/A V^A/
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Par ailleurs pour j -^ i :

Donc
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OR à\w/H\
— ûû; ,— + -'——]- ̂  o.

/ O W i OWi

/ MT V^ ^H V ^fco/II](n —p)H=:—'\w.—— +> L 7 j.U^J

o; ' j—J c)wf
;- i /. /
^ / ^ûû, ^ c)w,

La sommation par rapport à ; et à j s'effectuant de i à n, il vient

2 àH .dR
CO/^=A^ et ^[c^nj _ 6/fAii;V ^L^

^" à̂^i d^

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — ^ étant Vindice critique de D ( jo ) (p= / i— /^+ i ) , on a
pour HeD(p) .•

(10) d FA- -1 A-1 „ A^ ^H- H = : ( p - ^ ) — — — — H + — —.d^ \ a) ! ( . ^ — i ) ! .^! ^A

Pour .r==:i, (10) se réduit à (9). Supposons (10) vérifiée et calculons

^^T7 [^T11] j ' en âPP^ant (9) et (10), il vient

d ( A f^ A-^ A d r A^^H]!=•^i.^-rl.T11!;-^-^-2-)^-^11
^ + i 6/A ^ ! H

A^' ,, A-^ ,-./. . A•^•+l dH: (n —p — 2.2?) H+jr H(p- .^ )+ {x + i) ! <^A(.2-4-1) ! ( ^ + i ) !
/ ^ ^ A''"' TT A-^4-1 ^H^(p_,_,)^H4-^^-^^.

Le théorème est donc établi par récurrence.

Règle générale de dérivation du produit A^H [HeD(p)]

THÉORÈME 2. — Quelle que soit la valeur de s on a

(ii) ds \ Ar HÎ -V C-w A•r• '̂ I ^ H
A ^ r ^Hi -vc^n^AL^ J""^ '-f

;=;o
T ~dR \^\ "J -À ̂  (^ - .+ / ) î n ^A Hî

^0
î'o est Vun des entiers zéro, s — x , qui n'est pas inférieur à Vautre; — H = H ;

' d^
A° ï ; C^~p~ï+s=ï, même pour n—p—x-{-s=o. Pour i<^s on a

^n-p-^s ̂  ( n — p — œ - \ - i - ^ - ï ) ( n — p — x - ^ i - ^ - < î ) . . , { n — p — x - \ - s)
s-1 ~ ———————————————^——^-,——————————————.

Premier cas : s^x, ?o=o; (n) se réduit à (10) pour s=ï. — Supposons
(n) vérifiée et dérivons encore une fois. A cet effet il suffira [d'après (10)] de
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^.-v—s+i ^i
remplacer au second membre de (i i) 7——————r -7-. H parr v / (x — 5 + < ) ! dis r

^.T-W-l ^ ^-S+i <^+ 1 -

(n — p —^+;?+<+1)7——————- .———r - , . H + 7———————,- -T.-H.
' (x — s -h ; — i) ! dâ {x — s + i ) \ dâ

Le terme du plus bas degré en A pour (i= o), divisé par (,y+ i) s'écrit
A.z--^4-l)

/ T 9 \ f^-/?+W.î-H ) —_________ Tl
( I21} -ç+l [ . X - ( S ^ - 1 ) \ \ 1 1 '

Le terme du plus haut « degré » en - , .? divisé par (.y+i) s'écrit (en faisant
i=s)
fi^ ^ —L—^ll
^î) x\ (^+i) î "^A'

^A l'exclusion des termes déjà calculés le facteur de ,. dans le développement
de la dérivée de (i i) divisée par («y + i) a pour expression

T ( T 1 ) A.z—M-H)
( i3) ——— \-^n—p—x-^^s-^\)^-i}Çn^- x + s-^ -——-rC^f-^ ,——-———-———,'v / 5 + I ( ^ ! L ' v ) \ s-i ( î — i ) ! s ;+1 j [ . c — ( . î + i ) 4 - ^ ] !

Dans (i3) le nombre contenu entre accolades a pour valeur —^ C^l^. Or les
termes figurés en (i2i), (123) et( i3) peuvent être directement tirés de (n) en
y remplaçant s par .y+i. La formule est donc établie par récurrence pour
s ̂ x. Si s = œ, on a

co ^[r,"]^-'" '̂̂ -
\i f]i A.T //.r

^•^^^•••-^IA^-
Second cas : s^œ; io= s —x. — En posant io= t la formule (i i) s'écrit

i d-^^ î A^ 1 i d1 i d^1

(^bis) 7————— -"H^-Gg-^—H+Cg-r^ , -7r H +•• •v / (^4-^)! (̂ A [ ̂ ! J ^ ! ^ ^A lr-l ( ^ + i ) ! â?A
A3' î d1^
x\ ( t + x ) î û?A

Elle est déjà vérifiée pour ^=o et elle se démontre encore par récurrence.
Il suffit d'ailleurs de montrer qu'en dérivant (î î bis) le terme indépendant de A

rp \ f . ' T /7<4-1

a pour valeur -,——-j-C^."^^1 -TA-H. On applique (9) et l'on trouve

( I pn-/^', ?ï_Z^±_2ï_t2 C^^)rî^ + —(^+ i ) î—• z - 1 t
^H-Jt-\ • /j-> 1 / 1 y

pour coefficient de-,* H. On établit aisément qu'il est équivalent à -——n-C^ /'+/+1 •
Quelle que soit la valeur de s le dernier terme du second membre de (n)
est —. -^ ,*- H, c'est pourquoi on peut toujours écrire C^""^^ î.oc , s . uUk

G. Q. F. D.
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Remarque. — Les scalaires C '̂̂  de la formule générale (n) sont toujours
bien définis : Ils ne s'annulent pour aucune valeur de i ̂  s si (n —p — x) ̂  o
(cas I) ou si (n —p — n + ̂ )< o (cas II).

Ils s'annulent pour les valeurs de î, telles n —p—x-}-i<^o<^n—p—x -+-s.
Si n —p — x + s == o tous les C^^"' sont nuls, sauf pour i = s et l'on peut

écrire

^A-HJA
. ds —=z A^ -,-, nû?A

Forme intrinsèque de (n) ^ forme corrélative. — De (8) et de (n)
avec j==/ i—s , j=n—i , j\ étant l'un des entiers n et (a?+y) qui n'est pas
supérieur à l'autre, on tire

(16) l'^nll^^n^-^/^"7-^11 A;[^! J| j î ^ ^) [(^+j^)![ ^ ^

Si l'on transforme (16) par corrélation dans la base (X) on obtient, en
remplaçant CorH par H et p par 2/1— p [car le module corrélatif de DQo)
est D(2^ —p)]

i=s(17 ) r^ ' rf"H1-vc-'^+/)-t+s•——l—_rfa:-'+THA'1(17 ) t.JT^rfA"]-^^- (a--,+0! -rfA"!11^]-
i==io

18. QUELQUES APPLICATIONS DU CALCUL DES DÉRIVÉES TOTALES. — a. Décomposition
effective d^un élément F de V algèbre d^nd selon les modules D(^o). — Si le degré
réduit de A est i, c'est-à-dire si A est quadratique, la décomposition envisagée
se confond avec la séparation dans F des formes homogènes des différents
degrés (vrais). Si A est de degré 4 au moins (rf^2), nous poserons

F =2 H,, avec H,çD(^)

et F étant définie dans une base normale quelconque, nous nous proposerons
de calculer les H<.

Considérons l'opérateur
rr A d d .Z=:/z4-A-,. — -,.-A.c/A 6/A

D'après la relation (9), nous avons

ZH,==^H^ d'où ZF==2^H,
et par itération
(18) ^x(F)=l(p,)XB,.

Le nombre total des entiers tous distincts,^/, étant désigné par N + i , on
voit que le système (18) avec Z°(F)=F et x=ï, . . ., N est un système de
Cramer où les H, sont les inconnues et où le déterminant principal est un déter-



SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ALGEBRE EXTÉRIEURE. 259

minant de Vandermonde certainement non nul. Il découle d'ailleurs de (8) que
l'opérateur Z a un sens intrinsèque qu'il confère aux modules D(p). La décom-
position de H, en les û/,^. peut s'effectuer (comme ci-dessus) à l'aide de (5)
(cf. §22, p. 272). C'est encore une opération intrinsèque si rf^-2 en raison de
l'unicité du développement :

A=^,.

6. Relations fondamentales dans le module D(^o) :

THÉORÈME 1. —Premier énoncé : A"n^a pas d^annulateur d^un degré réduit égal
ou inférieur an — x. — Deuxième énoncé : A^H = o et H = o sont des relations
équivalentes pour H € D (jo) si et seulement si n ̂ jo + x. On dit alors que A^H = o
est simplifiable [par A^À^a?)].

Démonstration. — Soit N le nombre des dérivées successives non identi-
quement nulles de H. On a de (n) (après multiplication par A") :

\u ,-ix-t-u r \x " r T ^7"T-T ~1
>A a___ "L H — C"-/^" ^u _L fL11 +

(x-^u)\ d^ L^! •c L u } ^A" | '

et quel que soit u nous sommes dans le cas 1 du paragraphe précédent :
les C^"7^" ne s'annulent jamais. Considérons les N +1 équations obtenues

cl"- Hpour u= o, i, . . ., N où les inconnues sont les A " - ^ ( ^ = = o , i, . . . , N).
Si HA ^ =o, elles forment un système homogène à matrice triangulaire régu-

d^ IIlière. Il s'ensuit que H et tous les A"^,. sont nuls. c. Q. F. D.

THÉORÈME 1 bis (corrélatif du précédent) :

^H
71^ : o entraîne II == o si p ̂  n + x.

En effet d'après (8), —.-=== o équivaut à l'égalité [CorxH]A'=o qui

entraîne CorxH==o donc H = = o si n^^n—p-^x, c'est-à-dire si n^p—x
[car CorHeD(2/2—jo); cf. théorèïne 1]. c. Q. F. D.

d^ r d11 "i . . .
L'égalité -j. H = o est dite simplifiable par ,. î ( h ̂  x) \si elle implique H = o.

Note concernant le théorème 1. — Si A est une forme quadratique (d= i) on
retrouve l'un des théorèmes fondamentaux de Lepage qu'on peut encore géné-
raliser comme il suit :

THÉORÈME 1 ter. — Si la forme P de degré pair est telle que V"^- o, P' r^a pas
d^annulateur d^un degré (vrai) p' inférieur ou égal à (n — x).

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXIII. — FASC. 3. 33
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P n'est pas nécessairement une somme de multivecteurs disjoints. Soit
X=(Xi, . . . , X ^ ) une base quelconque de l'algèbre ÛL et F un annulateur
éventuel de P^ de degré p1. De la relation
(19) P-F=rO,

on tire, par dérivation,
(20) xV^ ^F+P^-^^o.

ÔX^ àX,

En multipliant (20) par P et en tenant compte de (19), il vient

P-^^o.
r/X^

En itérant l'opération précédente, il vient encore :
^F

(21) P^———————————— == 0,
à[X^ ...,X,^]

-.———————. est une composante scalaire quelconque de F. Elle s'annule
^L^^ ' ' • ^ ^ p ' ]
par (21), si x - ^ p ' ^ n . c. Q. F. D.

Note concernant V indice critique. — Pour H€D(jo) et n ̂ p + c^A3 H = o
est simplifiable à gauche et devient H==o. La quantité n—jo+i? indice
critique de H est donc le plus petit exposant p pour lequel A ^ H = o
n'entraîne pas identiquement H=o. Par ailleurs de (10), ^ [ A ^ H J ^ A ^ , .

et A^H = o équivaut à ,. == o, car A ^ , . = o est simplifiable puisque l'indice

critique de -,* est p + 2. L'énoncé suivant généralise ces remarques.

THÉORÈME 2. — Pour H € D(jo) les relations
(22) A^-^H^rO,

(23) ^H = o

sont équivalentes.

En effet : de (i5), si n -{-s==p +.r, on a

A ^ r ^ H l ^ ^ ^ H ] .\^ds J d^ j

S'il est nul chaque membre de cette égalité est simplifiable (théorèmes 1
^s ^s

et 1 bis)', le premier par A^ et le second p a r , . - Il en résulte que , x H = = o
entraîne A^H^o et réciproquement, c. Q. F. D.
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Remarque. — L'énoncé précédent suppose é v i d e m m e n t ^ — p - ^ s ' ^ 0 ,
s^o. Pour ^==0 on retrouve un cas particulier du théorème 1 et pour s=n—p
particulier du théorème 1 bis.

THÉORÈME 3. — Tout élément H du module D(/i + h) {h ^> o) est le produit
par A71 d^un élément $ bien déterminé du module ï)Çn — /?).

(Si A est de degré 2 c'est encore un théorème de Lepage.)
D'après la remarque qui suit le théorème 2 du paragraphe 17 la relation (n)

appliquée à H ne contient pas de coefficient scalaire C^^"" nul si h ̂ > s — x
(cas II). Par ailleurs il existe certainement une valeur de x telle que A^H 7^0,
HA"=o.

Appliquons (n) à H en donnant à x la valeur définie ci-dessus et à s les
valeurs successives x, .r+i, . . . , . r + A — i . Nous obtiendrons h équations
homogènes en les quantités H ^ = A A , . H ( H o = H). Elles peuvent s'écrire :

/H \
(A,x/. B) ; ==0,

\ H,̂ , /
t=-.V+Jl—1

A/,^ étant une matrice triangulaire inversible. On en tire H,= ^ ^H/ ou
/=//

encore en particulier

( 9.4 ) II = ̂  \ ̂  ̂  H + . . . 1 ( af € K ).

d11

Observons d'ailleurs que d'après le théorème 1 bis, -j. H ̂ é o et que H == A7'̂

entraîne l'unicité de <&. Si l'on avait en effet H = A7^, on aurait A^ — <&i) = o,
d'où d'après le théorème 1, $==$i. c. Q. F. D.

THÉORÈME 3 bis (corrélatif du précédent). — Toute forme H € D ( ^ — A ) est
la ^ième dérivée totale à^une forme F€D(^+^) bien déterminée.

Cor^n étant de degré réduit n+À, on a d'après le théorème précédent

Cor^H^^.

En transformant par corrélation dans X ( base canonique pour A, où
A.x" \H—.ï \ \n—A

Cor —, = ,————, ) ? il vient H = Cor<Ï>i -,——y—,9 d'où d'après (8),x\ ( n — x ) \ ] ( n — h ) l r N /

}i=^.^CM^
$1 étant unique d'après le théorème précédent, la proposition est établie.
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19. SUR LES ANNULATEURS DE A^. — 3 ̂  désignera l'idéal annulateur de A"' et
comme l'opérateur multiplicatif A" transforme un élément de û/,^. en un
élément (18) de iî^x^r, Sx est somme directe des modules D(^) [D(p) étant
l'intersection de J^ et de D(p)]. Chaque D(jo) est somme directe de ses û/, /..

Relations de structure fondamentales dans 3sc. — Les notations f^/, Q;, R, étant
celles du paragraphe 16, nous poserons encore :

^4,...,//,=^^+. • •+ C .̂, G)^_^.=:A — CO^...^..

Je dis que tout H € ^x satisfait aux relations de structure suivantes :

W

En effet, on peut écrire

O.(ï
àîî
à^i

H)

["

[&),'

;•]"-

-l^.

h-1 ——

0^

0.

(26:)

et

D'ailleurs

I - r=:0 , ( I I )+^^ l +R,(H) ,

Ô^A-^H) == A^Ô^H) et R^A-^H) = (.c^R^H).

A-'^ == ̂  0), [ GJ; j^-1 + [ G);- j^.

Si HeJ,,., on a donc

^XQi(îï)=o, d'où 0,•(H)[ù);•]•rr==o et A^R^H) = o.

En multipliant (26) par A7^, on tire, par conséquent

OR , , ,. 6)11, .ûû; -.— /p^1 ==o. c est-a-dire -.— c»), •r+l == o.ô^i • à^^ J

c. Q. F. n.
En procédant par récurrence, on obtient encore

(28)

et

0,,...,,.(H)[<.,,,.]-

1̂1
(^9) à[^ ..., û)^.]1- y l ' • • • ' /

Complétons les relations précédentes en établissant directement une pro-
priété remarquable des modules ûo.r (19)-

( ' • s) Eventuellement nul.
(1 9) Tout élément de ûu^. a évidemment une dérivée totale nul le . D'après le théorème ^ du para-

graphe précédent il est donc annulateur de A^ si x > n — r. C'est cette dernière proposition qu^on
retrouve ici par un raisonnement direct très simple.
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LEMME. — Tout monôme basique de H € ûo,r est annulateur de A' .

En effet si m^, . . ., m/, sont k monômes unitaires, à composantes non nulles
dans H et non contenus dans «J,r, les différents produits m^A^ n'ont deux à
deux aucun terme unitaire commun. Il est donc impossible que leur somme
s'annule, k= o et tous les monômes basiques de H annulent A3.

THÉORÈME 4. — Un monôme basique mçSî^r annule A', si et seulement
si r 4- x ^> //. (Alors ûo.r € <T.r- )

Posons /n=X[a^, . . . , a,J(ÀeK, a^e^/,), mA'^^o si et seulement si
chaque terme partiel du produit A' contient au moins un des monômes co^, ..., a»,,
donc si r+ x^> n. c. Q. F. D.

COROLLAIRE. — H € û/^/. n^ annule A-^ que si 2 k + r + x ^> ^.
^u

En effet P = -rr————r appartient à l'algèbre CX' construite sur les éléments
^À-^AJ X F &

de A^= co^ ^. Dans eV, Peûy/ . et d'après (29), PA^^ o. On a donc d'après
le théorème 4, r-{-x-[-k^>n—k, c. Q. F. D.

Remarque. — La méthode précédente fournit une nouvelle démonstration du
théorème 1. Voici également dans le même ordre d'idées une autre démons-
tration du théorème 3. Un monôme basique (de X)eÛA,r est le produit

d'un monôme mçO^o,?' et d'un monôme P = , , [^...jj^eiû/^o. On peut écrire

(3o) k\P=[-^. ..,;,+AF.

Comme ci-dessus posons m=[a^, . . . , a^]; les co^, . . . , co, appartiennent
à CL)^ ^. II s'ensuit que m^'^ ^~\= o si t+r^n—/c. En développant le
second membre de (3o) par la formule du binôme on fera donc apparaître le
facteur commun A71 avec

h == k — fi et fi = n — k — r, d'où h = n — ( 2 k 4- /') = n — p.

C. Q. F. D.

Sur certaines classes de formes annulatrices de A \̂ — Utilisant une terminologie
connue (20) nous appellerons forme de la classe zéro une forme H € D (p) (p ̂ .n)
dont la dérivée totale par rapport à A est nulle. ( On sait que si p ^> n,
dR . . TT \— = o entraîne H = o.
a/\ /

^=n—p+î^o étant l'indice critique de H€:D(p)on a ,* ==o si et seu-

( 2 0) Ç/- A- LICHNEROWICZ, Généralisations de la géométrie kdlilérienne globale (^Colloque de
géométrie de Louvain, 1951, p. 117).



264 MARCEL VIVIER.

lement si ïl^= o (théorème 2). Alors H n'est pas divisible par A car H = A$
entraînant ^-^^==0, pour <EeD(/?—2) , ;7 vient 0=0 (théorème 1 (2 2).

Nous appellerons forme de la classe / (relativement à A) le produit par A^
d'une forme de la classe zéro. La classe t est le produit direct de la classe zéro
par A^ car une forme non nulle HA' de la classe t est toujours simplifiable
(par A^) puisque t est inférieur à l'indice critique de H ; A^H = A^ÏT -> H == tT. Il

en résulte que les classes sont disjointes : F == A^H, avec ,. = o et F == A^'G

entraîneraient en effet H = A^G, ce qui est contradictoire avec ,. = o.

Dans l'algèbre Gi^nci chaque classe t(t=o, i, . . .) est somme directe des
classes t restreintes aux différents modules D(^) : en particulier si Hi eD(jOi),
u ^.T^/ \ ^[H,+H,] ., dH, dîî.HseD^), L ,.—-' = ose décompose en — == — = o. /

^«-A Cii\ dl\

20. DÉCOMPOSITION CANONIQUE D^UNE FORME HeD(jo) EN SOMME D'ÉLÉMENTS APPAR-

TENANT AUX CLASSES DÉFINIES PAR A. — Dans le module D(^) chaque classe t est un
espace vectoriel ^(^=o, i, . . . ). La somme directe des ^ est un espace
vectoriel V. Lepage a montré que V = ' D ( p ' ) quand A est une forme quadra-
tique. Nous étendrons au cas général (rf quelconque) cette propriété remar-
quable.

Un élément de V s'écrit
i=?.

(3i) H=:^o4-^^a^

avec

(3.) d^=o (pour/=o, i, . . . ) (-).1
dâ

Les di seront nommés les coefficients de H. On sait déjà que le développement
du second membre est unique car H = o si et seulement si tous les a, sont nuls.
Inversement en nous donnant H quelconque dans D(^) et (3i) a priori nous
montrerons qu'on trouve les ^ à l'aide de H et de ses dérivées totales. Plus
exactement nous poserons d'abord

(33) H=^+AO>

et nous calculerons a^ et 0, p étant supposé inférieur à n + i. a^ sera nommé le
reste de H module A.

( 2 1 ) La démonstration précédente implique que si l'on a dans le module D(/?)
A T / * -c-' ^o da'o</o + MI == a , -+- A<I> , avec —— == —° == o^/A d\

il vient nécessairement ^o = ^o '? ^ ==• ^^
( 2 2 ) 2 À- est le plus grand entier pair contenu dans p .



SUR QUELQUES'THÉORÈMES D'ALGEBRE EXTÉRIEURE. 205

THÉOKÈME. — Tout HeD(p) admet {pour p^n) la décomposition (33) :
H = ao+ A$, ^o étant de classe zéro. (On sait que l'existence de cette décompo-
sition implique son unicité.)

Démonstration. — a. Considérons le polynôme

(34) s . -p îV^^ ï ^ rmv / ^ / -p-^ ^ (P+O! ^L A 1 J ?
; == 0

P étant l'indice critique de H. En appliquant la formule (10) il vient

l / -y ' L^.__^rHi^vLiAZ__- di+i^z-0i v - [- A l^- l dw r H 1 , v [-AI I di+i.- ̂  1^-p- 2^ —71—^ÏTYT^A^^Z-TT-TôTTYl^^^t\ ( ^ ^ - t ) \ d^[ ] 1 ^ i\ ( (3-4-^) ! "^A

Au second membre les termes se correspondant par l'égalité t == ; disparaissent
deux à deux. Il ne reste que celui pour lequel i=j et, par conséquent,

(35) ^--^__[_^'^rH1/ d^ " (p+y) ! ./! d^ L J '

&. Soit k le plus haut degré en les co, du module DQo). On a identi-
d^1 ff-

quement-^-[H]===o. D'après (35), S/, est donc de la classe zéro. Or en déve-
loppant (34) poury = k, nous avons

W S.=H-^^^^H)^^[^,H,

(36) s'identifie à (33) w^c S/,== âo et

(3^ ^^{(pTTyTaW-^^Àal"^.-
ï A^—1 <</^ ^

^(-^^.yTTr^t^!-
C. Q. F. I).

Remarque. — Pour que H soit divisible par A il faut et il suffit que S/,= o ;
$ est alors le quotient de H par A.

Généralisation. — En décomposant <Ï>eDQo — 2) comme on vient de décom-
poser H et ainsi de suite on trouve bien un développement de H conforme à (3i).

Calcul du « coefficient » a, de (3i) à F aide de H et de ses dérivées totales. — On
tire de (3i), compte tenu de (32), de (11) et de (i4)

i_ d^
71 ^A1^-^W=^+•2s-la^^^

On est donc ramené pour calculer a, à déterminer le reste module A de la forme

II -- (p -4 -^ - i ) ! ^.-,
•s'— (p+^_ l ) î ^1 J'
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a, s'obtient alors par (36) en remplaçant dans le second membre H par Hy,
|3 par (3 + 2. s et k par k — s. On trouve aisément

,g . _ P + ^ y A ^4.^v -i [-A]- i ^^ - i
"0) ^ 0+^ 2^^^ ^ "TT" ( s + i } \ '^L rp+^ ^ v P^ / ? ! ( 54 -Q ! d^

i=o

Décomposition dans V dhme forme F dont le degré réduit est supérieur an. —
Soit FeD(/z+A). On peut écrire (théorème 3) F=A / < H, HeD( / i—À) est
décomposable canoniquement selon (3i) et il vient

i-.-k i=k

u,v^'-y ^-1-'^^"'—^(Trnyr"
,̂ A^ -̂i A"-'^

F^A/'^^^ST^ÏY-^
i=0 i=0

d'où
^ _ (A 4-0! , ^
, - -r — ~ , t ? ^ .. *d^ i\ i\

d11

En décomposant / A F comme ci-dessus on pourra remonter aux b{ et aux a^

21. STRUCTURE ÛES FORMES DE LA CLASSE ZÉRO. — Tout élément de l'algèbre OL se
décomposant en une somme de produits comprenant une puissance de A et une
forme de classe zéro il est intéressant d'analyser comment cette dernière est
construite.

R, désignant comme d'habitude le résidu d'une forme par rapport à co, nous
introduirons encore l'opérateur linéaire

.. .. à ^ àK;/ — R^ -.— — R/ -,—7 ôwj ] à^i
et l'opérateur

S ==V[ût)y— Ç^]K,7.

(ij}

L'algèbre CX est toujours rapportée à la base X canonique pour A.

THÉORÈME 1. — L'opérateur K/,j change une forme de classe zéro en une forme
de la même classe.

Notons d'abord que pour tout monôme basique (de X)a, les opérateurs . î ,.
commutent puisque A est de degré pair. Il en résulte que toute dérivée dans la
classe zéro est aussi de la classe zéro, ceci d'ailleurs quelle que soit la base dans
laquelle on effectue les dérivations.

Cela posé, on peut écrire

/ , „ f à\{\ àH àR . ^11
( °9 ) ^i ~»—— = -»—— — ^i ~ï?————n — 'Ji -»—— ?v y / V^/7 à^j à[wi^j} ô^j
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d'où
d rd_\^ (àR\}_ d |-<?H1 àR d\ àîi -| d [ àH ~\

d^\_ 'V^J-rfAL^/J à[w^] "'rfA L^["("/]J •dK[à^]

S1 "(TA =: 0 toutes les dérivées totales qui figurent au second membre sont
nulles et

AFR^I^ an-^R ^1= àn
<^A [^ ' à w / ] à[wiW^]<^A [^ ' O U / ] à[WfW^

En permutant i et y on trouve aussitôt :

^K.,(H)=o.
G. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Si H est de classe nulle y il en est de même de S (H).

En effet K,y(H) ne contenant aucun élément de OD,- et de co/ :

^ {(^.- co,)K,,H } == ^(CO,-Q),) j K,;H + (^- ̂ ) ̂ K,yH= o,

d'où

-^SH=o.<^A
C. Q. F. D.

THÉORÈME 2. — V opérateur S ̂  /''opérateur multiplicatif ̂  commutent.

Nous utiliserons les notations du paragraphe 19 et nous observerons que A
et B étant deux formes quelconques

R,(AB)=R,(A)R,(B) , (*);•= R,(A) et [00;-]-== R,(A-).

Posons F = A-H = ̂ ^.[oû^R^H] + [co^H,

^=^[C.;.]—R,[H]+[O);.]^, R^R^A^o);,,

donc

^^——^^^t11^^^'^^-
K,yF=[^.]^K,yH, (coy- CO, ) K,y F = ̂  ( &)y - C^)K,yH

et enfin après sommation par rapport aux permutations (ij)
SF = A^SH.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. —^opérateur S change une forme de classe x en une forme de
même classe.

THÉORÈME 3. — Si H € û/̂ ,. et „ = o ; ? ̂ m^ l'indicé critique détona identi-
quement
(4o) | A- (p4 -^ )H==SH. 1

.4/m. .ÈC. Norm., (3), LXXIII. — FASC. 3. 34
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Observons d'abord qu'on peut écrire en général

S=^(c.,-c.,)R,^.
'j

Or si ^opérateur S est appliqué à une forme H de la classe zéro

2 o àVL - dR
"iR•^.="•R'^=o•

/'

On a donc
(4x) S=^R^

i j

et comme : i° R,-co;.— ==o; 2° co/R;,— = R ^ c o , , — î si i^j, il vient de (4i)

(4.) ^S .̂̂ 1^--
i /, 7

La première somme de (4^) n'est autre que y^.r-* La seconde s'écrit
;

V,R( Ycoy.—- Les sommations étant étendues aux valeurs i, ..., n des indicés.
^————— ^————— (/ ÛJ 7

^ 7

Mais d'après (5) (§16)
Y ^H / ws^^"^

î

Dès lors de (4^)
SH=Â-H4-^^Rz(H) .

i

De (6)
^R,.(H)=(^-/,-r)H

et enfin
SH = ^(n — k — r 4- i )H = Â-((3 4- À- ) IT.

C. Q. F. D.

En conséquence nous voyons que tout Heû/cr^^o) et de classe zéro peut
s'écrire
(43) H=:Yî^(G)y-^)K,;(H),

ij

Y] étant é^al à 7-77——,-' K^YH) est de classe zéro et ne contient aucun élément
/c(p -4- K )

appartenant à co^- ou à coy.
La décomposition de H ^n le second membre de (43) sera nommée l'opéra-

tion [S]. On peut encore appliquer l'opération [S] aux K^H€Û/,_i r et ainsi de
suite. On obtient en définitive l'énoncé suivant :
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THÉORÈME 4. — Pour tout H e ÛAV (^ ̂ z o), on a „ = o si et seulement si H est
décomposable en somme de produits tels que
(W ^ [ ^—^• • • [^—^À.K^ . . . , ya,.]=7T,

À est un scalaire; qy.^^y,,etla suite d^indices (au nombre de 2 / 1 - 4 - ^ ) ^ 1 ? • • • ? ^ î
y'i, . . ., jk\ o^, . . ., a^ ne présente aucune répétition.

Remarque. — II estbien facile de comprendre pourquoi „ = o entraîne H A^= o.
En effet [co,— co,][co/+ o)y] = o. Il en résulte que le produit des binômes en co/
de (44) annule ^,...,^...^- Le produit [y^...^J annule ^a ,+- - -+c^ .
il annule donc identiquement la quantité

Ai=[ûûa,+. • •-+- ^a,4- C.)^+. . .+ C*)^+ ̂ + . . .4- C^-J.

Si Fon pose A = A i + A 2 , on a 'Il(Al4-A2)?= T^. Mais Al=o, car le nombre
deso j^deAa est inférieur d'une unité au degré de l'exposant (3. On a donc T.A^O.

c. Q. F. D.

Conclusion relative aux annulateurs de A^. — Si Fannulateur G de A' est
A^décomposé selon les classes relatives à A le représentant a^ . de la classe t

annule séparément A^ (puisque les classes sont disjointes) et p étant le degré
réduit de a^ on a
(45) x -+- t^7i — p + i.

Soit encore r. l'élément de ̂  donné par (44)? CL)^ • • • ? ̂ ^ ^ étant un produit
partiel de -^ (avec les a,, ?,, j\, P, tous distincts) je dis que r.P annule identi-

quement A^. Le raisonnement est le même que ci-dessus. Si

A] :-=: ^ûûa, + •̂ ÛL ,̂ '+-•^cl)^ + ̂ ^S,

(au total Ai contient p+ f éléments œ) et si A= Ai+As , on a
Trt^Ai+A^^^TrPA-r.

Mais, d'après (45)? AÏ= o car l'exposant x est supérieur au nombre des termes
de Â2. On a donc iiPA^= o. c. Q. F. D.

Or chaque binôme de TI, tel oo,— coy peut être décomposé suivant la méthode
indiquée au paragraphe 15 en somme de formes simples qui annulent sépa-
rément co.+coy. Compte tenu des propriétés des moduits i2o,/(^/- § 19) il
s'ensuit que l'idéal 3 ̂  possède une base de formes simples.
Nous énoncerons :

THÉORÈME 5. — Toute formel de degré pair réductible à une somme de monômes
deux à deux disjoints et toutes les puissances non nulles de A ont des annulateurs
toujours réductibles à des sommes d^ annulateurs simples.
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22. LA CORRÉLATION DANS UNE BASE NORMALE (X) CANONIQUE POUR A. [Cette traUS-
formation sera notée Cor (sans indice)] :

a. Relations fondamentales (les trois premières tout à fait évidentes ont déjà
été utilisées plus ou moins explicitement) :

1. S iF€D(p) :
CorFeD(2^—7?) .

2. Cor.CorF ==(—1)^

N étant le degré vrai de F. [Tout monôme basique s'écrit X P ; Xeûo, , , P€Û/, ,o.
Les degrés (vrais) de F, X, CorF ont même parité.]

Q / / ^ \ CorA3' ^n-a
3. (46) ———==—————.v / a! ( ^ — a ) I

4. Comme Co^A271-^'] = Cor^-'.A7^] = [CorA"-"] | [CorA7^] il vient
de (46):

/ \" /AJ /» . ' - - r -> - / ( .A-7-' A^' ^.^+v-/z
^ î y \ ~ (œ^-y — n)\ ̂ -

/ / . ry^ — — _ _ _ _ _ _ _ _ p 2 / ï - ( . r + r )
w/ - r î v î —— ̂  J- „ — ,̂  1 ^^-r ' •

3. (48) Cor [F A"] ==^-001-F.

En effet :
CorITA-7--] = CorF | CorA-^

CorFICorA^CorF A^-!^-= ^-CorF.
( / i—^ ) ! (^A

&. Corrélative d^une forme de classe zéro :

THÉORÈME 1. — La corrélative d^une forme FeD(/z — h) de classe zéro est une
forme CorF € D(^ + h) de la classe h.

On peut poser a priori CorF == - , Fi. Mais „ = o équivaut à F | A71"4 = o,
d'où à [A. CorF] = o et, par conséquent, à A7^ Fi = o. Comme h + i est Findice
critique de Fi, cette dernière égalité prouve que F ^ e D ^ — h ) est de classe
zéro. c. o. F. D.

Tout monôme unitaire çû^r est le produit d'un monôme m €Ûo, / ' dont les
éléments q^, ..., q^ (c/. § 16, définitions) sont inclus dans co^ , ..., co^ et d'un
monôme ^.eû/^o. ^m représente le corrélatif de q^, . . . , q^ dans la base
canonique (X) réduite aux éléments de co^, . . . , co^. (Si r==o, on peut
poser m = ̂ m = i. )

THÉORÈME 2. — H€ti / . ,r€D(^ — h) étant de classe nulle on obtient Hi définie
A7'par V égalité CorH==.- ,Hi en multipliant H par (—i)71 et en remplaçant le

facteur m de tout monôme unitaire utilisé dans V expression de H, par ^m.
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La corrélation étant une opération linéaire, il suffit d'établir le théorème en
réduisant H à l'élément TC de classe nulle défini par (44)- Pour la circonstance
nous écrirons coi, ..., (JL)/, au lieu de OL)^, ..., (o,^ et 04, ...,în/, au lieu de co^,..., OD^
de sorte qu'un terme monôme de TI aura pour expression

(49) M = ̂ m (— i)^^ • • • ̂ ^4-1 • • • ̂ r

II y a dans TÎ, 2/l monômes du type précédent. Ils correspondent aux 27' combi-
naisons des indices (i, . . ., k) pris par groupes de h=o, i, . . ., k. Or, on a
manifestement
(50) CorM = ̂ m (— i)^-^ . . . c^c^ . . . co^[co^ .. ., ûûpj,

Pi^ • • • ? ^h étant tous les indices des co/ qui ne figurent pas dans ri. (û dési-
gnera le produit cog^ . . ., oùg/,)-

Au monôme M de T: correspond biunivoquement le monôme de T. :
Mf=z^(—l)tmw^. . . co^ûû^ . . . ûû^

et CorM se déduit de W par substitution de %m à m et par multiplication
par (— i/û; CorM7 se déduit de M de la même manière si bien que
(51) Cor7T== ^7:1,

Tii étant transformé de T. par la substitution m-^(—iy%/n. Par ailleurs
A?avec Aa=== ( jL)^4--• • + ^3/,? on a Î2=— et comme ( A — A 2 ) i r = o , on peut

A^remplacer (5i ) parCor7i== 7-7^1; ^i satisfaisant aux conditions de l'énoncé,
le théorème est démontré.

Désormais ^(H) (pour H€Û/,,r) représentera ce que H devient quand chaque
monôme basique a subi la transformation m -> (— iy©(m).

c. Corrélative d^une forme de la classe s dans le module D(p). — Posons

F ^ ^ H [HçD(^) et^=o].

De (48), compte tenu du théorème 1, il vient

„ -, i ^ A ^ , d\\,Corr = — - j . -, Hj, avec h = n —p etY^l^t. s. ———— ^.^.j ^ (A y ̂ ^ /t. ———— IV ——— 1^ ^.-L y .s \ 6/A À ! y r/A

De la formule (i i) du paragraphe 17, il vient encore, en faisant x = h,

CorF—
^h-s

(h-s)\
H,.

(Il est évident que seul est à considérer le cas s ̂ h puisque -j. = o
entraîne ^h+l H =o.)
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La formule (5a) permet de former la corrélatif de tout élément de D(jo)
qu'on sait décomposer en les classes relatives à A. Si l'on fait apparaître le degré
réduit n — Ai de F, (5a) devient

CorF—
^/II-M

(Ai+5)!11"

D'autre part, posant H =^ G/, avec G/,€ÛA-,,., on a d'après le théorème 2,
/.-

HI==^^^GÂ-
/.-

La décomposition d'une forme AeD(p) dans les modules û/^.a un sens intrin-
sèque si le degré de A est au moins égal à 4. On peut l'effectuer en utilisant par
exemple la formule (5) (§ 16) :

Si € désigne l'opérateur ̂  co, -^ et si A == SA/,, A/, e û^,., il vient ti^A = S/^A/..
/:

La discussion est analogue à celle du paragraphe 18^. |

THÉORÈME. —Pour toute structure métrique de F algèbre <9L liée à une base (X)
canonique de A les classes de DQo) sont deux à deux orthogonales.

Multiplions (62) par F^^tT, tTeD(y) et //+ 2^=;)+ 2.y= P,
aurons

^ CorF ] ̂  — ' A7'- ^•'11, H-,.J s' \ (A — .<?) ! l

nous

Si^>.y,

si.^,
h — s 4- ^^/^ + i et H^^-8^'= o.

A — s -{- s ' ^ / i — r» ,ç + 9.^' + i.

Or l'indice critique de I-T est /? — 2 .y + 2.^-{- i, on a donc A^^'H == o.
Dans les deux cas [F^ CorF] = o. c. Q. F. D.

23. ÉTUDE PARTICULIÈRE DE LA CORRÉLATION QUAND A EST DU DEGRÉ (vRAl) 2. — NOUS

poserons (^==[X,YJ et la corrélation sera tout d'abord attachée à la base
^=(^1^1, ' - ' , X^Y^). Nous rappelons que dans le cas actuel la notion de
degré réduit se confond avec celle de degré vrai et nous nous proposons de
préciser le sens de la transformation ,̂ du paragraphe précédent.

Les quantités désignées antérieurement par q^ sont X^ ou Y^. Si nous dési-
gnons par q^ la complémentaire de ̂  dans (D^, on voit que

^m==(—ï) t2 ^. .• /7a,
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et que
(—ï)^m=(~ï) 2 ^...7a,.-

D2 7"2

Remarquant que7- et -^ sont de même parité et que nous pouvons retrancher ^k

à l'exposant —————— sans modifier le signe du second membre, nous écrirons
p (P — i )

( — 1)^^771= ( — l ) •2 ^...^a,..

7/ Tiy à ûfo/ic qu^une seule transformation ̂  Am.y fc module D(/)). Elle agit sur

un monôme quelconque de degré p en le multipliant par (— i) 2 et en sub-
stituant à tout élément X, ou Y/ son complémentaire dans (o,, ce qui laisse
invariant tout co complet du monôme et remplace chaque Ça par le q^ corres-
pondant. Cette transformation linéaire désignée par ^ est définie par les rela-
tions

^(X,.)=Y, ^(Y,)=-X,
^s

Corrélative de la forme F = —, II de la classe s et du degré (p-\- 2^). — En
appliquant la relation (62), il vient immédiatement

[ \s~\ p[p-^ \n-p-s
(54) Cor H — == ( — i ) 2 <^(H)-———————^ avec évidemment / / — p — s \ o.

De ce qui précède se déduit F énoncé suivant :

THÉORÈME. — La corrélation dans la base normale û3 est le produit commutatif
de la transformation c^ et d^une transformation intrinsèque G qui à la forme

st AA5

F =^ Os —, de degré p associe la forme (S (F) de degré 2.n-p définie par la relation

(5,5) e(F)=(-z)———^(-^___———,
^n—p+s

! (n—p^-7\'

en observant que ,- = o, que So est le plus petit entier positif (éventuellement
zéro) tel que n—p+So^o et que 2^1 est le plus grand entier pair contenu
dansjo.

Remarques. — On notera que Ç2^— i)1' et que ^ „ = „ ̂ . Pour établir
cette dernière propriété on écrit

^ F = F CorA; ^F=^F CorA =: ̂  [F | CorAI = ̂

Si les vecteurs de la base tô sont rangés dans Fordre Xi, . . ., Xn; Yi, . . . , Y^
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(ce que nous supposerons désormais) le second membre de (55) doit être mul-
i. • i • ' n (n — i ) i-tiplie par ————- et

Y,

o
-L

I.\
0 /

'X
J représentera la matrice

Jn^

o

-L

Les transformations ̂  étendues à toutes les bases canoniques pour A sont en
général distinctes. Pour que ^ad3 = c^ il faut et il suffît que la matrice a soit
en même temps symplectique et orthogonale, donc qu'elle vérifie les rela-
tions a^Ja = J, a^a = J, d'où l'on tire aJ = Ja (deux de ces égalités entraînent

/a b\d'ailleurs la troisième). Si pour a réel on pose a ), on trouve faci-
. c d

lement (a, b, c, d étant carrées d'ordre n) que a est orthogonale et commutable
b

avec J si et seulement si a = \ -b a
I ? la matrice M=a+ib étant uni-

taire (M]T=L).

NOTE SUR LES RELATIONS STRICTES ENTRE LES COMPOSANTES
D'UN p- VECTEUR ET LA THÉORIE DES MATRICES

EXTÉRIEUREMENT ÉQUIVALENTES.

1. CLASSIFICATION DES MONÔMES BASIQUES DE DEGRÉ p , ET DES COMPOSANTES D^UNE

JO-FORME. — Dans la base S* = (Xi, . . ., X,,) nous posons
X^-=:Y; ( î = = i , 2, . . ., n —p =q),

nous représentons par X l'ensemble des vecteurs unitaires Xi, . . ., Xp et par Y
l'ensemble Yi, . . . , Y^. ï figure le produit extérieur [Xi, . . ., X,,] et T^' • ;̂  le
monôme basique qui se déduit du monôme initial (ou fondamental) ï par la
substitution de Yy^ à X^ (pour s = ï , . . ., /c). On a

(ï)
àT^^j^...,'!k—ry. y.

1 i i . . . . , i j . —— L i-7^ • • • ï -1-//i ^ . . . , i k — — L -'-7^ • • • ï -'-A-J ^[•Y Y -
^[A-!^ • • • ? A^.

En effet les deux membres de (ï) deviennent tous deux équivalents à T si l'on
effectue la substitution Yy^—^ X^.

La composante scalaire relative au monôme T^""^ dans le développement
d'une jo-forme est notée par exemple ^1;:::^.

Ainsi &i, . . . , b^ désignant les monômes basiques du degré k dans (Y)
et a^, . . ., a^ les monômes unitaires du degré k dans (X) la jo-forme 3> admet
dans X le développement suivant :

W
k~=^.p ou ( /

-^m-Z'^- 2 2;«"
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(?), (y) représentent les suites d'indices [dans (X) et (Y)] qui caractérisent a^
et bj. L'ensemble des pq nombres l[ Ci = i, . . ., p ; j = i, . . ., q) est dit la suite
primaire associée à T Cou à\).

Remarque. — Nous noterons que le second membre de (3) peut être consi-
déré comme un polynôme en (Xi, . . .,X^,) ou en (Yi, .. ., Y^) à coefficients

-\rm

dans (Y) ou dans (X). Ains iy&y.—î où (;) et (y) sont toutes les combinaisons
7,...,1

des indices ( i, .. ., p ) ( i, . . ., q) pris k par k est la somme des termes de <&
qui sont de degré k en (Yi, . . - ,Y^ ) . Plus brièvement nous dirons : qui sont
de degré k dans (Y).

2. MATRICES CARACTÉRISTIQUES D'UN MULTIVECTELR. — Considérons le JO-VCCtCUr
->-

$=[Vi, . . . , V^] dont les facteurs V, de degré i sont définis dans la base X,
par la relation

lt\

(3)
"^,

^

1 = ( M ) X/,

Y,
-^

Nous supposerons par ailleurs que (2) représente le développement de ^
dans 5C.

Le tableau Mp^n [dans (3)] des composantes des V, dans X peut s'écrire
M^x,,==(A^x,,B^x^) ou plus brièvement M = (A. B). La composante X dans (2)
est égale à A [. Nous supposerons essentiellement dans tout ce qui suit À 7^ o. Dans
ces conditions il vient

(4) M = A ( I ^ 6 ) ,

I,, étant la matrice unité d'ordre p et 9 le produit A^B, (Iy,9) est une image
analytique du multivecteur y dont les composantes i, \7, '̂:'.'.'.̂  seront appelées
composantes réduites Çpar rapport à X) de $.

THÉORÈME. — Un multivecteur défini par (2)^et pour lequel\=^ i n^admet qu^une
seule image analytique du type (Ip9).

En effet si (Iy,9), (I^9Q sont dans la base X deux images analytiques du même
multivecteur, on a (c/. § 2, 4°)-

(I^6)=Ç(I^) , d'où Ç=I^ et
Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , LXXIII. — FASC. 3.

C. Q. F. D.

35
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COROLLAIRE. — Un multivecteur de de gré p dans V algèbre ÉLn dépend dep(n—p)-}-1
paramètres^ savoir X ̂  o et les éléments de la matrice 9 ci'dessus définie.

Définition. — La matrice 6 définie par (4) est dite la matrice caractéristique^
associée à T (de composante À non nulle), du multivecteur $ développé dans
la base X.

3. RELATIONS STRICTES (J) ENTRE LES COMPOSANTES D^UN MULTIVECTEUR $. — ^ est

défini, par hypothèse, par sa composante X et la matrice caractéristique 0.
(L'élément de 9 appartenant à la ligne ; et à la colonne y est noté 9^).

La matrice (Iy,9) est une image analytique dup-vecteur . dont elle fournitjy
facteurs de degré i, linéairement indépendants, savoir les vecteurs

(5) U,==X,.4-^e{Y; (c/.§10,c).
7

THÉORÈME. — La composante réduite V,[ "; :;^est égale au mineur de de gré k formé
dans 9 par les lignes notées, dans leur ordre de succession, ;i, . . ., 4 et par les
colonnes notées, dans leur ordre de succession j ^ , . . ., y\.

En convenant de représenter un tel déterminant par le développement de sa
diagonale principale, on a

W Pfc::A=let••^l

Démonstration. — On peut écrire

(7) ^^[U^...,U,]^[U,,...,UJ^Ll?•' t?lJ/?3
A 0[ U;^, . . ., U;J

le terme noté (71' ' ' " ^ . i dans le développement (3) de ^-<& est ce que le dernier
membre de (7) devient quand, dans tous les U/, définis par (5), on supprime
les Y, autres que Yy^, . . ., Yy^ et les vecteurs X^, . . ., X^. Ainsi modifiée
cette expression s'écrit

j k \ / j k

^^(•••(Sw2^ • • • 2>.-
h / \ h

< ,̂ ...,x^
<)[X,,...,X,,]

ou
1 fl/'i fi/i-lrV Y i^[Xn • • - , Xp]|9,...9,,|Lï/,...,y,j^^—-^.

En comparant à ( i ) on voit que
y<;;:lt=19t••^l c • ^ • v • n •
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Remarque. — II découle immédiatement du théorème précédent que les com-

posantes de degré i en (Y) (de ^$) ne sont autres que les éléments de 6. On
a À ^ = = 6 ^ e t

^1';:;^==|^1...^ [ relations ( J ) J ,

<1> , . . . .y est entièrement détermine par sa suite primaire.

Quelques applications des équations (J) : *

A. $ étant une forme quelconque définie par (2), avec À ̂  o, et F une forme
simple ayant les mêmes composantes primaires A, l[ : <î>— F est de degré 2 au
moins en (Y).

En effectuant le changement de base

X^U,.=X,.+^^Yy; Y;-^Yy

on aura donc
(9) . <I>=^[U. , . . . ,U / ; ]+ ^ H^Y/^u;^""----

(/•i^M/i/^

Cas particuliers. — i° Si $ est de degré 2 (p == 2), l'égalité (9) devient

^=^^-]^^lm^u]'^ L1;!1^
(71/2)

n — 2En répétant sur la forme quadratique SL^Y^Y^J du type ( ^ ) le raison-
nement effectué sur <î>, on voit immédiatement qu'il est possible de réduire <& à
la somme

[•U' ,U,]+[U.U4]+.. .+[a//- iU,,1; (ïh^n)

On a d'ailleurs
[U,, . . .^U^^^^o.

2° Si $ est une forme cubique (p === 3), on a

<D = [ Ui a u, ] + Ai Ui + A, a + A3 u, -+- i LAAAY^ Yyj^,
Ai, As, Aa sont des formes quadratiques en (Y) et SL^Y^Y^Y^ est une forme

cubique ( n 3 ) qui ne confient plus Ui, Uo, Ug.

B. Relations (K) ̂ /i^ Z^ composantes du degré k en Y rf^ multivecteur ^ du
degré p défini par (2). — 9 Aa/i< comme ci-dessus la matrice caractéristique
associée à FT] les composantes réduites de degré le en (Y7) sont, d'après les
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équations (J) tous les mineurs de degré k extraits de 9. Nous supposerons que
le mineur ( I ? 2Î ' " 7 ) n'est pas nul. Il sera désigné par a \ et la sous-matrice
'i, ..., k' " * *\, ) de 0 par Ça) (23). Le monôme basique associé à la composante a\ esti, . . . , k ]

àT(10) ^=[Y,, ...,Y,] c)[X,, ...,X,]'

Nous conviendrons de représenter X/,+( par X^=i, . . . , p — k ==.?); Y/^
par Y^ = i, . . ., ^ — k = r).

Dans ces conditions en ordonnant y,—r- par rapport au nouveau terme initial ^,
il vient

(,,)^=I.,-.^[x^]-.^[r,^]^^x.^].^[Y^].....

La matrice 9, == f ^XÀ ^^xr ) ̂  /^ matrice caractéristique associée à ̂ .
\^X/: J.Xr/ '

Les monômes basiques du degré k en (Y) se déduisent de % par des substi-
tutions de Y', à Y, ou de Xa à Xg. Considérons l'un deux noté ^jlS^ et défini
comme il suit :

/ , ,. \ 9"-(a) | (7)_ (-y Y" .V Y'. 1 ______________________
( l 2 ) ^I^—L^ ••^A^ A^ • • • 5 '^J ̂ [x^, ..., X^ ; Y/^, ..., Y^,] *

Nous conviendrons que
[a]=[Xa,, . . . ,Xa ]; [P]==[X^ ...,Xy,
[/]==[Y,, . . . ,Y,,]; [./]=[Y;., ...,Y;,],
[u]=[X^ ...,X,]; [^]=[Y,, ...,Y,],

ce qui permet d'écrire
C3) ^|^=[a,/]^

et

W • ^^l^-

THÉORÈME. — On a

(i5) ,- .-, à'ë àv ÔT
K/lT.n^^-1) [J^à^i]-^ > ^-'^[1} ^ -^àu-

' àa,
àw^]

(2 : î) D'une façon générale le déterminant d'une matrice carrée notée (m) par exemple est repré-
senté par [ rn\.
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En effet en dérivant (i4) par rapport à [?] puis par rapport à [î], il vient

( (\\ à^ --/ UN àv ÔT
{ < î o ) ^r /a • i — ( — I ) ~J7 ^ i . Q - i ' ià [ ^ i ] ' ~ ' ' ai à[u^Y

d'où en multipliant (16) par [a/] et en groupant les termes
_^___r .^ ' | aï

^^[^"L^jXW(17)
Mais

et par conséquent
àT . ^

^^p]^-^ a

àT

1^]=(-^[^-]

aï _ à r aï -1_ . àJ4^.1" '^[p^i r ^ IP^ IL ^a J L L ^.JJ L ^aJ
En remplaçant a ,. ^-. dans (i 7) par le dernier membre des égalités précédentes,
on trouve (i5). C . Q . F . D .

O»Conclusion. — D'après (i5) la composante de y associée au monôme basique
%}jSj|^ est le produit par (—^du déterminant de la sous-matrice a' qu'on
déduit de a dans 9 en substituant les colonnes (y) aux colonnes (i) et les lignes (P)
aux lignes (a). D'autre part d'après (12) la même composante divisée par \a\ est
égale [en appliquant les relations (J) à Oi] au déterminant

-çW .//)^(p) y^}
^W ,.(7)
^0) ^{D

(-1)^ == a
ïW
^)
yW^(i)

4\
^

II vient donc

( 1 8 )

4. MATRICES EXTÉRIEUREMENT ÉQUIVALENTES. — Toutes les matrices caractéris-
tiques d'un même multivecteur seront dites extérieurement équivalentes. Avec
précision, deux matrices Çp x q), 9 et 61 sont extérieurement équivalentes si et
seulement si l'on peut trouver une matrice régulière Ç et une matrice de permu-
tation P, telles que
(19) ( I^QO=Ç(I , , 9 )P

(ïp étant la matrice unité d'ordre jo).
On vérifie facilement que l'équivalence extérieure est une opération réflexive,

symétrique et transitive. D'après les équations (J) les mineurs de tous les degrés
de 6 et 61 sont deux à deux proportionnels (aux signes près). Cette correspon-
dance n'associe pas en général des mineurs du même degré.
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Nous nous bornerons désormais à Fétude des matrices 0 et Oi du paragraphe
précédent : P est une matrice symétrique qui transpose simplement les k pre-
mières colonnes de Q avec les k premières colonnes de \^ [On s'en assure aisé-
ment en remontant à l'égalité (3). ] Nous poserons

e=

d'où d'après (19)
(20)

^ ^kxk ^/-xr \^kXk ^kxr \ (. l ^kxk '^kxr \
I 5 U^ =-r ( ^k'xk °kXf

^X^ ys:<.rCsxk dsxr/ \^xk Y w ]

^ ^ \ __ / a o ï/, b \/ \.k o x ^ ^ _ ^ ^ a o I/- b ̂
o i Ï y)~~^\c L o d )

de (20) on tire d'abord :

( 2 1 )

puis
(22) (i î)^a ^=(11
et enfin
(23)

De (21), (22) et (28), il vient
( œ-==.

(L)

i —rr 2 0
' c ^ l.s.

^ ^ _ ç f ^
\y)~'\d,

^ == «'~1 ^,

y == d — ça-1 b.

Toutes ces relations restent d'ailleurs vérifiées après les transpositions ( x d ) ' ,
(y 6); (S; c); (y rf) car (19) s'écrit encore

^ ( I ^ O O P ^ ( I ^ O ) .

Elles impliquent en particulier que sous la seule condition \ a -^ o toute
matrice 6 admet la décomposition

(^4) 'a b \ _- ( I/- °
,c ^ ;~^ -^ 1̂

/^-1 o^ /I, o-
o jY \ o I,

où x, 9, j, ^ sont définies par le système (L) et l'on déduit de (24), si 0 est une
matrice carrée (s = r) (2 4) .

i° |6 =\a \(d—ca-lb)\^
2° Quand | 9 ^ o, c'est-à-dire quand \y \ ̂  o :

a b^
c d j

/!, o '

(2 4) Si 6 est unitaire ou paraunitaire on obtient des décompositions intéressantes (cf. C. R. Acad.
Se., t. 238, 1954, p. 1957 et 240, igÔÔ, p. 2285 ou Bull. Se. math., I9Ô6).
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Reconstruction de la matrice 61 à Vaide des seuls mineurs du degré k de 6. —
L'ensemble & des composantes du degré k en Y : (Yi, . . ., Y/,; Y^, . . ., Y,,)

de y contient les quantités — K [ a ; cp^7 ^ mais non les paramètres x^ \ a \ ; y a a .

On peut chercher à calculer ces derniers à l'aide des composantes \a\ [LÎ, [ç.&
qui affectent les monômes

^ | / _ Y y/ ^^•-^^[xpY.r
On a

(26) ^l^^-^rp
Nous poserons
(2?) ^==-^4-^

et nous appellerons Dp le déterminant des quantités TIJ ^7, y et ? ayant des
valeurs données tandis que a et ; prennent les valeurs i, . . ., A'. De (26) on tire
aisément D7 = x \ (j7)71 ou d'après la première des relations (L)
(28) (j^MD^.

Discussion. — S'il existe au moins un D7 non nul, on peut, à Faide des rela-
tions (26) déterminer tous les paramètres x^, yf^, un seul des y7 étant calculé
par (28) (k déterminations).

Si tous les Do sont nuls, y = o et la matrice x est complètement indéterminée.
On a d'ailleurs de (18)

(-i)N|a'|=|^||^


