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LES SURFACES DERIVABLES
RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION

Par M. Macrice FRECHET

INTRODUCTION

Dans une série de Notes et de Mémoires commencée en 1952, nous avons
utilisé la notion de nombres hypercomplexes pour donner une définition géné-
rale (') de la dérivabilité (2 distinguer de la différentiabilité) des fonctions
hypercomplexes a n dimensions d’une variable hypercomplexe 4 n dimensions.

Ces fonctions dérivables possédent un certain nombre de propriétés (*) des
fonctions analytiques classiques & deux dimensions d’une variable complexe &
deux dimensions. Le nombre de ces propriétés communes s’est accru quand
nous avons distingué parmi les fonctions dérivables, les fonctions que nous
avons appelées « paraanalytiques)) (*). '

Tout ceci était basé sur la regle classique de multiplication hypercomplexe
oll n’interviennent que des nombres hypercomplexes ¢ un méme nombre de
dimensions.

Or les résultats obtenus nous ont encouragé a considérer plus généralement
le cas ou le nombre » de dimensions de la fonction hypercomplexe ®(w) est

(1) Les fonctions paraanalytiques a n dimensions (C. R. Acad. Sc., t. 236, 1953, p. 1832-1834).

(%) Propriétés des fonctions paraanalytiques i n dimensions (C. R. Acad. Sc., t. 236, 1953,
p. 2191-2194) ; Formes canoniques des fonctions paraanalytiques & deuzx et a trois dimensions (C. R.
Acad. Sc., t. 236, 1953, p. 2364-2366).

Les Notes précédentes ont été développées dans trois Mémoires :

Determinado de la plej generalaj planaj paraanalitikaj funkcioj (Annali di Matematica, t. XXXV,
1953, p. 255-258). ’

La paraanalitikaj funkcioj en n dimensioj (J. Reine u. Angew. Math., 1954).

La kanonaj formoj de la 2, 3, 4 dimensiaj paraanalitikaj funkeiof (rédigé, a paraitre).
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différent du nombre de dimensions de la variable hypercomplexe w. Ce qui
conduit naturellement a une régle de multiplication hypercomplexe plus géné-
rale que la régle classique. »
Il'y avait un intérétanalytique évident a s’assurer si au moins quelques-unes
des propriétés obtenues quand n=p subsistent sans trop de modification
quand n £ p. Et, malgré la disparition de certaines propriétés, c'est ce que I'on
constate en eftet. Mais — au moins dans le présent Mémoire — nous nous
sommes surtout intéressé a l'interprétation géométrique des résultats, interpré-
tation notablement différente quand » = p et quand n £ p.
On peut employer, dans le cas général, un langage géométrique emprunté
a la théorie des espaces a n et 4 p dimensions. Mais le cas de beaucoup le plus
intéressant est celui ou n =23 et p= 2, cas ou toute fonction hypercomplexe
_correspond & une représentation paramétrique d'une surface de la géométrie
classique. C’est donc ce cas que nous avons examiné plus particuliéerement au
cours de deux Mémoires (*) dont celui-ci est le second.
Afin d’en rendre la lecture indépendante du Mémoire préliminaire (*), nous
rappellerons dans la suite les résultats de celui-ci.
Le présent Mémoire est divisé en deux parties : Exposé analytique, Interpre-
tation géométrique.

PREMIERE PARTIE

EXPoSE ANALYTIQUE.

Fonction hypercomplexe dérivable relativement a une régle de multiplication.

Noration. — La généralisation au cas o 2 et p sont des entiers quelconques,
de notre définition antérieurement donnée dans le cas ou n = p, est immédiate.
Soient ey, e,, ..., ¢, des vecteurs unitaires portés sur p axes; fi, fo, ..., fa

des vecteurs unitaires portés sur n axes.
. El

(1) W=y e 4 ... ape,
(2) W=X,fi+ . oe + Xpfo

W sera une fonction ®(w) de w quand X,, ..., X, seront des fonctions
dexzy, ..., x, '

(®) Ces deux Mémoires sont le développement des deux Notes suivantes :

Les fonctions hypercomplexes & n dimensions d'une variable hypercomplexe & p dimensions
(C. R. dcad. Sc., t. 237, 1953, p. 1053-1055).

Sur les surfaces dérivables relativement & une régle de multiplication hypercomplexe (C. R. Acad.
Sc., t. 238, 1954, p. 633-636).

(") Les surfaces dérivables relativement & une régle de multiplication (en deux Mémoires). Mémoire
préliminaire : Sur certains systémes d'équation aux dérivées partielles et sur certaines famulles de
surfaces (Verhandelingen koninklijke Nederlandse Akademie van WWetenschappen, 1954).
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Nous allons distinguer les notions de dérivabilité et de différentiabilité de la
maniére suivante.

DrrrerentiABILITE. — Conformément 4 notre définition générale de la différen-
tiabilité dans les espaces de Banach-Wiener-Hahn (*), nous dirons que O (w)
est différentiable pour

Ol
W= W, =¥ £y, Cr

s’il existe une fonctionnelle linéaire £(Aw) de Aw <dans le méme espace

que ®(w), c’est-a-dire que
£(Aw) =¥, £i(Aw) fos
k

ou £2,(Aw) est une fonctionnelle linéaire de Aw>, telle que

3) |80 (w) — 2aw) = aw]s,

ou || Aw || est une norme de Aw, par exemple :

llAwA:\/XAxr)a

[Aw = [Az],

ou

ou
et ou

el —o, avec || Aw |

Et alors nous dirons que £(Aw), est la différentielle d® de d(w) pour w = .
Le premier membre de (3) est de la forme

2[AX;— £1(Aw)] i,

Done
e=2X skf/n
avec
AXj — £r(Aw) =g || Aw ||
ou lim ¢g=o
(4) 1 Aw [1 >0 g
et o £ est une fonctionnelle linéaire de Aw.
(’est dire que chacun des X,(x,, ..., x,) est différentiable pour

(1) La notice de différentielle dans 1 Analyse générale (Ann. Ec. Norm. Sup., 43, 1925,
p. 297-301). :
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Ty=2X1g, . .., Tpy= T, mais différentiable au sens de Stolz-Young, qui par les
relations (4) impose a X,(y, ..., x,) une condition plus forte que I'existence
de ses dérivées partielles au point consideéré.

(est dire aussi que
! Li(Aw)=dX;
et que, par suite,

d® =N dX /i
k

La réciproque est vraie. On peut donc dire : pour que ®(sw)= ZX,/; soit
différentiable pour w=u,, il faut et il suffit que chaque X;(x,, ..., x,) soit
différentiable (au sens de Stolz-Young) pour w = w,. Et alors

(5) d® =Y dX fi-

o

DERIVABILITE RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION HYPERCOMPLEXE. — Partons
du cas des fonctions analytiques classiques. On dit généralement qu'une fonc-
tion complexe

F(z)=P(z, ) +iQ(z, )

de la variable complexe z=ax 4 iy est dérivable (ou monogéne) pour

A;’(::-) [0t Az = (2 —x,)+i(y —y,)]converge

5= 5,=, + Ly,, silerapport

vers une limite quand Az > o. Et cette limite est appeléc la dérivée F'(z,) de
F(z) pour z=3,. '

Pour la généralisation que nous avons en vue, cette définition n’est pas
commode. Mais nous avons fait autrefois observer (*) que cette définition est
équivalente a la suivante :

F(z) est dérivable pour z = 5, si

1° F(s) est différentiable pour s = 3,, c’est-a-dire que P(x, y) et Q(x,y)
sont différentiables au sens de Stolz-Young [rappelé plus haut par (4)] pour
X =Ly, Yy =Yos
dlF ()
ds

Et la valeur de ce rapport est appelée la dérivée de F'(z) pour z = 3,.

La condition 2° revient & dire qu’il existe un nombre complexe L 4 ¢ M tel
(qu’on ait

2° le rapport est indépendant de ¢z, pour z = z,.

AP +idQ = (L + (M) (dz + idy)

quand on applique la régle de multiplication des. nombres complexes.

(3) Sur les conditions pour quune fonction P(x, y) -+ iQ(x; ¥), soit monogeéne (Nouy. Ann. Math.,
t. 19, 1919, p. 215-219). :
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La définition formulée de cette maniére se trouvera sous une forme immé-
diatement généralisable et applicable 4 ®(w) pourvu que nous fassions mter—
venir une régle de multiplication généralisée.

Nous introduirons donc une régle de multiplication suivant laquelle on aura

en général
<2 z_kfk> <2 x, c) =3 Y (i),
i r k r

avec

R: fk-c'zzakl'hf/n
k

ou les a;s sont des constantes (réelles) arbitrairement choisies. (On voit la
différence avec la régle classique ot n =p et fi=¢,).
Nous dirons alors que la fonction hypercomplexe

(6) Q(w)=X (g, ooy xp)fi+ oo = Xn(@, oo xp) fa

de la variable hypercomplexe

(7) W=ae + ...+ xpe,

est « dérivable pour w=w,=x,e;+ ... + xpe, relativement a la regle de
multiplication R » si :

1° d® = X dX, [ est différentiable pour w =, ;

ao
dw

hypercomplexe

2° — est, pour w = w,, indépendant de dswv, c’est-a- dlre st existe un nombre

@ (wo) = ZD) (W) [
indépendant de dw, et un seul tel que

(8) d®(w) =@ (w,) dw

pour w = w,, la multiplication étant effectuée suivant la régle R.

Et alors ®'(w,) est appelée la dérivée de ®(w), pour w =, relativement a
la régle R. Si ®(w) est dérivable pres de w, sa dérivée ®'(w)est donc aussi une
fonction hypercomplexe de w. Si elle est dérivable pour w = w, relativement
a R, sa dérivée @"(w) sera appelée la dérivée seconde de ®(w) pour w=w,
relativement a R, etc.

Nous dirons que ®(w) = 2)&,,/& est une fonction paraanalytique de w pour

w=w, relativement a R, si ®(w) est dérivable indéfiniment relativement
a R prés de w = w,.

CHANGEMENTS DE VARIABLES. — Nous appellerons ainsi, pour abréger, toute
transformation lLinéaire et biunivoque de X,, X,, X;, ... en X, X, Xs, ... 0u
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 5
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de z,, @,, ... en &, &,, .... Il $'agit donc de transformations plus générales
que les changements d’axes. ' ‘ ‘ o :
Soient deux telles transformations,

(9) ‘ X;;:Z P'khxh",_ ks $}:2 le‘xl‘+ bi,
h r
d’ou
; N 5 ’ N\ ' ’
X[:Z‘ 1t X+ s x,.:Z o b,
v 7

L’identité (8) ou
(8 bis) Z dX; fr= < Z @, f,,> < Z (dw,‘e,.)>
h P r

deviendra

N ax, <2‘)\th <Z®,,f,,> [2(@)( a,,,er>]

k

que ’on pourra écrire
dem:< w,,> [zwx}) ]
k j
en posant

(10) fir= Zlmf/“ 6’}22 Opj €y

» —Z Pr 7th’

D’ailleurs, le déterminant des 4, étant =< o, on pourra résoudre (10) sous la
forme

N ! A 7
(11) I :Z Vinfr et, de méme, e,‘:Z pjrcj-
k j
On voit alors que

D(w) EZX,Lf,IEE X fi
" k

est une fonction hypercomplexe de
W _2 B
j
qui est dérivable relativement a la régle R’ définie par
() fid=Y Phuaifi-er=, < > 21) [qupf/,] = b /-
h r P L r q q

Ainsi une fonction hypercomplexe ® () dérivable relativement 2 une régle R
est transformée par deux changements de variables (9) en une fonctlon encore
dérivable, mais relativement & une nouvelle regle R'.
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CHANGEMENTS D'UNITES DE BASE. — Inversement, supposons qu’a partir d’une
régle R on effectue un changement linéaire et biunivoque (10) quelconque sur
les f, et un autre (10) sur les ¢,. Il en résultera une régle R’ analogue a R et
définie par (12). Alors la relation (8 bis) deviendra

S ) B

¢’est-d-dire une relation
N (X)) /= <2<@, :;) lz«u;) ]
14 7 l

de méeme forme que (8 bis), ou les X, & et x ont été remplacés par les N, ¢ et
. &, obtenus par des transformations linéaires et biunivoques (les mémes pour
les X, et les @)

’ N - ¥l N
XP:Z V]}/LX/n (P:/ :ququlm J/Il :Z PirZp.

h k r

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. — Quand

O(w) =X/
k

est, pour w voisin de w,, une fonction hypercomplexe dérivable relativement a
la regle R, on déduit de I'identité (8 bis) que I'on a

‘ X, ,
(13) ! :2@;(,;;[‘1),{.
k

dx,

Quand la régle R est « normale » c’est-a-dire quand 'un, au moins, des déter-
minants d’ordre n formé avec les a;,;, est £ o les n équations correspondantes
déterminent les @, en fonction de x,, ..., x,au voisinage de x,,, .
dérivée @' (w) est unique.

Au contraire, supposons tous ces déterminants nuls. Si I'un de leurs mineurs
d’ordre n—1 est £ o0, les équations correspondantes sont équivalentes a tout
le systeme (13) et 'on voit qu'on peut déterminer n —1 des quantités @) en
fonction de x,, ..., x, et de la n"™ quantité @ : il y a une infinité de déter-
minations de la dérivée @'. Il en serait de méme a fortior: si tous les mineurs
d’ordre n — 1 étaient nuls.

Ainsi aucune fonction hypercomplexe ®(w) ne peut étre — pour quelque
valeur de w que ce soit — dérivable relativement a4 une régle R si les coeffi-
cients a,,, de cette régle ne sont pas tels que I'un au moins des déterminants
d’ordre n des a;,, est £ o.

Mais dans ce cas, non seulement on peut tirer un systéme et un seul des @,
de n des np relations (13), mais encore on voit en portant ces valeurs dans les
np —n=n(p—1) autres équations, que : pour toute fonction hypercomplexe

D(w)=ZXuf

@, tla
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dérivable relativement a une regle R (nécessairement normale) au voisinage de w,,
les «composantes» X, ..., X, de cette fonction vérifient dans ce voisinage un
systéme de n(p — 1) équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaires,
homogénes, a coefficients constants et résolues par rapport ¢ n(p —1) des np

. 0X .. e -
guantztcs(—);ﬁ- (Nous obtenons ici la généralisation des conditions de Cauchy-

Riemann.)
On pourra donc écrire ce systeme sous la forme
| IXi N, OX
h W Ay i
14 g — :z‘b-. —r)
( l) ox, jrh dél'rl-,

i=1

oit les b, sont constants et ou les n couples (4, ;) etles n(p — 1) couples (h, r)
doivent étre distincts (avec 1=(h et h;) —n; 1Z(retr;)p).

C’est donc un systeme d’équations aux dérivées partielles que nous pourrons
appeler un systéme d’équations linéairement indépendantes en ce sens qu’elles
deviennent un systéme d’équations linéaires linéairement indépendantes
lorsqu’on y remplace les np dérivées partielles par des variables indépendantes.

Autrement dit, I'un des déterminants d’ordre n(p — 1) formés avec les coeffi-

. - L . . , . d9X,,
cients est £ o, (4 savoir ici) celui qui est formé des coefficients 1 et o des (—);/

dans les premiers membres.

Rappel de résultats du Mémoire préliminaire.

FORMES CANONIQUES DES FONCTIONS DERIVABLES. — On a vu (p. 34) que des « chan-
gements de variables » au sens précis indiqué page 33, transforment une fonc-
tion hypercomplexe dérivable relativement 4 une régle R en une fonction encore
dérivable, mais relativement a une régle R’, en général différente de R, quoique
de méme forme. On peut donc espérer, en choisissant convenablement ces
changements, simplifier 4 la fois cette fonction et cette régle et obtenir ainsi
des formes canoniques simples.

C’est ce que nous avons fait ailleurs, d’abord pour n =p =72, 3, 4 (*), puis,
dans notre Mémoire préliminaire (") pour n=3, p =2, cas particuliérement
intéressant au point de vue géométrique.

Dans la suite, nous appellerons S la surface correspondant & la fonction

D(w)=X(u, ) fi+Y(u, ) fo+ZL(u, ) f;
par la représentation paramétrique
(13) X =X(u, ¢), Y=Y (u, ), 17.="7(u, ¢).

Quand nous dirons que S est plane ou cylindrique, cela voudra dire qu'elle

() Poir note (?) de la page 29.
(7) Poir note (*) de la page 3o.
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est située sur un plan ou un cylindre, qu'elle occupe totalement ou partiel-
lement.

Cas pE n =23, p=12 : QUELQUES FORMES CANONIQUES DES FONCTIONS DERIVABLES. —
Nous avons indiqué ailleurs (*) les formes canoniques simples auxquelles on
peut réduire les fonctions dérivables a trois dimensions d’une variable a trois
dimensions relativement 4 une régle de multiplication. Pour une telle fonction

O(w)=X(@1, @2, ;) fi+. ..+ Xy (21, 23y X3) [

on doit avoir une identité de la forme

3 3
(16) dXy fi+. .+ dX, fs= ELk(l?,, Xy 3) [ de/ej
k=1 .

j=1

Si 'on y suppose x, constant, on obtient une identité de la forme (8 bis)
avec n =23, p=2. Et puisque ¢, est le coefficient de d; dans cette relation,
il ne jouera plus aucun role quand on fera dxy;— o, de sorte que la régle de
multiplication se réduit a la régle (R) ci-dessus, écrite aussi pour n =3, p=2.

Nous obtenons ainsi par une méthode indirecte mais sans nouveau calcul,
des solutions simples de notre probléme actuel en annulant 'une des trois
variables dans chacune des formes canoniques signalées dans la derniére Note
citée plus haut, page 29, et démontrée dans un Mémoire ultérieur, cité en note,
page 29.

En se reportant & ce Mémotre, on obtient ainsi les solutions suivantes.

La surface S considérée peut :

1° se réduire 4 une courbe

Xo= fu(2y) (h=1, 2, 3);
2° étre plane
X, = const., Xo=..., X,=...;

3 étre cylindrique
Xi=A(x), X, =B(x)), Xy=...;

4° avoir la représentation paramétrique
e 1 2 4
Xi=A(xy), Xo=ay A/ (2,) + B(xy), X, = s A'(zy) + 2y B/ (2y) + C(21).
Il faudrait, pour justifier ces formules, reproduire ici les formes canoniques
données dans ce Mémoire. Nous ne le ferons pas pour abréger, car nous retrou-
verons plus loin, par une autre méthode, les résultats obtenus ainsi. Celle-ci

(8) Poir note (%) de la page 29.
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nous permettra de retrouver ces solutions et d’autres encore et de montrer que
toute solution peut se ramener « un nombre fini de formes canoniques.

SYSTEME COMPLET DE FORMES CANONIQUES DES FONCTIONS DERIVABLES. — Nous allons
maintenant rappeler ceux des résultats obtenus dans notre Mémoire prélimi-
naire qui peuvent nous étre utiles dans la suite.

€Ce Mémoire avait été écrit sans faire appel & la notion de nombre hyper-
complexe ce qui avait I’avantage de dispenser de la connaissance de la théorie
de ces nombres, et, en outre, le faire mieux apparaitre comme I’étude de
certains systémes particuliers d’équations aux dérivées partielles et de leur
application & la théorie des surfaces. |

Nous allons en reproduire les tableaux, mais en les interprétant dans la
notation des fonctions hypercomplexes, en y substituant souvent aux notations
Xy, Xs, X,, &y, @, les notations usuelles de la théorie des surfaces X, Y, Z,
u, ¢ et en remplacant @', @', @’ par L,, L,, L, ou par L, M, N.

TnkoriMe. — Toute fonction hypercomplexe
. O(w)=D®(ue,+ve)=X(u, o) i+ Y(u, 0) fo+L(u, ¢) [

qui est dérivable au voisinage de w,—= u,e,+ vye,, relativement a une régle de
multiplication R, peut étre ramenée au moyen de transformations linéaires et
biunivoques effectuées sur X, Y, Z d’une part, sur u, ¢ d’autre part, a l’une des
Jformes canoniques du tableau | qui suit.

TabrLeav 1.

AG(u, ) . OG(u, )
du Jot dv

L ®(w)=cfi+ A() fo+D(u, ¢)fs;
s 1L, 2 CG(e) fs;

‘ Lo ®(w)=cfi+ /3

I. S est plune.

I [o A" (w) + C(u)) fs;
( . : C(u) fs; ici S est

curviligne;

IL. S est evlindrique. ®(w) = A(u)fi+ B(u) f.+

HI @ (w)=A(u)fi +B() fot+ Clu+ ) f5;
IV, ®(w)=A(w)fi+[vA(v) +B(u)]fo+ C) [
V. ®(w)=A(u)fi+[eA(u)+ B(u)]f

+ [%A”(u)u‘l—l— B'(w)y + C(u)—Jf“;

O(w)=A(u)fi+ P(u, ¢) fot Q(u, 0) f5,
VI.L{ ou P+ iQ = f(u+i¢), f(1+ iv) étant
une fonction de w 4 iy analytique pour u -+ /v = w4 ivy;
VIL. ®(w)=(cu—+ c;)fi+ (cv + ) fo+ H(u, 0) fo.

. IG(u, v
Dans ce tableau, ¢, c,, ¢, sont des constantes et chacune des fonctions __('__).,

s G,

D(u, v), H(u, ¢) est une fonction différentiable au voisinage de u,, ¢,.
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TntoriME. — Le systeme o d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre auquel sont soumises les composantes d’une fonction hypercomplexe ®(w)
dérivable prés de w,, relativement @ une régle R, prend pour chaque forme cano-
nique de ®(w) figurant dans le tableau 1, la forme canonique correspondante
du tableau 11 qui suit.

Réciproquement, chaque forme du tableau I détermine la solution générale
du systéme correspondant du tableau II.

La vérification de ce théoréme, par comparaison ‘des formules correspon-
dantes des tableaux I et II est immédiate.

TasLeAv 1I.
I JY oZ_O~
0X “Tge du
I. =—=o
ou ) S
( b - 5‘;_0,
/A
I, : m_o,
aY /A 0X
II. m_o)llb. T o= 0;
J7.
IX ,r lIL;. %_0,
— =0
% m, Y _9L_9JZ_ .
0w T u ov T
S 9L oY X
IVv. (3;_%——512__0,
Y 0X /A Y
V. & — — ="+ — - —o;
dv du dv du
v OY_ 0L_9Y dz_
B A Tl M T
dY o0X 09Y
VII. 3;_52_%—0'
Remarque. — Représentons par E,=o0, E,=o0, E;=o0 les équations du

systéme o dans le tableau II. On a dans les cas 1 et VII les relations respec-
tives
' JE, OE,
du Jdy
»E, E, oK,

VTER FER P Rl

Les systémes o des types I et VII rentrent donc dans la catégorie générale
des systémes d’équations aux dérivées partielles

E,=o, SN E,=o
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qui sont « dépendantes » (a distinguer de « linéairement dépendantes ») au
sens de Maurice Janet, c’est-a-dire tels qu’il existe des opérateurs diffé-
rentiels @,, ..., @, pour lesquels la relation

O E +...+®,E,—=o0
devient une identité. :

On vérifie dans le cas particulier actuel une proposition générale de Janet
d’aprés laquelle les solutions du systéme & ne peuvent dependre de fonctions
arbitraires (2 la différentiabilité prés) de deux variables que si ses equatlons
sont dépendantes.

Le tableau I montre, en effet, que c’est seulement dans les cas I et VII que la
solution de o dépend de fonctions arbitraires (a la différentiabilité prés) de
deux variables.

Foncrions orpiNAIRES. — (Vest un premier exemple d’un comportement différent
des deux groupements formés de fonctions des types I et VII d’une part,
IT 4 VI d’autre part. Un second exemple va suivre et on en trouvera d’autres
plus loin. C’est pourquoi nous les distinguerons en appelant « fonctions ordi-
naires », les fonctions hypercomplexes qui se raménent par « changement de
variables » & I'un des types II et VI.

\

FORMES CANONIQUES DE LA REGLE DE MULTIPLICATION. — Cherchons 4 déterminer
des régles de multiplication graces auxquelles une fonction dérivable relati-
vement & 'une de ces régles soit une des fonctions canoniques du tableau I.

Une méthode. — La méthode qui va suivre ne suppose pas que n et p aient
des valeurs particuliéres.

Pour la commodité des calculs, nous reviendrons pour les variables a la
notation avec indices : X,, ..., x,.

Nous avons vu que si ® :2 X, fnest dérivable, on a des relations de la forme
h

X, dX/,
h — = PP}
J
olt
(17) . bjrk/'k:a//ca 1L(r, rj)<p, 1= (hy hj)=Zn,

Inversement, sil’on se donne arbitrairement les b;,;, pourvu que (14) soit vérifié,
on aura quelles que soient les unités f, e, :

2 dthh:2 2 < l' /Lﬁl) 0X711
" i r

Si donc on adopte la régle de multiplication

(18) ‘f/‘-er:Zb/‘rhfha
: h
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on pourra écrire
oX,,. :
N (S ) (e
n J " r

et par suite: 1° ® = XX, /) sera dérivable relativement a la régle (18) précisée
ci-dessus et 2° on pourra prendre pour dérivée de @

X,
Z d-l'z-jf/,
T , i
¢’est-a-dire qu’en posant
db= &' dw et (I)’:ZL/j;,
i

on aura

On pourra appliquer ces remarques pour obtenir pour chacune des familles
dérivables ci-dessus, les formes correspondantes de la régle R et de la dérivée,
en se reportant au tableau II. '

Cette méme méthode nous prouve en outre, que plusieurs régles peuvent
donner les mémes fonctions canoniques (mais avec des dérivées en général
différentes). Carsim,, m,, ..., m,est une permutation des nombres 1, 2, ..., n,
la régle (18) donnera les mémes fonctions que la régle,

f‘}'-er'zz bm,-r'hfh'
h
Application de la méthode précédente. — Revenons au cas ou n =23, p=2 et
appliquons ce qui précede aux tableaux Tet [T traduit dansla notationX,, ..., ..
I,. On peut prendre encore

oX, X, 1)
Ll— (T1’ L_:: d_J’l, :5.1'—3’
d’ou encore
bjro= 8/1; b= 0y, bjis=10,
et
bjn= b =o, mais b= 0j,.
D’ou

Jiree=0pfi+0pnfs,  firea=0pfo+ 0 fs;

I {fl-elzf.’, fl'el:f:) f::-6’1:(9§
“ Si.ea=0, fz~€z: 2y f"nez:f::

en représentant par © le nombre hypercomplexe of,+of,+ of;.

I,. On peut prendre
X, 0, o,
e T

Ann Ec. Norm., (3), LXXI, — Fasc. 1. 6
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D’ou
bj1'2: 6/‘u b/l:;: 6/2, bj-zs: 6j:zy
bin="bj=0bjn=o,

fj-ei:ajlf:z-‘— 61'2]0:&3 fj-ezzsj-zf-z—F 6/‘3f3§

f1 61_f), f‘_,.e,:/}‘, f;;.elz@;
fiiea=0, Srea=0, focea=fi.

II,. Soient

) ) ) ¢

J|_'(7z, iy = Tnl, | 7 pe— 0,1'2
Alors

]//n:ail’ /)jw:aj-u ]'jz:’.: 6/:;»

bjp=0bjm=>0;;=o0;

1 (]‘1 C’l——fn f-z~f~’|:f.u f:-(?|:c7§
o (f, e, =0, Srea=0, Jrea=fu.

IT,. On peut prendre

LN N X
“= oz, = or,’ T 0
D’ou
b/1[\——-61A, ])/)1—-b/)n——-0 1)/':_;3: 6/’1,

f/(|_._.011f1+810f+5 3.3 f/‘e‘zzaﬂfn;

11, {f/-en”—‘f/?

Siroea=fi, Jrey =0, Soer=0.

II.. Soient

)
S
Alors
b= 0, bjsr=10;
W | Sra=an
‘ Ji-ea=10
III. On a, en posant
_0X, 0X, ).
Ll—TI"" ]4;—.—- 01) LS_—J,;:,
bja=o0, Djos==10;3; bjsy= o0, bji=9;; bjrs== 0}y,
D’ou : !
Cfreei =05 fi+ 0 fs,  freea==0jsfot O fi,
est-a-dire

1

jj, cev=fi, So.ey=0, Soei=f33
'f, e,=0, Soea= 1, Sfoea=

[)/-_)g:' (‘)\/2.
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IV. On a, en posant

’
()TI 0-12’
.
b/21:b/13:0> bj-z‘z:Oju
Y
bjy= 0, bji=0)s, jas == 0j3°

D’ou
Jire=0jfi+8pfe,  firea=0jfat dpfs
soit

v jf,.(?,:fl, Sorer=fs, Sier=0;
(j.l'(')'.’:.f').a f-z-("z:@, /.”C’_':f.

V. Soient
X, 0X, X,

L= — L,— == e
" Oy ’ = 0z, dx,
On aura :
bjsy= o, b/z-z: a/‘n /)j-z::: ajz,
[)/Il:()/'la b/|2: ajza [)jar.: 8/;;;
Jiee=0p i 0pfart O fos feea=p fot Op fi
soit

V . jﬁ't)':ﬁ;
'\fl""l:. 29 Jres=f, Soea=

VI. Soit
L0, e _0X,
T ox S P 0,
done
bivn= 9 bjay=o, bjrs= 0, bjsr=— 0};
soit

Ji-e= 20, fu, Ji = — 0 fo+ 0p fi,

VI - 5/,(,:://,
| fiia=0,  fo.eom=Jfuy  froes=— [

VII. Prenons

d.r, dir,
D’ou
bizz:a/'u bjvs= a/z’ bjos= 6/;;,
bj»y = o, bja=o0, bjy =190,
d’ou

VI : {.fi.();:,/l’ ,/'._).(f,:f;;, f::‘(ﬁ:@;
‘/I.('-g:_/.'_'- .f-_’.("_,: O, .ﬁi‘(/)z:j.::.
|

43
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Remarque. — On peut dire qu’une régle, de la forme générale (R) a une
unité principale s’il existe un nombre hypercomplexe ¢, = ae, + be, tel que

fi-ei=f; pour j=—r1, 2, 3.

Il suffit de se reporter aux formes ci-dessus des régles II,, II., V, VI pour
constater que, pour chacune de ces régles, ¢, est unité principale. On voit
aussi immédiatement que la régle II, a e, 4 e, pour unité principale. Enfin des
calculs trés simples montrent que les autres régles (soient I, I, III, IV et VII)
n’ont pas d’unité principale.

FONCTIONS DERIVEES DES FONCTIONS DERIVABLES CANONIQUES. — Quand e, est unité
principale, on a

Ry
f/:f/-el:Z[)/Iﬁf/t’ donc bjI/,: ()7
I

et comme

()X/l -

D.—I_'; —Zb/ll/Lh
7

on a

)Xl 2
i, :ZOML/: L/,. :
J

Donc la dévivée de
Q(w)=D(x ¢, + 1)) :EX/,f/,
h

est
. ' ()Y L
D' () =% Lifr= 2 /f/n

dd da,
h
ce qui peut s’écrire.

, )
D' (w)= (—)%:(I)(w).

!

Ceci permet d’écrire immédiatement les expressions de ®
II., Vet VL.

Mais, de toute facon, les expressions de ®'(w) se déduisent immédiatement
de la vérification a laquelle nous allons procéder, a savoir que : pour chacune
des régles canoniques de multiplication que nous venons d’établir, les fonctions
dérivables correspondantes sont bien celles du tableau 1.

pour les cas Il;,

w

Vérification. — Dans chaque cas, il suffit d’écrire que EdX,lf,, est égal a
h
I'expression développée de (XL;f;)(Xdx,e.) qui résulte de la régle canonique
correspondante, laquelle figure aux pages oo et oo.
Des identités obtenues, on obtient par des intégrations et dérivations toujours
immédiates, non seulement les expressions de X,, X,, X;, mais aussi celles



LES SURFACES DERIVABLES RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION. 45

de L,, L,, L;, donc non seulement celle de ®(w), mais aussi celle de sa
dérivée ®'(w) relativement a R.

I,: Lyde, f,+ Lode, fy+ L, de, f, + Lydae, fo—= 2 dX, fu;
dX,=o, dX,=L,dx,+ L, dr,, dXy—=L,dx,+ L,dx,;
' oX, - 0X, _IOX, 00Xy,
E_LQ_E, L'_dx,’ L,,_.d—xz,
, . dG . 0G|
X, == const., No= 5o X, = o
]__()'—’G Lo *G l__d;’(_}
N oxy T O, 0y T ox
1,: Ly dwe, fo+ L, da, f5+4 Ly dors fy = 2 d X, fu;
dX,=— o, dX,= L, dx,, dXs=L,dr,+ L;dx.,;
- _0X, I L 0X, I _QX_
T ox T oz, B 0z,
X, = const., Xe=A(x)), Xs=D(x), x.);
, __db ~_dD
Ly = A (a)), Lz——az’ L:_d_x:.
11, : Lida, fi+ Ly do, fo+ Ly da, fy =2 dX,, fi;
dX,= L, dx,, dX,= L, dx,, dX,= L, duxr,;
X, =A (&), Xo=8B (x)), G=C (x,);
Li=A(x)), L,=B (), Ly==C'(a,).
1L, : Ly dux, fi + Ly de, fy + Ly doey f5 + Ly deey fs = 2 dX i
dX, =L, dx,, dX,= L, dx,, dX; =L, dx,+ L; dx,;
Xy==A (&), Xo= B (a)), %:A’, = 2o A+ C(ay);
2
L =A(ay), L, =B'(%,), Ly, = ax, A"+ C.
ll(f : ELde'|f/:2dX/lﬁL;

dX/: L] dJ%,
Xi=A (@), Xy,=B (a,), X;=C (2y);
Ly=A(x), L, =B (x,), Xy;=C'(zy).

Hr L, da, fi+ Ly da, fy+ Lo das fy + Ly dees fs = 2 d Xy [y
dX,= L, dz, dX,= L, dx,, dX;= L;(dz,+ dz,);

Xi=A (&), Xo=B (2,), Xy=C (21 + x2) 5

L, =A' (), L, =B'(z,), Ly = C' (2, + a).

1V : Lidx, fi+ Ly dr, fot Ly dus fo+ Ly dcy fo = 2 dX,, [0
dX, =L, dx,, dXy= Ly dx,+ L, da,, dX;= L, dx,;

Xi=A (x)), Xyo= A/ (&) + B (2)), X;=0C (x,);
Li=A(x)), L,=x A" (2)) + B'(2)), L, = C' ().

V: SL;da, [+ Ly das fo+ Ly das fs = dXo fo;
dX,= L, dx,, dX, =L, dx, 4+ L, da,, dX;= Ly dr,+ L, dx,;

X;=A (), Xy=ax A’ () + B (1), X;;:Z;;Ef\”(.1;,)—5—.1,-2]3’(.95.')—(—(3 (x1);

Li=A(x)), L= a2, A" (&) + B'(a), Lf:%"—zA’”(wl)—I—w._,B”(x,)—l—C’(;cl);
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VI : ' ELjdr, fi—+ Lydae, fo+ Ly do, (— f,) = 2 dX, fu;
dX, =L, dx,, dX, =L,dr,— L, dx,, dX;—= Lydr,+ L, dx,;
X\ = A(x)), d(Xy+ IX;)= Ly (dr) +ida,) +iLy (dory + i doey) = (L, + (L) (doey 4 i doey);
: X, =A(ay),
X, + (IXy= f(x;+ ix;), fonction monogene de z, -+ ix,;
Li=A(x)),
Ly+ iL;= f'(x,+ ixy), fonction monogene de ., -+ ir,.
VII : Lide fi+ Lodz, fs+ Ly desfo+ Lo do, f; = 2d X, f
dX, =L, dr,, dX,= L, dur., dX;= L,dx,+ L, dr,;
Xi=A(r), X, =B (x,), avee A'(x)=L,=B'(r,),
donc = const.=— «;

X, = wry + wy, Xo= ttry 4t Xs= 1l (x\, 22);
1

oH dt

L, = «, L,= L, =

Remarque. — En se reportant & la discussion précédente, on voit que pour
chacune des régles ordinaires (c’est-a-dire sauf pour I et VII), L,, L., L, ont la
méme forme que X,, X,, X;.

Il n’en résulte pas immédiatement que si ®(w) est dérivable relativement
a une régle ordinaire, il en est de méme pour sa dérivée. Car les conditions
de dérivabilité des fonctions d’une variable A, B, C, ... qui entrent dans le
tableau I pour les fonctions dérivables ordinaires étant supposées satisfaites au
voisinage de x,,, &, il n’en résulte pas qu’elles seront nécessairement
satisfaites pour les fonctions A’, B', ¢/, ... quiles remplacent dans I’expression
de @'(w). Pour que @®'(w) soit aussi dérivable [et, d’aprés la discussion
précédente, ®'(w) sera alors dérivable relativement a la méme regle ordinaire
que ®"(w)], il faudra donc supposer que les fonctions A, B, C, ... qui entre
dans le tableau I soient différentiables deux fois au voisinage de x,,, .,. Alors
la dérivée @"(w) existera aussi et aura la méme forme que ®(w), mais la méme
objection se présentera. Et ainsi de suite.

Au contraire, si nous supposons seulement que les fonctions A, B, C qui se
présentent dans le tableau I sont indéfiniment différentiables pres de x,,, x,,,
®(w) sera indéfiniment dérivable au voisinage de w, relativement 2 la méme
régle ordinaire que ®(w). -

Foncrions PARAANALYTIQUES. — Nous dirons qu'une fonction hypercomplexe ®(y)
est paraanalytique pour w = w,, relativement a la régle R si elle est, au voisinage
de w,, dérivable indéfiniment relativement a cette méme régle R.

Si une fonction ®(w) est paraanalytique pour w = w,, relativement a une
régle R, ses dérivées successives relativement a R, sont aussi para-
analytiques relativement a R pres de w,.

TukoreMe. — 1. Pour qu’une fonction ®(w) hypercomplexe soit paraanalytique
en w, relativement a R, il faut : 1° qu’elle sott indéfiniment différentiable prés de &, ;
2° qu'elle soit déricable pres de w, relativement a R.
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Il. Ces conditions sont suffisantes quand ®(w) est une fonction « ordi-
naire ».

Elles ne le sont pas dans les autres cas : les cas 1 et VII que nous allons
examiner.

Cas pEs ramiLLes I T VII. — Pour ces deux familles, les fonctions

D (w)=X,[i+ X, fo+ X5 fs
Y (w)=Lifi+ Lo fo+ L. s

n’ont pas en général la méme forme, comme il résulte des pages 45 a 46. On
peut alors chercher quelles sont, parmi les fonctions de chacune de ces familles,
celles dont la dérivée appartient aussi 4 la méme famille (*).

On obtiendra ainsi, en particulier, toutes les fonctions paraanalytiques de la
méme famille.

I,. D’apres la page 45,

s . s oG (x, ry) o oG (.ry, 1)
Xi=o oz —5— No=——
ox, e X,

Li=g5 le=g L= 55

Pour que @'(w) = XL/, soit aussi du type I,, il faut que L, = const., d’ou
G

— —const.— «
ox? ’
1

G= (;Lx'f—k 21 B(23) + D ()
d’ou en posant C(x,)=D'(x,) :

(X,:c, Xy= ax,+ B(x,), Xo= B (&,) + C(.2,);
|Li=a, L=B(n), Ly =, B"(2,) + C/(2)
V' (w)=afi+ B'(22) fo+ [z B" (22) + C'(22)] [

(20)

Cette fois, il suffit bien que B” et C’ soient dérivables pres de x,, pour que @'(w)
soit aussi dérivable relativement i R.
On aura alors

Q' (w)=B"(22) o+ [2B" (22) + C' (@) ]/
et, en général, si B et C sont suffisamment dérivables :
(I)(IH—Q)( W) — 1{;("«!—2)(1.2 )J(‘Z -+ [.Z'1 B"L+3)(;1?2) + Cx/z—&-;')(xz )]f‘

Pour que ®(w) soit paraanalytique et du type I,, pour w=w,, il faut et il
suffit donc :

(?) Clest surlout quand nous passerons a linlerprétation géométrique cue 'on verra 'intérét de ce
probléme. . :
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1° que ®(w) soit de la forme
(21) O (w)=cfi+ [az,+ B(z,)]fo+ [2: B (2,) + C(x,)] /s

et 2° que B(x,) et C(x,) soient indéfiniment dérivables pour x,= x,,.
Ou encore : que ®(w) soit indéfiniment différentiables prés de w, et soit
dérivable deux fois relativement a la régle du type I, prés de w, :

I,. D’apres les formules et les notations de la page 45, pour que @'(w) soit
aussi dérivable relativement a la régle I,, il faut que

L1—_—const.,v % =o,
c’est-a-dire :
A'(x1) = const. = «, Eg;g;l —=o0;
D(zy, 2y) =N(&y) +~M(2,); :
X, = const. = ¢, X, = axy + a, X;=N(axy) +M(x.);

Ly =a, L,=N'(xy), Li=M(x,),
ou N(x,) et M(x, ) doivent étre deux fois différentiables. Alors
' (w) =2l fi

existe relativement a la méme réglé, et on a

L=N"(z;), L=o, L=DM(z).
Pour que ®"(w) soit dérivable relativement a 1,, il faut encore que

N"(axy) =l =const. =20

et que M(x,) soit trois fois dérivable. Alors,
(22) X, = const., Xo=ax+ w, Xy=bx; + bix + M(x,)
et si @"(w)= Z,.fi:

m,—o, my=—o, m; =M"(z,).

Ainsi la forme la plus générale des fonctions hypercomplexes du type I, qui
sont dérivables successivement trois fois relativement a la régle I, pour w =,
est la forme (22) ou M(x,) est une fonction arbitraire différentiable trois fois
prés de x, = x,,. Mais, on voit immédiatement qu’alors, si M(x, ) est dérivable
indéfiniment prés de x,,, ®(o) sera paraanalytique relativement a I, pour
W =&, e,+ Zy,6, quel que soit x, et qu'on aura ‘

Pin +—2)( W) — M"H'z)(xg )fs.

Ainsi pour qu’une fonction hypercomplexe dérivable relativement a I, prés
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de w,, soit paraanalytique relativement a I, pour w =w,, il faut et il suffit
qu’elle soit indéfiniment différentiable pres de w, et qu’elle soit dérivable trois
fois relativement a I, prés de w,.

VIL. D’aprés les formules et notations de la page 46, pour que ®'(w) soit
dérivable relativement a4 VII comme ®(w), il faut que L, et L, soient différen-
tiables et que

0L, 0L, 0L, oL,

T 9z, Oz, dr dx._._o"

¢’est-a~dire ici

%—_——— a%—:o ou gg:const.:b‘, I =bx,+ M(x,).
A1 1 2 A1
Alors

Li=«, L.=10b, Ly=M'(r,);
M(,) doit étre différentiable deux fois et cela suffit. On a alors
Q' (w)=M"(x,)f;.

La forme la plus générale des fonctions hypercomplexes ®(w) dérivables
deux fois relativement a la regle VII prés de w, est donc

(23) O (w)=(ax,+ ) fi+ (ax,+ w,) fo+ bz, + M (z,)] f,

ot M(.x,) est dérivable deux fois pres de @.,.
Mais on observe que pour que ®"*" (w) existe pour s =w,, il faut et il
suffit que M(«,) soit n -+ 1 fois dérivable prés de , = x,, ; on aura alors

O+ (w) =Mt (x,) f.

Dés lors : la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
hypercomplexe ®(«w) soit paraanalytique relativement a la régle du type III,
pour w=w,, est que : 1° ®(w) soit indéfiniment différentiable pres de w,;
2° que ®(w) soit dérivable deux fois relativement a VII prés de w,.

Il résulte de 'ensemble de cette discussion la proposition suivante :

TueoriME. — Pour qu’une fonction hypercomplexe ®(w) soit paraanalytique
relativement a une régle R quelconque pour w = w,, il faut et il suffit a 1° que
® () soit indéfiniment différentiable pres de w, ; 2° que ®(w) soit dérivable trois
forus relativement a R preés de w = w,.

[Quand R se raméne a [ ou VII, il suffit de deux fois ; quand R est une régle
ordinaire — donc de II & VI — il suffit d’une fois].
Pour le tableau qui suit, nous revenons aux notations X, Y, ..., .
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 7
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TasrLeav III.

Formes canoniques des fonctions hypercomplexes paraanalytiques
et de leurs déripées.

D(w) =cfi + [au + B(v)|fo+ [uB (¢v) + C(¢)] f5,
Loy Q' (w)=afi+ B (v)fo = [uB"(¢) + C ()] fo,
O+ (w) =B+ (p) fo+ [ Brr2(p) 4+ Grti(o)] f3;
I. O (w) = cfi+ (au 4+ a) fo+ [bu+ by + M(¢)] f5,
D (w)=afi+ (20w +by)fo +M(9)f;,
z O (w) =2 bf -+ M () fi
QO+ () =Mr+2(p)fy;
O(w)=A(u) fi+B(u)fot+ C(0) [
{ B () = A (1) fo - B () fo - () f
{ O(w) =A(w)fi+B(u)fo+[vA(u) + C(w)]fs,

L,
11,
L. ( 11,. : , .
O (w) = AW () fi+ B () fo 4+ [0 A1 (e0) 4+ G ()| fos
I D(w)=A(w)fi+ B(u)fo+ C(u) fs,
T O (w) = AW () fi +B® () fo+ C(u) fi;
g § e =AW fi+ B() o+ Glu+9) fo
. (I)(”)(W)'—:A('l)(lt)fi+B('L)(V)fz+c(")(u+(’)fr‘.;
D(w)=A(u)fi+ [vA' () + B ()] fo+ G(») f5,
{ O () =AW (1) fi4- [¢ AP+ (w0) + BW ()] fo+ G (0) fo;

IV.

Q(w)=A(u)fi+ [¢vA' () +B(u)]fo+ [‘—;A”(Ll) +oB'(«) + C(u)J Iss

V. O (W)= AW () fi -+ [ Ar+1 (20) + B (w)] fo

+ [VE A2 (w) + o B (u) + C(’”(U)Jﬁ ;

O(w)=A(w)fi+P(u, ) fo+ Qu, v)fs

ou P+ (Q = F(u—+ iv) est fonction analytique de uw + iv pres de wuy—+ ivg;
O (w) =AW (u)fi + Pu(u, ¢)fo+ Qu(u, ) f,

ou P, +:Q, =F"(u—+1iv);

VI.

D (w)=(au—+ a)fi+ (w0 =+ ) fo 4+ [bu +~M(¢) ] f,
Vil (I)’(W):afi+bf2+ MI(V)_}";;,
(I)(n+1)( W) — Min+1) ( V) f}
Pour que ®(w) soit paraanalytique pour s = w, relativement a une des régles canoniques, il faut et il

suffit que dans I’expression correspondante de ® () figurant au tableau ci-dessus, chacune des fonctions
M(z,), A(z,), ... qui y figurent soit indéfiniment dérivable prés de x,,(ou z,, suivant le cas).

Remarques. — 1° Nous avons placé l'initiale p de « paraanalytique » en indice
aux cas I et VII pour rappeler qu’il ne s’agit plus des fonctions dérivables
(relativement aux régles 1 ou VII) les plus générales.

2° Dans le tableau ci-dessus ne figurent plus de fonctions arbitraires (a une
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condition de différentiabilité pres) de deux variables. En particulier, ne figure
plus la forme générale de VII (du tableau I) qui, au point de vue géométrique
est d’'une généralité excessive.

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TROISIEME ORDRE. — TuROREME. — 1° Les
composantes X, Y, Z d'une fonction hypercomplexe « ordinaire » vérifient une
méme équation, T, aux dérivées partielles du troisiéme ordre, linéaire et homogéne
par rapport a ces dérivées; 2° Les composantes d'une fonction canonique « ordi-
naire » du tableau 1 (c’est-a-dire appartenant aux types de II a VI) vérifient
Uéquation canonique T correspondante du tableau 1V.

On vérifie, ¢ vue, 2°, en comparant chaque systeme, de II & VI, du tableau II
avec I’équation T correspondante du tableau III.

Alors, 1° résulte immédiatement de 2°.

Non seulement ce théoréme est muet sur les cas I et VII, mais il leur est
inapplicable. En effet, dans ces cas, 'une au moins des fonctions X, Y, Z dépen-
dent d’une fonction arbitraire (a la différentiabilité pres) de deux variables. 11
est donc impossible de la soumettre 2 une équation aux dérivées partielles, de
quelque nature qu’elle soit. '

TasLEAU V.
U
. —— =o0.("
Ju ov?
d:;U d:; U
111. TS5 T 55 — 05
durdy  dude?
d:'.[J
IV. =—— —=o0 (la méme que pour 1I);
Ju dp? ( quep )i
. o°U
V. — =—o;
Jo
d:}U dz;U
VI ——~ — =—o.
didy T o
(*) Cette équation, vérifiée dans les trois cas de II, peut étre remplacée par une équation d’ordre
. . *U *u U
inférieur dans chacun de ces trois cas : II,. Jaoe =% I, Gt =03 II,. 20 =
CONFLUENCES DE FAMILLES DE FONCTIONS DERIVABLES. — On peut se demander si

plusieurs des familles I 4 VII de fonctions dérivables peuvent étre « confluentes »,
c’est-a-dire s'il existe des fonctions qui sont dérivables a la fois relativement
a des regles de multiplication correspondant & des familles distinctes.

La premiére forme de ce probléme qui se pose naturellement a I'esprit est la
suivante : chercher s’il existe des systémes de fonctions X, Y, Z, qui soient
chacun a la fois de plusieurs des formes canoniques du tableau I.

Une solution de ce probléme sera intéressante en ce sens qu’elle donnera un
cxemple de familles confluentes.
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Mais cette forme du probléme est trop étroite. En effet, le tahieau I n’est que
l'un — quoique sans doute, I'un des plus simples — des tableaux de dix formes
auxquelles on peut nécessairement ramener les fonctions dérivables. On obtien-
dra le tableau le plus général de ces dix formes en effectuant indépendamment
sur chaque forme du tableau I, les « changements de coordonnées » les plus
généraux sur X, Y, Z, et sur u, ¢.

On aura un cas de confluence quand un systéme de fonctions X, Y, Z appar-
tiendra & la fois & deux des formes canoniques de 'un quelconque de ces
tableaux. Cela revient & dire qu’on aura le cas de confluence le plus général
quand on pourra passer d’un systéme canonique de fonctions du tableau I 4 un
systéme différent de fonctions canoniques du tableau I par un « changement
éventuel de coordonnées » sur X, Y, Z et sur u, ¢.

Dans la suite, nous appellerons G, G,, ..., G, les familles de fonctions qui
s’obtiennent par un « changement de variable » respectivement a partir des
formes canoniques I, II, ..., VII.

Une solution simple. — Nous avons montré dans notre Mémoire préliminaire
et on vérifie d’ailleurs aisément, que la fonction

(24) D(w)=wfi+ 2uef,+ v f;
appartient a la fois & G, Gy, Gy, Gy

Exemple de solution générale. — Nous avons aussi voulu montrer dans notre
Mémoire préliminaire comment on peut résoudre le probleme de la confluence
de deux des familles G _en prenant pour exemple G, et G,,.

Nous avons ainsi prouvé que les fonctions communes a G, et G,, peuvent
toutes étre ramenées par des « changements de variables » a I'une des formes

ci-dessous.
D(w)=1wfi+ 2uvfo+ 02 f;,
Q(w)=A(u)fi+ vfs+ ufs,
O(w)=A(u) fi+B(v) fe.

Foxcrions HYPERCOMPLEXES EXPONENTIELLES. — Il est naturel d’appeler fonction
exponentielle une fonction hypercomplexe dérivable E(s) identique a4 sa
dérivée. Cette définition laisserait encore dans I'expression de la fonction des
constantes arbitraires. On déterminerait, en général, ces constantes en assujet-

tissant E(O) a étre identique & un nombre hypercomplexe donné. Celui-ci
devant étre de la forme

L=oafi+Bfit 1[0
devrait étre tel que I. &= pour étre assimilé comme dans I’Analyse classique
4 un nombre unité. '
Or w est de la forme x, e, + 2, e, et I. w de la forme X, f,+ X, /. + X, /5.
Nous laisserons donc de coté cette assimilation. Il restera alors dans ®(yw)
des constantes arbitraires.
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On observera aussi que P'égalité classique e™ "= e" e"" ne peut se généraliser
ict, puisque E(w) E(w') est de la forme (af,+...+cfs)(a' fi+. ..+ fy),
produit pour lequel aucune régle de multiplication n’a été prévue dans ce qui
précéde.

En employant la condition E(w)=E'(w) pour chacune des regles cano-
niques, on obtient par des calculs faciles le tableau suivant ou, au moins pour
les cas « ordinaires » (de II 4 VI), les constantes ont pu étre choisies de sorte
que 'on ait

E(0) =afi+ Bfo+ v/

o «f,+ B/,+4 1/, est un nombre hypercomplexe a trois dimensions qui est
arbitraire.

Dans les autres cas : pour I, il faut supposer « = o; pour I, et VII, il faut
supposer « = 3 =o.

TaBLEAU V.

Fonctions hypercomplexes exponentielles canoniques.

1.{ Lo E(w)=e[Bfat (Bu+1) 1),
I 0 E(w)=e"yfs;
I,: E(w)=e*(afi+ Bf) + e[,
I, 0 E(w)=e[afi+ Bfi+ (av+7)fil;
l I : E(w)=e(afi+Bfit+1/s);

I1I. E(w)=e*afi+ e Bfo+ ey fo;
Iv. E(w)=e*[afi+ (av +B) fo] +1efo;
V. B(w)=er| afi+ (a0 + ) fir (% v+ﬁv+y>ﬁ];
VI E(w)=-e*[af,+ (Bcosy — ysing) fo+ (B siny -+ v cosy) f3 ];
VIIL. E(w)=ye"f;.
LES FONCTIONS HYPERCOMPLEXES TRIGONOMETRIQUES. — Par analogie aveé les fonc-

tions cosx, sinz, nous pouvons définir deux fonctions associées C(w) et S()
telles qu’elles soient dérivables relativement a la méme régle et que I’on ait

(25) ‘ C'(w)=—S(w), S'(w) =@ (w).

Nous pouvons bien, comme pour la fonction sinz, imposer a S(w) la
condition
(26) S(oy=o0,

Mais, comme pour la fonction exponentielle, nous ne pouvons essayer
d’imposer & ®(w) que la condition

(27) C(O)=afi+ Bfo+1fs

sans supposer que le second membre soit une « umte prmmpale » au sens
strict.
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Des calculs faciles permettent alors d’obtenir le tableau suivant des formes
canoniques du systéeme C, S correspondant aux différentes régles canoniques.

Pour abréger ce tableau, au lieu d’y détailler C et S, nous avons écrit les
expressions de C —+ S.

On vérifiera que la condition (27) peut étre imposée quelles que soient les
constantes a, (3, y dansles cas ordinaires. Dans les autres cas, il faudra supposer :
pour I, que « = o; pour I, et VII, que « = =o.

TasLeav VI

Formes canoniques des systémes C, S de fonctions hypercomplexes
trigonométriques associées.

CG(w) 4+ iS(w)=
L L B i) v Sl
UL ey fis
o evfafi+ B+ ey f
IL ¢ ML o e[ a( fi—+ vifs) + Bfa+ 1S3 ],
e eafir Bt vfil;

111. el af] -+ e[i’ﬁfl -+ ei(u+v).),f‘3;

Iv. o] a( it ivfy) + Bf ) ey fis

V. el a( i ichim " 1)+ B o)+ 1 |

VI. ei| o f + ﬁ(chvf-_, + ishofy) +y(— ishofs+ chef)];
VII. ey f.

DEUXIEME PARTIE.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE.

Une restricTioN. — On peut définir de bien des maniéres ce qu’on entend par
surface. Pour la commodité de ce qui suit, nous nous limiterons a la considé-
ration de la famille (pourtant trés générale) des surfaces telles que chacune
d’elles posséde au moins une représentation paramétrique

X =X(u, v), Y =Y(«, ), 2="7 (u,v),
ou X, Y, Z sont trois fonctions de u, ¢ qui sont différentiables (*°) en tout p(‘)v‘"int,

(u, ¢) du domaine & (fini ou infini) de définition de la surface dans le plan
des u, ¢.

(1°) Au sens de Stolz-Young, précisé page 31.
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DEFINITION DES SURFACES DERIVABLES RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION. —
Soit une régle R de multiplication hypercomplexe de la forme

Ji-er="3 [
RS

(b, =1, 2, 3; r=ru, 2).

Nous dirons qu’une surface S est dérivable relativement a la régle R s’il existe
au moins une représentation paramétrique de cette surface, soit

X =X(u, v), Y=Y (u,v), Z=17(u,v)

[ou le point de coordonnées u, ¢ varie dans un domaine déterminé, @, fini ou
infini], telle que la fonction hypercomplexe correspondante

(28) { D) =DP(uwe +re)

=X(u, ) fi + Y (u, ) fo+L(u, o) f;

soit dérivable relativement a la régle de multiplication R. C’est-a-dire, rappelons-le,
que X(u, ¢), Y(u, ¢) Z(u, ¢) sont différentiables dans le domaine @ et qu’i
existe une fonction hypercomplexe et une seule désignée par la notation &' (w),
soit

(28 bis) O (w)=L(u, ) fi+M(u, )+ N(u, ¢) [
indépendante de dw et telle que
(29) dP(w) =@ (w) dw

dans le domaine ® de définition de ®, la multiplication dans (29) étant
effectuée suivant la régle R.

SURFACES DERIVABLES ORDINATRES. — Quand une au moins des représentations
paramétriques d’une surface S correspond & une fonction hypercomplexe déri-
vable ordinaire, ¢’est-a-dire de I'un des types II 4 VI du tableau I de la page 38,
nous dirons que S est une surface dérivable ordinaire.

Rappel de résultats du Mémoire préliminaire.

FORMES CANONIQUES DES EQUATIONS DES SURFACES DERIVABLES. — En éliminant les
paramétres u, ¢ dans les relations égalant & X, Y, Z les composantes des
fonctions dérivables canoniques rappelées au tableau I de la page 38, on trouve
les formes canoniques des équations des surfaces dérivables, formes rassemblées
dans le tableau ci-aprés. La déduction de ces équations est généralement
immédiate et, en tout cas, figure dans notre Mémoire préliminaire.
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TasLeav VII.

Formes canoniques des équations des surfaces dérivables relativement
a une regle R.

I. Z=o plan;
" M, 1, : F(X,Y)=o0 ' cylindre,
I.: F(X,Y)=o, . G(Y,Z)=o0, courbe;
I1I. a(X) +b(Y)=rc(7),
ot «(X), ni b(Y), ni ¢(Z) ne sont conslants;
VI Z=B(Y)a(X) +7(X),
ou a(X) = o, B'(Y)=o;
V. Z=a(X)Y?+ B(X)Y - y(X),
lieu de paraboles paralléles & YOZ, avec axes paralléles & OZ;
VI. a(Z)y=U(X, Y), ot ())—U + ()——Q—U —o;
7). SR E
VII. Z=K(X,Y).

Pour avoir des notations plus familiéres, on a plusieurs fois opéré des permutations de coordonnées
dans les équations qui résultent directement du tableau I.

Remarques. — 1° Les fonctions qui figurent dans ce tableau ne sont pas
nécessairement uniformes. Par exemple, si la fonction

O(w)=A(u)fi+B(e)fo+ C(u—+9)f,
du type I1I du tableau I a la forme particuliére
(D(W): u‘lﬁ+ sz;+ (IL+ t>)2f~"

on aura pour équation de la surface dérivable correspondante, la forme III du
tableau VII, mais avec

a(X)y==2VyX, b(Y)==\Y, ¢(Z)==x\Z

2° Les surfaces du type VII sont peu intéressantes, car elles sont trop
générales. K(X, Y) doit étre univalente et différentiable dans son domaine de
définition. C’est-a-dire que, pour ce type, la surface S n’est assujettie qu’a
n’étre rencontrée qu’en un seul point, au plus, par une droite paralléle a une
droite fixe A et & avoir en chaque point un plan tangent non paralléele a A
(ici OZ).

On pourrait alors se demander s’il y a lieu de considérer les autres cas I,
I, ..., ou I'on aurait des surfaces, cas particuliers du type VII. Mais il ne faut
pas oublier qu’elles sont dérivables relativement & d’autres régles.

EQUIVALENCE D’EQUATIONS D’UNE MEME SURFACE DERIVABLE. — Il peut arriver qu’une
méme surface canonique dérivable puisse &tre représentée par plusieurs équa-
tions distinctes quoique équivalentes, rapportées aux mémes axes et d’une
méme forme canonique du tableau I.
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Dans notre Mémoire préliminaire, nous avons obtenu les formes les plus
générales de ces équivalences :

Dans le cas 11, on peut remplacer a(X), b(Y), ¢(%) du tableau I par
ha(X)+py, A0(Y)+p!, he(Z)+p+p' (AFo.

Dans le cas IV, on peut remplacer «, 3, v par

a(X R .
D, s e 10— Fax) (0.

Dans le cas VI, on peut remplacer a et U par
Aa(Z) +py, AUX, YY)+ (A# o).

Dans lescas V et VII, il n’y a pas de changement possible.

On voit que dans tous ces changements les fonctions figurant dans le tableau
ne peuvent étre remplacées que par des fonctions /linéaires (et non plus
générales) de ces fonctions.

EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DU TROISIEME ORDRE ENTRE LES COORDONNEES D'UN
POINT D'UNE SURFACE DERIVABLE. — Soit S une surface dérivable relativement a une
régle R. Par des changements linéaires et biunivoques de coordonnées, on peut
toujours ramener son équation a la forme

Z=o(X, Y).

Nous avons démontré les deux théorémes suivants dans notre Mémoire
préliminaire.

TaEOREME. — Soit
Z=9(X,Y)

Uéquation d’une surface S dérivable « ordinaire », Dans le cas ot (X, Y) est trots
Jots différentiable dans son domaine de définition, cette fonction ¢ vérifie une
équation aux dérivées partielles du troisieme ordre, linéaire par rapport a ces
dérivées du troisiéme ordre et a coefficients polynomiaux par rapport aux dérivée
du premier et du deuxiéme ordre.

Dans le cas ou S est un plan

Z=aX+ bY +c,

on aura
P*L
Xy — °
et, par suite, on aura par exemple
d:: Z: .
XY —

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 8
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Dans le cas ou S est un cylindre, on a

PLOL LN
oX: oY (dX()Y -

et en dérivant en X ou en Y, on aura bien une équation du troisitme ordre du
type annoncé.

Dans le cas de la famille VII, I’équation de S dépend d’une fonction de deux
variables qui est arbitraire, a des conditions prés de différentiabilité prés. Par
conséquent, elle ne peut étre soumise d aucune équation aux dérivées partielles.

Le théoréme précédent se déduit d’ailleurs immédiatement du théoréme
suivant :

TueoriMe. — Toute surface dérivable « ordinaire » dont l'équation a l'une
des formes canoniques 111 a VI du tableau 1 et telle que 7 soit différentiable trois
fois dans le domaine de définition, vérifie ’équation aux déricées partielles
correspondante du tableau VIII ci-aprés.

Pour écrire plus brievement ce tableau, nous poserons comme d’habitude

P_dZ 0L
=% ceny = =
et, en outre,
Loz 0 Y/ ./
oz PEeay YT axXaye PT oy

TasLeav VIII.

Lquations canoniques aux dérivées partielles des surfaces dérivables.

. (pQ —vP)PQ=S(RQ>— TP?);

IV. vQ=TS;

V. p=o;

VI [ +v)Q — (p+p)P](P*+ Q) =2(R+T) {PQR —T) + S(¢>— P?) .

Les rFaMiLLes #¢. — Soit S une surface dérivable relativement a R; elle posséde
une représentation paramétrique déterminée par une fonction hypercomplexe
dérivable relativement a R. Cette derniére peut par des « changements de
variables » convenables étre amenée a prendre une forme canonique du
tableau I. C’est dire qu’en effectuant préalablement une transformation linéaire
et biunivoque des coordonnées X, Y, Z (et en gardant les mémes axes),
on transforme la surface S en une surface S, possédant une représentation
paramétrique déterminée par une des fonctions canoniques du tableau I. Selon
que cette fonction est du type I, I,, ..., VII, on dira que S, ez S appartiennent
a la famille de surfaces J¢,, ..., 3¢y

Les surfaces que nous avons appelées surfaces dérivables ordinaires sont
les surfaces appartenant aux familles de ¢, a J¢,,.
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CONFLUENCE DES FAMILLES DE SURFACES DERIVABLES. — On peut poser pour
les surfaces dérivables un probléme analogue au probléme de la confluence
des familles de fonctions dérivables.

I. Sous une premiere forme restreinte de ce probléme, on peut demander
s’il existe des surfaces pouvant étre également représentées par des équations
appartenant a plusieurs types différents dans le tableau VII.

Il est facile de donner des exemples simples qui permettent de répondre par
Paffirmative. '

Par exemple, a surface

(30) | L= a(X)B(Y)

est évidemment un cas particulier du type IV du tableau VII. Et quand on prend
les logarithmes des valeurs absolues des deux membres de (30), on obtient
une équation du type III.

Mais on peut se proposer de trouver, non un exemple, mais toutes les surfaces
représentables par deux équations équivalentes des types canoniques respectif's
distincts.

Il est curieux de noter qu'un tel probléme ait pu étre posé et résolu (pour
la confluence des types III et VI) sans référence ni au tableau VII, ni alanotion
de surface dérivable, par deux aateurs agissant indépendamment et pour
des raisons distinctes.

En réalité, ce n’était pas le probléme lui-méme, mais un probléme analytique
équivalent qui a été considéré d’abord par Bouligand (**), puis par H. Martin (**).

Il s’agissait pour eux de trouver deux fonctions d’une seule variable : a(X) et
b(Y) telles qu’il existe une fonction F(X, Y) pour laquelle la fonction

U(X, Y) =Fa(X) + b(Y)]
soit harmonique. Alors on voit que quelle que soit la fonction A(Z), la surface
ayant pour équation
(31) A(Z)=U(X,Y)
et qui sera, par conséquent, du type VI du tableau VII, aura aussi pour équation
AZ)Y=F[a(X)+b(Y)] ou  ¢(Z)=a(X)+ b(Y)
qui est du type III. Et réciproquement, toute surface dont I’équation peut

se mettre aussi bien sous la forme III que sous la forme VI, correspond a
une solution du probleme de Bouligand et de Martin.

II. Mais, en réalité, le probleme de la confluence, posée sous la premiére

(11) Dans le numéro de juillet 1949 de la Revue de Mathématiques spéciales, Vuibert, Paris,
ce probléme est proposé i titre d’exercice avee indications sur la solution.
(12) Journal of rational Mechanics and Analysis, vol. II, n° 2.
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forme, est trop restreint. Car le tableau I n’est que I'un, quoique sans doute
I'un des plus simples, des tableaux équivalents de formes canoniques pour
chacun desquels se poserait le probléme sous sa premiére forme.

Le vrai probléme de la confluence consiste a chercher s’il y a des surfaces
qui appartiennent a la fois a plusieurs des familles J¢,, ..., JC,;, définies a
la page 58.

Il faut d’ailleurs observer que le probleme est tout résolu quand on veut
chercher les surfaces communes & JCy; et & 'une des autres familles. Car

les surfaces
Z=K(X,Y)

sont si générales qu’il y en a de cette forme dans chacune des autres familles J¢.

Méthode indirecte. — Observons d’abord que toute forme confluente de
fonctions hypercomplexe dérivable donne lieu a une solution du probleme
actuel. Mais la réciproque n’est pas vraie. Nous en donnons plus loin
un exemple.

Un exemple. — Nous nous contenterons d’indiquer comment se pose
le probléme pour les types Il et IV.

Tout d’abord, notons que les trois formes de la page 52 nous fournissent
toutes les solutions qu’on peut obtenir par la méthode indirecte, 4 savoir:

le cone du second degré: Y*=4XZ;
le cylindre : X=A(Z);
le plan : Z=o;

ainsi que les surfaces qui dérivent de celles-ci par une transformation linéaire
et biunivoque de X, Y, Z.
Mais, nous avons déja signalé (p. 59), des surfaces beaucoup plus générales,

i savoir les surfaces
7 =a(X) Q(Y)

auxquelles on peut ajouter celles qui s’en déduisent par une transformation
linéaire et biunivoque de X, Y, Z.

Pour chercher toutes les surfaces communes & 3¢, et JC,, on observera
que si deux transformations linéaires et biunivoques de X, Y, Z raménent son
équation, 'une a la forme canonique III, 'autre a la forme canonique IV
du tableau, alors il y a une transformation analogue

Xy =IX+mY+nZ—+p;
(32) Y, =IX+m'Y+n'Z+ p;
. Z1 :l//X_'_ml/Y_*_n”Z__i_pl/,
menant d'une des équations

(33) a(Xy) 4+ b(Yy) = c(Zy)
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du type I 4 une équation
(33 bis) Z=a(X)B(Y)+v(X)
du type IV. Il faut donc chercher s’il existe des fonctions a, b, ¢, «, B, y et

des constantes /, m/, ..., n” (avec déterminant des coefficients de X,, Y,, Z,
différent de zéro) telles qu’on ait 'identité

a(IX+mY 4+ n[a(X)B(Y)+v(X)]+p)
+b(IX+m'Y 4+ n'[a(X)B(Y) +v(X)]+p")
=c(I'X+m'Y+n"[a(X)B(Y) +v(X)]+p").

Ou encore on peut tirer de (33)

Xi=A(u), Y, =B(v), 7, =C(u—+v)

et de (32)
(3%) X=2X;+ pY 4+ vZ +p, e LZ=VX,~+...+p"
Et il faudra trouver des fonctions A, B, C, «, (3, yetdesconstantes %, ., ..., ¢",

telles que I’on ait I'identité

VA(u)+ p'B(o) +v"Clu—+v)p
=a(AA+pB4+vC+p)B(WA+ p'B+vC+p) +vy(AA 4+ uB + vC +p),

avec un déterminant des coefficients de X,, Y,, Z,, dans (34) qui soit £ o.
Des problemes analogues se présentent pour toutes les combinaisons analogues
des types canoniques deux a deux. :

Il faudrait ainsi résoudre une dizaine d’équations fonctionnelles pour traiter
complétement un probléme qui n’est plus d’importance fondamentale a partir
du moment ou des exemples simples ont suffit 4 prouver que les confluences
sont possibles.

Nous laisserons a de jeunes mathématiciens le soin de s’y exercer.

- Surfaces dérivées relativement & une régle de multiplication.

IntropUCTION. — La définition des surfaces dérivables nous a déja conduit a
une classification des surfaces qui nous parait intéressante. Elle fait découler
d’une conception commune des familles de surfaces dont les équations canoniques,
Jigurant au tableau VI paraissent, au premier abord, sans lien [’une avec lautre.

Il vaudrait d’ailleurs la peine de chercher si I’on peut exprimer sous forme
purement géométrique la définition d’une surface dérivable (que nous avons
donnée ici sous forme d’une condition analytique imposée a l'une de ses
représentations paramétriques). _

On va maintenant déduire de notre définition la notion de surfaces dérivées
d’une surface donnée, notion qui nous parait plus particuliérement nouvelle et
intéressante.
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DeriNimion. — Soit S une surface dérivable relativement 4 une régle R. Elle a
une représentation paramétrique correspondant 4 une fonction ®(w) dérivable
relativement a R. De méme que ®(w) détermine une surface S, de méme
sa dérivée ®'(w) détermine une surface S’ qu’il sera naturel d’appeler une
surface dérivée de S relativement i la régle R.

Nous disons une surface dérivée de S et non la surface derwee de S.

En effet, nous avons montré, dans notre Mémoire préliminaire, qu’'une
surface S dérivable relativement &4 R posséde une infinité de représentations
paramétriques définies par des fonctions W (w) distinctes de ®(') et pourtant
encore dérivables relativement a4 R. Chaque dérivée W' (w) définira une
représentation parameétrique distincte, en général, de celle définie par @ et
correspondant a une surface T. dérivée de S relativement 4 R. Ces surfaces T
seront en général, distinctes de §'.

SURFACES DERIVEES D'UNE MEME SURFACE. — Nous avons démontré dans notre
Mémoire préliminaire que si pour une surface S dérivable relativement & une
régle R, u, ¢ et u,, ¢, déterminent un méme point de S dans deux représentations
paramétriques de S correspondant a deux fonctions dérivables relativement
a R, ®(w), W(w,), et si S n’est pas une surface cylindrique (en particulier
n’est ni plane, ni curviligne), la relation entre «, ¢ et u,, ¢, est nécessairement
de la forme

w=0Bu+ By e=0e0+ 5y (BF0)
En posant
W(w)=2(us, 00) fitn(uws, 01) fot 0 (s, 010) fss
comme '
W (wy) = W (e + 016) = O[(Bus+ Bi) e+ (Bor+ Ba) €] = P (Bwi+ Breg+ Baey),
dw = B(duye,+ dv,ye,) =3 dw,
on aura :

U dw, =dW¥(wy) =d®(w) =8B dw,= [V dw,.
Donc W' (w, )= f®'(w) qui s’explicite sous la forme
L+ mfo+nfo=08(Lfi+Mfo+ Nf).

La surface T dérivée de S par I'intermédiaire de W aura donc, pour chaque
point, des coordonnées

(=01, m=__3M, n=_3N (B#o0)

proportionnelles aux coordonnées L, M, N d’un point de la surface S’ dérivée
de S par I'intermédiaire de ®.

On obtient ainsi des surfaces dérivées toutes homothétiques de 'une d’entre
elles.
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TransLaTIONs. — Observons que I’équation de définition

dX fi+...=[Lfi+...](due,+ dvey)

reste vérifiée quand X, Y, Z sont remplacés par X+ a, Y+ b, Z+ ¢, sans
changer L, M, N, u, ¢, ni la régle R de multiplication.

Par conséquent, si la surface S restant fixe, on opére une translation des
axes, aux équations

X, =a + X(u, »), cery  Li=c+Z(u,v0)

qui par rapport aux nouveaux axes, définissent la méme surface S, s’adjoindront
des équations
X,=L(u, ¢), Y, =M(u, ), Z,=N(u, v)

qui par rapport aux nouveaux axes définissent une surface dérivée de S, relati-
vement 4 la méme régle R, obtenue par translation de la surface dérivée S'. De
méme, la surface T, obtenue par translation de T sera une surface dérivée
de S relativement a la méme régle R. T, sera une surface homothétique de S’
mais par rapport 4 un point, en général distinct de 'origine.

Autrement dit : toutes les surfaces dérivées d’une méme surface dérivable non
réduite a une surface cylindrique (ou plane ou curviligne), sont homothétiques
de U'une d’entre elles (**). Et réciproquement.

Non seulement la démonstration ne "applique pas aux surfaces dérivables
cylindriques, mais I’énoncé lui-méme ne s’y applique pas. Plus précisément,
chacune de telles surfaces aura bien pour dérivées au moins les homothétiques
de 'une de ces surfaces dérivées, mais il pourra y en avoir d'autres. C’est ce
que va montrer I’exemple suivant.

Exemple. — Prenons, par exemple, la surface du type 116
(35) X—=u, Y=e, Z=r¢.

C’est le cylindre
(36) A Y =¥,

Si on le représente sous la forme générale du méme type 116
(37) X=E(w), Y=mn(w), ZL=¢(w)+g(w),
il suffit, pour avoir le méme cylindre, que I’on ait
(36 bis) (1) = &,

Or la surface S, dérivée de S par la représentation (35) est d’aprés ()
L=1, M =e~, N=o;

(1%) Ceci dit en abrégé, en considérant une translation comme une homothétie dont le centre est a
Vinfini.
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elle est réduite a la droite :
L =i, N=o.

La surface S’ dérivée de S par la représentation (37) est :
= (), m=u'(u), =t (w)+¢(w).

Elle est cylindrique. Si elle était homothétique de S, dans le rapport p, on
aurait .
l=pL+ua, =~ n=pN-+0b,
d’ou
(38) HNu))y=p +«, 02" () + @' () = 0.

Or si 'on a soin de déterminer v («,) par la relation (36 bis) connais-
sant £(u,), la représentation (37) donnera le méme cylindre (36) quelle que
soit la fonction £(u,). On n’aura donc pas nécessairement (38) : les dérivées S'
ne sont pas nécessairement homothétiques de S, .

. — D’autre part, considérons une surface U, homothétique d'une surface
S dérivable relativement a R. Si S correspond a ®(w), U correspondra &

Y(w)=BD®(w) + w,.
On aura
AW (w) =P dd(w) =| LD (w)]dw.

Donc W(w) est dérivable relativement 4 R et
(39) W (w) = BD (w).

W' (w) correspond a une surface U’ dérivée de U relativement a R et I'on voit
d’aprés (39) que U’ est homothétique de S'. D’apres ce qui précede, U’ est donc
aussi une surface dérivée de S relativement a R.

Finalement nous voyons qu’zl n’y a pas, au point de vue géométrique, corres-
pondance entre une surface S non cylindrique dérivable relativement a R et sa
surface dérivée S’ relativement a R, mais seulement correspondance entre :

la famille des surfaces U (nécessairement dérivables relativement a R) homo-
thétiques d’une surface S dérivable relativement a R,

et la_famille des surfaces U’ (nécessairement dérivées de toutes les surfaces U,
relativement & R) homothétiques de 'une, S, des surfaces dérivées de S, relati-
vement a R.

On peut encore dire que toute surface U’ de la seconde famille est une surface
dérivée relativement & R (a une homothétie prés) de toute surface S de la
premiere famille.

SuRFACES PARAANALYTIQUES. — Nous dirons qu’une surface est paraanalytique
relativement @ une régle R si 'une an moins de ses représentations paramé-
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triques correspond & une fonction hypercomplexe paraanalytique relativement
a la régle R (c’est-a-dire une fonction hypercomplexe dérivable indéfiniment
relativement 4 R dans le domaine @ de définition de la surface S).

Il est clair que les dérivées successives de S relativement a4 R seront alors
aussi des surfaces paraanalytiques relativement a R.

EQUATIONS DES SURFACES DERIVEES D'UNE SURFACE DERIVABLE DONNEE PAR SON EQUATION
cANoNIQUE. — Soit S une surface dérivable relativement a une régle R, et donnée
par son équation F(X, Y, Z)=o0. Nous savons qu’elle a une famille de surfaces
dérivées de S relativement a R, famille parfaitement définie et formeée (exclusi-
vement quand S n’est pas cylindrique) de surfaces homothétiques entre elles.
Il est naturel de se demander comment on pourra former I’équation générale
de ces surfaces dérivées connaissant I'équation de S.

Nous savons d’abord que par des « changements de coordonnées » (définis
p. 33), nous pouvons ramener I’équation de S & I'une des formes IIT a VII
précisées page 56. Alors on peut former la représentation paramétrique corres-
pondante de S. Celle d'une des surfaces dérivées sera donnée par les expres-
sions correspondantes (déduites des pages 45 et 46)

X=L(u, ), ceey Z=N(u, v).
Et de cette représentation, on pourra tirer I’équation
o(X, Y, Z)=o0
de I'une des surfaces S’ dérivées de S. L’équation générale des surfaces dérivée

de S sera alors .
9(AX +a, AY + b, AL+ ¢) =o,

ou A, a, b, ¢ sont des paramétres arbitraires (A 5£0).

Nous allons effectuer le calcul de 9(X, Y, Z) pour chacune des formes cano-
niques de III & VII, en laissant de coté le cas des surfaces des types I et II,
puisque ces surfaces sont nécessairement cylindriques.

Forme I1I. — Soit
(40) a(X)+b(Y)=c(Z)
(ot aucun des trois termes n’est constant), I'équation de la surface S. Par
hypothése, on peut alors adopter la représentation parameétrique

u = a(X), v=0(Y), u—+v=rc(Z),
d’olr

X=A(u), Y =B(v), Z=C(u~+v).
Alors, d’aprés la page 45, la représentation

Xi=A(u), Y, =DB/(v), 2, =C(u+v)
Ann. Ee. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 9
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sera celle d’une S, des surfaces dérivées de S; d’ou I'on tire I’équation de S/
qui sera de la forme

(41) , a(Xq) +B(Y) =7v(Z),

étant entendu que «, 3, y sont déduites respectivement de a. b, ¢ par le
processus indiqué.

On peut d’ailleurs formuler explicitement I’équation fonctionnelle qui
relie «(X) et a(X), par exemple.

En effet, on a

X =A[a(X)], Xy=A'Ta(X))], d’ou 1=A’['(1(X)].a'(X).

Oron a :
a(X)=u=a(X,), d’ou 1=A[a(X))] e (X) =X,/ (X)

et, par suite,

Ainsi, connaissant I’équation (4o0) de S et, par suite, a(X), b(Y), ¢(Z), il
suffira pour former I’équation (41) de S/, de tirer «, 3, v des équations fone-
tionnelles ‘

i fo=al ] en=el ] cm=1] )

Forme IV. — Soit
(43) Z=p5(Y)a(X) +v(X)
[ou B (Y)=£0, 2(X)=£0] I'équation de S; pour obtenir une représentation

paramétrique du type correspondant, prenons ¢ =(3(Y) et soit « = «(X) une
fonction convenablement choisie. On en tire

X=A(u), Y =B(v), d’out LZ=va[A(u)]+ y[A(w)].
En posant C(u)=vy[A(u)], il suffira pour avoir une expression du type
voulu, de prendre u = «(X), de sorte que
a[A(u)]=A'(u).
Or,
X=A[a(X)], d’ou 1=A'(u) @ (X).
Il suffit done de prendre a(X) de sorte que

I

«(X)

a (X)=
| «(X') est supposé < o].



LES SURFACES DERIVABLES RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION. 67

Ceci étant, une, S', des surfaces dérivées de S (relativement a la méme
régle R que S) sera définie par les formules

X,=A(u), Y,=B(v), Zi=¢A"(u)+C(u).
Pour en déduire ’équation demS’, on en tire
u = f(Xy), v =&(Yy),
d’ou
7, =g(Y,) F(X)) + H(X)),
en posant
F(X)) =A"[f(X4)], H(X,) =C[f(X)]

On peut former cette équation en suivant le processus ci-dessus. Ou bien on
peut former les équations fonctionnelles définissant g, F, H.

En effet, on a

Xi=A(u) = a(X), v(X) = Cla(X)],
d’ou
C/
Y(X)=C(u)a (X)= Tot_((—XLf—;,
d’ou
Hla(X)]|=C (v) = a(X) Y (X).

On obtient donc la fonction H(X,) au moyen de équation fonctionnelle

(45) Ha(X)] = a(X) ¥ (X)

connaissant les fonctions « et y figurant dans I’équation (43) de S.
De méme, on a
A (u) du=dX,,
d’ou
_ e (X) "X
= m == a/(X) __a(X)a (X).

Or .
Fla(X)]=F(X,)=A"(x) = a(X) «'(X).

Donc la fonction F(X,) s’obtiendra comme solution de I’équation fonctionnelle

(46) Fla(X)]=a(X)a'(X).
Enfin

g(Y)=e=p(Y), avec Y,=DB/(»), Y =B(v),
d’ou

y,— dB) _ v '

& T dB(Y) T BF(Y)
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Donc g(Y,) s’obtient comme solution de I’équation fonctionnelle

(47) g[BT‘Y_)]zp(Y).

ForMe V. — Soit

Z=a(X)Y*+ B(X)Y + 7(X)

I’équation d’une surface S. Nous pourrons encore déterminer la représentation
paramétrique d’une dérivée S’ de S si nous obtenons une représentation para-
métrique du type V de S. Mais ici le calcul sera beaucoup plus long. En
adoptant la notation de la page 38, on est amené a déterminer des fonc-
tions A(«), B(u), C(u) telles que d’apres le tableau I.

1 A'(u)
=
o B(u)A'(u)  B'(u)
PO=" TR wE T N
) _ A"(u)B2(u) B(uw) B («)
']( )-— 2A’(l{,)2 - A’(u) +C(”)a
avec
X=A(u), Y=vA'(u)+ B(u).
On a
a[A(u)]dA:%%—l,/du:%, d’ot élog[A’|:fa(X)dX:cp(X)+q,
d’ou

§(X)=a(X), N=reom,

dX . e %X
—— = A (u) = r *X) d’ou du =

du
[ SN 105!
u= +q;

_d B(u) B(u) B(X)e”"‘? _(X) 4+
@(X)_Tu Al(u) Al(u) f dX= r

dX

K

B(u):e‘lq’(x)f@()()e*’%‘ 1dX = e[ 0(X) - ¢].

Enfin, on a
d B2(u)

Cle)=v(X)+ du 2N (w)’

Et alors S sera représenté par
X, =A(w), Yi=¢A'+B, Z=_0A"+ B+ C,
d’ou

. A/// . ‘ BI/ B/A/// , B/ B” B/‘l A/”
Z'—mY1+<Jﬁ G >Y1+C LY

_Y B
Z,zlu,__a—d< A,,>+Y,(Z<A,/>+¢I<C—2—7\—/,>,
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que I'on peut écrire :
2, =o,(X))Y]+ 31(X1)Y1 —+ Yi(Xl),

avec
Xi=A(u) =re®X,

d d [ B d B2
al(xl):é@<—j{—”), ﬁ‘(X‘):@<ﬁ>’ Y.(Xl):@<c_ﬁ>.

Or
du = ;‘e—?? ax, AN =2A?a=12are".
I. Ona
Xy ! d 1oehRN 1 dX d e e®(d+4a?),
)= @\ T T )T T R X T T T e

a,(X,) est donc solution de I’équation fonctionnelle

o o (@ 49"
(48) a (re?®)=e Q(W)’
avec
o' (X) = aX.
II. On a

_dX d [/dB N B(X) + e¥Xaa(X)[0(X) +¢]
Bi(xl)_w ﬁ(@) req;(X)dX{ re®aq

— cpmgd)_({edw B(X) [O(X)+t]§'

—ew[ "*(pl‘x”ﬁ“ ) fae—"“?(—za) +(3e—w] = ZlﬁiX 2
Ainsi 3,(X,) est solution de I’équation fonctionnelle :
(49) By (r X)) = ;jx@)
III. Ona
N0 =% jx<c ZBA),
or
=y(X) — Z‘;[zaB A:]z
—Y(X)—K—[zae-?(ﬁ—&—l)—e2ﬁ°2a(0+t)——eg’~?(36—2? —v(X)—%,

2 4 8.
nxy=revely— 2,
1:(X,) est donc solution de I’équation fonctionnelle

(50) ' *{(re‘!@‘x)~re°@(X) [ (X) — g ((?;())]
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Remarque. — Si'on écrit les équations de S et de S’ sous la forme

Z = a(X)[Y + 1(X) P+ p(X),

21

(51)

X ) R )
Zo= 220 y: L6 (X)) 4 Xy (X)),
1

X

on pourra tirer a,, 3,, v, de «, 3, y au moyen des équations fonctionnelles plus
simples :

250 o' (X)
ay(re )_.1—!——412 )
dh(X
(52) i (r ey = CLR),
-x‘/z(re’l?(x)):d}:.l_LXX_).

Forme VI. — Soit :
a(Z) =U(X,Y), avec AU =o

I’équation de S. Pour chercher celle de S/, formons la représentation para-
métrique de S correspondant au type VI :

u—=a(l), u+1w=UX,Y)+iV(X, Y),
ot U+ ¢V est une fonction analytique de { =X+ 7Y ou

7 =A(uw), X+iY=P(u, ¢)+iQ(u, »),
ol P+ 7Q est une fonction analytique de u + io. Alors les expressions

. 7} . d
7Z,=A'(u), X,+LY|:0—uP(u, VV)+L()—MQ(u, ) |
fournissent une réprésentation paramétrique d’une?surface S’ dérivée de S.
Pour éviter de former P et Q, observons que
U+ =@(X+(Y)=¢[ f(u +iv)] d’ott =9 f';

. 1 o1
X| -+ lY1 = (PI(X+lY) f— U&— l.UlY,
Ux

= Uy =Y
T URHUY TR+ Y

X
Dés lors, on a une autre représentation paramétrique de S'.
Car, d’autre part,
u=a(l)=alA(u)}, d’out 1=d' (Z)AN (u);

! avec a(Z)=U(X,Y),

“= Ty

En éliminant X, Y, Z entre ces quatre équations, on aura I’équation de S'.

Forme VII. — Soit la surface
Z=K(X,Y).
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On aura une représentation paramétrique du type VII de la page 38 en

posant
X=u, Y=y, Z=K(u,v).

Une surface dérivée sera donnée par

. JK . JK
Y=o Y=g h=g
Elle sera donc dans le plan :
X;,=—1.

EXEMPLES DE DETERMINATION DE SURFACES DERIVEES. — I1I. S1 S a pour équation
X Yr=17r,
on a d’apreés (42)
Xn=a (

\

n

>’ d’out a(X,):(/nx,)m;

1
m Xmn—1

de méme pour (3, v, de sorte que I’équation de S’ est :

m n

I I _r_
(mX1 )1——m+ (nYi)l—n: ([1Z[)'_/'.

IV. Si S a pour équation
7 — XY* 4+ X7,
- on aura d’abord d’aprés (47)
1
O(W> =Y

N\
de sorte que comme plus haut

n

g(Y))=(nY )"

Par contre X, =X, et d’apres (46), (45)
F(X)=X, H(X)=XpXr—1.

Ainsi &' a pour équation
7, :X,(nYQ%—'l—pX/{.
V. Prenons le cas ou «(X), B(X), y(X) sont constants, de sorte que
I’équation de S est celle d’un cylindre parabolique
Z=0oY'+ BY +r.

Alors, d’apres les formules de la page 69,
CPI(X)ZO!, X, = re»X

e——?O(X 1

al(Xi):: 7 :z’

ﬁ,(Xl):O et T:1(Xy) =o,

d’ou
I 5
Z1 == Yi Yf.
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Ainsi la surface dérivée S’ de S a pour équation :
Y:=X,Z,
cone du second degré ayant son sommet a 'origine.
VI. Soit S la surface dont I’équation est
Im—=X*—Y?, (m=£1).

Avec les notations de la page 45, on aura

- 1 I X 1 =Y
=g Y=3grvw Y =,o0w
d’ott
Z/u_ l X‘I’— f
4 (X5 YP)?
et, par suite, I’équation de S’ est :
m X2 Y2
7 \—m — 1 .1 .
HmE)™ = vy

Surfaces exponentielles.

PremIERE DEFINITION. — Si ’on veut distinguer parmi les surfaces d’une famille
de surfaces dérivables relativement a une régle R, des surfaces dont la défi-
nition rappelle I'une des délinitions de la fonction exponentielle classique, on
peut trouver assez naturelle la définition suivante :

Une surface dérivable relativement & R serait une surface dont I'une des
représentations paramétriques correspond a une fonction hypercomplexe ®(w)
qui est exponentielle relativement & R. Ce sera une surface exponentielle
canonique si ®(w) est canonique. En se reportant au tableau V (p. 53) des
fonctions exponentielles canoniques, on en déduit par des calculs faciles, les
équations suivantes de ces surfaces.

TasLeav IX.

Equations des surfaces exponentielles canoniques suivant la premiére définition.

I{Ia: X =o, Y —=«, droite,

I,: X=Y=o, droite;
11, et 11, : %( = g, plan,
IL. {
. X Y 7Z .
11, : — = — = —, droite;
« By
I1I. YXY =afr, paraboloide hyperbolique;
Y
V. 7 =aé, conoide;

V. a(Y*—2XZ)+bX?=o0, coéne dusecond degré;
VL. (B2+ ) X2=a2(Y2+ Z?), cdne du second degré;
VII. X=Y=—o, droite.
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Mais la définition précédente, si elle n’exige que des calculs faciles, est trop
analytique et surtout trop étroite. Nous allons en examiner une autre, moins
analytique, plus intuitive mais donnant lieu 4 des calculs moins simples.

DEvxiEME DEFINITION. — Soit S une surface dérivable relativement a une régle R
donnée. Par analogie avec une propriété de la fonction exponentielle ¢°, et
puisqu’ici il n’y a pas une surface dérivée de S, mais une famille de surfaces
dérivées, nous dirons que S est une surface exponentielle relativement a la
régle R, si elle coincide avec I'une de ses propres dérivées relativement a R. Il
est clair que les surfaces exponentielles au sens de la premiére définition
seront aussi exponentielles au sens de la seconde, mais non réciproquement.

Nous nous limiterons au cas des surfaces dérivables non cylindriques, cas
qui est plus simple en ce que les surfaces dérivées d’une méme surface S sont
toutes homothétiques par rapport a I’origine.

Nous allons déterminer des surfaces exponentielles de chaque forme
canonique.

Pour chaque forme, nous indiquerons la forme générale des équations a
résoudre pour trouver toutes les surfaces exponentielles de chaque type.

Comme pour plusieurs types, on est ramené a la solution d’équations
fonctionnelles analogues, nous reporterons a la fin ’étude de ce genre d’équa-
tion fonctionnelle et nous commencerons par donner des exemples simples. 11
- sera inutile de répéter les exemples particulierement simples du tableau IX.

Nous en donnerons donc des exemples un peu moins simples en montrant
comment on peut opérér, soit en passant par une représentation parameétrique,
soit en utilisant les équations fonctionnelles des pages 65 a 71.

Faminie I, — Méthode directe. — Partons de I'équation générale
a(X) + b(Y)=c(Z)
d’une surface S dérivable du type III. On obtiendra I’équation
(53) o (Xy) +B(Y)) =v(Zy)
d’une S’ de ses dérivées en prenant pour «, 3, y des solutions du systéeme ().
Pour que S soit exponentielle, il faut et il suffit qu’elle soit identique a une

homothétique de S, ¢’est-a-dire que I’équation (53) représente la méme surface
que ’équation

a(pXi+A)+b(pYi+ p) =c(pZi+v) (p #Z o).
Pour qu'’il en soit ainsi, il faudra, d’apres la page 57, qu’on ait

a(pXi+2)=ta(Xy) +p,  b(pYi+ ) =EB(Y:) +m,
c(ply+v)=Ety(Z))+p+m (E£0).

Il faut alors pour trouver I’exponentielle la plus générale du type III déter-
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 10
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miner les fonctions a, b, c telles qu’il existe des nombres p #+ o0, &0, A, T
v, p, 7} pour lesquels

« _a’{)X) —e—‘ﬂ =tu(X) +p,
(54) b _b,—%) | =20 () -,
| 7tz =B e,

Méthode indirecte. — Les expressions
X=A(x), Y=B(¢), Z=C(u+v)
représentent une surface S du type III et les expressions
X, =A'(u), Y,=B(s), y=C'(u +v)
en représentent une surface dérivée S'.

Pour que S soit exponentielle, il faut que S soit identique 4 une homothé-
tique de ', ou §' identique 4 une homothétique S, de S :

Xo=pA(uy) + o, Y, =pB(vi) + b, Z,=pC(uy+vy) +¢ (p # o).

- Puisque les représentations paramétriques de S’ et S, sont du méme type 111
et représentent la méme surface, elles doivent d’aprés la page G2, devenir
identiques en prenant pour u,, ¢, des expressions de la forme

u, = tu + o, v— v+ o (t#£o0).
Finalement les fonctions A, B, C doivent étre telles qu’il existe des nombres
pF#o,t+o,a,b,c,as, d tels que
A(u)y=pA(tu +0o) + «, B’(v):pB(‘tu—%a')—i—b,
Clu+0)y=pClt(u+v)+0o+0d]

(55) {

Pour la raison indiquée page 73, nous reportons plus loin (p. 79), I'étude
générale de ce type d’équations fonctionnelles.

On observera, cependant, dés maintenant, que si I'on réussit a former
plusieurs systémes de solutions (A,, By, C;), ..., (A,, B,, C,) du systéeme (55),
on pourra en déduire le systéme plus général de solutions

A =Zq A B =Z2rBy, C=25:Cy.

Exemple simple. — Soit la surface S

(96) Z = KXaY? ’ (X, Y>o; a, b>o0).

On peut en former une représentation paramétrique

u ¢

X=e*, Y=eb Z =K evt®
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qui est bien du type I1I. On a la surface dérivée générale T

©

XI:[)L—i—a:ge;‘—{—a, Y1:pM+@:ll;e7’+(3

Z=pN+vy=pKe+'+~.

Pour que T soit identique a S, il suffit que l'on puisse trouver p, 5, 3', ¢, &, 3, v
tels que

13 uw+0o v v-4-Gr
D - D > ——
{;e"—ka:e “ l—e['—i—@:e ,

b

P eu+v+ .Y — elu+[|v+0'+0'"
[
D’ou

g
§X+a:er‘ quel que soit X > o (p # o).
Onadonct=1, « =o et, de méme, f=v=o0.Déslors :

G Peer, L=et,  p=esro,

r=(5)3)"

Pa+b—1 — a% bl’,

d’ot en éliminant o et o’
ou

Si donc a et b positifs sont pris arbitrairement tels que a + b =1, (c’est-a-
dire que S ne soit pas un cone ayant son sommet & I’origine) on pourra calculer p
par cette formule et ensuite o et o’ par les formules (57).

Donc toutes les surfaces d’équation (56) qui ne sont pas des cones, sont des
surfaces exponentielles du type III dépendant des trois paramétres K, a, b.

FamiLie [V. — En raisonnant comme pour III, pour qu'une surface expo-
nentielle S du type IV, qu’on peut écrire

X =A(u), Y = C(»), Z—=vA'(u)+B(u)
soit exponentielle, il faut qu'on puisse déterminer des nombres p %o, ¢ o,
o, o’ tels que ‘
A(u)y=pA(tu+0)+a,
(38) C(v)=pCGtv + ) +c,
B'(v)=pB(tu+0c)+ pd’A'(tu + o) + b.
Exemple simple. — Sil’équation de S est de la forme
(59) Z=X[AlogY + pXr+v],
ou I'on suppose naturellement r><0; S est du type IV. D’aprés la page 45,
I'équation
(60) Z,=F (X)) g(Y,) + H(Xy)
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représentera une surface dérivée de S du méme type 1V, quand on prendra
£(Y)y=logy, F(2X) =2X3,
HOAX) =2X[p(r+1) X7 +v],
d’on
F(X,)=1X,, Eﬂ&):X{Nr+U<%y+wl
De sorte que (60) peut s’écrire

7, =X, [)\logY1—|—(J.(";;I>X'I'+vJ.

Dés lors pour que (59) soit exponentielle relativement i la régle du type 1V,
il suffit qu’on prenne r > o, puis A tels que

al'=r—+1I.
Famite V. — On devra avoir

A(u)=pA(tu+a)+ «,
AT B (1 9 Nt )+ Bl )]+ 0,

‘gA’”—i—vB”—{— C’::p%(ﬁ-_;;?—)—-A”(lu “+0) + (tv + o) B’ (tu-{—o‘)—!—C(tu—FU);—}—c.

D’ou
A(u)=pA(lu+ o)+ a,
(61) B'(u)=p{dA(tu+0o)+B(tu+0o)}+ b,
Cr(u) :p{o;; A'(tu+0o)+dB'(tu+ o)+ Clu+0) % + c.
Ezemple simple. — Les surfaces S dont I'équation est du type

Z=a(X)Y?

sont des cas particuliers des surfaces canoniques du type V (tableau VII).
Elles ne sont pas nécessairement exponentielles. Mais on peut chercher s’il
est possible de choisir la fonction a(X) pour que la surface correspondante, S,
soit exponentielle relativement a la régle V. Il suffit que S soit homothétique a
'une de ses dérivées et en particulier a celle, S’, que I’on trouve par la méthode
de la page 68.
Or, on peut obtenir une représentation paramétrique de S sous la forme

X=A(u), Y=vA, zng

qui donne
awn= L
Il suffit de prendre
(64) X=A(w) e  a(X)=—x

2A”’
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d’ott Uon tire comme page 68,

A= r ), avec ¢/ (X)=a(X)

2% 4X
o [T,

et

Les expressions

Xi=A(wy), Yi=v¢, A" (wy), legA”’(m)

définiront une surface dérivée S’ de S.
S devra coincider avec une surface homothétique de S’ ou S’ avec une homo-
thétique de S, soit
Xo=pA(u)+2, y=pv A (u) + p, Zg:])%tA//(lt)+v.

Etil y aura une relation entre u, vet u,, ¢, telle que

PA(w) + A=A (u,), Py A (u) + po=o A (),
65 2 "
(63) pV—A”(u)—I—v:v‘f——-—-A (u,);
2 2
On en tire, en éliminant ¢,,
) ) I A" (u
(62) [A”(un) [”% Al) = J — B oA () 4 =

Or, d’aprés la premiére des équations (65), si A’(x,) ne se réduit pas a
une constante, u, est une fonction déterminée de u« seul : u,=—¢(u). En
remplacant u, par ¢(u) dans (62), on a une relation entre les variables
indépendantes u et ¢ qui doit nécessairement se réduire a une identité. En
annulant les coefficients du premier membre de (62) considéré comme un
trinome en ¢, on a donc

A// m 4
(A7 () 2 () = 22L)

5 PPA” (u),

- A”/(lh)

A" (uy) ppA(u)=o, [A" (w)Pv = 5 [TEN

Si A”(u,)A'(u) = o, comme p doit étre =~ 0, ona p.=o, d’out
[A"(w)]Pv=0

et si A”(u, )40, onav=o. Il reste alors

A"(uy) _ A(u) pdN (w))  dA'(u)
P[A”(u,)]2  A%(w) ou (A (u)Fdu, — [N ()] du
Or d’apres (65)

(63) PA (w)du=A"(u,) du;
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donc
dA"(w,) _ dA'(u)
ANM(u) — N (u)’

d’ou

: , A'(u))y=qgA(u)
d’ou en portant dans (63)

pAN(u)du=qA (u)du, et po A (u)=v,gA'(u)
ou v

A(u)[pdu — gduy]=o et A ()| pe —gvi]=o0.

On a déja supposé A’ (1) == o, donc en posant { = 7

P
uw=1lu,+o. v =1y,
donc
A () =g AN (tu,+ o)
et en intégrant
pPA(u)+h=A(u)

La fonction A(u) sera donc déterminée par la relation fonctionnelle
(66) A(u)=pA(tu,+0c)+ A

Quand on aura trouvé la solution générale en A(u,) de cette équation, on
obtiendra o(X) en éliminant « entre les deux équations (64). On observera
que l’équation fonctionnelle (66) est analogue aux équations fonction-
nelles (55) relatives au type 1II, a la page 74.

FamicLe VI. — On doit avoir i

Slu+iv)y=pfltu+oc+ ity +a')) + P+ v,
Alw)=pA(tu+0o)+ A
En posant
u+ly =z, o+ id'=o, B+ (v =p,

la premiere relation devient analogue a la seconde :
J(z)=pf(ts+9) +p.
Exemple simple. — La surface S représentée par
X 4 (Y= eariusil 7 = (a3£o0)
est évidemment du type VI.

On s’assure facilement que son équation est

da

ob
Z=(X2+ Y2)T@ 0 g@s

Y
aretg 3

de la forme

Y
raretg X

(67) Z=(X2+Y)ie




LES SURFACES DERIVABLES RELATIVEMENT A UNE REGLE DE MULTIPLICATION. 79
Inversement, se donnant g et r, et supposant naturellement gr == o, on peut

la représenter ainsi (en remplacant les u, ¢ précédents par au et a¢)

u+ v

(68) X+ iY=e7=7,  7=ec"

Pour prouver que cette surface est exponentielle du type VI, il suffirait de
démontrer qu’on peut trouver a, o’ tels que

u—+iv w+iv G+ i’
- eXq9—ir — p e*q—ir e2q—ir
2g—1r p ’

ée=p u+o,

D’ou, en prenant p—=e~°
o +1iG’
1 =0
. — e
2 —1ir
ou
o(1—2q)+ (e +ro)=—(2¢g —ir)log(aqg —ir).

. 1 . .
Siq £ -+ on peut en tirer g, puis .

. . 5 I o
Dés lors, on voit qu’il suffit de supposer ¢ = ; pour que la surface représen

tée par (67) soit une surface exponentielle du type V.
D’ailleurs, on a déja rencontré au tableau IX (pour 3°+ y*=a” et a4 une
permutation de X et Z prés) une surface exponentielle correspondant ici au cas

ol g= 1 (et r=0).
7=3

SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE A’(u)= pA (tu+ o)+ a.
Repuction pE L'EQuaTiON. — Posons

A(u)y=A(pu—+ o)+ A

On aura
PN (pu—+9)=a+ p[h+ A (¢ + ptu+ pa)).
\ ~ 4 P
Par hypothése p est =< o, on peut prendre A =— > d’ou
A (pu+ @)= A (tpu + ¢ + po)
ou

A () =M[('—9) + ¢+ pa].
On a alors deux cas.
Ou bien z5£1; on peut prendre

cp:tffl, Tou A (&)=A () (tF£1)

oubient=1etona

ANy (W)y=A (e +s) en posant s =pao.
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Ainsi nous avons a trouver les solutions de deux équations fonctionnelles de
la forme

(69) , 0 (u)=0(u-+s),
(70) E(u)=E(tu) (¢#41).

LA PREMIERE EQUATION FONCTIONNELLE REDUITE. — La premiére donne immeédiate-
ment dans le cas particulier ou s est nul

B(u)=Ke.

Reste donc & considérer le cas ou 5= o.

Alors dans ce cas, cherchons les solutions de (69) qui sont définies de — o
+ .

Pour que 0(u) soit une telle solution de (69), il faut que cette équation ait
un sens et, par suite, que 6(«) soit partout dérivable. O(u + s) étantalors aussi
partout dérivable, 6'(x) sera partout dérivable. 6(u) aura donc partout une
dérivée seconde. Et ainsi de suite. Ainsi 0(u) devra étre partout indéfiniment
dérivable.

Alors on pourra écrire

(71) 07 () =071 (u + s)
et
(72) 07 () =0(u+ ps) (p=1,2,...).

Il est facile de voir que 70 (i) est connu dans un intervalle (u,, u,), de longueur s
0(s) est alors déterminé partout. Posons, i cet effet,

Up=u,+ ns, n=—o0,1, —1I,2, —2, ...).

et supposons d’abord s > o.
On a
(73) 0(we)=0" (1w — ps),
donc O(u) est déterminé pour
u,,é‘u<u,,+1, (p=o,1,...),

c¢’est-a-dire pour u>>u,. On a

nw+s

O(U):O(uo)—k‘f 0(u)du;

O(u) sera donc déterminé dans w_,~uu,. Alors on pourra opérer de méme
dans (u_, u_y), ....
Finalement, on voit que si 8(«) est une solution partout, i suffit de connaitre
0(u) pour
Uy < Uy~ § = 1y

pour que 0(u) soit exactement déterminé partout.
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Or 6(u) est en partie arbitraire dans (u,, u,).
On sait que 6(u) doit étre indéfiniment dérivable sur u,, u, et doit étre tel
que

(74) 07 (1) =071(w)  (p=1,2,...).

Existe-t-il d’abord une telle fonction ? Donnons-nous arbitrairement une infinité
de nombres ¢, ¢4, ..

Emile Borel a démontré (**) que : quels que soient les nombres réels c,,
¢i, - .. etu,, il existe une fonction réelle f(u) indéfiniment dérivable quel que
soit u telle que '

flu)=co,  fllw)=ci, ..oy [P () =cp

Soit maintenant T(x) une fonction indéfiniment dérivable partout et telle
que T(u) == o pour u < o et que:
T(o)=o, T'(0) =o, R T? (0)=o, cee

par exemple

1
T(u)=¢ T« pour u o, T(o)=o.

Et soit g(u) une fonction partout indéfiniment dérivable et pour le moment
arbitraire.
Posons alors,
¢(u) =f(u) +g(w) T(x — w).
On aura

@ (o) = cCo, o' (uo) =cy, ce 0P (1y) = cp,
Nous allons montrer qu’on peut choisir g(u) de sorte que
¢ (wo) =9 (ur), oy OP(uy) = 9 (wy),
On aura

e(ur) = f () +g(u) T (s —u,),
o ()= f () +g(u) T (&) — wo) + g'(wr) T (s — wy),
QPN (uy) = fP(wy) + g(uy) TP 1y = wo) 4. ..+ P (uy) T (10— w,).

Il suffira donc de prendre g(u) tel que

g (u)T(uy— wg)= 1 — f(uy),
g ()T (uy—uy)= ¢ — fllw) — glu) T(w— ),
(1) Tt — 10g) = Gy — S (1) — 7 (1) T (1 — ),

Et comme T(u,—u,)5£0, on pourra ainsi déterminer ce que doivent étre

(1%) Ann. Ec. Norm. Sup., (3), t. 12, 1895, p. 35-44. Poir une démonstration simple et un exemple
de solution, par Arthur RosentnaL, Proc. Amer. Math. Soc., t. 4, 1953, p. 600-602.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 11
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successivement g(u,), g'(w), ..., g”(w,), .... Or, d’aprés le théoreme de
Borel, il existe au moins une fonction partoutindéfiniment dérivable g(u) pour
laquelle g(u,), g'(w,), ... auront les valeurs requises.
En résumé, il existe au moins une fonction ¢(u) indéfiniment dérivable
sur (u,, u, ) et vérifiant (69), a savoir, par exemple, la fonction ¢ (u) précédente.
Il existe d’ailleurs, sur u,, u,, une infinité de telles fonctions. Par exemple
les fonctions

(75) ow(w) =g (u) + T(uw— uw) T(u—w) h(u),

ou A(u) est une fonction partout indéfiniment dérivable, mais a part cela
arbitraire.

Prenons maintenant 6(u)={(u) pour u,—u <u,, puis déduisons comme
plus haut et d’une facon unique les valeurs de 6(«) satisfaisant a (69) sur toute
la droite de — o & + . Une telle fonction sera évidemment partout continue
et dérivable indéfiniment sauf peut étre pour u= l'un des u, puisque nous
n’avons pas utilisé dans ’extension les valeurs de {(u,), ¥'(w,), V" (u,), . ...
Cependant, on aura, par construction de 0

0(w) =¢ (o) =d(wa), V() =4 (o) = (), ...,

c’est-a-dire les valeurs de 6(u,) et de ses dérivées a droite seront celles de ¢(u,)
et de ses dérivées a gauche, de sorte que 6(u) sera continu et indéfiniment
dérivable pour u = u,. On verrait de méme qu’il en est ainsi pour

U=Usy Us, ...} U= U_ 4y U_sg, ...
En résumé, {’équation
0 () =0(u+ )
a une infinité de solutions partout indéfiniment dérivables.

Chacune d’elles est déterminée partout connaissant ses valeurs sur un intervalle
quelconque wu,, u, de longueur s. Et pour ses valeurs sur cet intervalle, il faut

prendre — et cela suffit — une fonction prise arbitrairement parmi les fonc-
tions Y(u) en nombre infini qui sont indéfiniment dérivables partout et telles que
Y (wo) = (), ceo WP () = P (uy),

Le cas ou s< o, se traiterait exactement de méme, sauf qu'on aurait

Ul gy < gy < u <o\
SECONDE EQUATION FONCTIONNELLE REDUITE. — Considérons maintenant I'équation
(76) Eu)=t(tu)  (¢571).

Elle se traite de facon analogue a la précédente. Si ¢ était nul, la solution
serait de la forme
EFu)=a(u—+r1).
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Supposons donc 21 et £ 0 et pour commencer ¢ >1. Alors on voit, comme
pour la premiére équation fonctionnelle, que s’il existe une solution pour toute
valeur de ¢, cette solution doit étre partout indéfiniment dérivable et qu’on a

(77) '&‘P"H)(u) — tpg(p)(tu)’
(78) , EPH) (1) = g2+ PE ().

Mais, pour la suite, il faut distinguer entre z > o et u < o. Nous voyons, en
effet, que 'équation (56) n’établit aucun lien entre les valeurs de u > o et les
valeurs de u < o, sauf par I'intermédiaire de u = o.

Nous pouvons donc d’abord chercher des fonctions qui soient chacune une
solution pour u = o, c’est-a-dire que £(u) coincidera pour u>>o0 avec une
solution vj(«) définie seulement pourz > o et, par suite, indéfiniment dérivable
pour u > o et £(u) coincidera pour u < o, avec une solution ¢(u) définie seule-
ment (et, par suite, indéfiniment dérivable) pour u < o.

Si, alors, u,, u, sont deux nombres arbitraires I'un u, > o, l'autre u0< oet
si 'on pose

U= t"u,, w,=t"u,
on aura
W, <u\<uy<u, <u ,<..<o<..<u  <u<<wu<....

Et en procédant comme pour la premiére équation fonctionnelle, les for-
mules (77) et (78) légérement différentes de (71) et (72) conduirontala méme
eonclusion :

Il existe une infinité de solutions v(u), ¢(u) définies respectivement pour
w>o et pour u<o; n(u) est déterminé connaissant seulement ses valeurs

dans un intervalle (u,, u n e 0.
S U ervalle (u,, u, ) quelconque pourvu que o ) Up >

On peut d’ailleurs prendre pour les valeurs d’une solution vj(«) dans un tel
intervalle toute fonction {(u) indéfiniment dérivable dans cet intervalle et
telle que

(o) =Y (uwy), Y (uy) = 7 PP (uy) (p=1, 2, ...).

Il existe, comme on I’a vu plus haut, une infinité de telles fonctions. Parmi
elles il y en a une infinité dépendant d’une fonction indéfiniment dérivable
sur (u,, u,) et qui en u, prennent avec leurs dérivées une suite de valeurs
arbitrairement données. ‘

On aura des résultats analogues pour ¢(u) en remplacant u,, u, par u;, u
tels que Z—: =1, u,< o.

Considérons maintenant deux telles solutions v (u) pour u > o0, o(u) pour
u<o. Si I'on appelle () une fonction égale & v(u) pour u>o0 et & o(u)
pour u < o et enfin égale & une valeur arbitraire @ pour u=o, £(«) sera une
fonction définie pour tout u« qui est indéfiniment dérivable pour u = o et qui
verifie (76) pour u £ o.

Ann. Ee. Norm., (3), LXXL. — Fasc. 1. .
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Si elle vérifie (76) aussi pour z=o, il faut qu’elle soit aussi indéfiniment
dérivable pour u= o, donc qu’elle et ses dérivées soient continues pour « = o.
On devra donc avoir

a=Et(o)= lim n(u)= lim ¢(u)
( 9) u»—+0 u>»—90

7 lim 77 («) = lim ¢?)(u) = par définition £7)(0).
upy+0 uy—0

Ces derniéres relations sont, d’aprés (78), équivalentes aux premiéres

de (79)-
Il faut, en outre, que

(80) ‘ lim 7' («) = lim n(w) —« = par définition £'(0) =«
u+0 US>+ 0 142 )

et de proche en proche :

(80 bis) Jim 27(%) —E7(0)

— ¢+ (o).
U>+0 u E ( )

Et de méme pour ¢(u).
La derniére relation est équivalente d’aprés (78) a

(81) lim ¢1+2+.-4+;»—1M_(”'L)12_] — D g
u>0 u
ou
. tPu) — a
lim ‘f)_____( ) —=a.
u>+0 u

L’égalité (8o bis)est donc équivalente a (80).
Il suffit donc qu’on ait

lim ———— — lim 7n(«)

n(u)—a
U>+0 u uU>+0

et de méme pour ¢, donc en définitive que 'on ait () et

lim [l’l(“%i’ —n(u)] — o= lim [‘ﬁ(_“zt;“ —,cP(u)].

u>-+0f. ux>—0

Dans le cas ou <1, les raisonnements seraient les mémes, mais les points
U_yy Uy, Uy, ... seraient dans 'ordre décroissant au lieu de ’ordre croissant.
En outre, dans ce cas, on peut trouver une solution analytique.

Cherchons, en effet, s’il existe une solution représentable par une fonction
holomorphe & I’origine

Eu)=ao+ ayu+...+ au*—+....

On devra avoir

Ay~ 20U + .o o+ NAUY . =g+ AU . A U -
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Si une telle solution existe, elle est donc de la forme
E(u)=a,F(u),

4 u"
(82) F(u):1+u+5u?—|—...+ t1+~-~+("—“,—l—'—|—....

Comme cette série converge quel que soit u pour |z|<1, elle représente
bien une solution de () qui est une fonction entiére de . On voit, en outre,
qu’il n’existe pour z > 1 aucune solution holomorphe 4 'origine.

Apres avoir obtenu les résultats précédents, nous avons appris qu’al’occasion
d’un probléme arithmétique sans aucun rapport avec notre probléme géomé-
trique, Kurt Mahler (**) avait été conduit 4 étudier la méme équation fonc-
tionnelle

g (u) = E(tu). '

Mais c’est surtout le comportement asymptotique 4 I'infini de £(u) dont il s’est
occupé, étude qui a été poursuivie (pour une équation un peu plus générale),
par N. G. de Bruijn (**) et pour laquelle nous renvoyons a ces deux auteurs.

Généralisation. — L’équation plus générale que (70) traitée par de Bruijn
est ' '
E(u) =em+BE(u+s).

Les résultats que nous avons obtenus pour (70) s’étendraient sans difficulté
a I’équation plus générale encore

E'(u) = e"WE(tu),

ou F(u) est une fonction partout indéfiniment dérivable arbitraire donnée.

(13) On a special functional equation (J. London Math. Soc., 13, t. 1940, p. 115-123).

(&) The difference-differential equation F'(x) = e*@+B F(x —1) (Proc. Kon. Nederlandse Aka-
demie van F¥etensch, t. LVI, p. 448-464).




