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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

NOUVELLES APPLICATIONS
DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MÉCANIQUE

PAR M. HENRI PAILLOUX.

Dans un précédent Mémoire ( 1 ) nous avons montré qu'il était possible de
modifier la méthode employée par Lagrange pour l'étude des systèmes matériels
à n paramètres, de façon à mettre en équations les problèmes de Statique ou de
Dynamique de systèmes matériels dans lesquels il est nécessaire d^introduire
des fonctions-paramètres pour représenter toute formç possible. Dans un
dernier chapitre nous proposions un procédé d'approximation pour l'étude de
l'équilibre des poutres droites : à partir des équations rigoureuses de l'Élasti-
cité, et grâce à une approximation que l'on peut améliorer, nous avons établi
des équations assez voisines de celles de la Résistance des matériaux classique.

Nous nous proposons ici d'appliquer une méthode analogue aux plaques,
membranes ou coques, et de donner les équations correspondantes de Statique,
de Dynamique, ou celles des vibrations périodiques.

L'étude est faite d'abord en axes rectangulaires, ce qui donne des équations
relativement simples. Comme application nous étudions la Statique des plaques
planes chargées dans l'approximation du second ordre. Rapportant ensuite
l'espace à un système de coordonnées curvilignes quelconques, les méthodes
du Calcul tensoriel permettent d'évaluer le potentiel déforme d'un corps vibrant
à trois dimensions. On considère d'abord le cas d^une coque de révolution dans

( 1 ) Ann. Éc. Norm. Sup.y t. 69, IQ52, p. 213-257.
Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. l



2 HENRI PAILLOUX.

l'approximation du premier ordre. Cette approximation probablement faible se
justifie par des calculs relativement abordables qui permettent d'étudier le
problème de la vibration des cloches. La mise en équations de ce même problème
dans le cas d'une approximation du second ordre est donnée, ainsi que l'énoncé
des problèmes de Mathématiques à résoudre pour le système différentiel obtenu.
Nous terminons l'étude du mouvement des coques par les équations générales
en variables quelconques, puis nous particularisons en supposant d'abord que
l'on a affaire à un système triple orthogonal de coordonnées, puis, que la
surface moyenne de la coque est rapportée à ses lignes de courbures.

Inapplication de la méthode générale des fonctions-paramètres est faite à
l'Hydrodynamique pour retrouver les équations des fluides parfaits en variables
quelconques de Lagrange, et étudier en particulier l'écoulement adiabatique,
permanent ou non, d'un fluide parfait dans une conduite de section faible et
presque constante.

En Résistance des matériaux on rencontre des problèmes assez difficiles à
propos d'assemblages de poutres cons t i t uan t des systèmes fortement hypersta-
tiques. L'idée fréquemment utilisée consiste à remplacer cet assemblage de
poutres par une membrane, ce qui permet d'introduire la cont inui té et la
dérivabilité (quoique, au point de vue calcul numérique, certains ingénieurs
préfèrent utiliser des équations aux différences finies, mais nous n'abordons
pas ici le point 'de vue pratique, nous nous bornons aux mises en équations).
Nous considérons une membrure de pont à contour rectangulaire rigide dans
laquelle il existe des tirants verticaux articulés ou encastrés dans les deux
poutres horizontales, et nous recherchons le déplacement en un point
quelconque. Même problème pour une grille verticale formée d'un cadre
relativement rigide et de deux systèmes de barres, horizontales et verticales,
encastrées à chaque nœud. Après Pétude des petites déformations d'un plan,
nous étudions le cas de la grille horizontale (par exemple, Fensemble des
poutres en béton d'un plancher), les deux systèmes de barres étant orthogonaux
ou non. Il est très intéressant de constater que ces problèmes de Résistance de
matériaux peuvent se traiter, suivant l'idée de Lagrange, en séparant la
recherche des déformations géométriques de celle des tensions ou réactions. Il
s'introduit une grosse simplification de calcul. La connaissance des défor-
mations permet de connaître la répartition des efforts.

Nous terminons par la recherche de la forme optima des colonnes de révo-
lution pour résister au flambement.

1. STATIQUE ET DYNAMIQUE DES MEMBRANES RIGIDES EN AXES RECTANGULAIRES. —

Soit 2 une portion de membrane rigide, ou coque, limitée par un contour F.
Cette membrane possède en chaque point une épaisseur c variant peu et
lentement autour de chaque point. Par définition, la surface moyenne est équi-
distante des deux faces de la coque supposées très voisines. Rapportons la
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surface moyenne à trois axes rectangulaires Oxyz, etsoit^ =zÇx, y) l'équation
de la surface. Nous désignons par p , q, i\ s, t les dérivées partielles premières
et secondes de la fonction z. Les coordonnées X, Y, Z d'un point P de la coque
peuvent s'exprimer en fonction de trois paramètres qui sont les coordonnées
rectangulaires x, y de la projection de P sur le plan x0y^ et ^ cote relative de P
par rapport à la surface moyenne. Autrement dit, les coordonnées de P ont la
valeur suivante :
(i) X=^ Y=j, Z=^,j)+Ç.

^ varie entre ± hÇx, y) qui dépend de l'épaisseur de la surface au point P et
de l'angle a que fait la normale à la surface moyenne avec l'axe des z. Nous
avons

1
s=:2/icosa, cosa r= / s

< / i+ îf--^- <72

de sorte que
(2) 2 h == £ \/ ï + p2 4- q'1.

hÇx, y) est donc une quan t i t é connue, que nous utiliserons constamment.
Soient u, v, w les composantes rectangulaires du déplacement du point P

sous l'action de charges que nous préciserons ultérieurement. Nous admettons,
comme nous l'avons fait dans le cas des poutres, que les fonctions u, v, w sont
régulières en ^, et qu'on peut, avec une approximation suffisante, les développer
par la formule de ïaylor, en se bornant aux termes du premier degré en ^ :

u^=. Ui-\- Çi^, p==p i+Ç^2» w==:çpi4-Sw-2.

u\, u^, u-^ ^i, ^2? ^3 sont des fonctions de x et y, mais elles ne dépendent pas
de ^. Cette hypothèse sur u^ v, w revient à supposer que leurs dérivées pre-
mières en ^ varient peu au voisinage de la surface moyenne. En fait, un déve-
loppement limité de ïaylor, dans le cas où l^accroissement des variables n'est
pas inf iniment petit, est satisfaisant si les dernières dérivées conservées sont
presque constantes dans l'intervalle considéré. Ce fait peut ne pas se produire
pour certaines dérivées d'ordre moindre, ou pour les dérivées d^ordre supérieur
à celui où Fon arrête le développement.

Pour pouvoir effectuer certaines dérivations, résolvons les formules (i) par
rapport à x^ y , ^, et calculons leurs différentielles :

dx=dK, dy^dX, d^ == dZ —p dX — q dY.

Le potentiel de forme d'un corps élastique étant donné par la formule

(3) 2^^(!r[^e^^^e^e^el)+^p.(^+^^^)]cKdY
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nous constatons que c'est une fonctionnelle des Ui, ^. Pour la déterminer,
nous avons besoin dujacobien suivant :

D(^j^)
D ( X , Y , - Z )

i o o
0 1 0 = I,

-p -q i

dont l'inverse, qui vaut l'unité, intervient dans l'intégrale précédente. Évaluons
d'autre part les coefficients de la déformation. Ils ont la valeur suivante :

(4)
^•==A,+ÇB,, e==A. +ÇB,

2^=Q+ÇD,, A ^ A I + A S + A S , - B==Bi+B,+B3,

où nous avons posé, pour abréger les calculs,

A ^ui A ^1 A^=-^-^2, A,=z—-q^,, A3=^;

R àuci R àvî Ut>i == — — î b2== ——5 no:==o;^ ^J J '
^ p ^Wl ^ ^Wl ^1 ^^1

Ci=-^- +^-^2, C2=-^-+^-7?^, ^-^ 4--^; -P^-q^\

p. ^W2 ^W2 ^(^2 ^^.
Ul == ——— 5 D2 == —5— î D;3 == ——— -4- ——— •^j àx àx ày

Le potentiel de forme prend alors la valeur suivante L

2^= ̂ TL^ + S8)2^ 2^-S(A,+ ÇBO2^- ^1-(Q+ CD,)2] dx dy d^

= ^[(ÀA2+ 2p.IA?+ ^ZC,2) + 2 Ç ( À A B + 2p.IA,B,+ ^C,D,)

4- Ç^B2-}- 2^iB? + ^iD?)] dx dyd^.

Nous pouvons maintenant effectuer l'intégration en ^, ce qui donne
/r* r o LS -|

2OT=^ 2^(ÀAS4-2^A?+^iC?)4--^(^B2+2p.iB?4-^D?) ^<fy.

Tenant compte de la signification des symboles, nous voyons que le potentiel
de forme est une fonctionnelle des Ui, ̂ . II se présente comme une intégrale de
surface portant snr un polynôme en u^ ^ et leurs dérivées premières en x et y.
Comme le calcul des variations fournit directement la dérivée fonctionnelle de
l'intégrale

f 1̂ » <? u^dxdy

sous la forme
à¥ _ à_ ^F _ _^ àF
au àx àu'^ ày ôu'^

nous saurons calculer les dérivées partielles fonctionnelles du potentiel de
forme en appliquant les formules de dérivation des fonctions composées.
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Après avoir remarqué que l'on a

.^=^A^-^A,^^.C^)^(>B^.^B.^^.O,^),

àF / àA. \ aAY . - ^B \ àF
^=3TA^+•••)+^-^B^+•••} ^=---'

nous trouvons de cette manière le tableau suivant :

^=-^2/laA4-2'AAl)1-^(2^(-)•

0^ =-^(2^c')- ^;[2À(U4-2^A,)J,

^=-^(^C,)-^(^CO,

—— = 2/l|>C,s-/î(^A + 2{J.Ai) — (AgrCs]

' -^"-^KC-^0.).
^ = = 2 À [ | J . C i — — p . / ? C 3 — — ^ ( À A + 2 p . A 2 ) ]

-B^^.)-^^'"——^}

^=,t(>A+^A.-^C,-^C,)-^(^,D,)-^(^,C.).

Poar évaluer le travail des forces extérieures agissant sur la coque, nous
distinguons les forces massiques, ou de volume, et les forces de surface agissant
sur l'une ou l'autre des faces de la coque.

Soient X, ̂ , g les composantes de la force massique par unité de volume;
ce sont des fonctions données de X, Y, Z. Nous avons donc, par exemple,

X(X, Y, Z) = X{x, j, z + Ç) == X + Ç^,

X et X'^ étant, dans ce qui suit, calculés au point de coordonnées x, j, z et
non X, Y, Z. Le travail virtuel des forces massiques a donc la valeur suivante :

^fj^-^W^-^^^dxdyd^

la sommation étant entendue pour les trois composantes. Nous pouvons effec-
tuer l'intégration en ^,

V ^(ihX^u^ ^X'^uAdxdy.
'̂ " »-Z/S \ ° /

Pour connaître le travail des forces de surface, désignons par X4-, Y4-, 7^
et X-, Y~, Z-, les composantes des forces agissant sur l'unité d'aire des faces
de cotes respectives z-\-h et z—h.
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L'élément d'aire de la surface décrite par le point de coordonnées^, y,z-\-h,
étant

y/i ̂  (p + A^+ (^ + A,.)2 dxdyr^^ +^4- ̂  (i 4- f^f^) ̂ ^

le travail virtuel des forces précédentes a pour expression

2 ff\ [(X-+X-)+ (X-- X-)^^] ̂ +h^-\-)^T^p^dxdy.

Calculons encore la force vive de la coque,

2T=^ (ff^ù^^u,Ydxdyd^=^ ^ ^hù^^^ ù\ dx dy.

Ses dérivées partielles fonctionnelles par rapport aux fonctions-paramètres
sont nulles/et ses dérivées par rapport à leurs dérivées par rapport au temps
ont la valeur suivante :

aï , . àT 2p/i3 .
-,— ==2pA(/i, — — = - ^ — ^ 2 .
oui àu^ 3

Nous avons enfin les six équations du mouvement, dans le cas le plus général.
Elles sont du type suivant :

(7)

20kÛ, ==- jg-4-9^..T-4-(X+-4-X-^/T-4-^-4-^-4-(X+-X-) P^^j^L.^
du^ ^/i4_jo2_^.^2

2pÇ^=-^+^^+A(X--X-)v/i+^+^.
3 -~ au. 3

L'approximation faite est dite du second ordre, car nous avons arrêté les
développements de Taylor du déplacement aux termes du premier ordre. Une
approximation moins bonne, mais meilleure que dans le cas des poutres droites,
est celle que l'on obtient en prenant le déplacement du point P réduit aux seuls
termes u^ v^ ^. Comme les calculs sont beaucoup plus simples, nous les
donnons à titre d'indication. Dans ce cas, toutes les quantités B^ et D/ sont
nulles, et nous avons

àui 6^1
AI== —-5 Â2== -T-» A3==0;ôx °y

ôw^ 6^1 /, _ àv^ oui
L<j == ——— î ^•> —— ~~i— 5 v-'3 —— —,— -t- —»— îôy àx ôx ôy

avec trois dérivées fonctionnelles seulement, -3—1 -r-^ —^ dont la valeur est
OUy OV\ OW\

toujours donnée par le tableau (6).
Le travail virtuel des forces extérieures comprend les termes suivants :

^ =y (f\'2hX + (X^ X-) ̂ iTr^-i-^ .̂ (x+_ X-) P^^^'r. 1 ̂  dx dy,
^ J/sL V / I+7?2+9 r 2J
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cToù les trois équations simplifiées du mouvement :
, à^i/i à { , f\ ( àu^ àv^\ àu^\\ ô [ , ( àv^ àu^\~\

20/1 ——— = ̂ -\ 2 h À ——— 4- ——— M-2p.-,— ^+ -T- 2UÂ——— + ——r ^•2 r̂ ( ^ \ àx ày j ' - àx \\ à y L \ àx ôy ) \
ph'^-^qh^+ ̂ hX + (X++ X-) y/i +^4- .y2-^ (X4-— X-)

^/I+/?2+ y2

, ̂ i ^ r 7 /^i îM ^ ( ,f\/^i ^\ ^it)20/1 ——== , - 2 0 / 1 — + — ^ - - 3 - ^ 2 À À - ^ + - - ^ - + 2 ^ - ^ - K1 ôt2 àx |_ l \ àx ôy ) \ ày\ \ \ àx ày j ày \ )
(8)

.+- ^.hy + (-y+^- Y-^/i -4-^-4- ^-4- (Y+- Y-) PKX^ qhr-.
V /I+/?2+^2

, à'-w^ à ( , ̂ i\ ^ / , àw^\ , ,
20/1———— = -,- 2UL/1-T— + -5- 2U.À-r— +2/1^1 ^^2 ^ \ t àx ) ày \ r ày J ^

+(z++z-) yi +^+^+ (z+- z-) P^^y .
V/I+T?'^-^

2. STATIQUE DES PLAQUES PLANES CHARGÉES. — Considérons une plaque plane,
homogène et d'épaisseur constante, située dans le plan horizontal, l'axe des z
étant vertical ascendant. Elle supporte à sa partie supérieure une charge uni-
taire X, Y, Z. Nous allons écrire les équations du mouvement en nous
contentant, pour commencer, de l'approximation d'ordre un. En supprimant
l'indice, nous avons

à^u à \. au àv\ àu^ à àv àu\ Xà^u à \ . ( à i i àv\ àti~\ à ( àv àu\ X
P -T- = T - ^ ^ + - ï - + 2 a - - ^ + - ^ ^ - ^1 àt1 àx\^ \ôx ày ) ràx J à y ' \ à x ày J £

} à^ à ( àv àu\ à \. ( au àv\ àv\ Y( 8 ) p^=^^^+^)+^LÀ(^+^)+^^J+
—— =T -n^+ - ï -+2a - - ^+ -^^ - ^
àt1 àx\^ \ôx ày ) ràx J ày'\àx ày J £
ô^-v à ( àv àa\ à r. (au àv\ àv\ Y
—— == — a - r - + - r - + - r - Â - r -4 - - r -+2u .— + - ?ôt1 àx^ôx ày J ày\^ \àx ày ) ày \ e
à2 w à àw à àw Z
àt1 àx ^ àx à y ' ' ày £

(X, Y, Z, peuvent aussi désigner les composantes de la force extérieure globale
qui agit sur l'élément d'aire dxdy de la plaque, qu'il s'agisse de forces mas-
siques ou de forces de surface). Les équations sont celles de l'élasticité à trois
dimensions avec une force moyenne répartie dans toute Fépaisseur, le dépla-
cement étant supposé indépendant de z. Le système précédent peut être
considéré comme satisfaisant.

Avec l'approximation du second ordre, nous conservons les notations anté-
rieures qui se simplifient :

, oui . àv^ .
AI== ———) A 2 = = = , - î A3==W2;àx ày

àu^ _ à^ï
~àx' ^~~~ày
uu^ _ uv^ R —n.bi:=-r-î ^—-r-î ^3—0,

^ î ^ àw^ p àv^ àu^
Ci= — + P-», Lo== —,— + ̂ 9, ^s^ -s— + -T—Îày ~ àx àx à y '
^ ôw-, àw.. àv^ àu^
Di==:—-» D2==—r-î JDs := -T- + -T- •ày àx àx ày
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On obtient alors les équations de la statique des plaques planes chargées :

(àC, àCt^v^^"^/^
-^-+S[^B+2^)+^
-^ilL^

12 [/ ^

n A A ^ £2 /^s ^V-OA4-^A3)+^(^+^

Formons enfin le système d'équations en ui, ̂  :
1 ,. , , à /au, àv,. . à /au,

^^(-^-diy, * •> àw'>+^.+^=,

(9) /àwi
^[^c

(àwi
^

u^

,. , à /oui
(74-^)^- -T--1 ày\ àx

€- \ à /au,
- — (A4- p.) 3- —— -

1 2 L r/ ̂ \ 6^

S2

12 /1-^^

^^
+ à y }
^ A

fàu^
\àx -1

) A -> ^W.)
-4- LL AP-. -4-7 " —— n-+- ^.^^i-+-A —.0,

ôu^ àv')\
Wl+ ——— + -T- )==P.àx ày ) Jt

.̂ \ . n
-4- ^J-^-^^^^ =0,

àv.\ , ~\
^^^^^J"0 -

''^Mi àv^ s2(yM-l (7^-| \ £^

^ + •^ + ̂ ) + ̂ w2- ^ 1 2 AW2=- P '

Nous nous sommes bornés à l'écrire pour le cas fréquent où l'on néglige les
forces massiques dues à la pesanteur, mais où l'on tient compte d 'une pression
verticale unitaire? sur la face supérieure. Le symbole A désigne le laplacien à
deux termes, en x et y. On peut remarquer que les première, deuxième et
sixième équations ne contiennent que les trois fonctions inconnues u^ ^ ^3,
tandis que les troisième, quatrième et cinquième équations ne contiennent
que u^, ^3, (^i.

Le calcul symbolique permet, en un sens, de résoudre de tels systèmes. Nous
allons écrire successivement l'équation qui fournit ^ quand u, et ^3 sont
connus, l'équation qui donne u^ quand w^ est connu, et enfin l 'équation à
laquelle satisfait M^. Pour n'avoir que des calculs algébriques d'élimination,
désignons par X, Y les deux opérateurs différentiels ^-^- Grâce à ces nou-
velles notations, le système en ^, ^, w^ prend l'aspect suivant :

1 f ( À + ̂ )X2-}- ^A]Mi4- (À 4- ^)XY^4- ÀXç^== o,
(io^ ! (^^^i+L^+^Y'+^Ajp^ÀY^^o,

\ / 2 \

\ ÀX^i4- ÀYpi4- ( A 4 - 2 0 — a-^A) w^=—p.
I \ ' ' 12 / Jt
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La première équation du système (10) donne ̂ . Nous la considérons comme
une équation du premier degré en ^ et nous la résolvons comme telle, mais en
prenant soin de ne jamais diviser par un opérateur différentiel, pour pouvoir
interpréter plus simplement les résultats :

( 1 1 ) - ( À +^)XY^=- [ (74-^ )X 2 4-^AJ^-^Xw, . '

Portons la valeur de v, ainsi trouvée dans la deuxième équation du système ( 10),
ou plus exactement, éliminons ^ entre la première et la seconde équation, sans
introduire de dénominateurs, comme s'il s'agissait d'équations linéaires/Nous
formons ainsi l'équation en u^ :

( ^ 4 - 2 ^ ) A 2 ^ ^ l = = : — ^ X A w 2 .

ou encore, 3€^ étant une fonction harmonique arbitraire,

( 1 2 ) (7+2^)A^=:-ÀX^+^.

Si l'on porte cette valeur de u, dans la valeur de ̂  obtenue précédemment on
trouve une autre valeur de u,, que l'on aurait pu obtenir directement par la
méthode d'élimination appliquée aux deux premières équations en u, et ^ :

(À- i -^^A^i^—ÀYA^.
ou encore

(À+2^)A^:=—},Yw.24-«Xi (AXi=o).

Mais ce procédé serait défectueux, car il semble introduire un arbitraire trop
grand (fonctions arbitraires d'intégration) qu'on réduit d'ailleurs par un recours
au système proposé.

Dans les relations qui donnent symboliquement u, et ^, multiplions par X et
Y respectivement, nous trouvons

(^4- 2^ )A(X^4-Yp i )==— ÀAw2+X^+Yj<:i.

Or, la même combinaison linéaire formée à partir des deux premières équations
du système (10) donne

( À + 2 ^ ) A ( X ^ i 4 - Y ^ i ) + À A w 2 = = o .

Par comparaison, nous constatons qiie la fonction harmonique JCi n'est pas
arbitraire, comme nous l'avions annoncé, il est nécessaire que l'on ait

X^i+YjCi==o.
Nous avons donc

(^+2^) (XMi+Ypi )4- À^=A (AA==O).

Partant alors de la combinaison linéaire correcte entre ^ et ^, nous transpor-
tons dans la troisième relation du système (10) :

( 1 3 ) ^ [ / î ( ^+^ ) - ( ^+2^ )^A ]^=- (^+2^ ) /? -ÀA.

Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. 2



10 HENRI PAILLOUX.

Tirant, théoriquement, ^3 de cette équat ion, les équations (12) et (n)
donnent u^ et^' i . Bien entendu, il s 'introduit un nombre important de fonctions
arbitraires qui sont à déterminer grâce à des conditions aux limites dont nous
n'entreprenons pas Fétude.

D'une manière'analogue on écrit le système différentiel en ^3, ^2» ^i :

{ ^ - ̂  K ̂  + ̂  ) X2 4- ̂  A] \u, - -^ XY ̂  + ̂ 'X ̂  == o,

( ï4 ) < - - £ : - (^+^)XY^+j^- £ 2 - [ (À4-^)Y• 2+^A] i^+^Y^=o,
12 ( 1 2 )

XM.>+ Ypo.+ Awi== ^-.
^£

On forme comme précédemment les équations en ^3 et u^ :

^XYp,={^-£- [ (À+^)Xq+^AJL,4-^X^=o, ,— yv -i- w —— \ /JL — ——
12 " ([• 12 1

^(À.+2'^)A+ ^-^,^-,^.^ ^ c^--—^^— ^,[^- ^(^+2^)A+^-(À+2^)A21^=:-pLX('I- ^A)^.

Si maintenant dans le système ( i4) nous multiplions la première équation
par X, la seconde par Y, et que nous ajoutons membre à membre, nous formons
la combinaison suivante :

hjl— -^(^ + 2 ^)A (X^a+Y^,) -4-pLAWi=0,

qui permet l 'élimination de u^ et ^ de la troisième équation du système ( i4) :

^ (À+2^)A 9 ^= [ -^+^ (À+2^)A ]^ .

C'est une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre.

3. VIBRATION DES PLAQUES PLANES. — En mesurant, si c'est nécessaire, la dévia-
tion de chaque point à partir de la position d'équilibre sous l'action de charges
données, nous pouvons supposer que ces dernières sont nulles, puisque le
système différentiel est linéaire par rapport aux déplacements et par rapport
aux charges. Les équations (7) permettent la mise en équations du problème
de dynamique. Nous avons trois couples de relations telles que les suivantes :

^Ui Ô7S £3 Ô^U^ ÔV5^^r-^-0- Piï-^4-^;^0'
Les valeurs des dérivées du potentiel de forme sont les mêmes que dans le cas
de la Statique. Nous pouvons écrire immédiatement les six équations du mou-
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vement de la plaque, en Pabsence de forces extérieures, avec l'approximation
du second ordre :

à'^ui à /oui à^A ôw^
P-^-4-^4-^);^ ^-+^-)+^A^+^7^==^àt'1 ôx \ àx ÔX

àw^
~ày

à^vi - à f àu,i ^i\ . -,p^+a+/.). ^+.- +/.A..+7à y \ ôx à y
ô^-w^ / . àu^ àv^

p^+/. A^+^+ à y ) - " '
à ( àu^ àv^

àx \àx à y

£ r/-. ^ à ôue> ^\ A i£2 Ô^U^ /à^\
àx

£2

12

£2

12

— (À + ̂ ) -3- —— + —• + y-A ̂  == (12 | 1 àx\ôx ày ) r " J12 Ôt2

s2 ?.. , à (au. àv.\ . Hs2 à2^ [ àw.
' '^ — (À + ̂ ) T- -r~ + ~r1 + ̂ A p.2 = o,i2 [ l ày \ àx ày ] ' J

P-^

9 12 Ôt1

s'1 à^w^
^ "^r

' oui à^i
—— } 4- (^ 4- 2 a) Ws— u—Aw,== o.à y ) i ^ £ r- ̂ôx

Comme précédemment, ce système se décompose en deux systèmes partiels
où les fonctions inconnues sont, d'une part u^, ç^, ^2, et d'autre part ^2? ^2, ̂ r

Bornons-nous à une étude rapide des vibrations propres, celles pour
lesquelles

u^U^e1^, u^U^e^, ...,

(o étant une constante que nous déterminerons ul tér ieurement. Les six nou-
velles fonctions inconnues sont solutions des deux systèmes suivants :

[—pc^+^-T-^OX2 -^ pLÀ] ̂ i+ (À 4-^.)XY^-+-ÀXw2==o,
(À4-^ )XYMi+ [— pûJ2+ (À4-^ )Y 2 + ^Ajp i+ÀYw2=o,

7 (XMi+ YF'i) + (À + 2 ^) — — (pco2-^ ^A) ^2== o;
12

£-'
^— — [(À + ̂ ) X2-!- pci)2^ ^Aj ^2— — (^ + ̂ ) XY ^2+^X Wi== o,

12 i 12

- £2- ( À 4- .̂) XY ̂  + i ̂  - -£2- [( À + ̂  ) Y2 + p co2 + ̂ A] l p2 + ̂ Y w, = o,
1 2 ( 1 2 )

^ (Xu^-{- Y^,) -+- (^A — pci)2) Wi=== o.

La résolution symbolique de ces deux systèmes s'opère comme dans les cas
précédents. Nous donnons seulement les équations auxquelles satisfont ^i et w^

pûû- [-a. 2^)+ ^PC t ) 2 |+(^+^) 4^- ^pco2 A- - ^ ^ (À+2^ )A 2 wi=:o,^l+a+^r^
£-

^pCt)2^- — p2^4 A — — p. (^ + 2 p.) A2 (^2 ̂  o^)A2 ^2=0.
12

Les systèmes d'équations étant linéaires et homogènes, en tenant compte de
conditions sur les frontières, on trouve la seule solution identiquement nulle,
sauf si la constante co prend des valeurs bien déterminées. Nous n'abordons pas
l'étude de ce dernier problème.
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4. LE POTENTIEL DE FORME EN VARIABLES QUELCONQUES. — On parvient de différentes
manières au potentiel de forme calculé en variables quelconques, suivant les
principes de base adoptés. On peut relire à ce sujet le chapitre X des Tenseurs
en Mécanique et en Élasticité de Léon Brillouin plus spécialement consacré à
l'Élasticité. Nous nous proposons ici de parvenir au but en partant de formules
usuelles et en leur donnant un caractère tensoriel, en nous réservant de
reprendre ailleurs la notion d'énergie en Mécanique.

On sait que le double de l'énergie nécessaire pour produire une déformation
de composantes rectangulaires u, r, w s'exprime ainsi

2OT= j [^(^l+^+^)2+2^(e^4-e;:4-e^)4-4^(^+^+^^)]^6fy^,

avec les coefficients suivants de la déformation :

e^==u'^ ig^-==.w'y -+-^, ...,

\ et [L sont les coefficients de Lamé. Les notations données ci-dessus pour les
coefficients de la déformation ne sont vraiment commodes qu'en axes rectan-
gulaires, car elles ne font pas apparaître le caractère tensoriel de l'ensemble de
ces coefficients. En surlignant les quantités évaluées en axes rectangulaires,
nous posons

_^ ÔUi ÔUj

^=^7+^?

de sorte que la correspondance entre les anciennes notations et les suivantes se
fait ainsi :

^n== 2(?i, e^-=ïg^ ....

En axes rectangulaires nous pouvons écrire le potentiel de forme de la
manière suivante :

(Tr\\(——-2 ——2 ——2\ a / — — 2 ——2 ——2\ /——2 ——2 ——2\~]

2OT= ^ J^M +^22 4- <?33 J+ -^11 +(?22 4-<?:33 J+^^23 + <?31 +^12 ) \dx dy (ÎZ

La notation ci-dessus est mauvaise car le caractère tensoriel de diverses
grandeurs apparaît mal. On sait qu'en axes rectangulaires X et pi, au point de
vue dimensionnel, sont le quotient d 'une force par une surface. Un produit tel
que \dxdydz est homogène au produit d'une force par une longueur, c'est-à-
dire, à un travail. Or, un travail est un scalaire, donc strictement invariant,
comme toute énergie. II est donc nécessaire que le crochet qui figure dans ^
soit aussi un invariant. Comme il s'agit pour l'instant d'axes rectangulaires, la
distinction entre covariance et contravariance n'est pas essentielle, et nous
pouvons encore écrire

2 ^ = f 1 ,0^î-4-e|4-^)2+ ^Gî 24-ef+^3 2)4-^(e^+^ 2+^ 2)1^<^^.
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Pour parvenir à un résultat d'écriture plus simple, introduisons les scalaires
suivants :

^== :<^ î+^+(^

^ = G-î" + ef + ef) +2 (ef + el2 4- ef).

Nous avons alors, toujours en axes rectangulaires,

r = \\\ \ ï eii + ̂ ~e1î~eik} dTÎ dT = dx ̂  dz'
2 CT

Nous ne ferons pas dans la suite la transformation tensorielle sur A et ui qui
sont des densités scalaires, puisque nous avons remarqué que leur produit par'
l'élément de volume d x d y d z , capacité scalaire, est un scalaire. Nous ne ferons
le changement nécessaire que sur l'élément de volume, et non sur \ et u. dont
nous conserverons la valeur en axes rectangulaires.

Nous avons alors en axes quelconques la valeur suivante du potentiel de
forme

,.,=J[̂ i),̂ ,.4]*, *=,̂ ^̂ .,,̂ ..

Notons que Û?T est l'élément de volume d x d y d z et non la capacité scalaire
dx^ dœ2 dx^.

Pour avoir une évaluation définitive du potentiel de forme, il nous reste à
calculer les sommes contractées e\ et e\e\. Si nous nous reportons à la définition
des ^y, nous pouvons, en axes rectangulaires, introduire des dérivations cova-
riantes, identiques aux dérivations ordinaires :

- _ oui au/ _ Dm DM;
v-- àxî ôx1 ~~ D '̂ D '̂ '

Les expressions écrites ont un caractère tensoriel correct qui permet tous les
changements d'axes. Nous avons en particulier
, ,. î>Ui Du/
(I4) ^D^D^-

C°est la formule (X.44) de L. Brillouin. Si nous introduisons les composantes
g^ du tenseur métrique fondamental, nous pouvons obtenir les composantes
mixtes de la déformation

7. ., ., Dui ., Du,
e^^ei^^^-}-^^

Dans le second terme faisons pénétrer g^ sous la dérivation; nous savons
qu'il se comporte comme une constante : On voit ainsi apparaître les compo-
santes contravariantes du déplacement. Employons-les systématiquement pour
calculer les composantes mixtes de la déformation

k ., D^ Duk
çk —— cyjk o- ____ i ____ .
; ° °^D^ " D^
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De ces formules nous déduisons en particulier la dilatation
Du'1

^Dxi
Du1

rw
Du1

ÎD^'

Nous avons de même le second invariant,

.f4= ( ,, D^ D^\ / . W D^\
(^ D.7 + D^A^^ + D^)

D^\
~i

D^ D^ D^ Du1 D^P D^ D^ D^=..'W'̂  ̂  ̂ ,,,S £. ̂ "-wS S + s; S-
On constate que le premier et le quatrième termes sont identiques. On fait la
même constatation sur le deuxième et le troisième, après avoir remplacé les
indices muets y, k, i, h par a, i, k, p. Nous parvenons à la valeur suivante :

^'"jK^'y^^'-^s-â^^)]^^—
qu i fournit la valeur cherchée du potentiel de forme. Ultérieurement, nous
aurons à préciser le tenseur métrique fondamental dont la connaissance permet
de calculer les dérivées covariantes.

5. VIBRATIONS DES SURFACES DE RÉVOLUTION. — Considérons une surface de révo-
lut ion autour de Oz, limitée soit à deux parallèles, soit à un seul parallèle, la
surface rencontrant alors l'axe de révolution. Pour étudier les vibrations de la
coque ainsi définie, nous supposons qu'elle est d'épaisseur constante et qu'il
n'existe pas de forces extérieures. Nous employons le même raisonnement
qu'au paragraphe 1 pour mettre le problème en équations, après avoir, au préa-
lable, obtenu le potentiel de forme en coordonnées semi-polaires ffrâce aux
résultats du paragraphe précédent. Ce dernier résultat peut-être obtenu à la
suite d'un changement de variables et de composantes dans la valeur du poten-
tiel de forme de l'espace euclidien à trois dimensions rectangulaires.

En coordonnées semi-polaires le carré de l 'élément linéaire euclidien a pour
expression

ds2 == dr^- 4- r2 d^ 4- dz2 ^=r, ̂ =0, ^=z).

d'où le tableau des ^/, et celui des g-17'' :

ll^-l
0 0

o r-

o o
1 1 ^ 1 1 =

1 0 0

o r~2 o

0 0 1

On en déduit les symboles de Christoffel. Ils sont tous nuls, sauf

1 12. Z^^ Ï21 2 , 2 — — 1 21, Ï—— ^?

F2 __p2 __ l

- - 1 2 —— -"^l —— --»

r22,1=— r,

r^=-r,
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On en déduit le tableau des dérivées covariantes des composantes contrava-
riantes U1 du déplacement :

D ÎL1 __ OU1 POU _ <HL1 „ DU1 ^U1

'Dx^~~àr~' D^-"^""^2' 'ÏW^^z'9

DOt2 __ cW W_ DU2 __ àW OL1 DOl2 <HL2

Dx1 ~~ ~à7 + ~r"1 D^~~W^^r~ï D^ === ~(h'

D^3 __ l̂t3 D-U3 _ àW DU91 àW
Do;1 ~~ àr ' D^2 ~ ~W D^^^r'

La formule (i5) nous permet d'évaluer le potentiel de forme. Utilisant le
jacobien

D ( ^ . r , ^ )
D(r , 0 , ^ )

nous trouvons

2-= i!ÀI -T+î+^+T"2+2^f^Ï+f^^^Y4-^Y1JV { [. àr ô^ r àz l \\ àr ) ' \ à^ ' r ) ' \ àz ) \
\( àU2 IÔWY /^U1 àWY- ( àU2 i ÔWY}}+4(.r^+r^)+(^+^}+(r^+.^)Ji^^^^

après avoir regroupé des termes, comme pour les coordonnées rectangulaires.
Désignons main tenant par R, ©, Z, les coordonnées semi-polaires d'un point

de la coque dont nous voulons étudier les vibrations. Prenons/1, 9, coordonnées
polaires de la projection du point considéré de la coque sur le plan xOy, comme
paramètres sur la surface moyenne de la coque, et soit ^ la cote relative du
point de la coque par rapport à la surface moyenne, r, 9, Ç sont donc trois para-
métres pouvant servir à fixer la position d'un point de la coque. Entre R, ©, Z
et /', 9, Ç, nous avons les relations suivantes :

R=r, 0==0, z==^+ç.

z = z (/-) est l 'ordonnée sur la surface moyenne. Le paramètre ^ varie entre +
et —^( r)? h étant lié à l'épaisseur de la surface par la relation

2 h == £ V/I^^ 2 .

Les accents désignent ici les dérivations par rapport à /-, quand il s'agit de
fonctions dépendant uniquement de ?\

Dans une approximation du premier ordre, assez médiocre, mais sans doute
meilleure que dans le cas analogue des poutres, nous admettons que IL1, 'U2,
'Tl3 ne dépendent pas de Ç. Les trois dérivées en z sont donc nul les dans la
région de l'espace qui nous intéresse. Nous avons alors le potentiel de forme
particulier suivant :

2 OT J -r<ni1 ôw ^un2 r/== s \^\ —r- + -,.- +— + 2 a (( L àr ^ r \ ^\\^9 • r
<Hl2 i <Hl1'[(lt\\r^+r^ -^[^ ^{r^ ^+^^0,
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que l'on obt ient après avoir effectué l'intégration en ^. Nous pouvons mainte-
nant écrire les dérivées fonctionnelles du potentiel de forme

^__^/^a1 au2 ^N 2p.x/<m2 OL^
<Hi1 ~ r v^T"4" "^"^ Vy4" "Tv"^"4" T'y

- ^ J ^ ^ 1 ^ ^ 2 ^ , , ^ 1 ! ^F^ ^u2 I ̂ M
àr xl.\^+^+7-J+2^^J-^[T-^r-^+,:^-)J^

^ __ ^ r^.x/ <Hi2 i ̂ ^M ^ fY^ (HL2 ^ /^u2 ^M
^^- àr^V'ôr-^r -^ ) \ - ̂ 6 x |_ \~ôr' + ̂ 6' + ~r~ ) + 2 ^ ̂  + ~V)^

à^ —. ^ / / àW\ ô f^ôW\ ,———
ôW-~àr[^~^)~'àQ[~r-~^)9 ^-^i+^.

Les composantes contravariantes de la vitesse d'un point de la coaue sont
au1 .- .—? et par suite, le carré scalaire de la vitesse vaut

/(Huy2 ^à^y /àwy
(^-)+r2(^-)-4-(-.^^«

Nous pouvons alors évaluer la force vive de la coque sous forme d'intégrale
triple, puis nous effectuons l'intégration en ^, ce qui nous conduit au résultat
suivant :

^MT)'̂ ?)'̂ )']2-^
où p représente la densité cubique de la coque, que nous supposons constante.
1U, IL2, IL3 sont alors solution du système différentiel suivant :

( à f à^\ àrs à ( \à^\ ors
1^ ^+^1=0? ^^^r^^^05

( 16 )
à / àW \ àm
^'-^^^^

où les dérivées du potentiel de forme ont les valeurs précédemment calculées.
Admettons maintenant que la vibration de la surface de révolution ait lieu de

sorte que le mouvement soit périodique :
Ot^r, 6, t)=V^r, 6)^ (co === const.).

Les fonctions V^ satisfont alors au système différentiel suivant :

P-^-- W^(^ ̂  ̂ ) - WTT^^)

^i^^KÏ-Ï^)-^]!
^[^{^^ï)]^

(")'-••-'/•:^-^^•^î(-^-;î)]^r.^^^:^.^^^

à \ i———-, 1 . / àV1 ô^ V1 \ [ àV2 V1 '
~ ^ft ) r V I + z À ~T~ -4- ~3û- + — -+- 2 ̂  —iTT- 4- —o^ { L \ àr àQ r ) ' \ à Q r

i à ( ' /———r,à^\ i à^V3 pûô2

.VT^i^i^1-^^^-}4-^^^^^^''0'

^'•^•[^-Ï^^^)]^



NOUVELLES APPLICATIONS DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MÉCANIQUE. 17

On constate la disparition de l'épaisseur £ des équations, ce qui ne semble
pas conforme à l'expérience, mais il se pourrait peut être que pour des épais-
seurs très faibles ce résultat puisse être considéré comme acceptable. Dans le
système précédent les deux premières équations forment un système à deux
inconnues V1 et V2, tandis que la troisième équation ne renferme que la seule
inconnue V3.

Comme application des équations précédentes, proposons-nous de trouver la
période fondamentale d'une cloche dont le sommet et le p lan tangent en ce
point sont maintenus fixes.

Ce problème est différent de celui où Fon étudie les vibrations d 'une cloche
sonnant à la volée, qui oscille autour d'un axe horizontal fixe encastré dans la
cloche, sous l'action de la pesanteur. Il est vraisemblable que les résultats
quantitatifs sont différents.

Nous admettons, dans le problème proposé, que la vibration a lieu dans le
plan méridien de chaque point, V2^ o, et que la répartition des déplacements
soit de révolution; 'V1 et V^ sont des fonctions de /' seul, indépendantes de 6. Le
système différentiel ci-dessus se simplifie, et se rédui t aux deux équations
suivantes :

-, fdV1 V^ V1

o^-rVi—^( -j- 4- — — ^.—• \ dr r ) ' r
i ci ( /—- r. / d^ v1 \ dv1 '/—r r -. ( d v i vl \ d^11 )r y i + z 2 À —— -\~ — +20 —— > == o,

L \ dr r dr \\^7~}~z^î ̂ l ' L \ dr • r ) r dr

i d [ ,———,- dV79 \ o &)2 .
- -y- r^i-^-z''2-—— + L—V-'=o,

rv/i-4-^2 clr\ dr ) P-

ou,après avoir ordonné,
d^V1 /i z ' z " \dV1 V1 V , >.+^ " ^ z ' z " ~]

(I8) -^^^tr^TT^^-^À——^l^ -7-+rT^T^)J==05

d2^ ( i z ' z " \dVZ P î ^ ) 2 ,
(^ -^-^(^TT^J-^-^-ir^^0-

Le problème de Mathématiques que nous avons à résoudre actuellement se
pose ainsi : Pour chacune des équations précédentes déterminer une constante co
de manière que chacune de ces équations possède une solution qui satisfasse à
des conditions aux limites que nous allons énoncer. Il est à présumer que les
deux nombres OD que l'on détermine ainsi sont en général différents (il s'agit
bien entendu du plus petit nombre que l'on puisse ainsi déterminer, car les
conditions aux limites donnent une infinité de nombres co, le plus petit de
chaque série correspond à la période fondamentale). Une cloche peut être
considérée comme bien construite si les deux périodes fondamentales, corres-
pondant à chacune des équations différentielles sont égales.

La cloche étant parfaitement encastrée en son sommet, cela entraîne la fixité
du sommet y1^:^3^^ pour r==o, ainsi que la fixité de la tangente à la

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. 3
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d^9'

méridienne-^- =o. D'autre part, au bord libre de la cloche les tensions
internes doivent être nulles. Comme la déformation est de révolution il suffît
d'écrire cette condition lorsque 9 = o, r ayant sa valeur maximum. Nous allons
calculer les tensions internes en partant des composantes contravariantes du
déplacement, 11/, IL2, IL3, en passant ensuite par les composantes suivant les
axes qui s'introduisent normalement dans l'étude des coordonnées semi-
polaires, IL1, rW, IL3, puis par les composantes rectangulaires

(^cosô— r^sinô)^, ((^1 sinO 4- V2 cosO) e1^, V^ e1^'.

Or V et V sont des fonctions de r, et V=o. Utilisant les différentielles
suivantes :

6/r==cos0 dx + sinô dy, r dQ ==— sinO dx -t- cos6 dy,

il nous est possible d'obtenir les coefficients de la déformation. On en déduit le
tenseur des efforts, et en particulier

T / dV1 (Vl\ / d'V1 V1 \ 1
N,= À ( ^+^ )4 -2^ ( ^cos^+—s in^ ) ^ ,| \ dr r ) }r\dr r J \ '

( dV1 V1 \T.3 = 2 ̂  —— — — ) sin 6 cos 6 e1^,

dw
T.=:a——cosQ^^.dr

Ces quantités permettent de calculer les composantes de la tension en un
point où r est maximum et 6 nul :

[ /7^1 Q-)\ ~\ rM')^
N,= (^+2^)-^-+À^J^S T3=o, T^^-.

Les expressions ci-dessus sont nulles et nous obtenons ainsi les conditions
aux limites cherchées. En résumé, pour l'équation (18), nous recherchons un
nombre co tel qu'il existe une solution pour laquelle

d^^ <^1

^(o^o; (^+2^)-^--+-?i-^=o pour r^x,

tandis que pour l'équation (19) nous recherchons une solution satisfaisant aux
conditions aux limites suivantes :

dv3
^(c^^o; -^-=o pour r=o et r^x.

Les deux équations (18) et (19) se ramènent à l 'équation de Bessel lorsque

-A/or—.
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a et k étant des constantes. k=o correspond au cône de révolution. Pour
toutes ces coques, l'arc de la méridienne esté/^4"1 (6=const.) .

Recherchons maintenant des solutions du système (17) qui soient de la
forme suivante :
(20) V1^ q?(r) e^0, V2^ i-^(r) 67"0, ^== ̂ (r) ^mo,

n étant un entier assurant la périodicité du déplacement sur la surface de révo-
lution. Admettant, ce que nous allons bientôt établir, qu'il existe des fonctions
réelles y, y^ telles que les fonctions^4 , V2,^ qu'on en déduit par les formules
précédentes soient solutions du problème général des vibrations d'une surface
de révolution, on peut trouver des solutions réelles à partir deV\ V2, V3 de la
manière suivante. Le remplacement de i en — i dans les formules (20) fournit
une deuxième solution complexe V, V% V3. Comme le système proposé est
linéaire, on peut former les combinaisons

I(^l+^l), I-(^2+^2), ^(v'-^v3),
2 2 __ 2

L(^ l——^l)^ _L(^2——^2^ _L(^3__<y3^—.(.v1—^1), —\v2
2 1 v / 2 1 v - /' 1 1

qui sont réelles, et satisfont encore aux équations du problème.
Transportant les valeurs des ̂  dans le système (17), on constate que y et ^

sont solution du système différentiel réel

^^{rv/TT^^(9--^)+(^^-);];^/i+^ dr
n<^
r ^^w^^ -7• j -V+(^+2^)( ,^x- ^,)+pc l )2r? :

^ d L-2./;—^(^ , ^i^^rw^n-,.0,^-^.^^ ̂ Fv71"^^4' ̂ î ) |+^ r ^+(^+ 2 ^) ( - / ^ %- h î.) +P^^^=o,^iT^^L - • ' v- • r / j L. v 1 ' v ' ^

et que ^ est solution de Féquation différentielle
i d r i———-,,\ /pc^r ^^1

-̂ ==== ^"(rv/ i+^2^ )+ -—— — — d;=:o,
^/i+^ dr^ v • / \ ^ ^ / l

OU
,, /I ^^/ \ , , /p&)2 /l2^^^+ -+———^ ^+ N— — -^ =o.

\r i + z/2/ • \ ^ r 2 /

Ces équations étant réelles, elles possèdent bien des solutions réelles comme
nous l'avions affirmé.

Il resterait ensuite à trouver les solutions de ces équations différentielles qui
vérifient les conditions aux limites précédemment données. En particulier, les
conditions sur le bord libre de la cloche peuvent s'obtenir de la manière
suivante. Les composantes rectangulaires du déplacement d^un point de la
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coque s'expriment en fonction des composantes contravariantes de la manière
indiquée dans la recherche de la période fondamentale :

^^(^cosô — rVeis'mQ)eiwt, p^^sinQ 4- rV2 cosO) <s?^, w=Vsei(ût,

les V1 étant donnés par les formules (20). Nous trouvons ainsi

u == ( îp cos 9 — ir% sin 6 ) e7"0- '̂̂ , P == ( 9 sin 6 + ir-^ cos 6 ) e7"9-^^, w == ^ ^Q-K'(O^

ce qui nous permet de déterminer le tableau des composantes du tenseur des
tensions

N1= À (((/+ î - T^U 2^ L' cos9^ + ̂  - n^\ sin^O - ̂ r/+^p') sinO cos9],

N2==^^+^ - /^^+2^[9 'sm20+^ -^^cos20+/fr^+ ^YsinOcoso],

N^^À^+^-n^,

Tim/jL^'sinO + m ' c o s ô ) ,

Ta == ̂  ̂ / cos 6 — ni^ sin eV

T3==^ ^ ( ? / — ^ + /^%)sm9cos9+^Y^ ? + r^\ (cos^-O — sin^)!

Il nous intéresse de connaître les composantes de la tension relative à la
coupure ayant pour cosinus directeurs cosô, sin6, o. Ce sont les trois fonctions
suivantes :

Ni cosO + Ts sin 6, Ts cos 6 + Ng sinO, Tg cos 6 + Ti sin 8

qui doivent être nulles quel que soit 6 :

^^+ ̂  _ n^\ + 2^1 cos6 - ̂ (nl + r-A sin6,

^<p/+ ^ - n^\ + 2^/j sinO + ̂ ^(^? + r-A cos6, .̂

Pour le rayon extrême de la cloche noas devons donc avoir les trois conditions
suivantes :

^(y-^ ^-^x^+'^^p'^o.
^^-r^o, ^=o.

6. VIBRATION DES COQUES DE RÉVOLUTION. SECONDE APPROXIMATION. — Désignons
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par R, ©, Z les coordonnées semi-polaires d'un point de la coque, et soit
^===^(r) l'équation de la méridienne de la surface moyenne. Exprimons les
coordonnées R, ©, Z d'un point de la coque au moyen de trois paramètres r, 0, ^
de la manière suivante : ret 9 sont les coordonnées polaires de la projection du
point considéré sur le plan x0y^ et Ç représente la cote relative de ce point par
rapport à la surface moyenne,

R=r, 0=6, Z=:^(r)+Ç.

Comme au paragraphe 1, ^ varie entre — h et + A(r), h étant lié à l'épaisseur £
de la surface par la relation (2),

ih ==£ \/i -t- z'2.

Les accents désignent ici les dérivations par rapport à r lorsqu'il s'agit de
fonctions qui ne dépendent que de r. Dans une approximation du second ordre
on admet que l'on a une bonne représentation des composantes du déplacement
en prenant

^==^'(r, 6)+Ç^(r, 6).

En remarquant que

dr==dR, d^=zd@, dÇ ==. dï — z' dR,

on peut appliquer les résultats obtenus au début du paragraphe 5 au calcul du
potentiel de forme. On obtient

2^== .fjfm^ + ÇB)2^ 2^(A,4- ÇB^+ ̂ (Q+ ÇD^rdrdQ d^

après avoir posé
A =1 A,, B=lBi,

^u, , , . au2 u> . ,. au1 , , . àii^ M'
Al=^-^' AÎ=W+~r

àv1 àv2 v1

"i==— —r-i t>s—-3û--1-—

,=^-^. A,=^-+^, A,=.',

àv1 „ àv^ v1 D —.1=-^-' ^^r-^' B3-0'
- au" i au1 , , ^ , àu^ , , .-, - i au'
c l= r-^+r^--^ ' ' C.=^+^--^, C,=^+^^-,

_ àv"' i àv1 ^ àv^ - , i àv3

^^r-^'. Ds=^-> ^^r-Sô-
UV A VV -̂  ___ V^ ^ ___ x ^r

~ôr + r ^T5 . D2- ^"î D3-' r ^6

Effectuons l'intégration en Ç,

2CT= ^^[2/lr(ÀA2+2^^A,?4-^C?)+ 2^^(ÀB2+2^ZB?+^2D?)16/ro?9,
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et calculons maintenant les dérivées partielles du potentiel de forme

^=2/ i (ÀA+2(AA,)-^a/ i r (ÀA+2^Ai)-^3/A/ iC, ,

•^-=~àrs^hrîcl~M2hr(ÏA+îfMA^)'

àrs à à
^=~Trî^hrc^~~J^y•hc^

-^ = ihr[- OA -4- 2piA,)5'+ /jiCs] + ̂ (^B + apiB,)

,̂,,B )̂-̂ D,,

^=^.C.- ,̂,.D,-̂ ,.(»B ,̂B,),

^=,M»A+^A.-^C,)-^^D,-^,.D,

Pour mettre en équations le problème de la vibration de la coque en l'absence
de forces extérieures, formons la force vive et appliquons la méthode de
Lagrange,

T /7T IY^1 ^l\2 J àu^ à^Y Iàu^ ^Vq - ,^JM^^^} +r2(^+^) -^-f^-4-^)]^^0^
ou après l'intégration en ^,

T /r ( ^r^^''^2 ./^'2^2 /^^i2T=JP{2 '[(^-4- r(-^)+(-^)J
2 A3 r/^1 y ^ / ̂ ^2 \2 / à^ \ 2 1 ) , -

"'^"K'^)+r (^) +(^} Jr^^'
Les équations condensées du problème sont les suivantes :

à ( . au1 \ à^ à [ î^ ô^ \ ô^
^hr-^)-{-^=o- àA^^r^)+^=oi

à ( àu^ ÔTS à ( ^ ,ô^\ ô^
àt^^^)-^^^0' ^{^S-"-^^^-0-

à ( au71 \ àrs à / h 3 à^ \ ÔTS •
-ôt^-ôr)--^^0- ^PT'-^)4-^-0-

Ces équations nous permettent de former les équations différentielles relatives
à une vibration qui est de révolution autour de Oz, et pour laquelle on a

^:=cp(r)(?^, ^==0, ^^(r)^, p^o^r)^, ^-==0, ^== p(r) e^1.

co est une constante qui reste à déterminer. Parmi les vibrations de ce type se
trouve la vibration fondamentale.

On constate que les équations relatives aux fonctions-paramètres u2 et ^
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disparaissent complètement, et il reste quatre équations à quatre inconnues
u\ u3, ^1, ^ :

ï^hr^— 2/1 pf((/— a.s'+^+P)-^^

+ ^2/lr^9 /-a^+^+pU2^((p /-a^)1=o,

2pCt)2/lr^ 4- ,- 2pL/ir(a + ̂ — Çiz') = Q)

A3 ( F / a \ "I )
2 p û t ) — ^ a — 2 / l r ^ — À ( 9 / — a 5 ' + - 4 - P ) 4 - 2 ^ ( c p / — a ^ / ) s / 4 - ^ ( a + ^ / — p 2 ' ) ^0 ( L \ r ] J )

d 2À3 r. /a A ,1

-^-S-'l ^~ )~2^ J"^

2pco2 ̂  rp - 2/ir ̂ (V- a^+ ? -4- P") + 2^(3 - ̂ (a + ̂ - P^)1 + d tîh^ ̂ r^=o.
L \ ^ ] \

II resterait à résoudre le difficile problème de la recherche de co pour que le
système différentiel possède une solution non identiquement nulle vérifiant les
conditions aux limites.

7. CALCUL DU ds2 D'UNE COQUE. — Nous avons vu que pour déterminer le
potentiel de forme, il était indispensable, par la méthode proposée, de connaître
le tenseur métrique fondamental. C'est ce problème que nous abordons ici.

Soit P un point de la coque et M sa projection sur la surface moyenne. Si a, (3
sont les coordonnées curvilignes de M sur la surface moyenne et y la distance
de P à la surface, convenablement orientée, la position de P est complètement
définie par la connaissance des trois nombres a, ?, y :

OP^OM-h-ÇN,
H

- > - > - >
en désignant par N = = M a A M p le vecteur normal à la surface moyenne. Ce

-> -> > ->
vecteur N est relié au vecteur unitaire normal m par la relation N = Hm, avec

H = \/EG—F2. Formons le vecteur différentiel dP :

rfP^^M+^^N+N^-^.
ri ri

->
Son carré scalaire sera le ds^ cherché. Auparavant mettons le vecteur rfN sous
la forme suivante :

^N==:ÂMa+ ̂ Mp+ vN.

Nous obtenons les coefficients X, pi, v en faisant les produits scalaires par
- > - > - >
Ma, Mp, N. Pour cela nous utilisons les notations classiques suivantes :

E==Mt2 , F=Ma .Mp, G=M^2 ,

N^H2 , N6 /N==H^H, D=N.Ma., D^N.Map, D^N.M?..
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Nous remarquons de plus que

Ma <^N = â?(N. Ma) — N ^Ma = — ( D dy. + D/ 6/|3 ) = EÀ + F^,

Mp ^N==^(N.Mp) - $<^Mp==- (D'6/a + D^p) = F7 -r- G^,

de sorte qu^en multipliant respectivement par G et —F, ou — F et E, puis en
additionnant, nous trouvons

H2 ^ == (FD'— GD) dy. + (FD^— GD') ^3,
H2^ =: (FD — ED^ dy. + (FD'— ED") ̂
Hv=^H.

La dernière de ces relations correspond au produit scalaire par N. Nous avons
en définitive :

^==Ma^a+M^(3-4-—S[(FD / -GD)^a+(FD^-GD / )^]MaH 3 '
.->. ->, -_ ) —^

- [ (FD-ED / )^a+(FD / -ED / / )^]Mp+NH^HI4-Naf- .

Après avoir regroupé quelques termes, on trouve la valeur suivante pour le ds2 :

(21) ^^(E^+sF^a^p+Gûfp 2) — ^(D^a^ 2 D'^a ^(3 4-D^(32) + 6/y2

£
H4+ I2 { (GD 2 - 2FDD'+ ED'2) d^

+ 2[E D7 D^ F(D /2- DD") + G DD'j d^ d^
-1-. (G D'2 — 2-F D'D^ E D^2) ^p2 j .

On voit s'introduire dans le coefficient de v la courbure normale
i _ D d^+ 2 D^a d^ 4- D" d^

R^~ H(E âfa2^ 2F <afa ̂  + G^(3-2)

calculée dans la direction û?M.
Si ron néglige les termes en y'2 petits par rapport aux carrés des rayons de

courbure de la surface, nous avons
22) ds2 == (E d^--^- 2F d^. d^ + G <^(32) — 9— (D ^a2-}- 2 D' 6/a ^P + D" d^2) + ^y2.

Calcul géométrique du ds2. — La méthode précédente donne la valeur du ds1

d'une surface matérielle définie à Faide de paramètres a, p. La méthode suivante
donne l'interprétation des termes du A2. P décrivant une courbe quelconque dans
l'espace (non forcément voisine de la surface moyenne)^ attachons lui le pointM,
de la surface moyenne, qui se déplace par continuité sur cette surface moyenne
de façon que la normale en M passe constamment par P. Le point M décrit une cer-

taine courbe sur la surface moyenne. Soient ï, /', k, les trois vecteurs unitaires du

trièdregéodésique de cette dernière courbe : ;est dirigé suivant la tangente à la
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•>- ^

courber/est normal à la surface, k, normale géodésique, forme avec les deux
précédents un trièdre direct. On sait que le triëdre précédent (dit de Darboux-
Ribaucour) possède une rotation égale à

. > > ->^=^+^-+^.
lr n̂  ^m

(C'est la rotation instantanée de la Cinématique pour un mouvement de ce
trièdre dans lequel le point M décrirait sa trajectoire avec la vitesse +i.) Or
nous avons ici :

OP:=OM+y^,

et en dérivant par rapport à l'arc cr du lieu de M :

dp > >d^ df
-d.=l-}-/-di-}-^£t

Comme

^-^A^---^+ >k
^~ At/- R^T,

nous avons donc

^^-K /- --i — TdÏ^i(,--\d^d^^^
\ ^m / 1

Le carré scalaire donne le ds2 sous la forme désirée :

(23) ^2=iïI-—Y+£U2+^2.L\ ^mj r; j (

Nous allons lui donner une autre forme intéressante en introduisant les
directions principales de la surface au point M, et 6, angle que fait la tangente
orientée du lieu de M avec la première direction principale. Rappelons les
valeurs de la courbure normale et de la torsion relative :

i __ cos'Q sh^Q i / i i \ .
W —— ~R—— + ~"R—— 5 rp '=1 TQ- —— ^- ) sm 0 COS 0.
^m r\i S\2 1 r \ n.2 RI J

Ayant écrit le ds2 ainsi :

^^L_^ï+^/^^^M^^^
L ^'m \ ̂ m 1 r /J

nous calculons le groupement

_ï_ _l_ _ cos2 0 sin^Q
1̂ + F? —— 02 -+- 02 •
'm ± r ' 1 1 rl 2

II en résulte la valeur suivante du ds2 :

ds^= cos^f i— -LY+sin^f i - T Y {d^-^-d^.
L ^ ^i/ \ Ka/ J *

^4/i7i. Ec. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. ^
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Si l'on désigne par rfdi, da^ les projections du vecteur rfM sur les deux
directions principales,

da'1 == cos 6 da~, da^ == sin 0 do',
nous avons encore :
(24) ^=('i-^Y^+^-^y^i+^2.
Il est possible d^interpréter géométriquement cette formule, et même de
l'obtenir directement si l'on se rappelle que les lignes de courbures jouissent
de la propriété suivante : le long de chacune d'elles, deux normales à la surface
inf in iment voisines, se rencontrent au troisième ordre près en un point qui est
un des centres de courbure principale de la surface.

Sous les dernières formes du A2 nous voyons mieuxcomment peut se traduire
notre hypothèse concernant l'épaisseur de la surface. Si y est faible vis-à-vis
de Ri et Ra? nous pouvons écrire plus simplement :

(25) ^=Çi-^d^^Çi-^\d^^d^,

ou, par le calcul, pour une surface définie paramétriquement :

(22) ^^(E^+^F^a^p+G^p2)— 2 ï(D^a2+2D^a^(34-D / /^p•2)+^Y2 ,

formule déjà rencontrée.

8. ÉQUATIONS DE L'ÉLASTICITÉ EN VARIABLES QUELCONQUES. — Là formule (l5)

donne le potentiel de forme en variables quelconques, et la méthode des
fonctions-paramètres permet d'écrire les équations correspondantes de Statique
ou de Dynamique. Nous supposons que dans le déplacement virtuel défini par
la variation virtuelle arbitraire âW, les forces extérieures accomplissent le
travail

dr^i W dx1 dx2 dx^.

Sous forme condensée, les équations de la statique sont
àrs —„
ô^^ mf

Pour calculer la dérivée fonctionnelle, nous remarquons que l'intégrale du
^qj/îz

potentiel de forme est un polynôme en c\Lm et -r-n~^ puisque
DW __ ôW p,
D^"'^"4"1^1"'

Prenons la demi-dérivée ordinaire de rintégrale par rapport à c\{m\ on trouve
^/DW \ / ^ DU1 D^UM A DU1 -. D^\

^L[1^^i-)+
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ou encore
.Vr. mt; / f^r rk ^IHL/

^^-D^^2^^ ^^^^D^*
i

àc\\înPour obtenir la demi-dérivée partielle de l'intégrale par rapport à -.-77-?
supposons d'abord n-^m\ la demi-dérivée partielle vaut

/ , DW Dclin\
^^--D^+D^}

D c\Llli

Tandis que si n=m, il faut ajouter le terme unique ^ p. ^ > où l'indice n'est
pas muet. D'où les équations de la Statique :

/ n ^ i i r^i 2 r ^ i^x TVIP'
(26) >-(^.l'-^+n'»^+^'»S)+2^^^-l+^^^

<) / ^ D'il'' D'U"\ . c» Dll"_
- 2 ̂  ̂ » [8n §tm D^ + D^/ / 3^ 'D?̂  - ̂ m-

.\c\ \ i
Comme les composantes contravariantes de la vitesse sont —.—? le carré de la

longueur de ce vecteur est
àW àU^

^-w-^r
On en déduit la force vive du système élastique. Pour obtenir les équations de
l'Élasticité dynamique, il suffit donc d ' in t roduire au premier membre de
l'équation (26), la quantité

ô.\^. P(^J^) àW}
àti ̂ ^D^1,^2, ̂ ) ôt \

La formule (i5), qui donne le potentiel de forme, est d'un emploi relative-
ment facile si l'on a affaire à un système triple orthogonal de coordonnées
curvilignes:

J D(^,j, z) \ /DZL1 DOl2 DOl-'y
2CT- D(^, x\ x^\ À \JW + D^ + D ^ )

r/Dwy /DOI'V- /Dai^'2'!^^n^)^^)^^)^
r ,, /D^y ^ /Du3^

^^^^D^)^^^^)
/Doi^2 /m^v

^^^[w)^^^^)
4-^^(^)2+^^(S)2]i^l^^•

En particulier cette formule peut être appliquée au cas d'une coque dont la
surface moyenne est rapportée à ses lignes courbures (F=D /= o). Le ds1 (21)
de l'espace euclidien se réduit aux termes suivants :

( , y T ) \ 2 / _ • v D ^ N 2

ds^ \/E- J—— ) d^--^- \/G- -L——} d^-v-dy\EV/G; V GV/E; T
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Il est alors possible de déterminer les symboles de Christoflel, puis les
dérivées covariantes qui figurent dans la formule (26). Dans l 'approximation
du second ordre, on pose 11/= ̂ +y^, puis on intègre entre ± s- par rapport
à y, et l'on opère comme dans les exemples antérieurs. La même méthode est
applicable au cas où la surface moyenne est rapportée à des coordonnées
curvilignes quelconque, mais les calculs sont plus longs.

9. APPLICATION À L'HYDRODYNAMIQUE. — Nous allons montrer que la méthode
des fonctions-paramètres permet de retrouver les équations des fluides parfaits
en variables de Lagrange.

Soient a, b, c trois paramètres définissant la position d'une particule du fluide
considéré, a, 6, c sont par exemple les coordonnées rectangulaires ou polaires
dans l'espace, de la particule, ou tout autre système de coordonnées curvilignes,
à l'instant initial. Ce système de paramètres qui individualise chaque particule
est donc indépendant du temps. Considérons alors trois fonctions-paramètres Ç,
Y], Ç, fonctions de a, b, c et du temps t, qui définissent la position d'une
particule lorsque le temps s'écoule. Nous désignons par $? Y!? t les dérivées
partielles de ces fonctions par rapport au temps; ces quantités caractérisent la
vitesse de l 'élément fluide.

Soit maintenant un fluide situé dans une enveloppe fermée 2, fixe ou de
mouvement connu à l'avance. A cette surface correspond dans l'espace a, é, c,
un domaine D nécessairement fixe s'il n'existe aucun échange de matière avec
Pextérieur. La force vive du fluide est une forme quadratique en Ç» ï]» f. Elle
est homogène si les parois sont fixes, sinon elle se présente sous la forme

2T=:^ [a^9;+2p^+Y]Ja^6^.

Les coefficients a, [3, y sont des fonctionnelles des 9 qui représentent l'une ou
l'autre des fonctions ^, Y], Ç.

Soit d'autre part
à^== / ^ (PÔÇ+QÔYÏ+RÔÇ)^^^ ,

JZ/D

le travail virtuel des forces extérieures dans un déplacement virtuel arbitraire
conservant les liaisons, c^est-à-dire ici, laissant indéformable et impénétrable
la cloison 2. Dans le cas où il existerait un travail des forces intérieures, on le
ferait entrer dans le terme précédent.

Nous devons remarquer que les trois fonctions-paramètres E, Y], ^ ne sont pas
indépendantes, car il faut tenir compte de l'équation de continuité qui traduit
la conservation de la masse, dm=dmo. Nous considérons que la densité p est
une fonction de a, b, c, t, comme toutes les fonctions inconnues que nous
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utilisons. Soit Hû^rfy]< l 'élément de volume dans l'espace où se meut le fluide,
et Kdadbdc l'élément de volume dans l'espace a, h, c. L'hypothèse de la
conservation de la masse se traduit par la relation différentielle

pHûÇ^vî d^= ̂ Kdadbdc

ou mieux, par
rrPq^^) _ P o K

D(a, b, c) " p 1

relation dans laquelle on remarque que le second membre est une fonction
de a, &, c, ?.

Si nous nous reportons à la notion de déplacement virtuel, ici défini par les
trois fonctions non indépendantes 8^, OT], o^, nous aurons la relation imposée
au déplacement virtuel en prenant la différentielle S dujacobien précédent, et
en se rappelant que $, Y], Ç varient seules, a, b, c, fê tant des constantes dans
cette opération. Nous obtenons donc

^logHW+f^logH^+^logH^+P^^^^+P^-^^+P^^^\à^ b ) ^ \à-n & ) ' \dî, & } ^ D ( a , b , f • ) + D ( a , b , c ) • D ( a , b , c ) ~ o •

Multiplions par une fonction arbitraire X(a, b, c, t) et intégrons dans D :

v (ïî\ r0^'^^ ̂ D^'^ - , D (£ .^ )^ 1 , „ ,
^.A LDiéT^)^"4" Dl&^-J^^ DI6-<:)àçaJ daclbdc

+V (ÎTï-^logHô^dadbdc^o.
W^^ ;

Intégrons par parties, nous obtenons

V ^rP^O^-' , P^)^ , D(£,yi) -|
1JI ̂ DTé^^ +DT6^ÔÏ1 + D^7) |̂ ̂ û?c

4-^ (ÎTî.^loglîS^dadbdc
^dvv "

_v tfrr ^ , P(^, c) , ^ , D(-^ o , à , D(Ï) ,O
^çXL^ "(^ c) ^ D(c, a) + ̂ / D(^7T) c^/a ̂  de = o.

Avant de poursuivre les calculs, vérifions que l'intégrale double est nulle. En
effet, supposons que la frontière de D soit représentée paramétriquement à
l'aide de u et v. Comme le déplacement virtuel doit être tangent à cette frontière,
sinon on aurait entrée ou sortie de matière, nous avons la relation suivante :

^^§^^=..
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Or, en fait, x, y, z sont des fonctions composées de u, v par l 'intermédiaire
de a, b, c. Nous avons donc

DC^)^D(J,;Q D(^) ^ D(j^) D(c, a) D(j^) D(a, 6)
D(M, ^} D(^, c) î)(u, v) ' D(c, a) D(u, v) D(a, b) D(u, ?)'

et il en résulte que l'intégrale double est nulle, ainsi que l'intégrale triple.
Si nous nous reportons à l'intégrale d'Hamilton, dans le cas où les fonctions-

paramètres ne sont pas indépendantes, on sait qu'il suffit d'ajouter à l'intégrale
habituelle l'intégrale entre les deux instants to et t, de l 'intégrale triple
ci-dessus. Nous sommes alors conduits à un système de trois équations telles
que la suivante :

d. ^^p ^io.H+ ^D^^) , à^^^ , à D(^ g)
.// ^ -I ^^"^^/^(^T^^^'D^^^^^D^^

Cette équation se simplifie grâce à la remarque suivante. Dans l'espace a, 6,
c, le vecteur de composantes

D(^ S) D(^ g) D(ï?, Q
D^,^ D(^«) ï D(a,b)

est le produit vectoriel de deux gradients,

gradïî A g^dÇ;

il en résulte que sa divergence est nulle, on a donc plus simplement

^-^I^p-AosH ^ fii^ 0 ^ P(^ 0 ^ D(^^
^ ^ ^ b "̂  ^a D(^, <1) ^ ̂ (c, a) ^c D(a, ô ) '

Si on multiplie par ̂  cette équation, et par T]^ et ^ les deux autres équations
analogues, et qu'on les ajoute membre à membre, on obtient l 'équation
suivante :

H' d. ÔT +.^ ÔT + ç± àrï ~(^' + Or/ + R^ ̂  ^/ D^^^ ÀH.'-^ ^ +/ î-^ ^^^^^-^^^^^''^^'^(^^^--Tr5

et l'on forme de même deux autres équations analogues qui se prêtent mieux à
une éventuelle élimination de X. On note aussi la présence d'unjacobien dont
la valeur est £—•p H

Formons explicitement les équations du mouvement en axes rectangulaires.
La force vive a pour expression

2T=: (îr^K^^-f^z^dadbdc.
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le travail virtuel est cTautre part

ô^=^(Xô^+Yôj+Z^)K^a^^

quand on désigne par X, Y, Z les composantes de la force unitaire qui agit sur
Pélément de masse ^ d x d y d z . On parvient alors à trois équations telles que la
suivante :

d K o ^--o KX^ ̂ -^ , y P(J^) . „ ^(J^)
^KP^-POKX+À-D^7^+À&-D^^+ÀCD^^

où, après la transformation donnée antérieurement,

Kpo[(^ - X)<+ (j - Y)y,+ (z - Z)<] = ̂ D^^ ;
-u \ M ) c/ )

 <r )
et comme

P(^ J, s) __ poK
D(a, &, <?) — p ?

on a finalement trois équations telles que

(^-X)^+(y-Y)y,+(l.,-ZK=-^.

Nous constatons, ce que l'on peut démontrer autrement, que X, dans ce cas,
s'identifie avec la pression.

Les trois équations analogues à celle qui précède sont les équations des
fluides en variables de Lagrange quelconques.

10. ECOULEMENT ADIABATIQUE D'UN FLUIDE PARFAIT DANS UNE CONDUITE DE FAIBLE SECTION,

PRESQUE CONSTANTE. — Un fluide, pour l'instant quelconque, s'écoule dans une
conduite de faible section, presque constante, de manière que l'on puisse
définir une densité, une vitesse, une pression, etc., uniques pour une section
donnée d'abscisse curviligne s. Soit a l'abscisse curviligne de la même section
à l'instant initial to. Nous supposons que la densité p, la pression?, l'abscisse
curviligne s sont des fonctions de a et t, pour Pinstant inconnues. Les quantités

po=p(^ ,^o)^ So=S(a,^o)

font partie des données initiales, et la section droite S de la conduite est une
fonction donnée de s.

Équation de continuité. — Les deux sections d'abscisses a et a -+- da, à
l'instant initial, ont pour abscisses respectives s et s -4- —da, à l 'instant t. Les
masses des deux éléments de fluides que ces sections permettent de définir,
sont égales :

po So da ==: p S .- da ; p o S o = p S — *
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Telle est l'équation de continuité qui permet d'évaluer la nouvelle densité, c
à l'instant t quand s est connu en fonction de a et t.

Équation du, mouvement. — Le mouvement du fluide a lieu sous l'action d 'une
force extérieure dont seule la composante suivant la tangente à la trajectoire
moyenne intervient; nous désignons par F^ cette composante par unité de
volume. Nous négligeons toute force de viscosité. La vitesse des points d'une

astranche d'abscisse s est s = .-• La force vive du fluide estot
/^"i
f ^oSoS^da

«yn.

pour la portion qui initialement était entre les tranches d'abscisses curvilignes
OQ et ûi.

Le fluide est supposé parfait. Pour nous, et cela rejoint les définitions
^y

habituelles, cela veut dire que le travail spécifique des forces intérieures —
(travail S® pour un petit volume V) est proportionnel à la variation relative de
volume :

ô% Sv
-^==-p-^- ou ^==:-pàV.

Si le volume augmente, il faut .dépenser du travail, d'où le signe moins. Le
coefficient de proportionnalité est appelé pression. Un déplacement virtuel du
fluide à l'instant t est défini par la fonction Ss de la seule variable a. Le volume
Sds compris entre les deux tranches a et a + da devient dans ces conditions

ç. as „ / ôs\
S -y- da -h o S -T- da.à a \ oa )

II lui correspond le travail virtuel

r' Â ^ c ^ \ ^ r^f ds às ^ c ^ ^ \ ^— < pS S,- )da=— / [p——Qs-}-pS-^-}da.
Ja, \ àa) Ja, \ ds àa àa 1

D'autre part le travail virtuel des forces extérieures a la valeur suivante :

^\^ds-=ii 'F.S-^Wa.
•ÎO -Û'O

Imaginons que nous refaisons la mise en équations à l'aide de l'intégrale
d'Hamilton, nous aurons une intégration par parties à effectuer, nécessitée par
la présence du terme .- Ss. Il en résulte que nous avons à remplacer le terme
relatif à la pression par l'expression suivante :

/^T dS as à . - 1 , , r ' ^ à p . ,
/ \ ~P~r TT-^ ~^~(PS)\^da=: 1 S-.'cWa,J^ | ^ àa àa^ / ] J^ àa
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et nous parvenons ainsi à l'équation du problème

-poSo ,+S^4-F<S^=o ,àa àa '
OU

^ à^ _àp as
^àa-àïï-àa^^àa'

quand on tient compte de l'équation de continuité. Les quantités inconnues
sont l'abscisse curviligne s, la pression p, la densité p. Pour les déterminer nous
avons l 'équation dynamique ci-dessus et l'équation de continuité. Il faut y
ajouter l'équation d'état. On peut par exemple, supposer que l'écoulement se
fasse sans échange de chaleur, ni avec les parois, ni à l ' intérieur du fluide. On
admet généralement une relation? == kçf entre la pression et la densité.

Considérons le cas du mouvement permanent, pour retrouver les équations
classiques de l'étude des tuyères. S'il en est bien ainsi, en chaque point
d'abscisse curviligne donnée s, Ja pression et la densité ne dépendent pas
explicitement du temps, p est donc fonction de a et t par le seul intermédiaire
de s(a, t) nous avons alors une équation dynamique simplifiée :

à'- s dp ,,p ^ = < £ + p ' •
La vitesse, elle aussi, est une fonction de s seul. Si on la désigne par v=s, nous
avons

àv 'dp
P^^-1-1^

Si de plus la force F, dérive d'une fonction de force, ou même plus générale-
ment, si l'on désigne par UÇs) une primitive de la fonction F^, nous avons

P
àv d [ r dp \^^uf^-

Multiplions les deux membres de cette relation par v=às et intégrons par
rapport au temps :

^/^-^/(a).

La fonction /(a) se détermine d'après les conditions initiales.

11. MEMBRURES DE PONTS. — Considérons u n e membrure de pont constituée
par un cadre rigide rectangulaire bien encastré aux angles. Cette membrure est
posée sur deux appuis simples de même niveau par ses deux sommets inférieurs.
Pour utiliser au mieux la poutre supérieure, on pose des tirants verticaux

Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. 5
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identiques, régulièrement disposés, simplement articulés sur les poutres hori-
zontales inférieure et supérieure. Désignons par les indices i, 2, 3, 4 les
éléments relatifs à la poutre inférieure, verticale droite, supérieure, etverticale
gauche. Nous négligeons le poids des tirants et celui des poutres verticales qui
n'influe que d'une manière négligeable sur leur longueur. Nous tenons compte
de charges réparties sur les deux poutres horizontales, pi ou p^ par unité de
longueur. Prenons pour origine des axes le milieu 0 de la poutre inférieure,
Qx est horizontal dirigé vers la droite, Oz est vertical ascendant. Nous
admettons pour simplifier que la répartit ion des charges est symétrique par
rapport à Oz, mais cette hypothèse n'interviendra guère que dans l'écriture de
certaines conditions aux limites. Soit h la hauteur du pont et 2L sa longueur.
û, E, 1 sont la section, le module d'élasticité et le moment d'inertie d'une
section de poutre (sans indice pour les tirants); /est la distance de deux tirants
consécutifs, u, v sont les composantes du déplacement d'un point.

Dans ce problème et dans les suivants, nous avons un assemblage de poutres
en assez grand nombre. Nous remplacerons dans nos raisonnements cet
assemblage discontinu de poutres par une membrane formée d'un grand nombre
de poutres identiques et régulièrement réparties pour passer ensuite à la limite,
la distance de deux poutres consécutives tendant vers zéro.

Ce problème et les suivants peuvent plus ou moins facilement se traiter par
les méthodes classiques, mais la méthode des fonctions-paramètres, outre
l'avantage qu'elle possède d'être systématique, met en évidence le fait que la
solution du problème dépend d'une ou plusieurs équat ions aux dérivées
partielles, dont la solution se détermine, en principe, grâce à des condit ions au
contour, fréquemment plus compliquées que celles que l'on considère dans les
problèmes usuels d'Analyse, et que Ton peut obtenir par la mise en équation.
Quoique dans la membrure de pontque nous considérons, le cadre rectangulaire
soit l'essentiel, il ne nous donne que des conditions de contour.

Dans ce problème les fonctions-paramètres sont ^2(7)? u^'y\ ^i(^)» ^(-f)»
car elles permettent de déterminer toutes les déformations ou efforts intérieurs.
Le potentiel de forme comprend la contribution des quatre poutres du contour

r^-.fêy-.fêy]-'-^"^-^)'-1^)']'- <••=••'•
où l'on a tenu compte de leur courbure et non de leur allongement. D'autre
part, pour un tirant dont seul l 'allongement entre en ligne de compte, le
potentiel correspondant a pour valeur

î .-.)..
Cette quantité est valable pour une longueur /, distance de deux tirants
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consécutifs. Faisant le passage à la limite indiqué plus haut, le potentiel de
forme dû à l 'ensemble des tirants est

/^po2^ îT^3-^2^-
Pour l 'ensemble du système matériel,

—f> [•W ••(êK^- ̂ f^H^-
D'autre part, le travail virtuel des forces extérieures a pour expression

/IL
ô^==— 2 f (j?iÇ^i-f-/?sC^3) dy.

•\

Nous pouvons maintenant écrire les équations de l'équilibre :
^PI E^î d^u^

^VkT^-^^-^ F12^—01

d^, E^ _ d^u,
EI3^-+-^7-(P3-P1)--=-^ E I2-^=0•

Les condi t ions aux limites expriment, soit que les sommets du rectangle
sont immobiles (par raison de symétrie, et parce qu'on néglige les variations
de longueurs des côtés du rectangle), soit que les angles du rectangle restent
droits :

^(±L)=p,(±L)=o,

^2(0)== uz(h)== ^4(0)== u^(h) ==.0,

ch,(—L) du^(o) _ d^i(L) du^(o) _ d^(L) du^(h) _ ^(—L) du^ (h) _
dx dy dx dy dx dy dx dy ~

Nous nous bornons, pour notre objet, à faire la mise en équations du problème
sans vouloir en donner la solution complète.

12. PONT A TIRANTS VERTICAUX ENCASTRÉS. — Nous considérons la même membrure
que précédemment, mais les rotules existant entre les t irants et les poutres
supérieure et inférieure sont supprimées et remplacées par des encastrements.
Au lieu de rechercher des fonctions u et v d^ne seule variable, dans le problème
actuel , nous rencontrons des fonctions de deux variables.

Chemin faisant nous aurons à transformer des intégrales doubles en inté-
grales s imples ou inversement, aussi désignons-nous par '§ l'aire intérieure du
rectangle et par £•=- £^ +^2+^3+^4 son contour décrit dans le sens
direct. La formule de Riemann,

(î R^ dx dy ^= — Ç R dx,
JJ^ J ̂
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appliquée au cas où R = PQ donne une formule d'intégration par parties

JPC^ dx dy -=.- fPQ dx - /ToPy dx d y .
a v e ^'s

que nous utiliserons par la suite, ainsi que celle qui correspond à une intégra-
tion en x.

Nous supposons encore que la longueur des poutres du contour est
conservée, le potentiel de forme ne fait donc intervenir que-leur courbure;
tandis que pour un t i rant interviennent l 'allongement et la courbure. Nous
remplaçons encore Fensemble des tirants par une membrane continue dont
nous désignerons par uÇx, y ) et vÇx.y) les composantes du déplacement au
point de coordonnées x et y.

La portion de tirant d'abscisse Xy dont les extrémités ont pour ordonnées y
e ty+r fy subit une déformation telle que les extrémités se déplacent vertica-
lement (seul déplacement entrant en ligne de compte) de v{x^ y ) et v •+- A ^ Y

respectivement. Le taux d'allongement est d o n c — î et le potentiel de forme
dû à l'allongement de ce seul tirant est

' fW^Ï^
2Jo \^/

Pour l'ensemble des tirants, nous trouvons donc
£

Ea/<^\2 ,
^ -rW1^-

Cette formule est vraie quelle que soit la forme du contour. On calcule de
même le potentiel dû à la courbure des tirants :

/rEi/^y
^^JI.TW) y )

valable, lui aussi, quelle que soit la forme du contour.
Pour les quatre poutres da contour, seule la courbure intervient :

/Ï+L / ^ o \ 2 r 1 1 / /^ / /V /'+L /^cA2 ^h /^/ /V2

—L E'•(^) ̂ jf "-fë) "^L EI•(^•) "^f.El^d"
Dans ces termes il s'agit de fonctions d'une seule variable car x ou y y est
constant. Dans ce problème nous allons calculer explicitement la variation du
potentiel de forme dans un déplacement virtuel de forme dans un déplacement
virtuel quelconque, quoique l'intégrale double soit seule nécessaire, mais
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nous constaterons que les conditions aux l imites annulent la variation repré-
sentée par une intégrale simple. Calculons §OTI et intégrons par parties :

rïn — ^E£î àv à§v^ ^ Ei2 r<^S j ESi (T^v^~S,~r ^^-^=- -rj^^- -rS^^^y-
De même,

ÔÎ»T2==
El rv à^itàôii à'-u -| El i T ^ u ,

rJ,[~^~à7 ^ \ ̂ -rl^^^^-
Partageons encore le terme m, en OT,,, 1332, 1^33, vs,,, relatifs chacun à un côté
du rectangle. Nous obtenons

^ ,—Vî [ à î v ()sv ^ « ^ T r-T C à'v ^ jÔ^-EI.I^ -^ - ̂ â.J^+EI^ ^ôprfa.,
e^

^ v r [ ^ u à à u ^u^Y __ r à ' - u ^^32=ELL^^-^^+EI^^^^
-^2

^ T7T 1 ^2P ^c^ ^:^ ^ 1° /" ^4^^3=EL[^ ^- -^^j^EI^^Ô.^

^
'^ ^ÔM ^^ -1A ç ^^

.ôy^-ôy-^^-^j^
^ ^ [ ^ u à à u à-u Y r ^ u , ,
0^34== ̂ h -r-i -s— — -r-T ou — El. ( —— ou dr.

L^4 ^j ày^ Jo V, c^j4 •/

AB et CD sont les deux côtés horizontaux du rectangle ABCD. OCT est la somme
de tous les éléments partiels trouvés. On peut remarquer que dans les expres-
sions tout intégrées les seconds t e rmesson t nuls par suite de la fixité des
quatre sommets en A et B nous avons deux appuis simples et fixes, en C et D,
cela résulte de La symétrie des charges et de l'invariabilité des longueurs des
côtés verticaux.

Pour vérifier que la somme des quatre termes restant dans la partie tout
intégrée est bien nulle, regardons, par exemple les termes correspondants aux
sommets A et B :

Pn A /17T à2^\^^ /UT àîU\()oUE n A : -r1^}-^-^14^)-^-
E n B : fEI^^^-fEl,^^.

\ ' à x 1 ) àx Y à y 1 ) ày

Les quantités ^S^ et — ^ S u représentent les angles dont ont tourné les
tangentes en A. Elles sont égales. Les moment agissant en A sur deux éléments
de côtés du rectangle sont respectivement EIi ̂  et EJ,^. Comme ils sont
égaux, le terme relatif au pointA est bien nul. On ferait le même raisonnement
en B où les moments sont —El. ̂  et —El, ô^u-'

àx2 2 ày2

Dansâ^3,ne subsistent donc que les intégrales curvilignes. Nous avons aussi
des simplifications dans les termes SCT^ et SG^. En effet, sur A et £. Su=o



38 HENRI PAILLOUX.

dy=o, tandis que sur £^ et A, OP=O, dx=o. Il en résulte que l'intégrale
curviligne de 8^4 est à calculer seulement sur £^ et ̂  tandis que l'intégrale
curviligne de 8^2 est identiquement nu l l e . La somme de tous les termes restant
de la variation du potentiel de forme est égale au travail virtuel des forces
extérieures :

0% = f — p^ ô^ dx 4- j ps ôv dx.
v e ~ (s

^\ ^3

Le principe du travail virtuel donne donc la relation globale suivante :

(T [ EÎ2 ô^ E l ( ) ' u ^ \ , J ^ C ( E^ àv -, à^\. ,fl — —— -T— ôp + — —— (Ïu \dx dy 4- / — —— -j- 4- EIi —— ôp dxJj^\ i ôy1 l ày'- ) J J^\ l ày ' àx^ )

./E,,̂  -/ (^ ̂ ^:^f ̂ ^,
-^3 ^4

II en résulte que u et ^ sont solutions des équat ions aux dérivées partielles
ô^u à^v
^=0? à^^0 (dans^)-

(II existe un second membre si l'on a une répartition de charges sur les t i rants
verticaux.) De plus la solution doit satisfaire aux conditions limites suivantes :

„ àv ,- à^v à ' ^ u
12- . -—/I I -T—= o surjî?i, ——=:o sur ^o,ày àx^ ày^
^ àv ,, à'^v ô^u
^^+/I3^===0 surA5 à^^° surA-

13. GRILLE VERTICALE. — Une gril le, qui peut être une membrure de
pont métal l ique, est constituée par un cadre relativement rigide, et supposé
inextensible, et par deux systèmes de barres régulièrement disposées. Les unes
sont horizontales et les autres verticales, de sorte que la grille est nécessai-
rement verticale. Nous admettons que les poutres horizontales du rectangle
supportent des charges réparties pi et ps par unité de longueur. Nous prenons
les mêmes axes que précédemment, et pour simplifier les conditions aux
limites, nous admettons la symétrie des charges. Les barres horizontales et
verticales sont encastrées en chacun des nœuds et aussi aux points où elles
rencontrent les côtés du rectangle. La grille est posée sur deux appuis simples
de même niveau aux sommets inférieurs A et B du rectangle.

Désignons par ti, /, I la section, l'espacement et le moment d'inertie des
barres horizontales et par û^ //, I' les mêmes éléments relatifs aux barres
verticales. Remplaçant le système de barres par une membrane, on peut évaluer
le potentiel de forme des barres horizontales, dû à leur allongement et à leur
courbure

i /TTE^ (ôu\- El /^yt , ,
.Jil-T-^J^-T^jJ^^5
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ainsi que celui des barres verticales :

i / r r E ^ / ^ v 2 Eiv^vi , ,-J^w^^^)^^
Le contour rectangulaire fournit la contribution

^ ,̂,̂ )̂ ^ .̂,(̂ y.,-H ,̂.(sy..-H ,̂.(̂ y ,̂
tandis que le travail des forces extérieures est

f —pi ô^ dx -h j p^v dx.
J Q J (0

^\ ^-3

Formons le potentiel de forme de la grille

'-EX[a(^'+?fê)•+î'fê)•+;fê)']-^+E••J;(^-+E•^($y^-E•<(^)—<(l2)•^.
et avant d'en rechercher la variation, notons que les deux fonctions u et v ne
sont pas indépendantes par suite de l 'encastrement aux nœuds.

Considérons les trois points de coordonnées x, y; x-\--dx^ y et x,y-\-dy
avant toute déformation. Après l'application des charges, ils viennent respecti-
vement en

x-\-u^ J+^; (^+ dx) 4- (u 4- u'^dx^ j4-(P+^.^);

•37-+-(M+<â(y), (j+6fy)4-(P+^.â(7).

Les deux vecteurs ini t iaux, orthogonaux, dx, o et o, dy deviennent dx-\- ù^dx,
^dx et U y d y , d y - ^ - V y d y . Nous admettons que l^encastrement est suffisant
pour qu'ils soient encore orthogonaux

[ u'y{i 4- î4) 4- ̂ (i + ̂ .)] dx dy = o,

ou, en négligeant les termes du second ordre,

Uy-^^=ZO.

Cette condition exprime que la dilatat ion angulaire est nulle. Elle montre que u
et v ne peuvent être pris comme fonctions-paramètres. Il existe une seule
fonction-paramètre, y, que nous choisirons de manière que

^=?^ V=———^y.

Le potentiel de forme que nous avons évalué antérieurement est correct car
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les encastrements n'apportent aucun potentiel supplémentaire (s'ils ne sont
pas élastiques), mais nous devons y exprimer // et v en fonction de <p :

^ / T f ^ / ^ î p x 2 ^ /^cpV I/ à^ Y • r / 6^cp V-1•^^ILA^) +T(^) +/(^) ̂ K^r"^
+Ei .n^v^^EL f f ^y^

Je^à^ày} J^\àxày^) J

- Els f(A- )2 dx - ̂  ( (-^- Ï ̂ •J^à^ày) " J ^ ^xôy-1) J

On calcule la variat ion du potentiel de forme dans un déplacement virtuel
arbitraire 5y (sous la seule réserve que ce déplacement virtuel soit nul en A, B,

C, D, c'est-à-dire ^oç == , S < p == o j - Après les intégrations par parties
nécessaires, faites comme dans l'exemple précédent, et après avoir retranché
le travail virtuel des charges, on trouve la relation suivante, conséquence du
principe du travail virtuel :

^ [ a € " + ̂  ?;vl ~ \ ̂  - Ï ?ïlr>] ô? dxdy

à ,
+/ { [E(^Ï'-)-' - ̂  ̂  + II^-") -^] ̂  ̂-3— 011

ày T

{ 1 1' ^/ \ )
-4- E( — 7 ?^r — 77 ?.̂  + /,- ?^ p? \dx\ v i i }E^ ^[(?^-^^••+I2^••)^^+(^.^-a?.ï-+-;?.^)^FJ

.jf { [E(^ï.,. - ̂  - 1,̂ ,,) 4-^3] ̂•40 v'^
/ i r i2' \ )

-+- E l — 7 y^'y — p ?I-'r' + -jj 9.ï'' ) ôcp ^ dx

. +E[-(I,^,+T,^,.)^â<p+(^ï,,+L9S,.)^

^ 9;,., +1,9Ï.,.) ̂  09 - (j ̂ ,., +19Ï.,^<p"] ^

+E[(I^,ï,,-I^;,.)^ôce+(-^^,+1,^,.^

-(^ï,+I,^â,

+ E [(Î î,,+ I,cp.î,,.) ̂  ôcp +(- l^ + -̂ .,).̂  ôy

- ( ̂  ̂ ,, + I, ̂ .̂  ây +( ̂  ̂  + J cpï.,) ô^

àî S ( T w I » \ (^^^+(-1,^4--^^

, / T ,̂  , r ' . \ à , / r . , . i
+(-l3yï..r+ j , P.^)^?-^ 9^+ ̂ S'r) ̂ ]^

^ / ^

• E[(Î ;,,- W,) ̂  ,, -(l,̂ ,. 4- \ CP.Ï,,.) ̂  ô,-(W'^^''-)^00

+(I3?.î;•y - j,' ?ïr.) ̂  ôy + ̂ ' y;,., + \ ̂  §<f]= o.
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Les quatre derniers crochets sont à calculer au sommet indiqué en indice.
Par suite de la fixité des sommets, on peut noter que les deuxième et troisième
parenthèses de ces crochets sont nulles.

La fonction-paramètre y est donc solut ion de l'équation aux dérivées
partielles

^5,.+^^=.^^+^^.

Elle doit vérifier sur le contour les conditions suivantes : ^

sur A : E(^^- ̂ cp;.+I,^r)=^. - ̂ .- ̂ .,3+ ̂ -o;

sur J?, et A : j ?;. - ^ cpîy + I, cpî,,. = o, ^ 9^ - ̂  ̂ .3 + ^ 9^ === o;

surA: E^cp^-^cp;.^l3^^+^=o, -^^-^^,34-^9;-=o;

et aux quatre sommets, on doit avoir :

e n A , B , C , D : -̂ .3 + ̂ , = o,

en A : Ii (p^.-4- 149^=0,
en B : ïi^y—î^^'^=o,
en G : Ig ̂ y + la 9.îy2 == o,
en D : Igcp^— ^îp.^ == o.

Cet exemple, relativement difficile, a été traité d'une manière ent ièrement
analytique : formation de Inéquat ion aux dérivées partielles, et conditions au
contour. Nous avons évité l'emploi des réactions au contour. Elles auraient
permis de constater que les conditions de contour qui ne sont pas géométriques
sont vérifiées, comme on l'avait fait dans les exemples antérieurs. Mais notre but,
qui est de se ramener à des problèmes classés de Mathématiques, est atteint :
il reste à déterminer une fonction solution d'une équation différentielle
connue, moyennant des conditions analytiques connues au contour. En parti-
culier, il serait intéressant de prouver que l 'ensemble de ces condit ions
détermine une fonction unique.

14. PETITE DÉFORMATION D'UN PLAN, CALCUL DES NOUVELLES COURBURES. — Pour

étudier l'équilibre de nouveaux assemblages de poutres, initalement plans,
nous avons besoin de calculer les nouvelles courbures, normale et géodésique,
et la torsion relative d'une courbe donnée, après une déformation très petite.

Considérons une surface plane située dans le plan invariable xQy, Sous
l'action d'un système de charges, le point de coordonnées x, y, o, subit un
déplacement de composantes u, v, ^, fonctions de x et y. Nous considérons
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que a? et y sont les coordonnées curvilignes de ce point sur la surface déformée.
Les vecteurs qui définissent le plan tangent en un point P sont

-> ->-
px(I-^ U'^ (4, ̂ ), Py(U^ ï 4- V\, ̂ .).

On en déduit le vecteur normal et ses composantes
- > - > - >
N == P^ A Py ( — ̂  — ^r» l + ̂ 4- ^r)-

c • .
î/, ^, (^ et leurs dérivées premières et secondes sont supposées petites et l'on
néglige les produits deux à deux de ces quantités. Dans ces conditions on
calcule les coefficients des deux formes quadratiques de Gauss de la Théorie
des surfaces :

E==i4-2<4 , . F=== ^.4-(4, G:=i4-2^., H=i4-î44-^,
D=<., D^^., ï)"==^

On en dédui t le carré de la distance de deux points voisins

^2==(I4- 2^4)(^24- 2(^4- v ' ^ d x d y + ( i+ 2(^.)â(y2,

qui était initialement ûfc^2+ rfj2. Il en résulte la connaissance de l'allongement
relatif

ôl _ M ,̂ ̂ 2 -+• ( Uy-{- v'yç) dx dy -4- (\. 6/y2

T ~-' dx^ + ̂ j 2 '(27)

On détermine ensuite, par des formules classiques, la valeur de la courbure
normale

J__w^ d.x2 -h 2 w"^ dx dy -+- w'ys dy2

Rm ~~ ^ 2 4 - â f J 2 î .
(28)

et celle de la torsion relative

(29)
ï _ w'^y ( dx"- — dy"" ) -+- ( w'yï — w"^î ) dx dy

T ~ r ~ d x ^ d y 2 î

après déformation; auparavant, ces quantités étaient identiquement nulles. La
formule suivante :

-> ( -> -^\
_ï_ __ ^P^P A N )
R^ ~ H ds^

donne la valeur de la courbure géodésique. Le numérateur vaut

d2 x + d2 u dx -{-du — w^.
,9 7o / i d^x + d^u dx 4- du

d^y^-d^v dy-^dv - ̂ . - „ 7 , ( i+<4+<) .
,, , , ' , d^y-^d^v dy-^-dv x r '

d2w dw 14- .̂4- ^r



NOUVELLES APPLICATIONS DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MÉCANIQUE. 43

Quant au dénominateur , il fait in tervenir l'actuel A2, c'est-à-dire dxî+d•YÎ et
<vl 'allongement relatif . :

H ds^= (i -f- (4.4- ^.) (^4- ^y2^ ̂  ̂ . 3 ̂ V

D'où le nouveau rayon de courbure géodésique,

d2 x 4- â^ u dx 4- 6^

(3o) i _ d^y^-d^v dy 4- dv [ ^l\
R — ——————————————————Ti—————— T — 3 ,- ,
^ /^-2 i ,7./2\2- \ < /{dx^dy^

l'ancien valant
d^xdy — d^y dx

(dx2-^- d^-y

15. GRILLE VERTICALE A BARREAUX OBLIQUES. — Imaginons des barreaux tous
identiques, inclinés de l'angle ±a sur l'horizontale, régulièrement disposés,
limités à un cadre rectangulaire ABCD dont deux côtés AD et BC sont verticaux.
On admet un encastrement partait en chacun des nœuds du système. Nous nous
proposons de trouver, dans une étude sommaire, l'équation différentielle à
laquelle satisfait la fonction-paramètre dont dépend la déformation du système
soumis à des charges réparties systématiquement sur les côtés AB et CD.

Recherchons d'abord la condition qui lie les composantes u et v du déplace-
ment, sur Ox horizontal et Oy vertical. Le point de coordonnées x, y vient
après déformation en œ-\-u,y+ç. Le point voisin du précédent, situé
sur la poutre inclinée de + a qui passe par ce point , a pour coordonnées
n?+/cosa,y+/s ina avant la mise en charge, et

x + u 4- IÇcoscx, -+- u'^coscx, -+- u\.s'm(x)

y 4- v 4- /(sina 4- (4cosa 4- (^.sina),

après l'application des charges. Le petit vecteur de composantes /cosa, /sina
a pour nouvelles composantes

^(i + î4)cosa 4- u'y sma], /[(4 cosa 4- ( i 4- v ' y ) sina],

tandis que le vecteur analogue, issu du même point mais inc l iné de — a a pour
nouvelles composantes

l'[(î 4- ^)cosa — ^.sina], /'[^cosa — ( 1 4 - ^)sina].

D'une première manière, le produit scalaire de ces deux vecteurs, après
déformation a pour valeur

c'est-à-dire
//'[(i 4- u'^cos2^ — u'y^-siïi^ 4- ̂ cos^ — ( i 4- O^m2^

//'[(i 4- a^cc^a — (14- 2^.)sm2a]
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quand on néglige les termes du second ordre. D'une seconde manière, ce
produit scalaire vaut encore

( / 4 -â / ) ( / / 4-ô / / ) cos2a

par suite de la conservation de l'angle 200 des petits vecteurs. La comparaison
de ces deux valeurs donne la relation suivante :

( i 4 - - . ) ( i 4 - - . 7 - ) cos 2 a == ( i 4-2 u'^ ) cos2 a — ( i 4- 2 v\. ) sin2 a,
\ i ) \ L )

c'est-à-dire, après avoir développé les calculs
2 sin2 a cos'2 a ( u'^ — v'y ) == o.

Comme a n'est pas un multiple de -? sinon les systèmes de poutres ne seraient
pas distincts, on peut satisfaire à la condition précédente en introduisant la
fonction-paramètre y telle que

u==^y, ^=q4 (2).

Comme nous nous bornons à l'écriture rapide de l'équation aux dérivées
partielles du problème, sans nous soucier des conditions de contour, quelque
important que soit matériellement ce contour, il suffit de calculer l'énergie des
systèmes de poutres croisées. Nous calculons d'abord l'énergie de courbure et
d^allongement du système de poutres inclinées de + ^- Le changement de a en
— a donnera ensuite les énergies correspondantes pour le second système.

Le calcul direct, ou la formule (27), donne l'allongement relatif d'une poutre
^ »
— == (p^ 4- (9^4- 9^) sina cosa.

On en déduit, pour cette seule poutre, l'énergie d'allongement relatif à une
petite longueur / :

- E^/[cp^.y 4- (<p^24- (pï-2) sina cosa]2.
2

Considérons maintenant une petite aire rectangulaire dxdy dont les côtés
parallèles aux axes ont pour longueur dx et dy. Cette aire est équivalente à
celle d'un parallélogramme de base horizontale dx et dont l 'autre côté,
parallèle aux poutres considérées a pour longueur 1= —J— - Déformons encore
ce parallélogramme de façon à obtenir un rectangle équivalent'dont l'un des
côtés est /, et l'autre ûtesina. Dans sa largeur sont comprises —.—poutres

(2) Cette condition entraîne le fait suivant : en chaque point de la membrane, les directions
faisant les angles ± p avec Phorizontale, tournent du même angle, qui dépend en général de p.
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parallèles, X étant la distance de deux poutres voisines. Si S représente la
région du plan où est la grille, l'énergie d'allongement des poutres du premier
système a pour valeur

TT 0 /T*
—T ^ ly^-r 4- ( 9^ 4- <p^) sin a cosa]2 dx d y .

w "s

Pour le même élément de poutre, l'énergie de courbure a pour valeur

WA^-)2.\ n?/
La formule (3o) donne la nouvelle courbure qui est identique à la variation de
courbure, car la courbure était init ialement nulle. Cette formule s'écrit dans le
cas actuel

[ d^u cosa |

i | dîv sina [ . d^u d^-v
-p == ———-T-,———== sina — — cosa •—,^g as2 ds1 ds2

de sorte que

p- = sin a ( cp^. cos2 a -»- 2 cp^i sin a cos a 4- qÇ, sin2 a )

— cosa (9^.3 cos2 a + 29.^. sin a cosa + (p^yssii^a).

On en déduit comme précédemment l'énergie totale du premier système de
poutres

Ï7T /T*
^ j [cosa(— 9.^cos2a 4- ̂ sm2a) 4- sina (—cp^-cos^ 4- (p^sh^a)]2 dx dy.

's

On est donc conduit à l'énergie de l'ensemble des poutres, contour exclus :

^ == -y jf [<ï42 4- ( îp:^ 4- cp'y. )2 sin2 a cos2 a] dx dy
*~ '§

+ T \\ [cos2a (—?ï3co s2a4-9^sin2a)24-sin2a(—<p.^.cos2a 4- 9^ sin2 a)2] d x d y .
' ^•s

La variation de cette intégrale, telle que la donne le calcul des variations,
quand on suppose la variation nulle au contour (ce qui n'est pas le cas en
général pour notre problème, mais cela est sans influence sur l'équation aux
dérivées partielles et n'agit que sur les conditions de contour que nous laissons
de côté) peut se calculer simplement. Si X et Y sont les opérateurs
symboliques ̂  et . » l'équation cherchée s'écrit

{ E[X2Y^+ (X2 4- Y2) sin^ cos-a] - ̂ (X^-cos^-a 4- Y^n^a) (X2 cos2 a - Y2 sin2 a)2 { y= o

Si dans cette équation on fait a == -^ on retrouve le même résultat qu'avec

l'équation aux dérivées partielles du problème précédent, après avoir toutefois
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effectaé une rotation des axes de , et supposé les deux systèmes de barres
identiques

^'=^, F==I, ^ = = / = À .

Si l'on désire écrire les conditions au contour, on opère comme au para-
graphe 13, c'est-à-dire que l'on ajoute à l'énergie des systèmes de poutres
l'énergie du contour ; puis on calcule la variation de cette énergie toute entière,
et l'on transforme le résultat grâce à des intégrations par parties, de façon à le
mettre sous la forme suivante :

(Tp^d^dy+ C f Q i Ô 9 + R ^ ô c p - 4 - S i — — Ô 9 + .. .\ dx
§ x-1- •§ " e

-h Ç ( Q 2 ^ + R 2 . ^ 3 c p + . . . ^ j + f -+- Ç +EA+EB+Ec4-Eu==o.
A ^3 ^4

Les conditions aux limites sont
sur 'S : P == o, sur .̂ - : o == Qî=== R^ == Si =:. . . ;

en A : EA== o, . . . .

Elles expriment naturellement les conditions d'encastrement au contour,
mais il est inutile de le vérifier. Ce sont ces conditions qui doivent déterminer
la solution de l 'équation aux dérivées partielles.

16. GRILLE HORIZONTALE. — Un assemblage de poutres encastrées qui intervient
souvent dans la construction de dallages en béton armé est le suivant : deux
systèmes de poutres parallèles équidistantes sont construits simultanément, de
sorte qu'aux nœuds on a pratiquement un encastrement parfait. Cet assemblage
a une forme rectangulaire, dont le contour repose sur des appuis simples, un
rectangle égal horizontal. Nous admettons ici une répartition constante de
charges verticales, p par unité de surface; nous supposons par surcroît toutes
les poutres identiques. Nous admettons en première approximation que le
déplacement d'un point de la grille, sous l'action des charges, est vertical,
égal à w(x,y\

Le potentiel de forme d'un élément de poutre de longueur très petite, /, est

4GJ(A^)^EI/A^)^EI/A^)2].
2 L \ i r / \ Hm/ \ ^W J

la et la sont respectivement les moments d'inertie de l'aire de la section
droite par rapport à l'horizontale et à la verticale du centre de gravité.

Or, en l'absence de charges, —. —? — sont nuls pour une poutre droite ; le
1 r ^m rl^

potentiel de forme se réduit donc à
/ /GJ El? EI^\
2\Tf. +^ + Rj; '
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ces quantités étant calculées dans la position déformée. La formule (27)
montre que l 'allongement relatif est identiquement n u l (c'est de l'hypothèse
inverse qu'on déduit la null i té de u et ^). Les formules (28) et (29) donnent -L-

^m

et — » la formule (3o) montre que — est nul.
/ 8

Dans une première hypothèse, nous supposons que les côtés du rectangle
qui sert de contour sont parallèles aux deux systèmes de poutres, qui sont donc
orthogonaux. Pour le premier système de poutres, un élément de longueur / a
pour potentiel de forme

^[GJ«^+EI«^].

Il en résulte pour toute la surface le potentiel

^(f[^W^ ^W^dxdy.
's

De la même manière on a pour le deuxième système de poutres

^ (f^nw'^Y^^Hw'y^dœdy.
^•s

Le potentiel de la grille horizontale est donc défini par

2OT= I (T^GJ^.+ElÇw"^ -+- w^)\dxdy.
^•s

Le travail élémentaire des forces extérieures, dans un déplacement virtuel 8^,
valant

— p ^ w d x d y ^
c. *

on en déduit l'équation différentielle du problème

.-, à^w (à'^-v à^w\ .
2 GJ A ÏA . + EI ~r~. -4- -T-. ) + ̂  == o.àx1 à y - \àx^ ày^ ) Jt

Un calcul plus complet donnerait les conditions au contour.
Dans une deuxième hypothèse, nous admettons que les poutres sont inclinées

de l'angle ± a sur l'axe des x. Les deux axes Qx et Oy étant des axes de
symétrie du système matériel. On calcule le potentiel de forme de la manière
indiquée ci-dessus et l'on trouve

OT = ̂  (T { GJ [ w .̂ cos2 2 a 4- ( w"y. - <.)2 sin2 a cos2 a ]

+ El f( w"^ cos2 a -t- w'^ sin2 a )2 -+- w"^j. sin2 2 a]} dx dy.
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Le travail virtuel des forces extérieures ayant la valeur précédemment
donnée, on forme sans peine l'équation différentielle du problème

{ GJ [X^cos^a + (X 2 — Y^sm2^ cos^J
-hEI^X^os^ 4-Y 2 sm 2 a) 2 -^-X 2 Y 2 sm 2 2a] } w + ̂ p = o,

avec les symboles

X^-^-, =-^.
àx^ ^ ~~ ày'

II conviendrait d'adjoindre les conditions aux limites qu'on obtient en
formant complètement la variation du potentiel de forme.

17. FORME OPTIMA DES COLONNES DE RÉVOLUTION POUR RÉSISTER AU FLAMBEMENT. —

Nous donnons un dernier exemple d'application du Calcul fonctionnel pour
déterminer le rayon rÇx) à donner à une colonne de révolution verticale
supportant la charge verticale Q donnée, de manière à employer le min imum
de matériau. La longueur / de la colonne est une donnée du problème.

Ox est l'axe de révolution et 0 une des extrémités de la colonne. Nous
employons la théorie sommaire du phénomène. Soit y(^) la déflexion de la
poutre, sous l'action de la charge Q, supposée nulle aux extrémités de la poutre.
Calculant de deux manières différentes le moment fléchissant en un point on
parvient à l 'équation différentielle du second ordre

77-Er4

(3i) -^-y+Qj=o,

où l'on considère, en général, y comme la fonction inconnue et r(x) comme
donné. Il n'existe de solution non identiquement nulle pour cette équation,
et satisfaisant aux conditions aux limites trouvées, que si Q prend l 'une ou
l'autre des valeurs d'une certaine suite.. La plus petite de ces valeurs est la
valeur critique de flambement, au-dessus de laquelle la colonne se brise, car
une petite déformation s'amplifie.

D'un autre côté, nous voulons choisir la fonction rÇx) de manière que la
quanti té de matière utilisée soit min imum :

(82) ô F 7: r^dx^o.
^o

Nous nous ramenons à un problème du Calcul des variations en considérant que
c'est y(^) la fonction variable dont dépend le problème, et non /'(a?) comme il
est d'usage de le faire.

Soit doncj(o?) une fonction arbitraire, continue, possédant un nombre
suffisant de dérivées continues, cette fonction étant nulle pour^==o et a? == /.
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La supposant connue, l'équation (3i) fournira r :
^ 2Q yr ~ ^Ey 1

Enfin, y(^) doit satisfaire à la condition
r.1 ,-—————"f.v-f-1'^'-J. \ y

C'est un problème bien connu du Calcul des variations. On forme l'équation
d'Euler :

i d2i d^ / y _

yÏ^^^V"^""0'

On peut l'intégrer complètement, mais nous avons trouvé des difficultés dans la
détermination des constantes d'intégration.

18. CONCLUSION. — La diversité des problèmes traités montre tout l'intérêt
qu'il y a à introduire le Calcul fonctionnel en Mécanique et aussi en Physique.
Le détail des calculs mis à part, la méthode est simple et relève directement des
conceptions de Lagrange au sujet du principe du travail virtuel. Il semble que
les exemples étudiés sont relativement simples dans le cadre de l'Analyse fonc-
tionnelle.

Nous avons vu divers procédés pour introduire ou éliminer les réactions au
contour. Le procédé, peut-être le plus intéressant, a consisté à ne les introduire
que par leur travail virtuel élémentaire, puis a traduire exactement le principe du
travail virtuel. Un trouve ainsi une intégrale de surface augmentée d'une intégrale
curviligne et de termes isolés au contour (points singuliers tels que sommets de
rectangles, ou appuis), dont l'ensemble doit être nul quel que soit le déplace-
ment virtuel. L'écriture de cette condition se fait immédiatement, si l'on est
assuré que les fonctions-paramètres sont indépendantes. Sinon, ou bien on
recherche des fonctions-paramètres indépendantes, ou bien on introduit
les multiplicateurs nécessaires. De toutes façons on forme simultanément
l'équation ou les équations différentielles du problème et les conditions aux
limites.
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