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THEOREMES LIMITES AVEC POIDS POUR LES MARTINGALES
VECTORIELLES A TEMPS CONTINU

Faouzi CHAABANE! ET AHMED KEBAIER?

Abstract. On développe une approche générale du théoréme limite centrale presque-siire pour les
martingales vectorielles quasi-continues a gauche convenablement normalisées dont on dégage une ex-
tension quadratique et un nouveau théoreme de la limite centrale. L’application de ce résultat a
I’estimation de la variance d’un processus a accroissements indépendants et stationnaires illustre 1'usage
qu’on peut en faire en statistique.
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1. INTRODUCTION

1.1. Motivation

Etabli suite aux travaux pionniers de Brosamler [2] et de Schatte [11], le théoréme de la limite centrale
presque-sire (TLCPS) a révélé un nouveau phénomene dans la théorie classique des théoreémes limites. En
effet, pour une marche aléatoire (S, ),>1 dont les accroissements sont des v.a. i.i.d., centrées de variance C, le
(TLCPS) assure que les mesures empiriques logarithmiques associées aux v.a. (n_l/ 25,), c’est-a-dire :

N
N = (10gN)_1 Z’n_ldnfl/zsn
n=1

vérifient
UN = foo P-S.,

0l s est la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance C, §, désigne la mesure de Dirac en x et “ = 7 désigne
la convergence étroite des mesures ou la convergence en loi des variables aléatoires. Dans ce cadre, on dispose

Mots Clés. Martingales quasi-continues, théoréme limite centrale presque-sure, loi forte quadratique, loi logarithmique itérée.
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de la propriété suivante appelée loi forte quadratique (LFQ) :

N
lim (log N)~* Z n 282 =C p.s.
n=1

N—o0

Le théoreme de la limite centrale presque-sire ainsi que la détermination des vitesses de convergence de la
LFQ sous-jacente ont mené a une littérature étendue durant la décennie passée. En effet, ces propriétés ont été
généralisées aux martingales discretes unidimensionnelles par Chaabane [3] et Lifshits [10] puis aux martingales
discrétes d-dimensionnelles par Chaabane et al. [6] et Bercu [1] et ensuite aux martingales continues par Chaa-
bane [4]. Les résultats de Chaabane [3,4] ont été obtenus grace & une approximation forte de la martingale M
par une trajectoire Brownienne. Alors que les résultats de Chaabane et al. [6] et Chaabane and Maaouia [5] ont
été obtenus en reprenant la technique de la fonction caractéristique utilisée par Touati [13] pour démontrer une
extension du théoreme de la limite centrale pour les martingales.

Le but de cet article consiste d’une part a généraliser le théoreme de la limite centrale presque-sire aux
martingales quasi-continues a gauche et d’autre part a établir des théoremes limites précisant les vitesses de
convergences (en loi et au sens presque-siir) de la loi forte quadratique (LFQ) dans ce cadre. L’exemple suivant
met en évidence 'application des différents théoremes obtenus et leur usage en statistique.

1.2. Estimation de la variance d’un PAIS
Soit (S¢)i>0 un processus & accroissements indépendants et stationnaires (PAIS) dont la mesure de Lévy des
sauts v(dt,dx) = dt F(dx) vérifie :
/|x|2pF(dx) < oo pour un p > 1, (1.1)

F' étant une mesure positive sur R*. On note :

St

m=ES, a2=ESf—m2 et thT-

La loi forte quadratique (voir th. 2.2) nous permet de dégager un estimateur fortement consistant de 0. En
effet, on a le résultat suivant

dont on déduit que
S, —mr)?

67 = (1og(1+t))—1/0 ((HT)Q

est un estimateur fortement consistant de 0. Le théoréme de la limite centrale associé & la loi forte quadratique
(voir cor. 2.2) nous permet d’établir le résultat suivant

Viog(1 +1t)(67 — o%) = N(0,40%).

Dans la partie 4, ces résultats seront améliorés par une technique de pondération.

dr

1.3. Préliminaires

On note |.|| la norme Euclidienne sur RY. Pour une matrice réelle carrée A : A*, tr(A), et det(A) désignent
respectivement la matrice transposée, la trace et le déterminant de A. La norme de A est définie par :
|A||? = tr(A*A). Le vecteur obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A est noté Vect(A) et
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[Vect(A) Vect(A)*]* est la matrice & blocs dont le bloc d’indice 1 < 4,5 < d est A;Af on Ay,..., Ay sont les
vecteurs colonnes de A. Le symbole ® désigne le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

Rappelons que toute martingale locale M admet une décomposition unique en M€ + M, ot M€ est la
partie martingale locale continue alors que M? est une somme compensée de sauts nulle en zéro. La variation
quadratique de M notée [M] est le processus défini de la maniére suivante :

[M]; = (M) + > AMAM;,

0<s<t

ot (M€); est 'unique processus croissant continu adapté tel que M M* — (M€) soit une martingale locale nulle en
zéro. le compensateur prévisible du processus [M] est noté par (M). Dans la suite, on considére une martingale
quasi-continue & gauche M = (M,;);>o d-dimensionnelle, localement de carré intégrable, définie sur un espace
de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0,P) (voir Jacod and Shiryaev [8]) et un processus déterministe V = (V;);>0 &
valeurs dans l’ensemble des matrices inversibles. Pour v € R?, on définit

Dy(u) := exp(—%u*(Mc)tu + /O1t /Rd (exp(i(u,z)) — 1 —i{u, ac))VM(ds,dx)>

ou v est la mesure de Lévy des sauts de M. Le théoréme fondamental suivant de Touati [12] nous sera utile
dans les preuves de nos principaux résultats. Il donne une version généralisée du TLC utilisant non pas la condi-
tion de Lindeberg mais une hypothese sur les fonctions caractéristiques valable méme dans le cas non gaussien.

Théoréme 1.1 (théoréme limite centrale généralisé pour les martingales). Soit M = (M;);>0 une martingale
locale, d-dimensionnelle, nulle en 0 et quasi-continue & gauche. Soit V- = (Vi)i>0 une famille déterministe de
matrices inversibles. Et soit Q une probabilité sur lespace € (X, R?) des fonctions continues de X dans RY (o
X désigne un espace vectoriel de dimension finie). Si le couple (M, V') vérifie Uhypothése :

(Vi) 71u) = oo () p.s.
(30) :
Do (n,u) non nulle p.s.

ol n désigne une v.a., éventuellement dégénérée, a valeurs dans X et pour (z,u) € X x R? :
Buczy0) = [ exp(iu,§)m(z,d6)
R

désigne la transformée de Fourier des lois conditionnelles unidimensionnelles (w(z,.);z € X) de la probabilité
Q. Alors

Zy =V, My = Zoo = %(n)
de maniére stable ot (X(z),z € X) est un processus de loi Q et indépendant de la v.a. 7.

Les principaux résultats sont énoncés au paragraphe suivant et démontrés au paragraphe 3. Dans le pa-
ragraphe 4, on donne 'application des résultats théoriques de la partie 2 pour 'estimation de la matrice de
covariance d’un processus d-dimensionnel a accroissements indépendants et stationnaires.
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2. ENONCES DES PRINCIPAUX RESULTATS

Désormais on dit que la normalisation matricielle (V;) vérifie les conditions (C) si les trois propriétés
{(C1), (€2), (€3)} suivantes ont lieu :

e (C1) t — V; est de classe ¢ ;

e (C2) il existe sp > 0 tel que pour tout t > s > sg on a ViV* < V;V;* (au sens des matrices réelles symétriques
positives) ;

¢ (©3) il existe une fonction a = (a;) continue sur Ry, décroissante vers 0 a Uinfini, telle que :

t
At::/ asds T oo pour t 71 oo
0

et une matrice U vérifiant :

U+U*=S5, S inversible
a;lvt—l% —U = A, avec limy_ .o Ay =0.
Les conditions (€) sont notamment vérifiées lorsque la normalisation (V;) est de type scalaire, a savoir
Vi = vily,

ol t + v; est une fonction de classe ¢! telle que ¢ — v? soit croissante pour t assez grand. Dans ce cas, on a
évidemment

atzvt_l%:%%bgvf, et U=1I4.
Remarque 1. Notons que la condition (€1) est nécessaire afin de pouvoir gérer les formules d’intégration par
parties qui apparaissent dans nos preuves. La condition (€2) apparait comme une condition naturelle, vu que
(Vi)e>0 sert de normalisation pour la martingale (M;)¢>o. La condition (€3) permet de donner un équivalent
de la vitesse log(det V,2) (voir la relation (3.4)) et de controler la vitesse de sa différentielle. Ces conditions sont
simples a vérifier, surtout dans le cas d’'une normalisation scalaire (v)>o0.

2.1. Théoréme de la limite centrale presque-siire généralisé

Théoréme 2.1. Soit M = (M;)i>0 une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en 0 et quasi-continue &
gauche. Soit V.= (Vi)i>0 une famille déterministe de matrices inversibles satisfaisant aux conditions (C), ci-
dessus, avec

A = O0(A P, (r—o0) pourun (>1.
Si le couple (M, V) vérifie I” hypothése (H) du théoréme 1.1 et Uhypotheése

(H1) : Vil (M) (V)™ = C pes., (t— 00),

(ot C' est une matrice aléatoire ou non) alors les mesures (ur) aléatoires définies par :

R

pr = (log (detVZ)) ™" / 5z, dlog (det V), od Z, =V, "' M,
0
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vérifient la version généralisée suivante du TLCPS :
(TLCPSG) : PR = lloo D-S., (R — 00),

0U Yoo est la loi de Zoo = X(n) (cf. th 1.1).
Remarque 2. Notons que le TLC classique s’obtient sous I'hypothese (H1) et la condition de Lindeberg

t
(3 : V§ >0, /Rd/O HV,fl:cH21{||V;1m”>5}1/M(ds,d:c) — 0,

t—o0

lesquelles impliquent 'hypothese () avec
1
n=CY? et Do (1, u) = exp (—§u*0u) ,

et que les preuves sont plus faciles & mener sous (H') que sous (H).

2.2. Lois fortes quadratiques associées au TLCPS
Le théoreme suivant donne une loi forte des grands nombres avec une normalisation matricielle :

Théoréme 2.2. Soit M = (M,;)i>0 une martingale locale, d-dimensionnelle, quasi-continue & gauche et nulle
en 0. On suppose que pour une famille de matrices inversibles V.= (Vi)i>0, vérifiant les conditions (€C) avec

A = O0(AP), (r—o0) pourun B>1

T

le couple (M, V') satisfait aux hypothéses : (H), (H1),

(H2) : Vi ML) ™ — € pes.
et
(H3) : C = /xx*d,uoo(ac).
Alors on a les résultats suivants :
—1 R
(LFQ) : (log (det V;3)) / V;IMSM;V;*_Id(log(detVf) P C p.s.,
0 — 00
(LL) : |V,7I M, || = o(y/log(det V;2)) p.s.

Ces deux propriétés sont encore vraies en remplagant ’hypothése (H2) par

(H'2) : dpe [1,2];/ / (1+ APVt 2P (ds, dz) < 00 p.s.
0o Jra

Remarque 3.

(1) Phypothese (3{'2) implique que
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(2) Notons aussi que 'hypotheése (H3) est automatiquement vérifiée sous les hypotheses (H') et (H1), car
dans ce cas Zo, = C''/2G o G est une v.a. gaussienne d-dimensionnelle standard indépendante de C'.

2.3. Vitesse de convergence de la LFQ

On donne ici un TLC précisant la vitesse de convergence en probabilité de la LFQ établie ci-dessus. A cet
effet, on renforce I'hypothese (H'2) de la fagon suivante

(FH"2) : Ip e [1,2); ;7 Jpa(1+ A P2V ]| (ds,dz) < 0o p.s.

Sous cette hypothese (c¢f., rem. 2), on montre que

/O (Vo)L d[M]s — A(M)) (V) = 0(AV?), pas.

Théoreme 2.3. Soit M=(M;, t > 0) wune martingale locale, d-dimensionnelle, quasi-continue & gauche, nulle
en 0. On suppose que pour une famille de matrices inversibles V= (V;)1>0 vérifiant les conditions () le couple
(M, V) satisfait aux hypotheéses : (3(), (K1), (H"2) et (H3). Supposons de plus, que la condition (C3) est vérifiée
avec Ay = O(At_sm), (t — 00). Alors posant

on a
t
(log(det V2)) / [UDS +DSU*}d(log(det V2)) = vae, pour (t— oo)
0

ou conditionnellement a C, vs est une loi gaussienne matricielle centrée, indépendante de la v.a. C' et de
covariance

¢ =20®C+ 2[(Vect(0)) (Vect(C’))*} .

Remarque 4. Sous les hypotheses du théoreme 2.3 on a en fait le résultat plus fort suivant
—12 [, = ~
{(log(det V2) / [UDS + DSU*}d(log(det Vf)),v;lMt} = Voo @ Jloo,  pOUr  (t — 00)
0

dont la preuve est une adaptation au cas continu de celle du théoréme 2.3 de Chaabane and Maaouia [5]. Cette
preuve est plus difficile & mener sous 'hypothese (H) que sous hypothese (H').

Corollaire 2.1. Dans le cadre du théoréme 2.3, si R est la matrice symétrique positive solution de l’équation
de Lyapounov

RU+U*R=C,

alors, on a pour t — oo

(log(det V2)) / t tr (Vo (MM = (M),) (V)™ )d(log(det V2)) = 24/tr(CRCR)G,

ot C = CU 4+ U*C et G est une variable gaussienne centrée réduite et indépendante de C.

Corollaire 2.2. Si les hypotheses du théoréeme 2.3 sont vérifices avec une normalisation scalaire alors, on a

(log(vf))fl/2 /Ot vy ? [MSM: — <M>5]d(log(vf)) = Voo, pour (t— o0)
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ot conditionnellement a C, vy est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de C et de covariance
1
20'® C + 2| (Vect(C)) (Veet(C)) |
3. DEMONSTRATION DES PRINCIPAUX RESULTATS

On donne d’abord une propriété nous permettant de simplifier les preuves des principaux résultats. La
différentielle du déterminant d’une matrice inversible X est donnée par

ddet(X) = det(X) tr(X 'dX). (3.2)
On en déduit alors que
t
*\ — d *
/0 tr{(VsVs ) (WY, )}ds = log(det V)2, (3.3)
en supposant que Vo = I et compte tenu de la condition (€3) on voit que
log(det(V;)?)
_— 1 t 3.4
e 1 powr (t=o0) (3.9

ou S est la matrice introduite dans (C3).

3.1. Preuve du théoréme 2.1

3.1.1. Préliminaire

Pour démontrer le théoreme 2.1 on va étudier la convergence de la fonction caractéristique de la mesure up
donnée par

1 R
Yr(u) = (10g (det VI%)) /0 exp{i{u, Z.)}d(log(det V;?)).

Lemme 3.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1

R
Ar = Yp(u) — Al_%l/ exp {i (u, Zy)} dA, — 0 p.s. (R — o0).
0

Preuve. En décomposant I'expression de Az comme suit
AR = AR + A%,

avec

Ak = (log (det Vé))71/0 exp{i(u, Z,)}d(log (det V;?) — 2tr(U)A,)
et

R
A% o= ((2tx(U) log (det Vﬁ))f1 — Az / exp {i (u, Z,)} dA,,
on remarque que ’
k| < [log (det V2)| ™" |log (det V2) — 2 tx(U) Ag|

on déduit alors de la relation (3.4) que AL — 0, (R — 00). De la méme fagon on voit que

Mgl < 2 an i)

7—1‘ 0, R .
og (det V32) - pour (R — o)

Ce qui acheve la preuve du lemme. O
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Compte tenu du lemme précédent on conclut que pour démontrer la propriété (TLCPS) il nous suffit de
prouver que

R
A / exp {i (u, Z,)} dA, — dos(mu) pour (R — o0) (3.5)
0
ott P (n,u) est la fonction caractéristique associée a la mesure limite fioo. A cet effet, notons

By (u) := —% u* (M), u +/Ot /]Rd (exp{i (u,z)} —1 fi<u,x>>1/M (ds,dxz)

et considérons le processus (Li(u))¢>o défini par
Ly(u) == [®4(u)] " expi (u, M),

ou on rappelle (¢f. paragraphe 1.3) que ®;(u) := exp{B:(u)}. Alors on a le résultat suivant

Lemme 3.2. Le processus (Li(u))i>0 est une martingale locale complexe. De plus on a

L, (u)] < exp{ %u (M), u} . (3.6)

Preuve. Comme (B; (u)),~, est un processus continu on en déduit que (L;(u));>o est une martingale locale
complexe (cf. Jacod and Shiryaev [8]). D’autre part le module de celle-ci vaut

1 ¢
|L¢ ()] = exp {5 u* (M€), u} X exp {/ / (1 —cos (u,z)) v" (ds,d:c)} . (3.7)
0 JRre
Ainsi la majoration (3.6) découle directement du fait que
1 —cosz <z%/2, Yz eR. O

Par conséquent, démontrer la relation (3.5) revient & prouver que
R
A}_zl/ Lo((V) ') @, (V) 'u)dA, — @o(n,u), pour (R — oo). (3.8)
0

Afin d’exploiter le lemme précédent, on introduit les temps d’arréts suivants. Pour v fixé dans R?, soit b > 0
un point de continuité de la v.a. tr(C) et ¢ > 0 un point de continuité de la v.a. |®(n,u)| . Considérons les
événements

Eﬁ = {tr(Cy) > b} et EY¢= {|q)r((VT*)_1u)|_1 S c} ,

avec
et le temps d’arrét :

avec

inf {t <r / tr(VHM) (V7)™1) >b} si E? est réalisé,
T .=
r sinon
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et

inf{t <r / |®((V;;) ')t >¢c} si E%° est réalisé,
T (u) ==

r sinon.

Notons que d’apres I'inégalité (3.6), (LMTT ((VT*)_lu)) est une martingale locale complexe dont le module
>0

est majoré par exp(b ||ul|? /2). Cest donc une martingale d’espérance 1. D’oit la propriété :
E Loar, (V) 'u) = 1.
Par conséquent,
R
A [ L) ) (V) )4, — D) =

R
A}_%l /0 |:LT/\T7' ((V;*)ilu) - 1:| q)oo(na u)dAr + AR (ba ¢, u) + 5;%(1)7 ¢, u) + 5%(1)3 C, u) (39)

avec
R R
Apg (byc,u) = A;-il / exp {z <u, Vfer>} dA, — Agl / exp {z <u, V,flMMTT>} dA,, (3.10)
0 0
R
) 1= A7 [ Lo ()70 [0 (7)) — @oc )] 4,
0

et

R
St con) = AR! [ Lo, (V)7 0) [, (V)7 M) = @, (V7)) A
0

Ainsi, la relation (3.8) est immédiate des que les deux propriétés suivantes ont lieu

msupg o oo |Ar (b, c,u) | + 0% (b, ¢,u) =0

(3.11)

limp_ o0 [0%(b,c,u)| =0

et
R
A;;/ [LMT,,((W)*U) - 1]dAT —0p.s. (3.12)
0

3.1.2. Preuve de la propriété (3.11)

Comme |Lynr, (V)" 'u)| < ¢, on en déduit que

R
Fribcc) < ezt [ [0, (7)) = B

Ainsi, vu 'hypothese (H), il vient que

Rm |6% (b, c,u)] =0 p.s.

Par ailleurs, comme r — ‘(I)T(u)‘ est décroissante, on obtient que

R
Agr(b,e,u) Vo5 (b,c,u) < 2A1}1/ 17, <pydA,.
0
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Or, d’une part on a

HT, <) SV oy Y TS ) < 1)

et d’autre part, P(tr(C) = b) = P(|®s(n,u)| "1 = ¢) = 0. Par conséquent, & I'aide des hypotheses (H1) et (3),
il vient que

limsup Ag(b, c,u) V §5(b, c,u) < 2(1{tr(C’) > b} + 1{|(I)oo(77;u)|71 > c})

R—o0

Ainsi, en faisant tendre b et ¢ vers I'infini de maniere séquentielle et de sorte qu’on ait toujours P(tr(C) =b) =
P(|®s(n,u)| ™' = ¢) = 0, on obtient que

limsup |Ag (b,c,u) |+ |6% (b, c,u)| = 0 p.s.

R,b,c—00

En vue de simplifier les notations, on pose

L,(u) := Lyar, ((Vr*)_lu)'

La suite de la preuve du théoreme, consiste a établir la convergence p.s. des moyennes A;Ll fOR ﬂr(u)dAT vers 1.
On se propose alors de montrer d’abord que cette convergence a lieu en moyenne quadratique. D’ou I'étape
cruciale suivante consacrée & 'estimation de la covariance du couple (L, (u), L,(u)).

3.1.3. Estimation de la covariance du couple (Er (u),L, (u))

Pour tous u € RY, (p,7) € Ry x Ry avec p < r, notons

Ky (u):=E { (z,, (u) — 1) (ET (u) — 1)} .

Comme (LtATT ((VT*)_IU)) est une martingale d’espérance 1 on vérifie aisément que :

>0
Kpr(u)=E {ffp (“)m} —1

~5{ L, WE{L @) B } | 1
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Or, de I'inégalité (3.6), on voit que, d’une part
. 2
E ‘Lp(u)‘ < Eexp { W VM), (V) u}
< exp {b Hu||2}

et que, d’autre part
E Lo, (%) )| < Bexp { " Vit (M), 0, ()7 )
< exp {bllul’ ||V, "}

t

Ensuite, en utilisant I'inégalité : V¢ > 0, e’ — 1< tet il vient que

E Lo, (V) )" = 1< b ull® [V o | exp {b P ViV, |*
Notons que par la condition (€2) on peut majorer ||Vr_1VpH2 par d, par conséquent
xy—1 |2 2 -1 2 2
E Lo, (V) 0)[* = 1< bl [ V7V, |* exp b ul*d} .
En conclusion, il existe ¢ > 0 tel que

()] < ||V, | (3.13)

pour une constante positive indépendante de p et de r.

3.1.4. Convergence presque-stre de Agl fOR L, (u) dA, vers 1

Montrons d’abord que

=0 (Ag), (R— ). (3.14)

En effet, on a

R pr
E =2 / / K,,dA,dA, (3.15)
0 0

R, 2
/O (Lr(u)q)dAT

or, de la relation (3.13) on obtient que

T T
- 2
/ |Kpr|dA, < C/ ||Vr 1VpH d4,

0 0

,
_ ctr((VTVT*)’l/ a,V,V; dp).
0
Mais la condition (€3) donne

d dV, dvr
—1 * *\—1 —1 *\—1
Vg V) T = Vg ()

=apS +ap(D, +4y),
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donc en prenant Vy = I, on a
T p
VoV Iy = / a,V, SV dp +/ apVo(A, + A5V Edp.
0 0
On en déduit que

tr{mv:)l / apvpsv;dp} —a- -2 tr{(%lvpmp(mlvpr}dp.
0 0

Par conséquent
{0 [Casvia) <are [Calaiv v,
0 0

Comme on a supposé que (pour 7 — 00) ||A,|| = O(A;?) avec 8 > 1, on peut affirmer que

tr{(VTVT”‘)1 /07‘ aprSVp*dp} =0(1), (r— o0).

Cette propriété est également vraie en y remplagant la matrice S par 'identité

tr{(VTV,."‘)1 /OT aprVp*dp} =0(1), (r— oc0). (3.16)

En effet, la matrice S étant symétrique définie positive, notant Amax(S) et Amin(S) respectivement sa plus
grande et sa plus petite valeur propre, on a

T

Amin () / a,V,Vidp < / a,V,SV3dp < Amax(S) / a,V,Vidp
0 0 0

(les inégalités étant évidemment considérées au sens des matrices symétriques positives). Il en résulte que

tr{(VTVT*)l/ aprSV;dp} O(tr{(VTVT*)l/ aprVp*dp}).
0 0

La relation (3.16) implique que
”
[ 1Kolan, o). ().
0
d’ot le résultat annoncé en (3.14), & savoir Ap' fOR L, (u) dA, tend vers 1 en moyenne quadratique.

Posant maintenant
Ry =inf{r /Yt >r, A >k},
il est clair que Ar, = O(k?) (k — 00). Par conséquent

AR /O " (ET(u) - 1) dA,

2

E =0 (k%) (k — o0);

ce qui implique que

Ry,
Agi/o L,(u)dA, — 1 p.s.
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Or pour R € [Rg, Ry11[on a:

}Aél /OR(ET(U)—l)dAT—ARi /ORk(ir(u)_1) < }AEI /OR(ET(u)—l)dAT—ARl /ORk(ir(u)—1)
el [ - aa - az [T R )

[T 1 L
SAE,C/R (ILr(u)] +1) dA, + |47 _A;‘k'/o (IL(uw)] + 1) dA,
k
<2(1+ C)Algi (ARk+1 - ARk)
1
=0(z): (k= o)

puisque (Ag,,, — Ag,) = O(k) Ceci acheve la preuve du théoreme 2.1. O

3.2. Preuve du théoréme 2.2

Pour Z; .= VrlMt et S la matrice introduite dans la condition (€3), la premiére partie de la preuve consiste
a démontrer la relation suivante

ot (||Zt||2 +2/ ZrSZ.dA, ) — tr(51/2051/2) : (3.17)
A cet effet, appliquant la formule d’It6 & la semi-martingale | Z:]|?, on obtient la relation suivante :
t t t
1z =2 [z vt v ([ oo voan) - [z vcamvnentze e
0 0 0

Posons

t
Ji= / 22 VAV (V)

t
K; = /V WMV et Qt:/ Zr v, dM,.
0

Avec ces notations, I'égalité (3.18) s’écrit :
1Ze]|* + i = 2Qq + tr(Ky) (3.19)

et on a les résultats suivants.

Lemme 3.3. Sous l’hypothése (H2) ou bien sous les hypothéses (H1) et (H'2), on a

Ky

At t~>oo

— UC +CU" p.s. (3.20)
Preuve. Par la formule d’intégration par parties, on voit que

AV MLV ™Y = VMV T = VAV VT ML (V) T

S S

= Vo ML (V)T v (V) T (3.21)

S
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¢ dvi\ ™ ¢ dv,
K;=C} —|—/ C. (VS_1 6) ds —|—/ (Vs_l ) Clds
0 ds 0 ds

avec CJ := V; " [M]4(V;*) ", Par conséquent,

t * t
Ki=C, +/ C: <a;1vs—1%) dA, +/ <as—1vs—1%> CldA,.
0 ds 0 ds

donc

Vu les conditions (€), il est clair que le résultat (3.20) a lieu sous ’hypotheése (H2) grace au lemme de Toeplitz.
Montrons qu’il est encore vrai sous les hypotheses (H1) et (H’'2). Le compensateur prévisible du processus
(Kt)tZO est

Ro= [ voaon.mo)

En utilisant une décomposition semblable & celle de K, on verifie que

t * t
f(t:CtJr/ C, (m—ld%) ds+/ (V;ldVS)CSds
0 dS 0 dS

t st * t dVS
=Ci+ / Cay! (V;l—) dA, + / ag*t (V;1 )OsdAs,
0 ds 0 ds

ot C; = V; H(M)y(V;*)~1. Si Phypothese (H1) est vérifiée avec une normalisation (V;)i>o satisfaisant aux
conditions (C), alors

% — UC+CU”" p.s. quand (t — o0).
t

Par ailleurs, posant

S

¢
Hy = K~ Ky = / VoAM= (M) (V)

0
on a AH, = V, 'AM](VF)~! = Vi Y (AM,)(AM;)*(V;)~!. Donc le compensateur prévisible du processus

croissant ~
oM =Y IAHPY =Y Vi AM|*

s<t s<t

t
. / / V2P (ds, de).
0 JRrd
Des lors, I'hypothese (H'2) signifie que

est

/ (14 A,)PdéPM < 0o pes.
0

Donc en vertu du lemme 3 de Le Breton and Musiela [9], on peut affirmer que la martingale

t t t
/ (1+A,)"'dH, = / (1+ A, HdK, — / (1+ A,) 'K,
0 0 0
converge p.s. vers une limite finie quand t — oo et il en résulte que

K — K,

I — 0 p.s.

La propriété (3.20) a donc lieu sous (H1) et (H'2). O
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Lemme 3.4.

¢
th/ Z75ZsdAs p.s. (t — o0). (3.22)
0

Preuve. On a

t _ t ds ds *
si= [Czviavwnwy iz = [z (e ) - (i) | e
0 0 dS dS

ainsi compte tenu de la condition (€3) on déduit le résultat annoncé. O

Lemme 3.5.
Qt = o(At) p.s. (3.23)

Preuve. La variation quadratique prévisible de la martingale locale (Q);>0 vaut :

t t
@na/@JTMMer?La/@ﬁ&&,
0 0

t t * t
f(t:/ VS—1d<M>S(V;)*1:ct+/ Cs (V;ldv“’) ds+/ (V;ldV‘S)CSdS
0 0 ds 0 ds

est le compensateur prévisible du processus (K;)i>o, avec Cy = V, L (M)y(V;*) ™. Par suite

t t *
<Q>t:/ z dCsZstr/ zZ3 | Cs a;lxg—l% + a;lvs—lﬁ Cs| ZsdAs.
0 N 0 ds ds

Gréce a I'hypothese (H1) et aux conditions (C), on a

ou

t t
(@) =/ tr(Z,_Z* dCy) +O(/ Z;(UC+CU*)ZSdAs).
0 0
Comme S est inversible,

ZXUC +CUNZs = Z:SY28~V2(UC + cU*)s—Y28Y2 7,
= 0(Z:5Z,).

On en déduit compte tenu du lemme 3.4, que
t
@i =0( [ 12 trtac)) + O,
0
La formule d’intégration par parties et la relation (3.19) donnent :
t t t t
/ | Zs||? tr(dCy) = || Z¢||? tr(Cy) +/ tr(Cs) dJs f/ tr(Cy) tr(dKs) — 2/ tr(Cs) dQs
0 0 0 0

= —2Q; + O(|| Z¢|1> + J¢ + tr(Ky)),

avec

t
Q; = /O tr(Cy) dQs.
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Vu que <Q>t = 0((Q)1), la loi forte des grands nombres appliquée a la martingale (Qt) permet d’affirmer que

/0 12,02 tr(aCy) = O(11Zell? + Ji + tr(K2) ) + o((Q)e).

Par conséquent
(@) = O(1Z:1? + Ji + tr(K:) + 0((Q)r)) p-s-,
autrement dit
(@) = O(|Z|” + J; + tr(Ky)) pes.

Encore une fois, la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires assure que
Q= o(|Z¢||* + J; + tr(Ky)) pes. (3.24)
Compte tenu du lemme 3.3 et de la relation (3.19), on conclut que :

Q: =0(4:) p.s., (t— o0). (3.25)

Par conséquent la relation (3.17), a savoir

t
A7t <||Zt||2 +2/ 7z SZs dAs) 2 tr(SY2CSY?) p.s.,
0

ade el

découle aisément de la relation (3.19) et des lemmes 3.3, 3.4 et 3.5.

Compte tenu du théoréme 2.1, sous les hypotheses (H1) et (H), on a que

t
i = A;l/ 0z, dAs = pio p.S., (t — 0).
0

On en déduit, alors que

lim " Sx dg(z) 2/ 2" Sx dpes () p.s.

t—oo JRA Rd

Or, d’apres 'hypothese (H3)

/ xSz dpeo(x) = tr (S/:c*:c duoo(:c)) =tr(SC) = tr(Sl/2CSl/2);
R4

donc

t
h_mA;1/ Z5SZdAg > tr(SY2CSY?) pas. (3.26)

t—o00 0

Vu les propriétés (3.17) et (3.26), on conclut que d’une part
t
Jim A / Z°SZsdA, = tr(SY20SY?) (3.27)
— 00 0

et d’autre part on a une loi du logarithme, a savoir

IV, M2 = o(Ay) pes., (t— o0). (3.28)
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Par ailleurs, S est inversible et comme
log(det Vi) ~ tr(S)A;, (t — 00)
donc la propriété LFQ découle de (3.17) et (3.28). Ce qui acheve la preuve. O

3.3. Preuve du théoréme 2.3 et des corollaires 2.1 et 2.2

3.3.1. Deux relations fondamentales

Posant Z; = VrlMt, alors la formule d’'It6 donne :

t t
7,7 = / VoMM (V) 4 / VoM, (dM) (V)
0 0
t t
- [ vty v [Vt
0 0
t
- / VoM, ME (V) AVl (V) (3.29)
0

Plus précisément, on a appliqué la formule d’'Ité & la forme quadratique ((u, Z;)?) avec u € R? et on obtient
Pexpression précédente par polarisation. En utilisant 'expression (3.21) et une formule analogue pour la variation
quadratique prévisible (M) de M, on obtient les relations fondamentales suivantes :

t t
Dt+/ Vs_lstDs+/ Dy(dVe)*(VS) ™' = Hy + Hy (3.30)
0 0
et
~ t ~ t ~ —
Dt—i-/ Vs_lstDs—i—/ Dy(AV)* (V)" = Hy + H + H, (3.31)
0 0
avec . .
He= [ VoM@ )T He= VAL - dan)v)
0 0
et

Dy = Vi (MM = [M])(VE) ™ D= Vi (MeMy — (M) (V)™

Désormais, pour u € R?, on pose :
t
H} = / Vo M, (dAM)* (V)™ . (3.32)
0

Notre objectif est de démontrer un théoréeme limite centrale pour la martingale Vect(H). Pour cela, on va étudier
le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de cette martingale et la validité de la
condition de Lindeberg pour celle-ci.
3.3.2. Comportement asymptotique de la variation quadratique de (Vect(Hy))e>o

La proposition suivante précise le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de la
martingale (Hy).
Proposition 3.1.

(H}')

t

— u*CuC p.s. (3.33)
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Avec, C = UC + CU*. En conséquence
A7 Y (Vect(H))y — C® C, (t — o).
Preuve. (H{') est une martingale vectorielle de variation quadratique prévisible :

(", = / VoM, [wt VA (V) ] (M, ) (V) = / Zo [u Vo A (VE) ) 22

(3.34)
On en déduit alors que pour tout € R?, on a :

t
:E*(H“}t:c:/ e Zs WV AM) (V) ] ZE
0

S

- / (e, Zy )2 [uV, A(M) (V) 1]
_ / t<:c, Z, V2dF,(u),
0

avec ’
Fi(u) == u*Fu, F, :/ Vo (M) (V)T
0

Comme dans la preuve du lemme 3.5, par la formule d’intégration par parties, on a

FtCt+/0tcs(1/s1d§)ds+/ot(xg1dd‘f)csds.

D’ou I'on déduit que

K v dv. K
* u _ 2, % -1 s —12Ys 2 *
o (H >tx7/0 (x, Zs_)2u {cs (Vs - )+ (Vs - )cs}udH/O (x, Z,_)2d(u*Csu)
t t
:/ (x,Zsf)Qu*(CsU—i—CgU)udAs—|—/ (x,Zs Yu*(As + AN)udA,
0 0
t
+/ (x, Z,_ )2d(u*Csu). (3.35)
0

Créce & la loi forte quadratique, le premier terme du membre de droite de (3.35) est équivalent a (z*Cx).(u*Cu) A,
lorsque t — oo, (C’ = CU + CU™), tandis que le deuxieéme terme est o(A;) p.s. Quant au troisiéme terme, on
vérifie comme dans la preuve du lemme 3.5 qu’il est p.s. 0o(A;) en exploitant les lemmes 3.3, 3.4 et la propriété
du logarithme (3.28). La preuve de la proposition est achevée en remarquant que d’une part

h
Vect(Hy) = , avec H] =H, j=1,...,d,
iy
ot (e1,...,eq) désigne la base canonique de R? et que d’autre part

pour 1<i,j5<d. U

S s

t
<H%,Hi>t:/ 2y eXVLAM) (V) e, 20
0
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3.3.3. Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale H

Définition 3.1. Soient A = (A;), B = (B;) deux processus croissants issus de 0. On dit que A est dominé au
sens fort par B.et on écrit : A < B, si (B; — Ayt > 0) est un processus croissant.

Le résultat utile suivant est évident :
Lemme 3.6. 57 A < B, leurs compensateurs prévisibles Z, B vérifient aussi A< B.

Application a la martingale (H;).
Le saut a instant ¢ de la martingale matricielle :
‘ 1
= [ 20w 2=V,
0

vaut :
AH; = Zi_ (AM)* (Vi)™

donc :

|AH,||? = tr{AH,AH}}
= [|Ze |1V AM |12
= Ze- P e {V;  AM](V) )
= |1 Zi-|*AA,

o (A;) est le processus croissant :

t
Ay :tr{/ V;ld[M]s(V;)‘l}.
0
Pour r > 0, t > 0, posant :
UtH(T) = Z ||AHsH21{ lAHS||>r }>

s <t

la condition de Lindeberg au sens de la convergence presque-siire pour la martingale H s’écrit :

Ve >0, A7'oH(e\/A) — 0, t— 400, p.s. (3.36)

Pour établir ce résultat, on exploite les deux lemmes suivants :

Lemme 3.7. L’hypothése (H2) implique que presque strement

sup ||V, PAM|| < +oo.
t>0

Preuve. En effet, on a :
> AM(AM,)® < [M]
s <.
ce qui implique que
oIVt AM | < e {V ML (V)

s <t
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d’ou le résultat du lemme, car

IVAM, |2 < Y IV AM, P < oV [ML(V) ) = 0(1) pas.y

s <t
compte tenu de ’hypothese (H2). O
Lemme 3.8. Etant donné o €]0, 1], alors :
of'(a7) <olla) + o)
ot pourt>0,7r>0:
oy (r) = Z ||AHSH21{ 1 Zs—>r ot (r) = Z ||AHSH21{ Vi tAM,||>r }
s<t s <t

Preuve. L’assertion du lemme découle de la décomposition évidente suivante :

o' (@) = > AHP1{ jam a3 Z._|>a-1 )

s <t

2
+ D IAHPL A 50t | 2o 1< o, Vot AMLI< a1}
s <t

2
+ D IAHIPL am s | 2o < ot vt AMLYS o=t )
s <t

Il est clair que le premier (resp. le troisieme) terme du membre de droite de cette égalité est dominé au sens
fort par (o} (a™1)) (resp. (62(a™1t)) = (02(min(a™t,a~2)) ). Pour le deuxiéme terme, comme on a

IAH* = [|Ze—|*[IV;~ AM %,
il vient que
{IAH| > a7, | Zo-| <o, [VTIAM| < a7y {1 Ze-| <o [Zo-|2 a7} =0 pas.

d’apres le choix de a. Le lemme est établi. O

Validité de la condition de Lindeberg. Avec les notations du lemme 3.8, on a :

ay <</0 1Zo= 11”1 2, j5r ydAs, o2(r) <</0 1 Zo— |11 A, > r2 ydA,.

Par conséquent, pour tout ¢t > 0 :

Q

Rl

=
AN

t
/0 1Ze |21 o jor 40 |

Q
Sl V]
=
INA

t . t .
/0 HZS,||21{ AAg>r2 }dAs < 1{ sup, <  AAs > r2 }/0 HZS,||2dA5 )

avec

A= { [ voaan.on .
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Compte tenu de ce qui précede, pour tous o € (0,1) , e >0et ¢t >0, 0n a
lim A of(e\/Ar) <Tim A Mof! (a=?)
Mais
—~— t . t .
SN2 IPL iz et 108+ 1, 805 0y [ 126 [PAE,
0 = 0

of' (@=?) <

donc par la loi forte quadratique, pour tous a € (0,1) , € >0
+oo

l]*dptos () p-s.

“+o00
) </ IZ[PL¢ a>a-1 1dpoo () + 1 sup, 5 g AN, > a2 } /

@ A oM (en/ Ay

On en déduit que la condition de Lindeberg est vérifiée en vertu du lemme 3.7.

3.3.4. Fin de la preuve du th. 2.8
Vu les propriétés (3.33) et (3.36), le (TLCG) s’applique pour la martingale vectorielle Vect(H) et on a :
(3.37)

AVPH, = 0,00, C® C)

ott C' = CU + CU* L’égalité (3.30) et la condition (C3) permettent d’écrire

t t
/ [UD, + D,U*]dA, = H, + Hf — (Dt +/ (AD, + DSA:)dAS>.
0 0

Or, par la loi du logarithme (qui est valide sous les hypotheses (H1) et (H"2)) :
t
=o(Ay) + 2/ Ag||Ag||dAsg;
0

t
HDt +/ (AsDg + DsAY)d A,
0

et par 'hypothese : A; = O(A;3/2), (t — 00)
! )2
Asl|Asl[dAs = 0(A,7),  (t — o0),
0

on peut donc affirmer que
t
A;W/ [UD, + D,U*dA, = (H, + H)A; " +0(1) p.s. (3.38)
0
Par ailleurs, avec les notations des preuves des lemmes 3.3 et 3.4, on a
— t ~
o= [ VA - A0V = K- Ry
0
z/2) p.s. Ainsi
(3.39)

et I’hypothese (H”2) implique (comme dans la preuve du Lem. 3.3) que H; = o(A

t
A;”Q/ [UD, + D,U*|dA, = A;Y2(H, + H) + o(1) p.s
0
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Compte tenu des propriétés (3.37), (3.38) et (3.39), on peut affirmer que les v.a.

t t
(AtUQ/na]Ds+[%U*kug) ou bien (AtUQ/na]Ds+[%U*kug)
0 0

convergent en loi vers v, ou conditionnellement a C, v, est la loi d’'une v.a. gaussienne matricielle de matrice
de covariance

1
200 C +2 [Vect(C)(Vect(C))*}

Le théoreme 2.3 est établi et les corollaires 2.1 et 2.2 en résultent immédiatement. O

4. APPLICATION : ESTIMATION DE LA VARIANCE D’UN PAIS PONDERE

Le but de cette partie ne consiste pas & produire de nouveaux estimateurs efficaces pour la variance d’un PAIS
(il est bien connu que le meilleur estimateur dans ce cas est celui des moindres carrées). Cependant, il s’agit
d’illustrer d’une fagon tres concrete 'utilisation de ’ensemble de nos résultats théoriques. Nous complétons
ainsi, les résultats récents de Chuprunov and Fazekas [7], dans le cadre de PAIS, en obtenant des vitesses de
convergence pour des fonctionnelles avec poids.

Comme on I'a vu dans I'introduction, en considérant un PAIS unidimensionnel nous dégageons un estimateur
du parametre de diffusion 0 convergeant avec une vitesse logarithmique. Afin d’améliorer cette vitesse, nous
proposons une technique de pondération que nous explicitons dans le cadre multidimensionnel.

Soit .S un processus d-dimensionnel & accroissements indépendants stationnaires, de matrice de covariance
Y et engendré par le triplet inconnu (A, v, m), ou m est le drift, v la mesure de Lévy et A la covariance de la
partie gaussienne. On suppose que pour un 3 €]1,2], on a

/ |2]|*%v(dz) < oc.
Rd

Dans la suite on considere 'estimateur pondéré suivant de m, associé au poids w = (w,.) :

tl—oz
2—«

1 ¢ N
mtzt—/ w,dS,, oh w, = (1+1)""F exp(
fowsds 0

1 2
, 1>y>a> (—,——1).
) avec 1 > v > a > max 23

On montrera que 'estimateur m est fortement consistant, ce qui implique que I’estimateur moyennisé :

1t
mt:—/ Théds
t Jo

I’est aussi. Pour la covariance ¥ de S, on propose I'estimateur

s 1l—-a

5 = jg(ﬁ%—fﬁu)hhsgwﬂg*ds (4.40)

tl—a

dont on montrera la consistance forte et la normalité asymptotique. Plus précisément, on a :

Théoréme 4.1. Avec les notations précédentes, on a les résultats suivants
(1) (TLC) pour Uestimateur (my) :

t2(my —m) = Ng(0,%), (t — o).
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(2) (TLCPS) pour lestimateur (my)

1—« ds
e / Sy o = Mal0,3), (£ o0).

(3) TLC pour lestimateur moyennisé (my)
Vi(my —m) = N(0,%), (t — o).

(4) Consistance forte de %,
Y =% ps., (t— o).
(5) Normalité asymptotique de 3,

tl a\1/2 _
(=) " =) = Nuxal0,9), (¢ = o0),

avec ¢ =2 (E ®X+ {Vect(E) (Vect(g))*} L>.

Preuve. La martingale M}’ = f(f wy, d(S, —mu) a pour variation quadratique prévisible :
t
(M™); =028, on v = / w? ds.
0

Sa variation quadratique [M*] donnée par

[M"]y =07 A+ > wlAS(AS,)"

s<t

vérifie v, 2[M™], = Y p.s. La martingale (M;") vérifie en plus la condition de Lindeberg.
— 00

En effet, pour € > 0 posons

of (MY) =v;? Z [AMY |21y an | >ev -

s<t

V2ot (M) < Zwf||ASsll21{|\Ass||>s;—§}’

s<.

et le compensateur du processus dominant est égal a

t
2 2
/O wg (/}Rd IEd| 1{|\z|\>eﬁ}dV($))d8-

Grace a la propriété évidente suivante valable pour tout A > 0 :

t—o00

t
1imsupvt‘2/ wQ(/ ||ﬂf||21{nzn>e%}d’/(ﬂf))dSS/ 11 o> 4y de(2),
0 R4 ° R4

on obtient que

VA >0, limsupa;(MY) < /Rd ||ac||21{||x||>,4}dz/(:£).

t—o00
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Ainsi la condition de Lindeberg pour la convergence p.s. est réalisée. Par conséquent, le couple (M;",v;) vérifie
le TLC et le TLCPS (cf. th. 2.1), a savoir

v M = N(0,%), (8 — o0)

et
¢
(1ogvf)_1/ 5v;1delogU§ = 94(0,%).
0 s

Par ailleurs, on a d’'une part :

M i
%(ﬁzt —m)=— avec wu= / ws ds, (4.41)
V¢ (% 0

d’autre part, le poids vérifie les propriétés suivantes

4’1}2 —(1—a)
(P1) L —1=0( ), (t— o0)
toew?
2Ut —(1—
P2 —1=0" 1), (¢
(#2) 2100, (= o0)
(P3) W ja2 — o= (179)), (- o0)
Ut
tlfa
(P4) 10gvf~4lia, (t — 0).

Donc compte tenu de (4.41), des propriétés du poids et du TLC ainsi que du TLCPS vérifiés par la martingale
(M), les parties 1 et 2 du théoreme sont établies.

Pour la preuve des autres assertions du théoréme, nous allons montrer que le couple (M;”,v) vérifie en
plus I'hypothese (H”2) (¢f. th. 2.3). Elle résulte de la version a temps continu du théoréme de Chow (cf.
lem. 3 Le Breton and Musiela [9]). Plus précisément, si (R:):>0 est la martingale purement discontinue

Ry = [M"™]; — (M"™)s,
alors le compensateur du processus croissant

8:(R) =) AR = wi?||AS|*

s<t s<t

i) = ([ w2 as) ([ 1ol av)

/ (14 logv?) P21 + 03P dé,(R) = O(/ (14 logv?)™P/2(1 + v?)Puw?? ds) < 00
0 0

a savoir
vérifie
car (logv?)=8/2(w? /v2)? = O(s‘ﬁ(1+“)/2>, (s — o0) et B(1+ «)/2 > 1 par hypothese. Donc

(logv?)~ Y20 2R, = (logv?)~1/? [U;Q[M“’]t -X = 0 p.s.

L’hypothese (H"2) est établie.
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-1
Posant Z; = v, "M, on a:

d’out par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

t
V(i —m) — t_1/2/ Zos~%ds
0

t U. -1
< t_1/2/ Zos~ 2 | g2/2 (—‘s> —1]| ds
0 Us
t —1 t
<12 / lsa/Q (E) _ 1] ds / Zg@.
0 Vs 0o s°

Compte tenu de la loi forte quadratique et de la propriété suivante, conséquence directe de la propriété (P3) du
poids,

-1
/2 (%) —1=0t" 192 (t - 0)

Ut
on peut affirmer que

t
Vit(mg —m) — t—1/2/ Zes~?ds = Ot~ V2 1-)/24=(1=)/2y — O(4=1/2) ps. (t — o0). (4.42)
0

La partie 3 du théoréme sera établie si I'on démontre que

t
t—1/2/ 572 7,ds = My(0,%), (t — o). (4.43)
0
A cet effet, on remarque que
dMmy MY dM d
Az = S 2 qy = S 7,
Ut (% V¢ Ut
et que
dov 1d
—1 4 2
— = ——(1I
Ly 2dt(0gvt)>0

car t — v? est strictement croissante. D’ott 'on déduit que

_dug\1/2 _dog\ —1/2 _ydog\ ~V2dMY
2o ) == (g Tz () TR

t dvgy\ 1/2 t dvg\ —1/2
_1dvg _ _14vs
/0 Z (vs T ) ds = /0 (Us P ) dZs + % (4.44)

t
dvg\ —1/2d MY
i,t:/ (v;l v ) dme
0 ds Vs

donc

avec
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oo () = ()

pour tout n € N*, il existe r €]n,n + 1] tel que

Posons

1
3 (log U72L+1 — log ’Ui) =a,

Or, d’apres la propriété (P1) du poids, on a

dof =140t =), (t — o)
tow? ’

on en déduit donc que
% (1og’u,21+1 - 1og’u,21> — 2, (n— ).
On peut donc affirmer que a; ~ %t“, (t — 00). Il en résulte que
t w2
< L= t_l(/o asv—gds)E 9%, (t— o0).

La condition de Lindeberg pour la convergence presque sure est vérifiée immédiatement pour la martingale
(%). Dans ces conditions on peut affirmer que

7122 = My(0,2%),  (t — o). (4.45)

Par ailleurs, d’apres (4.44), on a

t t
'tl/Q/ Zsa81/2dst1/2$t‘ ‘tl/Q/ al/?dz,
0 0

1 t
= ‘tl/Q (atl/QZt — 5/ Zsagl/2 das)‘
0

t 2
O(t—(l—a)/QZt)+O(t—1/2t(1—a)/2 /(Olias) ds)
0 S

o(1) + O(t~1/2¢1=)/2e—3)
(1) + 0@t~ =/2) (t — o). (4.46)

I
S

~—

Donc compte tenu de (4.45), on a
t
t—1/2/ a7Y?Z,ds = My(0,28), (t — o).
0
La propriété (4.43) en découle car on a

t t
/ a;?Z.ds ~ \/5/ s~2Z.ds p.s., (t— o).
0 0

La partie 3 du théoreme est établie.
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En appliquant la loi forte quadratique & la martingale M™ et la normalisation scalaire v (voir th. 2.2), on
peut affirmer que

t
(1ogv§)—1/ ZZ dlogv? — %, p.s., (t— 00).
0
Mais compte tenu des propriétés (P1), (P2), (P3), (P4) du poids et de 1’égalité (4.42), ce résultat s’écrit aussi

1 —«

tlj/o (ms —m)(ms —m)*ds — X p.s., (t— o0). (4.47)

Pour montrer la consistance forte de Iestimateur 3; défini par (4.40), on remarque que

/ (s — m) (1705 — m)* ds — / (s — 00 (g — 0)* ds = (e — m) (g — m)* = o(#1=2).  (4.48)
0 0

En effet,

EMY pugy 1 ¢ Ug\ ~1
t(mgy — = s (= ds = R/ L d
o= B ) [ ()
t s
O(/ sa/2d</ ro‘Zrdr))
0 0
t a t s
=0 (ta/Q/ rfaZ,.dr——/ 50‘/271/ raZ,.dr).
0 2.Jo 0

Vu que le couple (M™,v) vérifie le TLCPS et la loi forte quadratique, on peut affirmer que pour toute fonction
¢ de R — R presque partout continue et telle que p(z) = O(||z[|?) quand ||z?| — oo, on a

1l—a (! _
F/o ©(Zs)s*ds tjo)o/@dﬂm Pp.s.

avec oo = IM4(0,X). Par conséquent f(f r=°Z,.dr = o(t'=®) p.s., ce qui implique que
e —m = o(t~/?).

Ainsi la propriété (4.48) est établie. Combinée avec (4.47), celle-ci assure la consistance forte de ¥;. La partie 4
du théoreme est établie.
Appliquant le corollaire 2.2 au couple (M™,v) on peut affirmer que les v.a. Z; = v, 1Mt“’ vérifient

¢
(logvf)*lﬂ/ (ZsZF — ¥)dlogv? = Naxa(0,5), (t — o) (4.49)
0

1
avec ¢ =2 <E X+ [Vect(E) (Vect(g))*} > Mais compte tenu des propriétés du poids et de (4.42), ce résultat

wltffj‘ (/Ot(ms — ) (g — m)* ds — ftZz) = Mara(0,<), (& — o0). (4.50)

Par ailleurs, les propriétés (4.42) et (4.46) impliquent que

s’écrit

Vi(my —m) =t 2% 4+ 0(1) p.s.

= O(+/loglogt) p.s.,
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car on peut appliquer la loi logarithmique itérée a la martingale (.£};). Par conséquent, on a la propriété suivante
meilleure que (4.48)

/ (s — m) (170 — m)* ds — / (Fs — 1720) (s — 170)" ds = t( — m) (77 — m) = O(loglogt) p.s.
0 0

Combinée avec le résultat (4.50), cette propriété nous permet d’en déduire la propriété 5 du théoréme :

tlfa

(Bt = %) = Maxa(0,5), (t — o0).

Le théoreme 4.1 est ainsi établi. O
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