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INEGALITES VARIATIONNELLES NON CONVEXES

MESSAOUD BOUNKHEL! ET DJALEL BOUNKHEL?2

Résumé. Dans cet article nous proposons différents algorithmes pour résoudre une nouvelle classe de
problémes variationels non convexes. Cette classe généralise plusieurs types d’inégalités variationnelles
(Cho et al. (2000), Noor (1992), Zeng (1998), Stampacchia (1964)) du cas convexe au cas non convexe.
La sensibilité de cette classe de problemes variationnels non convexes a été aussi étudiée.

Abstract. In this paper we propose several algorithms of the projection type to solve a new class
of nonconvex variational problems. This class generalizes many types of variational inequalities (Cho
et al. (2000), Noor (1992), Zeng (1998), Stampacchia (1964)) from the convex case to the nonconvex
case. The sensitivity of this class of nonconvex variational problems is also studied.
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1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Dans tout ce qui suit H est un espace de Hilbert réel muni de produit scalaire < .,. >, et de la norme
associée || - ||. B dénote la boule unité fermée de H centrée a l'origine. Si S est un sous-ensemble fermé de H,

d(S,-) (respectivement xg(.) et o(S,.)) représente la fonction distance (respectivement la fonction indicatrice
et la fonction support) associée & S. La projection sur S est définie par :

Projs(u) :=={y € S: [[u—y| =d(S,u)}, pour tout u € H. (1.1)

Le cone normal a un ensemble convexe fermé S en x € S au sens d’analyse convexe est défini par :
N (Six)={y € H:<y,z—x><0, Vze S} (1.2)
Remarquons que I'on a toujours 0 € N¢o"v(S;x) et NCo"({z};2) = H et que pour tout = € int(S) on a

NCenm-(5;: z) = {0}.

Mots Clés. Ensembles uniformément réguliers, problémes variationnels non convexes.
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Soient A et B deux sous-ensembles fermés non vides de H. On appelle distance de Hausdorff entre A et B la
fonction : H : H x H — [0, +00] définie par :

H(A,B) = max{sup d(B,a),supd(A,b)} . (1.3)
acA beB

Définition 1.1. Soit ® : X=2Y une multifonction définie entre deux espaces topologiques X et Y.

e On dit que ® est semi-continue supérieurement (s.c.s.) en & € dom(®) := {u € X : ®(u) # 0} si pour
tout ouvert O contenant ®(z) il existe un voisinage V' de z, tel que ®(V) C O.

e Si & : H3H est a valeurs fermées convexes faiblement compactes, on dira que ® est s.c.s. pour la
topologie faible o(H,H) (ou bien qu’elle est scalairement s.c.s.) si pour tout y dans H la fonction
support associée & ® i.e., o(®(-),y) est s.c.s. (voir [4] Th. II. 20).

e Si ®: H3H est a valeurs fermées non vides, on dira que ® est lipschitzienne au sens de Hausdorff s’il
existe une constante A > 0 tel que pour tout =,y dans H on a

H(®(2), D(y)) < Allz — yll. (1.4)

Définition 1.2. Le sous différentiel proximal d"une fonction semi-continue inférieure f au point x, noté 9° f(x),
est ensemble de tous les £ € H, pour lesquels il existe a,d > 0 tels que pour tout ' € z + §B, on a :

<&a —o>< @) - fa) +olle’ — |2 (L5)

Définition 1.3. Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H et z € S. On définit le cone normal proximal
de S en z par : NP (S, z) = 0" xs(z), ce qui donne,

Vo' e (x+0B)NS:

Pra..\ _ .
N7 (S;x)={£ € H:30,6 >0, (€0 - 2) < olla’ — 2|2} (1.6)
Le cone normal proximal est aussi donné, d’'une maniere équivalente, par :
NP(S;z) = {¢ € H:3a>0: z € Projs(z + af)}
={(e€H:Ja>0: d(S,z+ af) = a|¢]}. (1.7

Observons que 'inégalite (1.6) dans la définition du coéne normal proximal est verifiée localement et autour
du point z. Dans la proposition 1.1.5 dans [8], les auteurs ont prouvé une caractérisation du céne normal
proximal NF(S;z) avec I'inégalité (1.6) et verifiée globalement pour tout z’ € S. Nous la citons dans la
proposition suivante.

Proposition 1.4. Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H et x € S. Alors
NP(S;z)={¢ € H:30>0: (a2 —z) <oz’ —z|? V2’ € S} (1.8)

La relation entre le cone normal proximal et le sous différentiel proximal de la fonction distance est donnée par
la proposition suivante due a [2].

Proposition 1.5. Soit X un espace vectoriel normé, S un sous-ensemble non vide fermé de X et x € S. Alors
ord(S,z) = N¥(S;z) N B*, (1.9)

ot B* est la boule unité fermée de X*.
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Remarque 1.6. D’autres concepts de sous différentiel (respectivement de cdne normal) pour les fonctions
(respectivement pour des ensembles non convexes) nondifférentiables ont été introduits et étudiés par plusieurs
auteurs, nous citons entre autres le sous différentiel de Clarke et le cone normal de Clarke, le sous différentiel de
Fréchet et le cone normal de Fréchet, le sous différentiel de Mordukhovich et le cone normal de Mordukhovich,
etc. On réfere a [2,3,6-8,11,12] pour les définitions de ces sous différentiels et de ces cones normaux. Dans
ce travail nous allons utiliser le sous différentiel proximal et le cone normal proximal car d’une part la classe
d’ensembles avec laquelle nous allons travailler a été caractérisée en terme du sous différentiel proximal et du
cone normal proximal et aussi parce que (voir la proposition suivante) tous les sous différentiels (resp. les cones
normaux) contenus dans le sous différentiel (resp. le cone normal) Clarke coincident. Cette classe d’ensembles
est appelée la classe des ensembles uniformément prox-réguliers.

Définition 1.7. Etant donné un r €]0, 400}, un sous-ensemble S est uniformément r-prox-régulier si et seule-
ment si pour tout y € S et tout £ € NF(S;y), (£ #0) on a

3 > 1 2
—— z—y)=—|z—y|* pour tout x € S. (1.10)
<|£| 2r

Par convention 71 = 0 pour r = +oo (dans ce cas, P'uniforme r-prox-régularité est équivalente a la convexité
de S). Quelques propriétés importantes de ces ensembles sont résumées dans la proposition suivante (voir les
démonstrations dans [3,7,11]).

Proposition 1.8. Soit r €]0,+00] et S un sous-ensemble non vide fermé uniformément r-proz-régulier de H.
Alors on a :

(1) Pour tout x € H avec d(S,xz) < r, la projection Projs(z) existe et elle est unique.

(2) Le sous différentiel proximal de d(S,-) coincide avec tous les sous différentiels contenus dans le sous
différentiel de Clarke en tout point x € H satisfaisant d(S,z) < r.

(3) Pour tout v’ €]0,r], Uopérateur projection est lipschitzienne sur l’ensemble des points v € H satisfaisant
d(S,z) < r', avec une constante de Lipschitz

r

=

r—r!

Dans toute la suite nous allons noter par 9d(S,z) le sous différentiel de la fonction distance associé a un

sous-ensemble non vide fermé uniformément r-prox-régulier de H (sans préciser le nom car ils sont tous égaux).
Comme conséquence de (2) dans la proposition précédente, pour les ensembles uniformément r-prox réguliers,

le cone normal proximal & S coincide avec tous les cones normaux contenus dans le cone normal de Clarke en

tout point x € S, c.-a-d., N¥(S;x) = NO(S;z).

Exemple 1.9.

(1) Tous les ensembles convexes sont des ensembles uniformément r-prox-réguliers avec r = +o0o. Dans ce
cas tous les cones normaux coincident avec N9 (S; x).

(2) L’union de deux intervalles disjoints [a,b] et [c,d] n’est pas convexe mais elle est uniformément
r-prox-reguliere avec r = %b~ On peut montrer que 'union finie des intervalles disjoints est toujours
uniformément prox-réguliere.

(3) L’union de deux ensembles convexes disjoints n’est pas convexe mais elle est uniformément r-prox-
reguliére avec r et égale a la moitié de la distance entre les deux ensembles.

Enongons & présent une caractérisation tres utile des ensembles uniformément r-prox-réguliers obtenue dans [3].

Proposition 1.10. Soient r €]0,400] et S un sous-ensemble non vide fermé uniformément r-proz-régulier
de H. Alors pour tout x € S, £ € 9d(S,x) on a :

2
& 2" —x) < =2’ —z||* +d(S, "), pour tout ' € H, avec d(S,z") <r. (1.11)
r



INEGALITES VARIATIONNELLES NON CONVEXES 577

Cette proposition est utilisée pour montrer une propriété de fermeture du sous différentiel de la fonction distance
associé & une multifonction & valeurs non vide fermées uniformément r-prox-régulieres [3]. Cette propriété de
fermeture & été prouvée dans [3]. Nous allons présenter sa démonstration ici pour U'intérét des lecteurs. Tout
d’abord nous rappelons la définition d’une multifonction lipschitzienne : une multifonction K : H=H est dite
lipschitzienne s’il existe une constante x > 0 satisfaisant

|d(K (2),y) — d(K(z"),y)] < |y = yll + slla" — ], (1.12)

pour tout z,y, 2,3y’ € H. On dit aussi que K est lipschitzienne avec une constante . Il est facile de vérifier que
cette notion de Lipschitz est plus faible que la notion de Lipschitz au sens de Hausdorff donnée au début de ce
section.

Proposition 1.11. Soient r €]0,+o0] et K : H=H une multifonction lipschitzienne telle que K(y) soit
uniformément r-proz-régulier pour tout y € H. Pour toutes suites xn, yn, & dans H telles que x, € K(yn),
yn € H, &, € NP (K (yn);m0), avec T, — To,Yn — Yo, et &n — &0, on a :

o € NP (K (yo); o). (1.13)

Preuve. Soient z,, — o, yn — Yo et &, — & avec x, € K(y,) and &, € NP (K (yn);2,). Si & = 0, alors (1.13)
est verifiée. Supposons maintenant que & # 0 (donc &, # 0, pour n suffisamment grand). Observons que
xo € K(yo) parce que K est lipschitzienne. La convergence de z;,, vers zg nous donne pour n suffisamment
grand

r
T, € To + EB.

Par conséquent, I'uniforme prox-regularité des ensembles K (y») et la proposition 1.10 nous donnent
n 2 5
€ H’Z —In) S ;”Z — zp||* + d(K (yn), 2), Vz € H, avec d(K (yn),z) < 1.
n

Cette inegalité est vraie pour tout n suffisamment grand et pour tout z € x¢ + 0B avec 0 < 6 < 5. En effet pour
tout z € xg + B on a

r
d(K(yn)’Z) < HZ - xOH + ||$0 - xn” <d+ 5 <.

Par conséquent, la continuité de la fonction distance d(K(-),:) par rapport aux deux variables (car K est
Lipschitzienne) et la précédente inégalité donnent apres passage a la limite quand n — +o0

2
<|é—0|,z - :co> < 2|z — xo||* + d(K (o), 2), pour tout z € g + B.
0 r
D’ou,
€o 2 2
m,zf:co < —|lz — xo]|*, pour tout z € xg + B N K (yo).
0 r

Ceci assure, d’apres la définition du coéne normal proximal que ”g” € NP(K(yo);x0), ce qui donne & €

NP(K(yo); z0). La preuve donc est terminée. O

Remarque 1.12.

e Comme conséquence directe de ce résultat et de la proposition 1.5, on a la semi-continuité supérieure de
la multifonction (y, 2)=0Fd(K (y),x) de H x H vers H x H, ce qui donne (voir par exemple Prop. 1.4.1
et Th. 1.4.2 dans 4) la semi-continuité supérieure de la fonction (y,z) — o(0Fd(K(y),x),p) pour
tout p € H.
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e En suivant la terminologie utilisée dans [4] ainsi que leurs références, on peut dire que la multifonction
K : H=3H est scalairement semi-continue supérieure sur H si et seulement si pour tout p € H, les
fonctions supports o (K (-),p) sont semi-continues supérieurement sur H.

e Dans le cas ou H = R", et K est a valeurs convexes, la semi-continuité supérieure de K est équivalente
a sa semi-continuité supérieure scalaire. Pour plus de détails, on réfere le lecteur & [4].

2. PROBLEMES VARIATIONNELS NON CONVEXES

Considérons un ensemble fermé non vide C, des multifonctions F,G,S : H=H et des applications T, g :
H — H,eth: HxH — H,etsoit f € H. Dans [5], les auteurs ont introduit et étudié I'inégalité variationnelle
suivante :

trouver u* € H,z* € F(u*),y* € G(u*),w* € S(u*) et p > 0 tels que :
{ (h(y*, g(w*)) = T(x*) = f,v = g(u)) <0 (IVIN)
g(u*) € C et
Vv e C.
Ce probléme est appelé Inégalité Variationnelle Implicite et Nonlinéaire (IVIN). Il a été motivé par des appli-
cations en élasto-plasticité (voir [5,10,13]). Dans [5], les auteurs ont considéré et montré la convergence d’un
algorithme vers une solution de (IVIN) sous certaines conditions et hypotheses sur g, h, T, S, G, F et avec la
convexité de I'ensemble C. Toutes les démonstrations et les analyses faites dans [5] sont fortement basées sur
la convexité de C et plus précisément sur les excellentes propriétés de la projection sur les ensembles convexes.
D’oti la généralisation directe du probleme (IVIN) du cas convexe au cas non convexe,(i.e., considérer C' comme
non convexe), n’est pas la bonne. Pour ceci nous allons suivre I'idée de [1] qui consiste & reformuler (IVIN) et la
réécrire en terme du cdone normal que 'on notera (PVIN), puis nous utiliserons des idées et des techniques de

I’analyse non lisse et en particulier les propriétés des cones normaux, pour proposer et analyser des algorithmes
pour (PVIN).

Proposition 2.1. Supposons que C est un sous-ensemble convere fermé non vide de H, alors (IVIN) est
équivalent au probléme variationnel suivant :

trovver u* € H et p > 0 tels que :
0 € {h(G(u),g(S(u"))) = p[T(F(u")) = f] = N(C, g(u7))}- (PVIN)

Preuve. Elle suit directement de la définition du cone normal au sens d’analyse convexe. (I

Soit maintenant C' un sous-ensemble fermé non vide de H (non nécessairement convexe). On a vu dans
la section 1 qu’on peut considérer plusieurs concepts du céne normal & C (par exemple : N¥(C;-), NF(C; ),
NY(C;+), ...). A chaque concept on peut associer un probleme (PVIN).

Dans la proposition suivante nous écrivons le probleme (PVIN) associé au céne normal proximal, que 'on
note (PVINProx) sous forme d’inégalité variationnelle.

Proposition 2.2. Soit C' un sous-ensemble fermé non vide de H. Alors (PVINProx) est équivalent a l'inégalité
variationnelle suivante (IVINProx) que l'on va appeler : Inégalité Variationnelle Implicite Nonlinéaire et Proxi-

male :
trouwver u* € H,z* € F(u*),y* € G(u*),w* € S(u*) et o,p > 0 tels que:

(h(y*, g(w*)) = p[T(z*) = f],v = g(u*)) < ollv — g(u?)]]?

glu*) e C et
(w) {VUEC.

Preuve. Elle suit directement de la caractérisation du cone normal proximal prouvé dans la proposition 1.4. [
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Remarque 2.3.

(1) D’apres l'exemple 1.9-(1), la proposition 2.2 se réduit a la proposition 2.1, lorsque C' est un convexe
fermé.

(2) En variant les concepts du cdne normal, on peut obtenir plusieurs probléemes (PVIN) qui seront équivalents
a différentes formes d’inégalités variationnelles.

(3) Dans ce travail nous sommes intéressés par la nouvelle classe d’ensembles non convexes appelée la
classe des ensembles uniformément prox-réguliers, que ’on avait rappelée dans la section 1. L’une des
importantes propriétés de cette classe est la coincidence de tous les cones normaux contenus dans le
cone normal de Clarke, c.-a-d., N¥(C,.) = NF(C,.) = ... = NY(C,.). D’ott la coincidence de tous les
problemes (PVIN) associés aux ensembles C' uniformément prox-réguliers. Dans toute la suite on notera
par N(C,.) :== NF(C,.) = ... = NY(C,.) pour tout C € upr(H) (i.e. les sous-ensembles uniformément
prox-réguliers de H).

La proposition suivante établit une reformulation de (PVIN) associée & un ensemble C' € upr(H), sous forme
d’inégalité variationnelle.

Proposition 2.4. Soit C' € upr(H ) avec une constante r €]0,4o00]. Alors le probléme (PVIN) est équivalent
a linégalité variationnelle suivante :

trouver u* € H,z* € F(u*),y* € G(u*),w* € S(u*) et p > 0 tels que:

{l;v—g(ur)) < %Hlllllv*g(U*)HQ, Yved (IVIN)
avec I = h(y*, g(w")) — p[T(x") — f].

upr

g(u*) e C et

Preuve. (<7) Soient u* € H,z* € F(u*),y* € G(u*),w* € S(u*),g(u*) € C et p > 0 tels que :

=gt = (5 ) Wl =g, voec,

oul = h(y*, g(w*)) — p[T(z*) — f]. Si I = 0, alors la preuve est terminée puisque on a toujours 0 € N(C; g(u™*)).
Supposons maintenant que [ # 0. Alors (IVIN)__ implique

upr

(i) 0= 90) < lo-strp?. wec

Par conséquent, ﬁ € N(C;g(u*)), ce qui assure que

0€l—N(C;g(u”)) =h(y", g(w")) — p[T'(x") — f] = N(C;g(u")).

Donc
0 € h(G(u"),g(S(u"))) — p[T'(z") — f] = N(C, g(u")).

Ceci termine la preuve de I'implication (<).
(=7) Elle suit directement de la définition des ensembles uniformément prox-réguliers. O

Remarque 2.5. Nous invitons le lecteur a lire les réfrerences [5,10] pour un excellent exemple d’un probleme
d’élasto-plasticité dia & Panagiotopoulos et al. [10], que l'on peut reformuler sous la forme de notre
probleme (PVIN).
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Remarque 2.6. Le probleme (PVIN) est considéré de maniere qu’il soit le plus général possible et on peut
avoir les exemples suivants comme cas particuliers :
(1) Soient A, B : H — H des applications telles que : h(s,t) = B(s) — A(t), pour tout s,t € H. Donc le
probleme (PVIN) s’écrit sous la forme suivante : trouver u* € H et p > 0, tels que :

0€ B(G(u")) = Ag(S(u?))) = p[T(F(u7)) = f] = N(C, g(u7)). (PVINT)

(2) Soient F' = G = S = id. Le probleme (PVIN) s’écrit sous la forme suivante : trouver u* € H et p > 0,
tels que :
0 € hlu”, g(u")) — p[T(u") — f] - N(C,g(u")). (PVIN?)
(3) Soient F = G = S =id, et h définie par h(u,v) = A(u)— A(v), pour tout u,v € H. Le probléme (PVIN)
s’écrit sous la forme suivante : trouver u* € H et p > 0, tels que :

0 € A(u") — A(g(u")) — pIT(w") - f] — N(C.g(u")). (PVIN3)

(4) Soient F =G =S =g=1d, h=0et f = 0. Le probleme (PVIN) s’écrit sous la forme suivante : trouver
u* € H, tels que :
T(u*) N (=N(C,u*)) # 0. (PVIN4)
Ce probleme (PVIN4) a été introduit et étudié dans [1]. Les problemes (PVIN1)-(PVIN3) généralisent plusieurs
types d’'inégalités variationnelles introduites, étudiées et analysées par Noor [9], Zeng [14], Stampacchia [13] du
cas convexe au cas non convexe et plus précisément aux cas uniformément prox-réguliers.

Dans toute la suite de cette section, nous supposons que C est un sous-ensemble uniformément r'-prox-
’

régulier, avec ' >0 et r €]0,7'[. Nous notons ¢ := -

2.1. F est fortement monotone relativement a 7T

Nous proposons ’algorithme suivant pour résoudre le probléme (PVIN).
Algorithme 2.7.

Etape 1. Fixer ug € H tel que : g(ug) € C, 0 € F(uo),yo € G(uo), wo € S(ug) et p > 0.
Etape 2 : Pour n > 0. Calculer : I, = h(yn, g(wy)) — p[T (zn) — f], 2n+1 = g(un) + ln.

Choisir : up4+1 € H tel que g(unt1) € Projo(znt1).
Choisir : Tnt1 € F(U»,H_l), Yn+1 € G(un+1) et wp41 € S(un+1).
Pour analyser et étudier la convergence de cet algorithme, nous aurons besoin des hypotheses suivantes :

Hypothéses (H1)

(1) F est a-fortement monotone relativement (o > 0) & T, c.-a-d., Yuy,uz € H et Vay € F(uy),z2 € F(ug)
on a
(ur = ug, T(x1) = T(w2)) > allur —uz|*.
(2) g est B-fortement monotone (8 > 0), c.-a~d., Vuy,us € H on a

(ur — ug, g(ur) — gluz)) > Bllur — ua .

(3) h est ky-lipschitzienne par rapport & la premiére variable et ko-lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable, c.-a-d.,
Ih(y1, 2) = h(y2, 2)|| < k1llyy — y2ll, V2, 91,92 € H,
Hh(y’ Zl) - h(ya ZQ)H < k2||21 - 22H5Vy7 Z1,%2 € H.
(4) G, S, F sont lipschitziennes au sens de Hausdorff avec des constantes 7, A et -y respectivement.
(5) T et g sont p-lipschitzienne et o-lipschitzienne respectivement.
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(6) Le couple (S,G) est O-fortement monotone relativement (8 > 0) a (h,g), c-a-d., Yui,us € H,y; €
G(u1),y2 € G(uz), w1 € S(u1),ws € S(uz) on a

(Py1, g(w1)) = hly2, g(w2)), ur = ua) > Oflur — us|*.
(7) Les constantes «, 3,7, 1,1, 0, k1, k2, ¢ et 6 vérifient les inégalités suivantes :
2
o o? > 24?2 *M272[% - Ry 70} :
e R+((Ry +0)<1,avec R:=+/1—-28+02 et Ry :=+/1— 20+ (nk1 + oc)\k2)2.

Théoréme 2.8. Supposons que toutes les hypothéses (H1) sont salisfaites et que le paramétre p > 0 vérifie
l’inégalité :

—e<p<min{

r— Ih(yn,g(un))l}

«
o ‘.
22 22 1T (zn) — £l

o

Alors les suites {un},{xn}, {yn}, {wn} et {zn} engendrées par Ualgorithme 2.7 sont fortement convergentes vers
des éléments u*, x*,y*, w* et z* dans H respectivement, avec u* une solution de (PVIN).

Preuve. De I'algorithme 2.7 on a :

[2n+1 = 2nll = lg(un) + R(yn, g(wn)) — p[T (xn) — f] = g(un—1) = A(yn—1, g(wn—-1)) + p[T'(2n-1) — f]]
<|lg(un) = g(tun—1) + tpn — un—1 — p[T'(zn) — T'(zn-1)]ll+
[tn = tn—1 = A(yn, g(wn)) = A(yn—1, 9(wn-1))[. (2.1)

Comme g est o-lipschitzienne, on a :
lg(un) — g(up—1)[l < ollun — up—1]|.
Il découle de la f-forte monotonie de (S, G) relativement a (h, g) :
(P (yn, 9(wn)) = M(Yn-1,9(wn—1)), tn — up—1) > Ol — up—1]*.
La propriété de Lipschitz de g, S et G, et la propriété de Lipschitz de h par rapport aux deux variables donnent :
12 (Y 9(wn)) + B(yn—1, g(wn—1)) || < F1llyn = yn-1ll + ka2llg(wn) — g(wn—1)||
< kinllun — up—1|| + k2o |lwn — w1
< Einllun = tn—1l| + k20 AlJun — up—a |

= (k11 + k2o M) ||un — tn—1].
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D’ou

ltn —tn—1—h(Yn, g(wn)) +h(Yn—1, g(wnfl))H2 = |lun 7un*1”2 —2(h(Yn, 9(wn)) = hM(Yn—1, 9(Wn_1)), Un —Un_1)
+ [10(yns 9(wn)) = h(yn-1, g(wn—1))|?
< lun — Un71||2 = 20Jun — un71||2 + (kin + k20>‘)2||un - un71H2
= [1—20+ (kin + koo N)?] [up — tn—1]?,
et donc

un — wn—1 — h(Yn, g(wn)) + h(Yn-1, g(wn-1))|| < Ril|un — wpn—1]-
D’une part la a-forte monotonie de F' relativement & 7" donne :

(= tun—1,T () = T(Tn-1)) > allttn, — up_1|?,

ce qui assure avec la propriété de Lipschitz de T et la propriété de Lipschitz au sens de Hausdorffde de F :

lun = wn—1 = pIT(un) = T(un-1)lll < V1 =200+ (ppy)2|un — wn-1.

Ainsi on obtient
lzns1 — zall < m|wn — un—1]l,

avec

m =0 +/1—-20+ (nk1 + oXks)2 + /1 — 2pa + (puy)2.
D’autre part et en utilisant I’hypothese

= [[~(yn, g(un))|l
IT(2n) = Il

p<

on obtient pour tout n

A(C. 2n11) = d(C.g(1a) + Mo, 9(10,)) — pT() — £1) ~ d(C. g(ur)
< Hh(ymg(wn)) - p[T(In) - f]H
< [h(yn, g(wn)) || + pIIT (2n) = £

r = 1A (yn, 9(un))

lvpie Yy — fll = 1

< N[ A(Yns g(win)) || +

ce qui assure que la suite {z,}, reste dans 1’élargissement C(r) de I’ensemble C. Par conséquent la proposi-
tion 1.8-(3), 'uniforme prox-régularité de ’ensemble C, et la forte monotonie de g assurent :

H“n+1 - “nH < ||un+1 — Un — [Q(Un+1) - g(un)]H + ||9(“n+1) - g(un)H
< Rluns1 — unll + [ Proje(zns1) — Projo(za)l
< Rluny1 — tnll + Cl|2ns1 — 2al-
D’ou
s = tnll € T2 lmss = 2l < T s — .
mg

D’apres I'hypothese (7) dans (H1) la constante {~5 est toujours strictement inférieure a 1. La suite {u, }, est
alors de Cauchy, donc convergente vers un élément u* € H. Par construction des suites {xy }n, {Un}n et {wn}n
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et en utilisant la propriéte de Lipschitz au sens de Hausdorff de F, G et de S on obtient la convergence de ces
suites vers des éléments z*, y* et w* respectivement, avec

e F(u"),y" € G(u*) et w* € S(u").

Il suit de I'algorithme 2.7, de la convergence des suites {@, }n, {yn}n €t {wn }n, et de la continuité de h, g, T, S, F
et G, que la suite {z,}, est convergente vers un élément z* € H vérifiant

2" =g(u”) + h(y", g(w")) — p[T'(z") — f].
Maintenant, on doit montrer que u* est une solution de (PVIN). Par construction on a :

9(uny1) € Projo(zni1).

Donc, la définition du cone normal proximal donne

Zn41 — §(tns1) € NP (C, g(unt1)), ¥n >0

et comme {z,}, et {g(un)}, convergent vers z*, g(u*) respectivement et d’apres la proposition 1.11, on peut
passer a la limite dans la derniere relation et on obtient

2" —g(u) € N(C,g(u")), i.e, h(y*, g(w")) — p[T'(z") — f] € N(C, g(u")),
ce qui assure que u* est une solution de (PVIN). O

2.2. F n’est pas nécessairement fortement monotone relativement a T

Dans cette section, nous allons montrer que les résultats obtenus dans le théoreme 2.8 peuvent étre étendus
au cas ou I' = Fy + Fy, avec I} est lipschitzienne au sens de Hausdorff, fortement monotone relativement a T'
dans H, et F5 est seulement lipschitzienne au sens de Hausdorff dans H. Notons que dans ce cas F' n’est
pas nécessairement fortement monotone relativement a 7.

Nous proposons 'algorithme suivant pour résoudre le probleme (PVIN) associé & la multifonction F =
F1 —+ F2 :

Algorithme 2.9.
FEtape 1. Fixer p > 0 et ug € H tels que

g(ug) € C, Jcé € Fi(up), x% € Fy(up), yo € G(ug), wo € S(ug).

Etape 2. Pour tout n > 0 :
Calculer I, = h(yn, g(wn)) — p[T(xL) + T(22) — f] et zpni1 = g(un) + ln-
Choisir : up4+1 € H tel que g(unt1) € Projo(zn+1)-

Choisir : 2F_ | € F(un+t1), (k =1,2) ynt1 € G(unt1), et wog1 € S(uny1).

Hypothéses (H2) :
(1) Fy est ap-fortement monotone relativement a T et ~;-lipschitzienne au sens de Hausdorff.
(2) Fy et Fy sont lipschitziennes au sens de Hausdorfl avec des constantes 1, 72 respectivement.
(3) Les constantes oy, 8,1, A, i, 0,71, Y2, k1, k2, et 0 vérifient les inégalités suivantes :
V1> 72
o af > (7] = 73) + 2parye (% —0 - R1> :



584 M. BOUNKHEL AND D. BOUNKHEL

Théoréme 2.10. Supposons que les hypothéses (2)-(6) dans (H1) et toutes les hypothéses (H2) sont satisfaites
et que le paramétre p > 0 vérifie les inégalités :

p>041C—/W2(1—R—UC—RlC)7€

12C(vE —3)

a1( — py2(l = R—0( — Ri() e (1-R—0C—RiQ) 7 — |[h(yn,g(un))|l }
12C(vE —~3) ’ py2€ NT(x) +T(22) - f

p<min{

o

¢ ¢
*(0F —13)
Alors les suites {un}, {xL}, {22}, {yn}, {wn}, et {zn} engendrées par lalgorithme 2.9 sont fortement conver-

gentes vers des éléments u*, x', 2%, y*, w* et 2* dans H respectivement, avec u* une solution de (PVIN) associée
a F=F +Fs.

1-R 2 1-R
\/04%#2(7127§)+N2’Y% <—R10> —2a172 <—R10>

€ =

Preuve. On suit la démonstration du théoreme 2.8 avec des petites modifications. De ’algorithme 2.9 on a :

lzns1 = znll < lg(un) + h(yn, g(wn)) — p[T(zy,) + T(a7) — £
—g(tn—1) = h(yn-1,9(wn—1)) + p[T(x;, 1) + T(27, 1) — fl

< lg(un) = gun—)|| + llun = tn—1 = P(yn, g(wn)) = P(yn—1, g(wn-1))||
+pllT (25 -1) = T@)| + llun = un—1 = p[T(2,) = T(xp_1)]II

De la méme maniere que dans la preuve du théoreme 2.8 on obtient

[un = tn—1 = h(Yn, g(wn)) = h(Yn-1, g(wn—1))Il < Rallun — up—1]|.
D’autre part la aq-forte monotonie de F) relativement & T, et la propriété de Lipschitz au sens de Hausdorff de
Fy, F5 et de T', donnent :
o ol T(x3) = Tz )|l < pullun — un-ll;
o [[(un = un—1) = p[T(x3) = Tzl < /1= 2par + (ppy1)?[|un — wn-1ll.

Finalement on obtient :

201 — 2nll < mllup — up—1]]

avec

= [0+ Ry + puva + /1 — 2pan + (ppn)?).
Par hypothese on a :
- Hh(ym (un))|
1T () + T(23) = fII°
d’ott d(C, zp41) < r, ce qui assure, que la suite {z,} reste dans ’ensemble C(r). Par conséquent la proposi-
tion 1.8-(3), 'uniforme prox-régularité de I’ensemble C' et la forte monotonie de g assurent :

[unt1 — unll < [[unt1 — un — g(unt1) + g(un) || + [|g(unt1) — g(un)||
< Rl[unt1 = un| + [[Projc(zn+1) — Projc(zn)||
< Rl|luny1r — unll + Cllznt1 — 2nll

< Rllunt1 — un|l + Cmffun — up—1]l,
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d’ou ¢
m
[un+1 — unll < 1— RHUn — Un—1]|-
D’apreés 'hypothese (3) dans (H2), la constante ;% est toujours strictement inférieure & 1. La suite {u,} est

alors de Cauchy, donc elle converge vers un élément u* € H.

La construction des suites {zl}, {2}, {yn} et {w,}, avec la propriété de Lipschitz au sens de Hausdorff
de Fy, Fy, G et de S assurent la convergence de ces suites vers des éléments 1, 22, y* et w* avec z' € Fy(u*),
22 € Fy(u*), y* € G(u*) et w* € S(u*). Il suit donc de I'algorithme 2.9, de la convergence des suites {x}}, {22},
{yn} et {w,} et de la continuité de h,g,T,G, S, F} et Fa, que la suite z, est aussi convergente vers I’élément

2" =g(u) + hy", g(w")) — p[T(z1) + T(22) = f].

Maintenant, on doit montrer que u* est une solution de (PVIN) associée a la multifonction F' = F; + Fy. Par
construction, on a g(unt1) € Projc(zn+1),vn > 0. Donc

Zn41 — §(Unt1) € N(C,g(uny1)), ¥n > 0.

Comme {z,} et {g(u,)} convergent vers z* et g(u*) respectivement, et d’apres la proposition 1.11 et la re-
marque 1.12, on peut passer a la limite dans la derniere relation, et on obtient :

#* = g(u*) € N(C,g(u")), cd-d. h(y™,g(w")) = p[T(z") + T(a?) — f] € N(C,g(u")),
et puisque z! € Fy(u*),2? € Fy(u*),y* € G(u*) et w* € S(u*) on obtient
0 € {r(G(u"),9(S(u")) — p[T(Fr(u”) + Fo(u”)) = f] = N(C,g(u"))}-

Do, u* est une solution de (PVIN) associée & la multifonction F = Fy + F. O

3. EXTENSION

Dans cette section nous allons modifier le probleme (PVIN) pour englober plus de cas particuliers. Cette
fois-ci nous allons supposer que ensemble C' est une multifonction définie de H dans H. Le probleme (PVIN)
devient :

trouver u* € H et p > 0 tels que g(u*) € C(u*) et
0 € {n(G(u"),g(S(u"))) — p[T'(F(u")) — f] = N(C(u"), g(u"))}. (PQVIN)
Ce probleme est appelé Probléme Quasi- Variationnel Implicite et Nonlinéaire (PQVIN).

Dans toute la suite de cette section, nous allons supposer que C' est une multifonction a valeurs fermées non
vides et v’ -proz-réguliére avec v’ > 0. Nous allons aussi fizer r € |0,r'[ et ¢ =

,r/
r—r
3.1. F est fortement monotone relativement a T

Nous proposons l’algorithme suivant pour résoudre le probleme (PQVIN).
Algorithme 3.1.
Etape 1. Fixer ug € H et p > 0, tel que :

g(uo) € Clup),zo0 € F(uo),yo € G(uo), wo € S(uo).
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Etape 2. Pour n > 0 : Calculer : I, = h(yn, g(wn)) — p[T(xn) — £, 201 = 9(un) + ln.
Choisir : un11 € H tel que : g(uni1) € Projo(u,)(Znt1)-
Choisir : Zp41 € F(tunt1), Yn+1 € G(Un+1), Wnt1 € S(tnt1)-
Hypotheéses (H3)

(1) C est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1.
(2) La projection vérifie 'inégalité suivante :

| Projc(x)(2) — Projoq) (2)|l <kllz —yl Vr,y,z € H, avec 0 < k < 1.

(3) Soit a vérifiant :

1+3c—-R
(4) Les constantes «, 3,7, A, 4,1, 0, k, k1, k2, ¢ et 6 vérifient les inégalités suivantes :

0<a< [M]

2
o o? > pPy? — PP #fff*&} ;

e k+ R+ ((Ri+0)<1.

Théoreme 3.2. Supposons que les hypothéses (1)-(6) dans (H1) et toutes les hypothéses (H3) sont satisfaites
et que le paramétre p > 0 vérifie l'inégalité :

a — |W(yn, 9(un))]]
12y }

1T () = /Il

« . «
—5 5 —€<p<mn M2’72+6’

o

2.2
%12 —W+%[1 —k—R—((o+R))

€ =

2.2
H=y
Alors les suites {un}, {xn}, {yn}, {wn}, et {zn} engendrées par lalgorithme 3.4 sont fortement convergentes
vers des éléments u*, x*, y*, w* et z* dans H respectivement, avec u* une solution de (PQVIN).
Nous commencons tout d’abord par prouver le lemme suivant qui est un point clé de la preuve du théoreme 3.2.

Lemme 3.3. Sous les mémes hypothéses du théoréme 3.2, les suites {un }, {zn}, engendrées par Ualgorithme 3.4
vérifient pour tout n > 0
Znt1 €t zp € [Cun)lr = {y € H; d(C(un),y) < r}.

Preuve. Observons tout d’abord que les hypotheses faites sur le parametre p dans le théoreme 3.2 assurent que
pour tout n > 0

1Tl = [[7(yn, g(wn)) = p[T(2n) = fII < [[P(yn, g(wn)) | = pIT(2n) = ]| < a.
Maintenant, de l’algorithme 3.4 on a
e Pour n =0,

d(C(uo), z1) = d(C(uo), g(uo) +lo) < d(C(uo),g(uo)) + lllo]l = [0l < a-

e Pour n =1,

d(C(u1),22) = d(C(u1),g(u1) + 1) — d(C(uo), g(u1))

[l + sllur = uoll

IN

A

a+ kllup — uol|,
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et
d(C(ur), z1) < d(C(uo), z1) + Kllur — uol| < a + Kllur — uo]|-

D’un autre co6té on a
l[ur = wol| < flur — uo + g(u1) — g(uo)|| + llg(u1) — 21/ + lg(uo) — 21
La forte monotonie de g et sa proprieté de Lipschitz donnent

lur = uo + g(ur) = g(wo)|[* < llur = uoll* + o*[lus — woll* = 2B/lur — uol|* < (1 = 28+ 0*)[Jus — uo|*.

D’ou
lur = woll < Rjur — uol| + d(C(uo), 21) + [llol| < Rljur — uol| + 2a,
et puisque 0 < R < 1 on obtient [lu; — uo|| < $2%-

Par conséquent

o | <a+ 2a " 2K - 1—-xk—R 1-R+2k .
— a =a
@ Kifun = to "T-R 1-R 1+3r—R 1-R ’

ce qui assure que d(C(uq), z2) et d(C(u1),21) sont inférieurs & r. Donc la propriété est vérifiée pour n = 1.

e Pourn > 2,0n a

d(C(un), znt1) = d(C(un), g(un) + ln)
d(C(un), 9(un)) + [[ln]l — d(C(tn-1), 9(un))

a + K}”Un - un—1||7

IN

IN

ce qui donne
d(C(un), zn) < d(C(un—1),2n) + 6|t — Upn_1]|

N

a+ Ellup—1 — up—2|| + Kllup — un—1ll.

D’une autre part on a
[t = tn—1[| < flun = wn-1+ g(un) = g(un—1)ll + [g(un) = znll + [[g(un—1) — zall.
La forte monotonie de g et sa proprieté de Lipschitz donnent

lwn — wn—1+ g(un) — g(un_1)||2 < Jun — “n—1||2 + ‘72||Un - Un—1||2 — 2B|lun — “n—1||2

= (1-28+0?)||un — un_1]
D’ou
[un = un—1ll < Rllun — un—1l| + d(Clun-1), zn) + [[ln-1ll < Rllun — un—1] + 2a + Kllun—1 — up—2f|,
et puisque 0 < R < 1 on obtient

2a + K||tp—1 — un—2||
1-R ’

tn = un—1]] <



588 M. BOUNKHEL AND D. BOUNKHEL

d’ou

(1= R)lun — 1|l < 20+ (725) (20 + £lun-—2 — un-s]))
2
s2) + (127) " 20+ klun s — ]

N 2 3
) +20 (25) + (2r) Rt sllung — un sl

< 2a 4+ 2a

§2a+2a<1

Et on obtient finalement

2a K £\ ko\"? Kllur — wol|
— w1l < = P
(|tn — 1”—(15{) 1+1R+(1R) + +(1R) (1+ 5 )

T jR on obtient KHUE; o < 1 fR

Puisque ||Ju1 — uol| <

IN

1-
< 2a

Par conséquent des simples calculs donnent

a
d(C(un), znt1) < 1-
(). 1) € T (L~ Rto] <7
et a
ce qui assure que zn41 et z, € [C(up)]r, ¥n > 0. O

Revenons maintenant a la preuve du théoreme 3.2.

Preuve. En suivant la méme démarche dans la preuve du théoréeme 2.8 on obtient
lzn+1 = znll < mllun — up—1];

avec

m = [0+ Ri + /1 = 2pa+ (ppy)?].
D’apres le lemme 3.3 on a 2,41 et z, € [C(uy)]r, ¥n > 0. Par conséquent la proposition 1.10 et nos hypotheses
du théoreme assurent

[unt1 = unll = lunt1 — un = [g(unt1) — g(un)]ll + [|g(un+1) — g(un)||
< V1 =28+ 0 |upt1 — unll + | Projo(u,) (2n+1) — Projc(u, ) (za)||
< R|unt1 — un| + [|Projou,) (2n+1) — Projcu,) (zn)|l
+Projc(u,)(zn) = Projo(u, 1) (zn)ll

< Rlfuns1 = tnll + Cllzns1 = znll + Ellun — un—a]-
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D’ou
(1= B)llunt1 = unl < (k +mQ)Jun — un—1l],
et puisque 0 < R < 1 on obtient

ltnt1 — unll < un — wn—1,

ot m =0+ Ry + /1 —2pa + (puy)2.

D’apres (4) dans (H3) la constante %™ est toujours strictement inférieure a 1. D’ott la convergence forte

de la suite {u,} vers un élément u*, ainsi que {z,}, {yn} et {w,} vers des éléments z*,y* et w* dans H
respectivement. La continuité des applications h,T et des multifonctions F, G, S donne :

e F(u"),y" € G(u*) et w* € S(u"),
et donne aussi la convergence forte de la suite {z,} vers I’élément z* donné par
2 =g(u") + h(y*, g(w")) = p[T(z") = f].

Maintenant, on doit montrer que u* est une solution du (PQVIN). Premiérement, d’apres la propriété de
Lipschitz de g et de C'ona: g(u*) € C(u*). D’autre part on a par construction g(un41) = Projc(u,)(znt1), ¥n >
0. Donc, d’apres la définition du cone normal proximal on obtient

Znt1 — 9(unt1) € NF(C(un), g(uns1)),  Vn > 0.

Comme {z,} et {g(un)} convergent vers z*, g(u*) respectivement et puisque toutes les hypotheses de la propo-
sition 1.11 sont satisfaites, alors on peut passer a la limite dans la derniere relation et on obtient :

z* —g(u*) € NP (C(u*), g(u*)),

d’ott
{h(y" g(w")) = pT(z") = fI} € NT(C(u"), g(u")),
et donc
{h(G ("), g(S(u"))) = p[T(F(u") = [T VN (C(u*), g(u*)) # 0
c.-a-d. u* est une solution du (PQVIN). Ceci termine la preuve. d

3.2. F n’est pas nécessairement fortement monotone relativement a T’

Nous supposons que F = Fj + F5, avec Fi est lipschitzienne au sens de Hausdorff, fortement monotone
relativement a T dans H, et F5 est seulement lipschitzienne au sens de Hausdorff dans H. Nous proposons
Palgorithme suivant pour résoudre le probleme (PQVIN) associé a F' = Fy + Fs :

Algorithme 3.4.
Etape 1. Fixer ug € H et p > 0 tels que :

g(uo) € Clug), zh € Fi(ug), xf € Faluo),yo € G(ug), wo € S(uo).

Etape 2. Pour n >0:
Calculer : I, = h(yn, g(wn)) — p[T(xL) +T(22) — f] et zn11 = g(un) + ln.
Choisir : un11 € H tel que g(unt1) € Projo(u,)(2nt1)-

Choisir : :E}H_l S Fl(un+1),m%+1 S Fg(un+1),yn+1 S G(un+1),wn+1 S S(un+1).
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Hypotheéses (H4)
(1) Les constantes a1, 3, i, 1,0, k, k1, ka,v1,7v2,( et 6 vérifient les inégalités suivantes :

® V1> 72
o af( > p?((7f —73) + 2na172(1 — R — k — 0( — Ri().

Théoréme 3.5. Supposons que les hypothéses (2)-(6) dans (H1), les hypothéses (1)-(2) dans (H2), les hy-

potheses (1)—(3) dans (H3) et toutes les hypotheéses (Hj) sont satisfaites et supposons que le paramétre p vérifie

les inégalités :

a1 — puy2(l1—=R—k —0(— Ri()
12C(0E = 3)

ol ppd-R-k-o(-R¢)  (A-R-k=-0C-FRi) _a—[lh(yn g(u.))| }
12 = 3) ’ 172G T () + T(a3) = fll

o>

— €,

p<min{

ol

1-R-— 2 1-R—
EEE o) i ()

(v —73)

\/a? — p2(vE = 73) + i (

€ =

Alors les suites {un}, {xL}, {22}, {yn}, {wn}, et {20} engendrées par Ualgorithme 3.4 sont fortement conver-
gentes vers des éléments u*,xt, 2%, y*, w* et z* dans H respectivement, avec u* une solution de (PQVIN)
associée o F' = Iy + 5.

Preuve. En adaptant la preuve du théoreme 3.2 d’une facon similaire a celle de la preuve du théoreme 2.10, on
peut prouver le théoreme 3.5. O

4. SENSIBILITE DES (PQVIN)

Notre objectif dans cette section est d’étudier la sensibilité des problémes variationnels du type (PQVIN).
Pour ceci nous considérons la famille (PQVIN), des problémes perturbés suivants :

trouver u* € H et p > 0 tels que
0 € h(G(u*,e€),g(S(u* e),€),€) — p[T(F(u*,e),e) — f] — N(C(u*,€),g(u*,e)). (PQVIN),

Pour mettre au clair nos idées nous considérons le cas particulier suivant de (PQVIN), (G = F = S = id et
f=0):
trouver u* € H et p > 0 tels que 0 € h(u*, g(u*),€) — pT'(u*,€) — N(C(u*,€), g(u*)).

Soit M un ouvert de H dans lequel le parametre e varie. Nous allons utiliser les notations suivantes Te(u) :=
T(u,€), he(u,v) := h(u,v,€),Ce(u) := C(u,€). Pour étudier la sensibilité de (PQVIN),, nous supposons l’exis-
tence d’une solution unique @ de (PQVIN)g, pour un parametre € € M. Ensuite, nous cherchons les conditions
et les hypotheses pour lesquelles, nous avons pour tout € proche de €, le probleme (PQVIN), admet une solution
unique u(e) proche de @. Aussi nous étudions la continuité de la fonction € — u(e) autour du parametre €.

Pour cette étude nous aurons besoin des hypotheses suivantes :
Hypothéses (H5) :
(1) g est a-fortement monotone et o-lipschitzienne.
(2) (u,v) — he(u,v) est ki-lipschitzienne par rapport a la premiere variable et ks-lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable.
(3) T. est d-lipschitzienne, pour tout € € M.
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(4) (x,€) — Cc(x) est (K1, k2)-lipschitzienne avec 0 < k1 < 1 et k2 > 0, c.-a-d.,
|d(Ce(@),y) = d(Ce('), y)| < ly = y'll + malle — 2" + ralle — ),

pour tout z,x’,y,y’ € H et pour tout €, € M. Nous supposons aussi que pour tout z € H et pour
tout € € M, les images C(x) sont uniformément r’'-prox-régulier, avec r’ > 0 et r €]0, [ et nous notons

/
T

par ¢ := =
(5) La projection vérifie 'inégalité suivante avec 0 < k < 1 et k' >0

|Projc, 2)(2) = Proje, ) (2)ll < kllz =yl + Kl — al,

pour tout z,z,y € H et pour tout e, € M.
(6) Les applications € — he(:,-) et € — Te(-) sont [31-lipschitzienne et [o-lipschitzienne respectivement.
(7) Les constantes «, o, k, k1, k2 et ¢ vérifient : R+ k + (/02 + (k1 + k20)2) < 1.

Le lemme suivant est I'un des points clés de notre résultat principal de cette section.

Lemme 4.1. Supposons que u est un point fize de Uapplication u — L(u,€), pour tout e € M, ou

L(u,€) = u — g(u) + Proje. ) (he(u, g(w) = pT.(u) + g(w)).

Alors u est une solution de (PQVIN)..

Preuve. Soit v un point fixe de lapplication v — L(u,€), pour tout € € M, c.-a-d. pour tout ¢ € M on a

u = L(u,e) = u— g(u) + Projc, () (hé(u, g(u)) — pTe(u) + g(u))
D’ou
9(u) = Proje, ) (he(u, g(w)) = pTe(u) + g(u))
et donc d’apres la définition du cone normal proximal on obtient
he(u, g(u)) = pTe(u) € N¥(Ce(u); g(u)),

ce qui assure que u est une solution de (PQVIN).. O

Lemme 4.2. Soient € € M et u une solution de (PQVIN):. Soient by,by > 0 et Vi = u+ 1B et Vo =
€ + boB. Supposons que les hypothése (H5) sont satisfaites et que pour tout € € Va, les application u +—
he(u, g(u)) et u— Te(u) sont bornées par Ay > 0 et Ay > 0 respectivement. Supposons aussi que les constantes
b1,b2, A1, Ao, 0, K1, Ko et le paramétre p > 0 vérifient 'inégalité suivante :

Al + pAQ + (O’ + 1)H1b1 + Koby < 1.
Alors pour tout uw € Vi et tout e € Vo, on a

he(u, g(u)) — pTe(u) + g(u) € [Ce(u)ly, (Iélargissement de Ce(u)).



592 M. BOUNKHEL AND D. BOUNKHEL

Preuve. Soient u € Vi et € € V. Puisque @ est une solution de (PQVIN): on a g(u) € Ce(u) et donc

d(he(u, g(u)) — pTe(u) + g(u); Ce(u)) = d(he(u, g(u)) — pTe(u) + g(u); Ce(u))
—d(g(u); Ce(u))
< lhe(u, g(u)) — pTe(u) + g(u) — g(@)||+
Fhllu —ul + rale — €
< |[he(u, g(u)) — pTe(u)]| + oflu — ul[+
K101 + Kob2
< Ay + pAs + (04 1)k1by + K2be < 1.

Donc he(u, g(u)) — pTe(u) + g(u) € [Ce(u)]r, ce qui termine la preuve. O
Lemme 4.3. Sous les mémes hypothéses du lemme 4.2 on a pour tout ui et us dans Vi et tout €1 et €3 € Vo :
[ L(u,€1) — L(ug, e2)|| < y1llur — uall +2ller — e,

o

"= (\/1 —2a+02+k+¢ {\/02 + (k1 + koo)? +p5D et y2 = k' +¢[B1 + pfa).

Preuve. D’apres la définition de I'application u — L(u, €) on a pour tout € € V3

L(u1,€) — L(uz,€) = u1 — uz — g(u1) + g(u2) — Projo, (u,) (he(uz, g(u2)) + pTe(u2)
+ g(u2)) + Proje, (uy) (he(uz, g(uz)) — pTe(uz) + g(uz2)) — Projo, u,) (he(uz, g(uz))
— Te(u2) + g(u2)) + Projc, uy) (he(u1, g(u1)) — pTe(ur) + g(ur)).

En utilisant ’hypothese (7) dans (H5), le lemme 4.2 et la proposition 4.3-(3), on obtient

[ L(u1; €) = Llug, )| < [lur —uz = g(ur) + g(uz)|| + kllur — ua| + ([[he(uz, g(u2))
—he(ur, g(ur)) + g(uz) — g(w)|| + Cpl|Te(uz) = Te(u)]- (4.1)

Puisque g est fortement monotone avec une constante o et d’apres la propriété de Lipschitz de g on a

ur —uz — g(u1) + g(uz)I* < (6 +1)[lur — ua|* =2 < g(u1) — g(uz), us — ug >
< (1 =20+ 0%)||lug — usal|. (4.2)

D’une part, la propriété de Lipschitz de g et de h nous assure
1 he(uz, g(uz)) = he(ut, g(ur)) + g(uz) — g(un)||* < [0 + (k2o + k1)?]ur — uz*. (4.3)

Finalement, en combinant les inégalités (4.1), (4.2) et (4.3) et en utilisant la propriété d-Lipschitz de T¢, on
obtient

|L(u1,€) = Liuz, )l = (VI =20+ 07 + k+ ¢ [Vo? + (i + ka0)? + pd] ) lur = wa]|.
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D’autre part on a pour tout u dans Vj et tout €1 et €5 € V5

[ L(u, €1) — L(u, €2)|| = [|Projc., (u) (he, (u, g(w)) — pTe, (u) + g(u))
—Projc., (u) (he, (u, g(w)) — pTe (u) + g(u)
[ Proje., (u)(he: (u, g(u) — pTe, (u) + g(u))
—Projc., (u) (he, (u, g(w) — pTe; (u) + g(u))|

+[Proje., (u) (he, (u, g(u)) — pTe, (u) + g(u))

—Projc., (u) (he, (u, g(w) — pTe, (u) + g(u))|

< Kller — el + Cllhes (u, g(w) = pTey (u)] = [hey (u, g(u)) — pTe, (w)]|
< Kller — el + (l|Re; (u, g(u) = hey (u, g(w))| +PC||T62( ) = Te, (u)]|
< Kller — el + (Buller — el + p¢Baller — ea|

= [k + (B1 + p¢Bo]ller — e2f| = 12ler — €.

)l

IN

Soit maintenant u; et us dans Vi et €; et e3 € V5. Alors on a
[ L(u1, €1) = L(ug, 2)|| < || L(u1,€1) — L(uz, €1)]| + || L(uz, €1) — L(uz, €2)||
< mllur — vl +y2ler — e2f|-
Ceci termine la preuve de ce lemme. (I
Remarque 4.4. Si on suppose que le parametre p vérifie I'inégalité suivante :
1—k—V1-2a+0%—(\/02+ (ki + ke0)?
Q ’

on a la constante 1 est toujours strictement inférieure a 1 et on obtient donc comme conséquence directe du
lemme 4.3, que Papplication u — L(u, €) est lipschitzienne sur V; avec une constante v; < 1 et donc elle admet
admet un point fixe u(€) dans V4 pour tout € € Vo, c.-a-d.,

< (4.4)

Ceci assure d’apres le lemme 4.1 que ce point fixe u(e) est une solution du probleme perturbé (PQVIN).. En
particulier, pour ¢ = € on a

u(€) = u = L(u(e), o),
qui est une solution du probleme perturbé (PQVIN)..

En utilisant le lemme 4.3 nous allons prouver dans le lemme suivant la propriété de Lipschitz de la fonction
€ — u(e).

Lemme 4.5. Supposons que les méme hypothéses dans le lemme 4.8 sont satisfaites. Alors la fonction € — u(e)

est B-lipschitzienne sur Vs avec 3 = %

Preuve. Soient €1 et e; € V. Alors

|u(er) — u(e)|| = [|L(u(er), e1) — L(u(ez), €2)||
< mlluler) — ule2)|| +zller — ezf|-
D’ou
(1 —y1)lJuler) — ule) || < yaller — e
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Puisque v € ]0, 1] alors on obtient

2

luler) —ule)|| < 5 _—

l[e —€ll,

ce qui termine la preuve. O

Le théoreme suivant est notre résultat principal de cette section. Sa preuve est une simple combinaison des
lemmes précédents.

Théoréme 4.6. Soit 4 une solution unique de (PQVIN)e, pour un paramétre € € M. Supposons que les
hypotheéses (H5) soient satisfaites. Supposons aussi que le paramétre p vérifie (4.4). Alors il existe un voisinage
V dans M de € tel que pour tout € € V il existe une unique solution u(e) de (PQVIN). proche de u et la fonction
€ — u(e) est lipschitzienne autour de € dans V. O
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