ESAIM: COCV ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Variations
October 2004, Vol. 10, 505-525
DOI: 10.1051/cocv:2004017

SLICE CONVERGENCE : STABILITE ET OPTIMISATION DANS LES ESPACES
NON REFLEXIFS

KaALID EL HaJtout! ET DRISS MENTAGUI!

Résumé. 11 est démontré par Mentagui [ESAIM: COCV 9 (2003) 297-315] que, dans le cas des
espaces de Banach généraux, la convergence d’Attouch-Wets est stable par une classe d’opérations
classiques de 'analyse convexe, lorsque les limites des suites d’ensembles et de fonctions satisfont
certaines conditions de qualification naturelles. Ceci tombe en défaut avec la slice convergence. Dans
cet article, nous établissons des conditions de qualification uniformes assurant la stabilité de la slice
convergence et de la slice convergence duale par les mémes opérations, dont le role est fondamental
en optimisation convexe. Nous obtenons comme conséquences certains résultats clés de stabilité de
Iépi-convergence établis par Mc Linden et Bergstrom [Trans. Amer. Math. Soc. 286 (1981) 127-142]
en dimension finie. Comme application, nous présentons un modele de convergence et de stabilité
recouvrant une large classe de problémes en optimisation convexe et en théorie de la dualité. Les
éléments clés dans notre démarche sont I’analyse d’horizon, les notions de quasi-continuité et d’inf-
locale compacité des fonctions convexes, puis la bicontinuité de la transformation de Legendre-Fenchel
relativement a la slice convergence et la slice convergence duale.

Abstract. It is shown by Mentagui [ESAIM COCV 9 (2003) 297-315] that, in the case of general
Banach spaces, the Attouch-Wets convergence is stable by a class of classical operations of convex anal-
ysis, when the limits satisfy some natural qualification conditions. This fails with the slice convergence.
We establish here uniform qualification conditions ensuring the stability of the slice convergence under
the same operations which play a basic role in convex optimization. We obtain as consequences, some
key stability results of epi-convergence established by Mc Linden and Bergstrom [Trans. Amer. Math.
Soc. 286 (1981) 127-142] in finite dimension. As an application, we give a model of convergence and
stability for a wide class of problems in convex optimization and duality theory. The key ingredients
in our methodology are, the horizon analysis, the notions of quasi-continuity and inf-local compact-
ness of convex functions, and the bicontinuity of the Legendre-Fenchel transform relatively to the slice
convergence.
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1. INTRODUCTION

L’étude de la stabilité des probléemes variationnels en analyse non linéaire est considérée comme un des themes
les plus importants de la littérature dans ce domaine [5,6, 8,24, 25, 50-53]. L’objet général de cette étude est
I’analyse de 'influence « des petites perturbations » de certains parametres sur les solutions du probléme initial.
En théorie d’approximation, ce probleme peut étre abordé de la maniere suivante : sachant qu’on connaisse une
suite de problemes approchant dans un certain sens un probleme variationnel limite éventuellement inconnu,
sous-quelles conditions les solutions de ces problemes (quand elles existent) convergent vers une solution du
probleme limite 7 L’étude de ce type de problemes a connu un développement considérable depuis que Hadamard
a introduit la notion des problemes bien posés en analyse non linéaire pour étudier la stabilité d’une classe de
problemes de la physique mathématique [24,25]. Ensuite, Tikhonov a apporté des 1963 un apport fort intéressant
pour stabiliser une large classe de problemes mal posés en physique mathématique et en théorie du controle
optimal [44-47]. Avec l'introduction des convergences variationnelles par Wijsman, suite & ses travaux en théorie
de la décision statistique [49,50], puis par Mosco dans le cadre de lapproximation des solutions d’une classe
d’inéquations variationnelles [37,38], ce theme fit intensivement étudié sous différentes formes et a trouvé ses
principales applications en optimisation paramétrique et en programmation mathématique [22,42,51,52], en
théorie d’approximation et celle du contrdle optimal [1,12,13,20], puis celle des problemes d’optimisation bien
posés et du calcul des variations [20,32,42]. Aussi, le développement considérable des études sur les convergences
variationnelles qui constituent un outil puissant et efficace pour I'étude de la stabilité et 'approximation d’une
large classe de probléemes variationnels, a permis de dégager plusieurs importantes notions de convergences,
dont I'une est la slice convergence qui est une extension naturelle de la convergence au sens de Mosco dans le
cas non réflexif. Cette convergence a été introduite formellement pour la premiere fois dans [43] puis étudiée
intensivement par divers auteurs [3,9,10,14,22,23,35]. Elle est en général plus fine que la convergence au sens de
Mosco et coincide avec cette derniere si et seulement si 'espace considéré est réflexif [11]. De plus, elle conserve
la bicontinuité de la transformation de Legendre-Fenchel : f € T'(X) — f* € T'(X*) dans le cas d’un espace
normé quelconque [10]. Cette propriété fondamentale justifie le role primordial que peut jouer cette convergence
en analyse non linéaire, notamment en optimisation convexe et en théorie de la dualité dans les espaces normés
non réflexifs.

L’objet de cet article est de montrer que, sous certaines conditions de qualification uniformes, la slice conver-
gence est stable par certaines opérations classiques de I'analyse convexe dont le role est fondamental en opti-
misation convexe et en théorie de 'approximation. L’hypothese clé, dans ces conditions de qualification, est la
notion d’inf-locale compacité d’une fonction de T' (X) qui se traduit dans I’espace dual par la quasi-continuité
de sa transformée de Legendre-Fenchel [26]. Nous retrouvons ainsi certains résultats de stabilité de Mc Linden
et Bergstrom [30] en dimension finie. Notre étude s’achéve enfin par une application a la théorie de la dualité
en optimisation convexe dans un cadre non nécessairement réflexif.

2. PRELIMINAIRES

Soit X un espace de Banach d’origine 6 et de boule unité fermée U. Son dual topologique noté X* est
d’origine 6* et de boule unité fermée U*. ||.|| et ||.||, désignent respectivement les normes de X et X*, w et
w* les topologies faibles o (X, X*) et o (X*, X), et 7* la topologie de Mackey 7 (X*, X). 7 (resp. 7*) désignera
dans la suite une topologie d’espace localement convexe séparé (e.l.c.s.) compatible avec la dualité (X, X*)
(resp. (X*, X)).

Sans aucune ambiguité, les notations précédentes resteront les mémes pour tout autre espace de Banach Y
de dual topologique Y.

—X
Si f € R, on note le domaine effectif de f et son épigraphe par :

Dom fi={z € X | f(2) < +o}, epi f = {(,0) € X xR / [ (x) < a}-
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La transformée de Legendre-Fenchel de f notée f* est la fonction définie pour tout y € X* par f*(y) :=
sup{(z,y) — f () /x € Dom f}. On dit que f est propre si Dom f # () et f(z) > —oo pour tout z € X.
I' (X) (resp. I' (X*)) désigne ’ensemble des fonctions propres convexes semi-continues inférieurement (sci) (resp.
w*-sci). C(X) (resp. C (X*)) désigne ensemble des parties non vides convexes fermées de X (resp. non vides
convexes w*-fermées de X*).

Pour f, g € T'(X) et C € C(X) on rappelle les définitions suivantes : — 'inf-convolution de f et g est la
fonction notée f # ¢ définie pour tout x € X par (f # ¢) (z) :==inf{f (v) +g(x —u) /ue X}.
Pour 'intéret de cette opération on pourra consulter [4,29,33,36];
— la fonction indicatrice de C est la fonction notée I avec

. OsizeC
I (x) { e

— la jauge de C est la fonction notée jo (ou tout simplement j lorsque aucune ambiguité n’est & craindre) et
définie pour tout z € X par jo () :=inf {a > 0/ z € aC} avec la convention inf ) = +oo.

On vérifie aisément que si C' est un voisinage de 6 convexe fermé équilibré pour une topologie d’e.l.c.s. définie
sur X, alors jo est une semi-norme continue et C' = {x € X / jo (z) < 1} [39];

— le sous-différentiel de f en x au sens de ’analyse convexe est donné par

Of (x) :={y e X* / f () + f" (y) = (x,9)},
et le graphe de la multifonction z € X — 9f () C X* est noté par
G(Of) ={(z,y) e X x X" [y df (v)};
— le cone horizon (ou asymptote) de C' est ’ensemble noté C> avec
C™® :=Nes0e (C — x9), ol zg € C;
— la fonction horizon (ou asymptote) de f est la fonction notée f*° et définie pour tout z € X par

foo (x) := sup f ($0 + )\33) — f (IO)

3 , ouxzg € Dom f.
A>0

Il est connu [29,41,42] que C*° (resp. f°°) ne dépend pas du choix de zy dans C (resp. Dom f) et que

epi > = (epi f)° et f*°(y) =sup{(zx,y) /x € Dom f}, Vy € X*;

— f est dite quasi-continue [26] si son domaine effectif engendre une variété affine fermée L sy de codimension
finie et si la restriction de f & L sy est continue en tout point de I'intérieur de Dom f relativement a L), noté
ir (Dom f). C est dit quasi-continu si I est quasi-continue.

Il est clair que si f est convexe et continue en un point de Dom f, alors f est quasi-continue; et si X est de
dimension finie alors toute fonction de T' (X) est quasi-continue;

—on dit que f et g forment un couple uni si leurs domaines effectifs ne sont que trivialement séparés, c’est-a-dire
si un hyperplan fermé sépare les deux domaines, il les contient tous les deux. On dira que deux convexes de X
sont unis si leurs fonctions indicatrices forment un couple uni.

En dimension finie, deux convexes A et B sont unis si et seulement si ir (A) Nir (B) # 0 [41].

Rappelons ici le lemme suivant qui nous sera utile dans la suite :

Lemme 2.1 [34]. Soient X un espace de Banach et f, g deuz fonctions de I' (X) avec f quasi-continue. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
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f et g forment un couple uni;

E = (epi f*) N — (epi g*)™ est un s.e.v. deX* x R;
F:={a*e X* ] f*°(x*)+ g*° (—2z*) < 0} est un s.e.v. de X*;
4) M est un s.e.v. de X avec M := Uy>g A (Dom f — Dom g);

5) M est un s.e.v. fermé de X.
Si une de ces conditions est satisfaite, alors projx-E = F = M*.
Si maintenant E est un sous-ensemble non vide de X. On note,

)
2)
3)

E-={AecC(X) /ANE#0}, ETT :={AeC(X) /3e>0:A+ecUCE}-

Définition 2.2 [10]. Soit X un espace de Banach. La slice topologie 74 définie sur C (X) est la topologie qui a
pour sous-base tous les ensembles de la forme V= ot V est un ||.|| -ouvert de X, plus ceux de la forme (B¢)"*
ol B est une partie non vide convexe ||.|| -fermée bornée de X.

On définit de méme la slice topologie duale 77 sur C (X*) comme étant la topologie qui a pour sous-base
tous les ensembles de la forme V= olt V est un ||.||, -ouvert de X* et ceux de la forme (K¢)*"
sous-ensemble non vide convexe w* -compact quelconque de X*.

ou K est un

Il est prouvé dans [9, 10, 14] que la slice topologie définie sur C (X) est la topologie la moins fine rendant
continues toutes les fonctions « gap » (D (B, .)) 5 avec

D(B,):AeC(X)— D(B,A) :=if{|[b—a| / (a,b) € Ax B} € RT

ou B est une partie non vide convexe [|.|-fermée bornée quelconque de X. Si on remplace dans la définition
précédente « B convexe fermé borné » par « B faiblement compact » on retrouve la topologie de Mosco [1,11,
26, 38].
Soient maintenant f,, n € IN, f des fonctions de I' (X) et C,, n € IN, C des éléments de C (X) :
(1) on dit que la suite (fy), épi-converge vers f (pour la topologie de la norme) et on note f, €, f siles
conditions suivantes sont satisfaites [1] :
(i) Vze X, Vo, M z, f(z) <Lmf, (z,);
(i) VoeX, 3z, Lz, fo(2,) — f(2),
Si (fn),, épi-converge vers f a la fois pour la topologie forte et la topologie faible de X, (f»),, est dite alors
convergente au sens de Mosco vers f et on note f, M f [1,26];
(2) on dit que (fy,),, est slice convergente vers f et on note f, 7=, f si et seulement si la suite des épigraphes
(epi fn), converge vers 'épigraphe epi f pour la slice topologie définie sur C (X x R) conformément a la
définition 2.2. Ce qui est encore équivalent [3,10] & I'une des deux conditions (a) et (b) suivantes :
(i) Ve € X, Fx, I 2 telle que £, (2,) — f (2);
(a) (i1) V (z5),, une suite bornée C X, V (y,n) tel que
n> f*(y), fn(xn) > {y,x,) — n pour n assez grand.
b (i)Ve € X, 3z, Il 2z telle que f, (z,) — f(2);
(b) (i) Vy € X*, Ty, H*ytelleque filyn) — [ (y).
Il est important de noter a ce niveau que la transformation de Young-Fenchel f — f* est un homéomorphisme
de (T'(X),7s) sur (I'(X™),7}) pour tout espace vectoriel normé (e.v.n.) [10]. De plus, il est connu que la
slice convergence est strictement plus fine que la convergence au sens de Mosco et que les deux convergences
coincident si et seulement si X est un espace de Banach réflexif [10,11];
(3) on dit que (Cy,),, converge au sens de Painlevé-Kuratowski vers C' et on note C,, £X C si et seulement si
Ic, &, Ic, ou de fagon équivalente :
(i)Vr € C, Fxz, € C, telle que =, Il z;
{ (1) V (nk), une sous-suite, si x € Cy, et xy Iz alors z € C.
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De méme, on dit que (Cy),, converge au sens de Mosco (resp. slice convergente) vers C' et on note C,, M C
(resp. C, ™, C) si et seulement si I, M Ic (vesp. Ic, ™, I¢) [1,10,38).

Soient Y un autre espace de Banach et A,,,n € IN, A: X — Y des opérateurs linéaires continus. On dit que la
suite (4,), converge simplement vers A et on note A, — A si ||A, (z) — A(z)|| — 0Vx € X ; et que (4,),,
converge vers A uniformément sur les bornés de X et on note A, YZ A si SUp||z<p | A4n () — A(2)|| — 0

Vp > 0.

3. VERSION ENSEMBLISTE DE LA STABILITE

Dans cette section, nous donnerons des conditions de qualification uniformes assurant la stabilité de la slice
convergence d’ensembles vis-a-vis d’'une classe d’opérateurs linéaires. Notons que ce probleme avait été étudié
par Mc Linden et Bergstrom en dimension finie avec 1’épi-convergence qui coincide dans ce cas avec la slice
convergence. Le résultat clé dans leur étude est le suivant ([30], Théor. 3, p. 130) : si A,, n € IN, A: RP — R4
sont des opérateurs linéaires tels que A, — A et C,, n € IN, C sont dans C (RP) et vérifient C,, ©5& C et
KerAn C>® = {0}, alors A, (C,) € C(R?) pour n assez grand et A, (C,) K A(C); ot KerA désigne le
noyau de A.

Ce résultat tombe en défaut en dimention infinie avec la slice convergence :

Exemple 3.1. Soit X l'espace de Hilbert L2 ([0, 27]). Pour tout n > 1 posons 4, := A : f € X +—
027r zf (z)dz et Cy, := {ae, / a € R} ol e, (x) := sinnx. Nl est clair que C,, M, C := {6} et donc KerANC> =

—

{0}, mais A,, (C,,) ne converge pas au sens de Mosco vers A (C), car A4, (C,) =R et A(C) = {6}.

Théoreme 3.2. Soient X et Y deuxr espaces de Banach. Soient A,, n € IN, A : X — Y des opérateurs
linéaires continus tels que A, YB A, et C,, n € IN, C des ensembles de C (X) tels que C,, ™. C. Supposons
que Uhypothése (H) soit vérifiée :
(H) { Pour toute sous-suite (ny), et toute suite (xy,), telles que xy, € Cp,
"\ et supy ||An, (z1)]] < 400, (zk), admet une sous-suite w-convergente.
Alors cl (A, (Cn)) ™=, A(C) ot cl (A, (Cyr)) désigne la fermeture de l'ensemble A, (Cy). En particulier (H)
est satisfaite si Uhypothése (H’) est vérifiée :
Pour toute sous-suite (ny), et toute suite (x), telles que xy € Cp,
(H’) :¢ et supy || An, (zr)| < +o00, il existe un convexe fermé D m — localement
compact contenant la suite (xy), et vérifiant KerAN D™ = {0}.

Pour la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant dont le réle est fondamental dans la suite
de cet article. Sa version originale se trouve dans les références [17,18]. Nous la modifions légérement en vue de
I’adapter a notre étude.

Lemme 3.3. Soient X un e.l.c.s. et D un convexe fermé localement compact contenant 6. Soit V un voisinage
de 0 convexe fermé équilibré tel que V N D soit un compact et j la jauge de V. Alors pour toute suite (xy),
de D nous avons :

— ou bien (j (x,)), est bornée et (xy,), est relativement compacte ;

n n

Ty

n’est pas bornée et (J.(m )) admet alors une valeur d’adhérence non nulle y € D*.
) ) n

— ou bien (j (xy)),,
Démonstration. La preuve de ce lemme est quasi-identique & celle du lemme 1.8 de [17]. Nous la reprenons pour
I'intérét considérable qu’elle présente dans les démonstrations des résultats de cet article.

Soit (z), C D. Si (j(zn)), est bornée, il existe o > 1 tel que j(z,) < a, Vn. Par suite j (%2) < 1
et z, € (aV)ND = a(VN2L) C a(VND) car D est un convexe contenant ¢. Ainsi, z, € a(V ND)
qui est compact; donc (), est relativement compacte. Si (j (z,)),, n’est pas bornée, on peut supposer que
J (zn) — 400 pour une sous-suite et donc j (z,) > 1 pour n suffisamment grand. Ainsi,

€ <V\%V) NDcC (V\%mt (V)) ND=BcCVnD,
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Ty

ou int (V') désigne 'intérieur de V. Donc B est un compact ne contenant pas . Ainsi e admet une valeur

d’adhérence non nulle y € B. Soit maintenant ¢ > 0. Alors pour n suffisamment grand j (z,) > € et donc

n . n D [N D D _
Ej(“;—n)eD, z.e.j(“;—n)e?,douye?,VE>O.D0ncy€ﬂE>O?—D‘X’. O

Remarque 3.4. Tout au long de cet article nous allons utiliser le résultat du lemme précédent de maniere
explicite ou implicite. Si X est un espace de Banach et si D est un convexe fermé contenant 6 et m-localement
compact, alors en se référant a la démonstration du lemme précédent, nous remarquons que si (z,),, est une
suite de D telle que (j (¢)),, soit bornée alors (x,),, est m-relativement compacte. Elle est donc w-relativement
compacte. Comme les w-compacts sont aussi séquentiellement faiblement compacts [27], alors (z,) admet

n
une sous-suite qui converge faiblement vers un élément de D. Si (j (z,)), n’est pas bornée, on conclut comme

n

précédement que (j,(zx" )) admet une sous-suite qui converge faiblement vers un élément de D>\ {6}.
"/ n

Démonstration du théoréme 3.2. Nous allons procéder en deux étapes :

Etape 1. Prouvons tout d’abord que A, (C,,) . A(C) :

(i) soit & € C. Comme C, ™ C alors Cp M C et donc il existe z, € C, tel que z, 'l z. Ainsi,
A (20) € Ay (C) et Ay, (2,) 11 A(z) car A, YB A et A est continu;

(i) si Ap, (tx) ., z pour une sous-suite (ny), telle que ¢, € C,,, alors la suite (A,, (tx)), est bornée et
tr “. t pour une sous-suite d’apres (H). Il en résulte que ¢ € C'; et pour tout y* € Y* nous avons :

[(Any (t1),y7) = (A(E), y7)] [(Any (t1),y7) = (A (), ¥ + [(A(E) ") — (A(0) ")

< _
< A, () = AW Y™l + (A (), y™) = (A ), 97

Cette derniere quantité tend vers 0 quand k — +oo car A,, YZ A et A est (w,w)-continu [16]. Ainsi,
An, (t) @ z=A(t) € A(C). Donc A, (C,) M A(C), et par suite A (C) est fermé [1].

Etape 2. Montrons que ¢l (4, (Cy,)) ™, A(C).

(i) Si O est un ||.||-ouvert de Y tel que A (C)NO # O, alors d’apres 'étape 1-(i) A, (Cr,) NO # 0 et donc
cl (A, (Cr)) NO # 0 pour n assez grand.

(ii) Supposons maintenant que A (C') € (B°)

s'il existe une sous-suite (ny), telle que ¢l (An, (Cn,)) ¢ (B°)™", alors pour chaque k nous avons

** ol B est un convexe ||.|-fermé et borné de Y. Par Pabsurde,

c(Ap, (Cyn,)) +exU ¢ B¢ avec g — 0 quand k — +o0.

Il existe alors une suite vy € (cl (An, (Cpn,)) +erU) N B, et partant une suite zi := A, (tr), tx € Cy, telles que
|lok — 21| — 0. Comme (vy), est bornée, (21), l'est aussi et t, *, t € C' pour une sous-suite d’apres (H); et
comme dans 'étape 1-(ii) z ., A(t). Ainsi, vy, *, A(t) € A(C) N B ce qui est absurde car A(C) C B°. Donc
cl (A, (C)) € (BE)T pour n suffisamment grand et par suite ¢l (A, (Cy,)) ™., A(C) d’apres (i).

En particulier si 'hypothese (H’) est vérifiée alors (H) I’est aussi. En effet, soit (nx), une sous-suite telle que
x € Cy,, et supy, ||An, ()| < +00. Notons j la jauge d’un m-voisinage V' de 6 convexe fermé équilibré tel que
V N (D — xp) soit m-compact, avec xo un point quelconque de D. Si (j (xx — x0)), n’est pas bornée (quitte a
supposer que j (z — 2g) — 400 quand k — +00) alors le lemme 3.3 et la remarque 3.4 impliquent Pexistence

l'kp —Z0
3 (zkp—20)
Comme (Ankp (z, — :L'o)) est bornée alors A (z) = 0. Par suite z € KerA N D> = {0}, ce qui est absurde.
p

d’une sous-suite (zj, — aco)p telle que la suite z, := soit w-convergente vers un élément z € D>\ {0}.

Par conséquent, (j (zx — 20)), est bornée et (x}), admet une sous-suite w-convergente d’apres la remarque 3.4.
Ce qui acheve la preuve. ([

Corollaire 3.5. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 sauf que (H) est remplacée par
(H”) : 1l existe un convexe fermé D w — localement compact et

‘| N e INtels que C,, C D, ¥n > N et KerAN D> = {6}.
A, (Cr) est fermé pour n suffisamment grand et A, (C,) 7=, A(C).

—
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Pour la preuve de ce corollaire, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.6 [34]. Soient X etY deuz el.c.s., A: X — Y wun opérateur linéaire continu et C' un convezre
fermé de X, localement compact. Supposons que KerA N C™ soit un sous-espace vectoriel. Alors A(C) est
fermé.

Démonstration du corollaire 3.5. D’apres le théoreme 3.2, nous avons

c (An (Cn)) T2, A(C) = cl (A(C))

puisque I'hypothese (H’) est satisfaite. Il suffit, d’aprés le lemme précédent, de montrer que KerA, NC° = {6}
pour n suffisamment grand. Par ’absurde, supposons qu’il existe une sous-suite (n), et une suite (zj), telles
que pour tout k& > 1 on ait 2 # 6 et zx € KerA,, NC:. Le fait que z; soit non nul implique que j (zx) > 0
(j étant la jauge du voisinage V de 6 considéré dans la preuve du théoréme précédent). En effet, s’il existe un
indice ko tel que j (2x,) = 0 alors zy, € V*°. Comme Cy, est un convexe fermé C D alors Co, © D™ Ainsi,
2k €V ND® = (VN (D—120))* = {0}, car VN (D —wp) est m-compact. Ceci est impossible car zy, # 6.
En outre nous avons 7Z € (V\Zint (V)) n D> C (V\int (V)) N (D — zo) qui est faiblement compact ; donc
j(ZZ’“k) ¥z € D> pour une sous-suite avec z # 6. D’autre part, comme j(zz’“k) € KerA,, et que A, YB A alors

A(z) =0, et par suite z € KerAN D> = {#}. Ce qui est absurde. O

Corollaire 3.7. Sous les hypothéses du corollaire 3.5 avec D := Ux>oAK ot K est un convexe m-compact
vérifiant KerAN K =0, les ensembles A, (Cy,) sont fermés pour n suffisamment grand et A, (Cy) ™, A(C).

Démonstration. L’ensemble D = Ux>oAK est un céne convexe. Comme K est convexe w-compact et § ¢ K, D
est alors fermé et m-localement compact [27], p. 338. De plus 'hypothese KerA N K = @ implique clairement
que KerAN D> = KerAN D = {6}. Le corollaire 3.5 achéve la preuve. O

Corollaire 3.8 [30]. Soient A,, n € IN, A : R? — R? des opérateurs linéaires tels que A, — A et Cp,
n € IN, C des ensembles de C (RP) tels que C,, TE C et KerAN C™ = {6}. Alors A, (Cy,), A(C) sont dans
C (RY) pour tout n suffisamment grand et A, (C,) £ A(C).

Démonstration. En dimension finie la slice convergence d’ensembles est identique a la convergence au sens de
Painlevé-Kuratowski [10]. Dans ce cas aussi, il est classique de vérifier que la convergence simple de la suite
(Ap), vers A est équivalente a sa convergence uniforme sur les bornés de RP. Il suffit alors de prouver que la
condition KerA N C* = {6} implique 'hypothese (H) du théoreme 3.2. En effet : soit (ny), une sous-suite et
(z1),, une suite vérifiant x5, € C,, pour tout k et supy, | Ay, (z1)| < 4+o00. Puisque C,, 7% C, on peut supposer
sans nuire a la généralité que 6 € C,, N C. Si (x), n’est pas bornée, quitte a extraire une sous-suite, on peut
supposer que ||zg|| — 400. Soient € > 0 et k suffisamment grand tels que ||zk| > e. D’apres la convexité des
Ch, % € C,, et donc il existe une valeur d’adherence = de la suite H?E—:H telle que T € C et A(T) =0, i.e.

T € KerANC> = {0} ; ce qui est absurde car ||Z|| = 1. Donc (x), est bornée, ce qui achéve la preuve. O

Remarque 3.9. En dimension finie la condition KerA N C> = {6} n’implique pas en général I'existence d’'un
convexe fermé D contenant les ensembles C,, et KerA N D> = {#}. En effet, soient X := R? et Y := R.
Définissons les ensembles Cy, := {(z,y) / y =nz}, C := {0} x R et les opérateurs A, (z,y) := A(z,y) == v.
Il est clair que conv (C, UCp) = R? si n # p, et donc s'il existe un convexe fermé D tel que C,, C D pour n
suffisamment grand alors D = R2. D’autre part, nous avons C,, 75X C et KerANC>® = {6} = {(0,0)} mais
KerAN D> = KerA # {0}.

Nous donnons maintenant des conditions de qualification uniformes assurant la stabilité de la slice convergence
vis-a-vis de I’addition d’ensembles de C (X). Notons que ce probleme avait été étudié aussi par Mc Linden et
Bergstrom [30] en dimension finie. Leur résultat est le suivant : Si C, C), et D, D,, sont des ensembles de C (RP)
vérifiant C,, K O, D, PK D et C° N —~D> = {0}, alors C,, + D,, € C (RP) pour tout n suffisamment grand

—
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et Cp + D, 'K C + D. Ce résultat n’est plus vrai en dimension infinie lorsqu’on considere la convergence au
sens de Painlevé-Kuratowski ou la slice convergence.

Exemple 3.10. Soit X un espace de Hilbert de base orthonormale (e;), -

a) Considérons les segments : C), := [e1, e,], Dy := [e1, —ey] et C := D = {e1}. Il est clair que C,, 7K C,
D, P"K Det C*n—D> = {6}. Mais C,, + D,, 7K C + D car [0, 2¢;] C C,, + D,, pour tout n.

b) Considérons les ensembles : A,, := [e,, vn] = {ae, + (1 — @) v, /0 < a <1} avec v, := e"tlﬂ, B, =
esp{ei, ..., en} les.e.v. engendré par (er), .., Il est clair que A, M, A:= {6} et B, M B:= X. Maintenant
soient les fonctions : f, (v) := I} (7) = supe 4, (t,2) = Max {(en, @), (vn,2)}, gn (7) := Iy, (v) = Ip1 (v) on
B;i- :=esp{enyi1, ...} le s.e.v. fermé engendré par (€k)g>n1- Nous savons que f, M f=I{=0etg, M g:=
I = I;gy. Considérons alors les ensembles de X x R : O, = epi fns Dy i=epi gn, C :==epi f = X x Rt et
D = epi g = {6} x R*. Nous avons C,, M C et D, M D. D’autre part, les deux suites z, := —ne,11 — en
et y, 1= nepy1 vérifient f,, (z,) = —1 et g, (yn) = 0. Il en résulte que (z,,—1) € C,, et (y»,0) € D,,. Ainsi,
(20 + Yn, —1) = (—en, —1) € C,, + Dy et (—e,, —1) “XI1 (0, -1) ¢ C+D = X xR*. D’onr, C, +D,, M, C+D
bien que C* N —-D>* =CN-D = {(0,0)}.

Les trois théoremes qui suivent constituent un résultat central dans la suite de cet article et sont a la base
de la version fonctionnelle de la stabilité.

Théoréme 3.11. Soient X un espace de Banach et Cp, Dy, n > 1, C, D des ensembles de C (X) tels que
Cy ™=, C et D, ™=, D. Supposons qu’il existe Cy et Dy deux ensembles de C (X) vérifiant C5° N —Dg° = {6},
Dy est mw-localement compact et C,, C Cy, Dy, C Dqy pour tout n > a un certain N. Alors C,, + Dy, C + D sont
dans C (X) pour toutn > N et C,, + D,, ™=, C+ D.

En considérant 'exemple 3.10-b), nous remarquons que la conclusion du théoreéme 3.11 n’est plus vraie lorsque
nous avons seulement C,, ™=, C, D,, ™=, D avec C*° N —D*> = {6} et D est w-localement compact!

Pour la preuve de ce théoréeme on ne peut pas appliquer le corollaire 3.5 avec A, (z,y) := A (z,y) := x + y,
(z,y) € X2 et C,, x D,, C Cy x Dy puisque Cy x Do n’est pas en général m-localement compact. Pour cela nous
allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.12. Soient X un espace de Banach, C,, n € IN, C des ensembles de C (X) et fn, n € IN, f des
fonctions de T (X). Alors

(i) C, ™, C =V e X, Vo, Il 2, C, — 2, ™, C — .

(i) Sidze X, Ja, Il 2 C, -z, ™ C—x alors C, ", C.

(i) fo 7o, fe=Fz e X, I, Mo f,(+z,) ™ f(+2).

Démonstration. (i) Supposons que C,, ™, C. Comme C,, M C, alors Vo € X, Vz, e c,—z, M C— .
Ainsi VYu € X, 3 u, I w telle que Ic, o, (un) — Io_. (u). Soient maintenant (y,n) € X* x R tel que

n > 15, (y), ie.n > 15 (y) — (z,y), 6 € R tel que n+ (x,y) >0 > I (y) et (vy,), une suite bornée de X.
Puisque I¢, ™, Ic alors nous avons

I, (vn + xn) (U + &, y) — 0

>
> <Unay> + (xn,y) -n- <Inay>

pour tout n suffisamment grand, i.e. Ic, (v, + 25) > (Un,y) — 1 ou encore

Ic, —x, (Un) > (Un,y) — 0.

Par conséquent, Ic, 5, ™, Ic—y et donc Cp, — zy, 7=, C' — x [10].
(ii) Si Cp, — xn, ™, C — x avec z, Il x alors d’apres (i)

Cp—xp—(—z4) ™, C—x—(—x), de C, T, C.
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(iii) Elle est immédiate a partir de (i) et (ii) puisque, epi fp (. +xn) = epi fr, — (2,0) et epi f(.+2z) =
epi f — (z,0). O

Remarque 3.13. Le résultat du lemme précédent reste valable lorsqu’on considere la slice convergence duale
d’ensembles et de fonctions. La preuve est identique & la précédente moyennant [10], Corollaire 3.6 ii).
Démonstation du théoréme 3.11. D’apres le lemme 3.12, vu que C,, ™=, C' et D,, =, D, on peut supposer sans
nuire a la généralité que § € CN D et 8 € C,, N D,,. Maintenant, puisque C,, C Cy, D,, C Dy alors D,, et D
sont m-localement compacts et C5° N —D° = C*° N —D*> = {#}. Ainsi, C,, + D,, et C + D sont dans C (X)
d’apres [17].

Montrons maintenant que C, + D,, ™, C' + D :

(i) soit (z,y) € C x D et z := x +y. Il existe z, € Cp, et y, € D, tels que z, 'l = et y, Il y. Ainsi
Zpn = Tp +Yn € Cp + Dy et z, Il 2 Donc si O est un |.|-ouvert de X tel que (C' + D) N O # § alors
(Cp + Dp) N O # () pour tout n suffisamment grand ;

(i) soit B un convexe fermé borné non vide de X tel que C+D € (B¢)*™" et soit g9 > 0 tel que C+ D +eoU C
Be. Par labsurde, si C,, + D,, ¢ (BC)JFJr pour une sous-suite d’ensembles notée encore C,, + D, alors il existe
une suite (g,,),, | 0 telle que (Cp, + Dy, +e,U) N B # 0, i.e. il existe (z,yn) € Cp X D, et vy 119 vérifiant
Tn + Yn + vy € B pour tout n.

Soit j la jauge d'un voisinage V' de 6 convexe fermé et équilibré tel que V' N Dy soit m-compact. Si (j (yn)),,

n’est pas bornée, j(yy") .y € D§° pour une sous-suite avec y # 6 d’apres le lemme 3.3 et la remarque 3.4.

Comme B est borné, % I, et j(“;—”) ¥ —y. Maintenant pour tout € > 0 et tout n suffisamment
grand tels que j (yn) > €, nous avons 572y € Cp et donc s ., — ey € C. Alnsi y € —C§° N DG° = {0}, ce

qui est absurde. Donc (j (y)),, est bornée, par suite (y,),, est bornée et y,, ., y € D pour une sous-suite. On
en déduit que (x,),, est aussi bornée. D’autre part, comme (C + D + int (gU)) N B =0 et C + D + int (soU)
est un ||.||-ouvert convexe, on peut séparer B et C + D + int (eoU) par un hyperplan fermé, i.e. il existe z € X*
non nul et n € R tels que

sup(t, z) + sup(t, z) + o ||z]l, <n < inf (¢, 2)-
teC teD teB

En posant § := sup,c(t, z) nous avons d’apres les inégalités précédentes
§<n—(y,2) —e1 <(Tn +Yn +vn,2) = (y,2) — €1

ou0 < ey <egglzl,. D'ou

d<n—{(y,z)—e1:=r <(xn,2)
pour tout n assez grand car (y, + v, — y,2) — 0. Ainsi, I} (2) < r, mais Ic, (z,) = 0 < (xp,2z) — 7. Ceci
contredit le fait que I, *s, Ic. D’ou, C,, + D,, € (BC)JFJr a partir d'un certain rang. Ce qui achéve la preuve
du théoreme. |

Théoréme 3.14. Soient X un espace de Banach et C,, D,, n > 1, C, D des ensembles de C (X*) tels que
Ch T O et D, . D. Supposons qu’il existe Cy et Dy deuz ensembles de C (X*) vérifiant C§° N —D§° = {6*},
Dy est w*-localement compact et C,, C Cy, D, C Dg pour tout n > a un certain N. Alors C,, + D,,, C+ D sont
dans C (X*) et Cy, + D, T C+D.

Démonstration. La w*-fermeture des Cy, + D,, et C'+ D se démontre de maniere analogue comme dans la preuve
du théoréme 3.11. D’apres la remarque 3.13, on peut supposer sans nuire a la généralité que 8* € C,,ND,NCND.
(i) Soit O un ||.||,-ouvert de X* tel que (C' + D) N O # (). Alors la condition (C,, + D,,) N O # 0 pour tout n
assez grand se démontre exactement comme dans (i) de la preuve du théoreme 3.11.
(ii) Soit K un convexe w*-compact de X* tel que C+ D € (KC)++ et soit g > 0 tel que C+ D +5oU* C K°.
Par I'absurde si Cy, + D,, ¢ (K°)™" pour une sous-suite, il existe (¢,), | 0 telle que (Cp, + D, + £,U*) N K # 0.

Donc il existe (xn,yn) € C, X D, et v, M 0* vérifiant x,, + y, + v, € K pour tout n. Soit j la jauge d’un
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voisinage V' de 6* convexe w*-fermé et équilibré tel que V' N Dy soit 7*-compact. Si (j (y»)),, n'est pas bornée

Yn

- admet une valeur
J ( Yn ) n

(quitte & supposer que j (y,) — +00 pour une sous-suite) alors d’apres le lemme 3.3, (

d’adhérence non nulle § pour 7* (et donc pour w*) avec ¥ € D§°. Comme K est borné, % I g% et donce

J(yn) J(yn)
Mais pour tout € > 0

Lo _Yn M 6*. On en déduit que (j(“y” )) admet —y comme valeur d’adhérence pour la topologie w*.
) )

 3(un)
D’ot —7 € C§° N—Dg° = {6*}, ce qui est absurde. La suite (j (y»)),, est donc bornée, et par le lemme 3.3 et [16]

la suite (yn),, est bornée. On en déduit que (zy),, est aussi bornée. Maintenant, puisque C' + D est w*-fermé et
U* est w*-compact alors C' + D + goU* est w*-fermé d’apres [17]. Comme (C' + D +coU*) N K = 0 et K est
convexe w*-compact, alors d’apres le théoreme de Hahn-Banach [15] appliqué dans l'espace (X*, w*), il existe
x non nul dans X et n € R tels que sup;coy pye,o- (@, 1) < n < infiex(x,t). Par suite,

€ Cp pour tout n suffisamment grand. Ainsi, € (=) € Cp, i.e. =7 € Ne>0eCo = CF°.

sup(z, t) + sup(z,t) + o ||z|| < n < inf (z,t)-
teC teD teK

Ainsi, I (z) et I}, (x) sont finis. De plus, pour r := gq ||z[| + I}, (z) nous avons I (x) < n—r. Comme Cy, e C,
alors 0 = I¢, (x,) > (x,2n) — (n — 7) pour n suffisamment grand. D’ou,

16 (2) + 7 <) < (2,20 + Yn +0n) <9 =7+ (T, Yn + n):

D’autre part, puisque D, T, D alors d’apres [10], corollaire 3.6, pour tout a > 0, il existe N, tels que
0=1Ip, (yn) > (x,yn) — a — I}, (z) pour tout n > N,. Ainsi,

(@, yn) < a+ I (), ¥n > N,.

On en déduit que r < (x,yn) + (x,v,) < 200+ I} (x). Ainsi, r < I} (x), ce qui est absurde car = # 0 et g9 > 0.
Dou, C,, + D, € (KC)JFJr & partir d’un certain rang, et C,, + D,, == C + D. O

Théoreme 3.15. Soient X et Y deux espaces de Banach, A,, n € IN, A:Y* — X* des opérateurs linéaires

(11, 5 1140, et (w*, w*)-continus tels que A, YB A, et C,,, n € IN, C des ensembles de C (Y*) tels que Cy, . C.
Supposons qu’il existe D convexe w*-fermé et w*-localement compact tel que C,, C D et KerAN D> = {6*}.

Alors Ay, (Cy), A(C) sont dans C (X*) pour n suffisamment grand et A, (C,) A ).

Démonstration. i) Les ensembles A, (C,,) sont évidemment convexes. Pour montrer que A, (C),) est fermé,
il suffit d’aprés le lemme 3.6 de prouver que KerA, N C = {#*} pour n suffisamment grand. On peut
supposer sans nuire a la généralité que 8* € D. Soit j la jauge d’un voisinage V de 6* convexe w*-fermé
équilibré tel que V' N D soit m*-compact. Par ’absurde, supposons que KerA, N C:° contient un élément non
nul y, pour une sous-suite. Comme dans la preuve du corollaire 3.5, on montre que j (y,) > 0 et la suite
Zn 1= ](yy) € (V\3int (V)) N D> qui est w*-compact; elle admet donc une valeur d’adhérence z € D>\ {6*}
pour la topologie w*. Or (zy), est bornée d’apres [16], par conséquent [|A, (2,) — A (z,)|, — 0. Comme
2, € KerA, nous avons ||A(z,)||, — 0, et donc A(z,) ™. 6*. Or A est (w*,w*)-continu, il s’en suit que
A (z) est une valeur d’adhérence de la suite (A (z,)), pour la topologie w*. Par suite, A(z) = 6*. Ainsi,
z € KerAN D> = {0*}, ce qui est absurde. La fermeture de A (C) provient du fait que KerANC> = {§*}, C

est m*-localement compact est A est (7*, w*)-continu.

T

ii) Montrons que A, (C,) = A(C). Soit z € C, il existe z, € C, tel que |z, —z|[, — 0. Donc
|An (zn) — A(2)|l, — 0. Par suite, pour tout ||.||,-ouvert O tel que A(C)NO # B, on a A, (Cp,)NO #
pour n suffisamment grand. Soit maintenant K un convexe w*-compact tel que A(C) € (K. 1l existe
0 > 0 tel que (4 (C) +oU*) N K = 0. Supposons que A, (Cy,) ¢ (K™ pour une sous-suite. Alors il existe

(en),, 1 0 telle que (Ay (Cpn) +€,U*) N K # 0. 11 existe donc (y,) € C, et v, I g tels que Ay, (Yn) +vn € K



SLICE CONVERGENCE : STABILITE ET OPTIMISATION DANS LES ESPACES NON REFLEXIFS 515

pour tout n. Ainsi, (A, (yn)),, est une suite bornée. Soit j la jauge du voisinage V' de §* considéré dans i). Si

(4 (yn)),, n'est pas bornée alors z, := jé";) admet une valeur d’adhérence z € D>\ {#*} pour w*. De plus,

(
A, (jgfyv;)) | (J(yy))H —— 0. Ainsi, A (2], — 0 car (A, (ya))
déduit que A (z) = 0%, i.e. z € KerAN D> = {#*}, ce qui est absurde. La suite (j (y)),, est donc bornée. I
en est de meéme pour (y,),,. Or A (C) 4+ eoU* est w*-fermé et (A (C) 4+ eoU*) N K = (. D’apres le théoréme de
Hahn-Banach [15], il existe « non nul dans X et n € R tels que

,, est bornée et j (y,) — +o00. On en

sup(z, A (t)) +eo ||lz|| <n < inf (z,t).
teC teK

Il en résulte que sup,co(z, A (1)) = sup,c(A* (2) ,t) = I5 (A" (z)) € Ret 15 (A% (x)) < r :=n—¢olz], o
A* : X — Y est opérateur adjoint de A [16]. Comme C,, 2, C, alors 0 = I¢, (yn) > (A% (z),yn) — T, i.c.
(A* (x) ,yn) < r pour tout n assez grand. D’autre part, nous avons

n < (@ An (yn) + vn) < ([valls + 140 () = A(yn)ll) 1] + (2, A (yn))
< 4 (llonll, + 114n (yn) = Ayn) ) 2]l -

D'ou, ¢ < ||lvnll, + [|4n (Yn) — A (yn)|l, — 0, ce qui est absurde. Par conséquent A,, (Cy,) A (C). Ce qui
acheve la preuve. O

4. VERSION FONCTIONNELLE DE LA STABILITE

Dans cette section nous appliquerons les résultats de la section précédente aux épigraphes de fonctions
convexes, ce qui nous permettera de déduire la stabilité au niveau fonctionnel. L’outil clé étant la notion d’inf-
locale compacité d’une fonction convexe.

Définition 4.1 [26]. Soit X un espace topologique séparé. Une fonction f € EX est dite inf-localement compacte
si f est sci et si pour tout p € R l'ensemble F, := {z € X / f (z) < p} est localement compact.

Il est facile de remarquer que f est inf-localement compacte si et seulement si son épigraphe epi f est
localement compact dans X x R [26]. Le résultat principal sur les fonctions inf-localement compactes est le
suivant :

Proposition 4.2 [26]. Soit X un e.l.c.s. et f € I'(X). Alors f est w-inf-localement compacte si et seulement
st f* est T*-quasi-continue.

Ce résultat généralise celui de Moreau [36] : une fonction f € I' (X)) est w-inf-compacte (i.e. F}, est w-compact
pour tout p € R) si et seulement si f* est 7*-continue en 6.

Théoreme 4.3. Soient X un espace de Banach et f,, gn, n € IN, f, g des fonctions de T (X) telles que f,, ™=,
et gn =, g. Supposons qu’il existe deuz fonctions p et q de T (X) telles que :

(1) p < fn et q < gn a partir d’un certain rang ng ;

(2) q est w- inf-localement compacte ;

(3) {z | 9 (2) + ¢ (—z) < 0} = {6}.
Alors f # g, fn % gn sont dans T (X) pour n assez grand, fn, # gn ™=, f % g et Uinf dans ces fonctions est
atteint.

Démonstration. L’hypothese (1) est équivalente & epi f, C epi p et epi g, C epi q. L'hypothese (2) est
équivalente au fait que epi g est w X |.|]-localement compact. D’autre part, il est facile de vérifier que I’hypothese
(3) est équivalente & la condition (epi p)™ N — (epi q)™ = {0,0}. Les hypotheéses du théoréme 3.11 sont donc
satisfaites, par conséquent

Ts

epi fn+epi gy, °, epi f+epig
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et ces ensembles sont fermés. Or epi (fn, # gn) = epi fn + epi g, puisque epi f,, + epi gn C epi (frn # gn) C
cl(epi fn + epi gn) = epi fn + epi g,. De la méme fagon epi (f # g) =epi f+epig. Ainsi, fr, % g ™=, f %+ ¢
et ces fonctions sont convexes sci.

Montrons maintenant que f, # g,, f # ¢ sont propres et I'inf dans ces fonctions est atteint : soient
Tn € Dom f, et y, € Dom g,, alors

(fn i gn) (:L'n + yn) < fa (ﬂfn) + gn (yn) < +00.

De la méme fagon f # g n’est pas identiquement égale a +o0.

Pour montrer que f, # g¢gn, f # ¢ ne prennent pas la valeur —oo, il suffit de remarquer d’apres (1) que
p4 g <inf{fn # gn, f 4% g} et que p # ¢ ne prend pas la valeur —co. En effet, ’hypothese (3) et le lemme 2.1
impliquent que p* et ¢* sont unies dans la dualité (X*, X). L’hypothese (2) et la proposition 4.2 impliquent
que ¢* est 7*-quasi-continue. Ainsi, Dom p* N Dom q* # () d’apres le lemme 6.6.1 de [26]. Par conséquent p # ¢
ne prend pas la valeur —oco. Maintenant les hypotheses (1)—(3) impliquent que g, et g sont w-inf-localement
compactes et

{z/ ;7 (@) + 957 (—2) <0} = {a/ = (x) + 9> (—2) <0} = {0}
Il en résulte en utilisant la proposition 6.4.1 de [26] que f,, # g, et f # g sont exactes, i.e. pour tout x € X il
existe z, € X et z € X tels que (fn # gn) () = fru (2n) + gn(x — 2z5) et (f # g) () = f(2) + g (z — 2). Ceci
acheve la preuve du théoreme. O

Théoréme 4.4. Soient X un espace de Banach et fn, gn, n € IN, f, g des fonctions de T (X) telles que f,, =,
et gn T2, g. Supposons qu’il existe deux fonctions p et q de I' (X) telles que :

(i) frn <p et g, <gq apartir d'un certain rang ng ;

(i) q est ||.||-quasi-continue ;

(111) Ux>oA (Dom p — Dom q) = X.
Nous avons alors

(a) f+g et fn+ gn sont propres et fn+gn 7, f+g.

(b) G (Ofn +0g,) P G(9f +0g).

Démonstration. (a) L’hypothese (iii) implique que 8 € Dom p — Dom ¢ [4] car Ux>oA (Dom p — Dom ¢) est un
espace vectoriel. Donc Dom p N Dom q # (). Il en est de méme pour Dom f, N Dom g, d’apres hypothese (i).
Comme de plus f, + g, > —oo alors f, + g, est propre. De la méme facon f + g est propre car f +¢g > —oo et
d’apres (i) f <pet g <gq.

Montrons maintenant que f, + g, ", f+g.

L’hypothese (i) est équivalente & p* < f et ¢* < g* pour tout n > ng. (ii) et la proposition 4.2 impliquent
que ¢* est w*-inf-localement compacte. Enfin (epi p*)> N — (epi ¢*)> = {0*,0} d’apres (iii) et le lemme 2.1.
Comme de plus f o, f*et gl T g* [10] alors le théoréme 3.14 appliqué a C,, := epi f}, C = epi f*,
D, :=epi g}, D := epi g*, Cy := epi p* et Dy := epi ¢* implique que C,, + D,,, C'+ D sont dans C (X* x R) et
Cn+ D, o, C + D. 1l en résulte que f* 4+ g* et f* + ¢ sont dans ' (X*) et f + g T, f* % g*. Ce qui
est équivalent par la 7, — 72-bicontinuité de la transformation de Legendre-Fenchel [10] &

fotgn=(n# ) = (P4 9) =[+g

(b) D’apres [3], nous avons G (0 (fn + gn)) T5 G(O(f + g)) car fr+gn ™, f+g. D’autre part les hypotheses
(i) et (iii) impliquent que

Ux>oA (Dom f,, — Dom g,,) = Ux>0A (Dom f — Dom g) = X,

et d’apres [4]
O(fn+gn) =0fn+0gn, O(f+g)=0f+0g.
Dot G (0f, + 0gn) K G (0f + 0g) et le théoréme est ainsi démontré. O

—
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Donnons enfin, un exemple de suites de fonctions vérifiant les hypothéses du théoreme 4.4 sans que ¢ soit
continue :

Exemple 4.5. Soient X un espace de Hilbert et M7 et Ms deux sous-espaces vectoriels fermés vérifiant
M, @ M = X avec dim My < 400 et M7 non nul. Considérons les ensembles C,, := M; + %U, D, = My + %U
(n>1)et C:= My, D:= My et les fonctions f, := I¢,, f := Ic, gn := Ip, et g := Ip. On vérifie aisément
que fn M fog0 M g, fa <p:=f, g < q:= g qui est quasi-continue mais non continue, et la condition (iii)
du théoreme 4.4 est aussi satisfaite.

Corollaire 4.6 [28]. Soient X un espace de Banach et f, g, fn, gn, n € IN des fonctions de T (X)) telles que
fn 7= f et gn 7=, g. Supposons qu’il existe un point xg € Dom f N Dom g et V un ||.||-voisinage de zo tels que
les fonctions g, soient uniformément majorées sur V. Alors fn, + gn, [+ g sont propres et fr, + g, 7=, f+g.

Démonstration. Soit B un ||.||-voisinage de 6 tel que V = x¢ 4+ B et soit W un ||.||-voisinage convexe fermé et
équilibré de 6 tel que W + W C B. Comme f, 7=, f et f(x¢) < +o0, il existe (z,), C X telle que z, LN
et sup,, fn (Tn) < 400. Posons h, := fn (. + @), €n := gn (. +2n), h:i= f(.+ ) et e := g(. + x). D’apres
le lemme 3.12, h,, 7=, h et e, T, e. De plus h, < p:= Ij9y +a et e, < q:=Iw + 3, ol @ et 3 sont deux

réels tels que hy, (6) < a et sup,eyy e, () < 3 pour tout n. Les hypotheses (i), (ii) et (iii) du théoreme 4.4 sont
Ts

alors satisfaites, donc h,, + e,, h + e sont propres et h, +e, ™, h+e. D'ou, f+ g, fn + gn sont propres et
fn+gn 7o, f+ g dapres le lemme 3.12. Ce qui acheve la preuve. ([l

—

Corollaire 4.7 [30]. Soient fn, gn, n € N, f, g des fonctions de T' (RP) telles que fn &, f, gn £, g et [ est
finie continue en un point xo de Dom g. Alors fn + gn ©. [+ g et ces fonctions sont propres.

Démonstration. Soient r > 0 et M € R tels que f (z) < M pour tout x € z¢ + rU. D’apres [12,49],
Foim{z [ fa(@) <M} PKFi={a ] f (z) < M}

et doncsup {d (2, F,) / z € (xo +rU) N F} < g pour n suffisamment grand d’apres [6]. Ainsi zo+rU C F, 44U ;
et par [40], o + U C Fy, i.e. les fonctions f, sont uniformément majorées sur xo + 5U. On conclut alors avec
le corollaire 4.6. (]

Corollaire 4.8. Sous les hypothéses du théoréme 4.4 nous avons max (fn,gn) ™=, max(f,g) et ces fonctions
sont dans T (X).
Si X = RP, il suffit que f soit finie continue en un point de Dom g pour avoir la conclusion précédente.

Démonstration. Posons hy, := max (fn,gn) et h := max (f, g). Nous avons epi h, = epi f, Nepi gn, epi h =
epi f Nepi g. Maintenant il est facile de voir que Iepi £, < Tepip, Lepign < lepi g, €Pi q est quasi-continue
et UysoA(epip—epiq) = X x R. Toutes les hypotheses du théoreme 4.4 sont satisfaites dans X x R, par
conséquent
Iepi hy — Lepi fn + Iepi gn l Iepi f + Iepi g = Iepi h

et ces fonctions sont dans I'(X x R). Ainsi, h, ™, h et ces fonctions sont dans I'(X). Le reste découle
immédiatement du corollaire 4.7 car epi f,, TX epi f, epi g TK epi g et int (epi f) Nepi g # 0. O

Dans [2,7], il est prouvé que la Mosco convergence est stable par 'addition de fonctions de T' (X) sous
I’hypothese suivante :

(H):3s>0tel que sU C Up>o N, N ({fn <7} 07U = {gn <7} N10).

Ce résultat ne peut pas étre déduit du théoreme 4.4. En effet, il suffit de prendre X un espace de Hilbert de base
orthonormale (ey,), <, et fn := gn 1= Ic =: f =: g avec C := {x = (21,...,n,...) / Tp >0, Vn > 1}. Pourtant,
nous avons démontré (dans un papier encore en préparation) que la slice convergence est stable par la somme
de fonctions de I" (X)) lorsque (H) est satisfaite.
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Dans ce qui suit, nous montrons que la stabilité fonctionnelle est encore conservée par une classe d’opérateurs.
Pour une fonction f : X — R et un opérateur A : X — Y, notons R (A) I'image de A et Af la fonction
définie par :
yeY — (Af)(y) :=inf{f(x) / A(x) =y} € R.
Si B:Y — X est un autre opérateur, on définit la fonction notée foBpar:y € Y +—— (f o B) (y) := f (B (y)).

Proposition 4.9. Soient X et Y deux espaces de Banach, A,, n € IN, A: X — Y des opérateurs linéaires
continus tels que A,, YB A et f,, n € IN, f des fonctions de T (X) telles que f, ™, f. Supposons qu’il existe
une fonction g de T' (X) m-inf-localement compacte telle que

g<fn et KerAn{z e X /¢>(x) <0} ={0}.

Alors les fonctions Ay fn, Af sont dans T(Y), Anfn T2, Af et Uinf dans ces fonctions est atteint.

—

Démonstration. Considérons les opérateurs linéaires continus
B,, B:XxR—Y xR

définis par : B, (z, ) = (A, (z),u) et B(x, u) := (A (z), ). Vérifions que les hypotheses du corollaire 3.5 sont
satisfaites :

- B, Y2 B car A, YUYB A,

—epi fn ™=, epi f et epi f, C epi g qui est un convexe fermé 7 x |.|-localement compact.

—

.KerBn(epi g)* = KerBnNepig™
= (KerAn{xz /g> (z) <0}) x {0}
= {(6,0)}-

Ainsi, les ensembles B,, (epi f,,), B (epi f) sont fermés et

By, (epi fn) T, B(epi f).

Or
By, (epi fn) C epi (Anfn) C cl(Bn (epi fn)) = Bn (epi fn)
et
B (epi f) Cepi (Af) C cl (B (epi f)) = B (epi f).
Il en résulte que les fonctions A, f,, Af sont convexes sci et A, f, "=, Af.
Montrons que Af, A, f, sont propres et que I'inf dans ces fonctions est atteint :
—solent y := A(x), © € Dom f et y, :== A, (xn), T, € Dom f,. On a,

Af(y) < f(2) < oo et Anfn(yn) < fo(2n) < Fo0.

Donc Af et A, f, ne sont pas identiquement égales a 400 ;

—solent y € Dom Af et § unréel tel que 8 > Af (y). Il existe (z,,),, telle que f (z,) — Af (y) et A(zy) = y.
L’ensemble D := {x / f (z) < 8} est un convexe fermé non vide et 7-localement compact. Quitte a faire une
translation, on peut supposer sans nuire a la généralité que 6 € D. Soit j la jauge d’un voisinage V' de 8 convexe
fermé et équilibré tel que V N D soit m- compact. Comme z, € D et KerAn{x / f>* (z) <0} = {6}, alors
selon un argument déja utilisé, la suite (j (z,)),, est bornée et ,, *, € D pour une sous-suite. Par suite,
f(x) <lmf (z,) = Af (y) et A(x) =y. Ainsi Af (y) = f (z) > —oo et Af est propre;

— un raisonnement analogue au précédent montre que pour n suffisamment grand, I'inf dans A, f,, est atteint
et que cette fonction est propre car la condition KerA, N{z / f5° () < 0} = {6} est encore satisfaite & partir

d'un certain rang puisque KerB, N (epi f,)™ = {(0,0)}. O
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Proposition 4.10. Soient X etY deux espaces de Banach, A, n € IN, A:Y* — X* des opérateurs linéaires
(11,5 1111, et (w*, w*)-continus tels que A, YB A et fn, n € IN, f des fonctions de T (Y*) telles que f, = f.
Supposons qu’il existe une fonction g de T’ (Y™*) n*-inf-localement compacte telle que

g<fn et KerAn{ye X /g™ (y) <0} ={0"}
Alors les fonctions Ay fn, Af sont dans T (X*), Anfn o, Af et linf dans ces fonctions est atteint.

Démonstration. La slice convergence duale des fonctions A, f, vers Af ainsi que leur w*-sci se démontrent
exactement comme dans la preuve de la proposition 4.9 moyennant le théoreme 3.15 appliqué aux ensembles
B, (epi fn), B(epi f) avec B,, B : Y* x R — X* x R les opérateurs linéaires continus définis comme
précédemment. Pour justifier la propreté des fonctions Af et A, f,, nous allons raisonner en terme de va-
leurs d’adhérence et non en terme de sous-suites convergentes car Y n’est pas en général séparable. En effet,
soient y € Dom Af, f € R tel que 8 > Af (y) et (vn),, une suite telle que f(v,) — Af (y) et A(v,) = y.
Soit D :={ze€Y*/ f(z) <pB}. Il est clair que D est un convexe non vide w*-fermé et m*-localement com-
pact; et comme dans la preuve de la proposition 4.9, nous avons (j (v,)), est bornée et la suite (vy), ad-
met une valeur d’adhérence v pour la topologie w*. Comme A est (w*,w*)-continu alors A (v) est une valeur
d’adhérence de (A (vy)),,, par suite A (v) = y. Montrons maintenant que f (v) = Af (y). Par définition nous
avons Af (y) < f(v). St Af (y) < f(v), considérons alors a € R tel que Af (y) < a < f(v). Comme f est
w*-sci, il existe un w*-voisinage W de v tel que o < f (2) pour tout z € W. D’autre part, nous avons f (v,) < «
pour tout n > N car f (vn,) — Af (y). Mais puisque v est une valeur d’adhérence de (v,,),,, il existe une infinité
d’indices n > N tels que v, € W. Si n est un tel indice alors f (v,) < a < f(vy), ce qui est absurde. Donc
Af (y) = f (v) > —oo et Af est propre. La propreté de A, f,, & partir d'un certain rang se démontre de la méme
facon. Ceci acheve la preuve de la proposition. (I

Théoreme 4.11. Soient X et Y deux espaces de Banach, A,, n € IN, A: X — Y des opérateurs linéaires
continus tels que A, Y8 A et f,, n € IN, f des fonctions de T'(Y) telles que fn "=, f. Supposons qu’il existe
une fonction g de T' (Y) ||.||-quasi-continue et vérifiant :

(1) fn<g, Yn >a un certain N ;

(2) Urs0A (R (A) — Dom g) = Y.
Alors les fonctions fn 0 Ay, fo A sont dans T (X) pour n suffisamment grand et f, o A, ™, fo A.

Pour la preuve de ce théoreme, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4.12 [34]. Soient X, Y deux espaces de Banach, A: X — Y un opérateur linéaire continu et g une
fonction quasi-continue de T' (Y'). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) KerA*N{z [/ g*° (2) <0} = {6"};
iR *00 *
2) R(A)" N {z /g™ (2) <0} ={0"};

3) Urzo A (R(A) — Dom g) =Y ;
4) Uxz0 A(R(A) = Dom g) =Y.

Démonstration du théoréme 4.11. D’apres le lemme précédent, (2) est équivalente a KerA*N{z/ g*> (z) <0} =
{6*} o A* : Y* — X* désigne lopérateur adjoint de A défini par (x, A* (y*)) = (A (z),y*) Vo € X Vy* €
Y*. D’autre part, g* est w*-inf-localement compacte par la proposition 4.2 et g* < f*, puis A% YB A* et
ces opérateurs sont (H||* H||*) et (w*,w*)-continus. Il en résulte par application de la proposition 4.10 que
Axfr, A* f* sont dans T (X*) et A% f* A A* f*; et par la 7, — 77-bicontinuité de la transformation de Legendre-
Fenchel [10]
fnoAn=(ALf3)" T (ATf7) = foA

et ces fonctions sont dans I' (X) pour n suffisamment grand. O
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Corollaire 4.13 [30]. Soient A,, n € IN, A : RP — R? des opérateurs linéaires tels que A, — A et
fn, m € IN, f sont des fonctions de T' (R?) telles que f,, &, f et [ est finie continue en un point zy de R (A).
Alors fp 0 Ay, fo A sont dans T (RP) pour n suffisamment grand et f, o A, ¢ fo A.

Démonstration. Selon un argument déja utilisé, il existe une constante M et r > 0 tels que f, < g := L 4 v+ M,
Vn >a un certain N. D’autre part la condition int (Dom f) N R (A) # 0 implique que 6 € int (R (A) — Dom f)
et donc Ux>oA (R(A) — Dom f) = Y. Les hypotheses du théoreme 4.11 sont donc satisfaites. Par suite, f, o
Ay, fo A sont dans I'' (RP) pour n suffisamment grand et f, o A, ¢, fo A. O

5. APPLICATION A LA CONVERGENCE D’UN SCHEMA DE DUALITE EN OPTIMISATION
CONVEXE

Dans cette section, nous appliquons les résultats de stabilité des sections 3 et 4 a la convergence d’un
schéma de dualité en optimisation convexe dans un cadre non nécessairement réflexif. Plus précisémment,
nous donnerons des conditions de qualification naturelles assurant la convergence d’une suite de probléemes
d’optimisation primaux (resp. duaux) vers le probléme limite primal (resp. dual). L’outil de base étant la slice
convergence et les fonctions de perturbations présentées ici ont une forme particuliere fort intéressante dans
les applications et qui s’adapte parfaitement avec la convergence précitée du point de vue stabilité (voir les
lems. 5.3 et 5.4).

Hypothése 5.1. Soient X et Y deux espaces de Banach avec Y séparable, f, f, des fonctions de T' (X) et
g, gn des fonctions de I' (V) telles que f, ™, f et g, ™, g. Considérons les fonctions de perturbations verticales
définies par :

o, (Zay) = fn (Z) + gn (An (l‘) *y)v q)(l',y) = f(l') +g(A(1’) 7y)

ou A, A, : X — Y sont des opérateurs linéaires continus tels que A,, YZ A. La présentation de ces fonctions
sous cette forme a un intérét fort intéressant dans les applications [21]. Dans la suite nous considérons les
problemes de minimisations primaux :

Les problemes duaux associés sont notés respectivement :

(Pn) = sup {=, (6%,y%)},  (P"): sup {=®"(6%,y")},
y*eY* y*EY *

ou & (resp. ®*) est la transformée de Legendre-Fenchel de ®,, (resp. ®) dans la dualité (X x Y, X* x Y*). Il
est classique de vérifier [21,31] que :

@, (6% y") = fr (A (67)) + 95 (=y7) = hyy (7))

O™ (0%, y") = fT (A" (y") + 9" (=y") = h" (y"),
ou h (resp. h*) est la transformée de Legendre-Fenchel de la fonction marginale h,, (y) := inf,cx @, (z,y)
(resp. h(y) = infrex @ (z,y)) et A%, A* sont les opérateurs adjoints de A, et A.
Nous avons toujours sup P* < inf P et I’égalité a lieu si h est sci en 6. Pour plus de détails sur la dualité et
ses applications le lecteur pourra consulter [21,29].
Le probléme que nous présentons ici est le suivant : sous quelles conditions les problemes (P) et (P*)
admettent-ils des solutions que 1’on peut approcher par des solutions des problémes « approchés » (P,,) et (P;) ?
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Nous répondons a cette question dans le théoreme suivant :

Théoréme 5.2. On suppose en plus des données et des hypothéses de 5.1 que les conditions suivantes soient
satisfaites :
1) il existe une fonction p € I' (X x Y) inf-localement compacte pour une topologie d’e.l.c.s. compatible avec
la dualité (X x Y, X* x Y*) telle que p(x,y) < @, (z,y) pour tout (x,y) € X XY et tout n assez grand ;
2) p(.,0) est w-inf-compacte ;
8) les hy, sont uniformément magjorées sur un voisinage de 0. Alors :
a) (Pn) et (P) admettent des solutions ainsi que les problémes (PY) et (P*), de plus inf P,, = sup P} et
inf P = sup P*;
b) infP,, — inf P ; et si (x,),, et (y;,), sont deuzr suites telles que

@, (zp,0) <inf P, +¢e, et sup P —e, < =7 (6%, y;) avece, | 0,

alors il existe une sous-suite (ny), telle que (:cnk,y;’;k) wXw® (T, y*) avec T solution de (P) et y*
solution de (P*).

Pour la preuve de ce théoréme nous utiliserons les deux lemmes suivants :

Lemme 5.3. Sous les hypothéses de 5.1, ®,, =, ® et ces fonctions sont dans T' (X x Y').

Démonstration. Il est clair que ®,, ® sont convexes sci et ne prennent jamais la valeur —oco. De plus, si
x € Dom f et z € Dom g alors

®(z,A(2) —2) = f(2) +9(2) < +o0,
donc @ n’est pas identiquement égale & +o0o. De la méme facon Dom ®, # 0, et donc ®,, ® sont dans
I'(X xY). Montrons que ®,, ™=, ®.
(i) Soit (z,y) € X x Y. Puisque f, 7, f et g, 7=, g, il existe ((@n, 25)),, telle que z, Mg, 2, MDA (2) —
fo(zn) — f(z) et gn(zn) — g(A(x)—y). En posant y, := A, (zn) — zn, nous avons
H(Iruyn) - (x’y)”XxY — Oet

d, (x'myn) = fn (In) + 9n (Zn) B f(x) —i—g(A (I) - y) = (ac,y)

(ii) Soit (z*,y*) € X* x Y*. Comme f N fretgr N g*, il existe ((,,2;)),, telle que ¢ LN (y*) + x*,

n»n
z M. _ y*, gn (28) — g* (—y*) et fr(tr) — f* (A" (y*) + 2*). En posant x := ¢} — A% (yr), y) = —=z7,
il est clair que [|(z7,47) = (&%, 5") [ x+ sy — 0,
@, (2, yp) = fo (A5 (9n) +23) + 95 (=wp) = fo (82) + 95 (21)
et
" (2 y") = ST (N () +2) + 97 (=)
Par suite @7 (2}, y%) — ®* (z*,y*). Ce qui acheve la preuve. O

Lemme 5.4. Sous les hypothéses du théoréme 5.2, h, h, € T (Y) pour tout n suffisamment grand et h, ™=, h.

Démonstration. Soit A: (z,y,a) € X XY xR — (y,a) € Y xR.

Définissons les ensembles C,, := epi ®,, et C' := epi . D’apres le lemme 5.3, nous avons C,, "=, C' et C,, C D :=
epi p qui est localement compact pour une topologie d’e.].c.s. compatible avec la dualité (X xY xR, X*xY* xIR)
d’apres 'hypothese 1 du théoreme 5.2. D’autre part,

)OO

(z,y,a) € KerAN (epi p)~ <= (y,a) = (0,0) et (x,0,0) € epi p™°.
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Cette derniere condition est équivalente & p™ (x,0) < 0. Soit n suffisamment grand de sorte que h,, (6) < +oo.
Il existe alors, d’apres les hypotheses 1 et 3, zg € X tel que p (zg,8) < +00 et donc

poo (1‘,9) _ Supp(fco + )\x,ﬂ) 7p(1'0a9).
A>0 A

Par suite, p™ (x,0) < 0 si et seulement si p (xg + Az, 0) < p (zg, d) pour tout A > 0; mais d’apres 'hypothese 2,
ceci ne peut avoir lieu que si x = 6. Ainsi Ker AND> = {(6,0,0)}. Les ensembles A (C), A (C),) sont alors fermés
pour n suffisamment grand et A (C,) ™=, A(C) d’apres le corollaire 3.5. Or, A (C,,) C epi h, C cl (A(Cy)) =
A(Cy), i.e. epi hy, = A(C,), de méme epi h = A(C). Donc h et h,, sont convexes sci et epi h, ™=, epi h. On en
déduit en utilisant I'hypothese 3 que h est majorée sur un voisinage de 8. Si h prend la valeur —oco en un point
de Y, nécessairement h (0) = —oo. Il existe alors une suite (xy), telle que ® (zy,0) < —Fk pour tout k. Mais
d’apres le lemme 5.3 et 'hypothese 1 du théoreme 5.2 nous avons p (zg,0) < @ (zx,0) < —k < 0. Or d’apres
Ihypothese 2, p (., 0) est w-inf-compacte et x; ™, T pour une sous-suite. Ainsi p (T, ) <limp (z,6) = —o0, ce
qui est absurde car p est est propre. Donc h ne prend pas la valeur —oo, par suite h € T' (V). De la méme fagon,
h, € T (Y) pour tout n suffisamment grand, et h,, =, h puisque epi h,, ™=, epi h. Ceci acheve la preuve du

n —

lemme. O

Démonstration du théoréme 5.2. a) Les hypotheses 1, 2 et 3 impliquent que @, (.,6) est une fonction propre
w-inf-compacte, par suite (P,) admet au moins une solution. L’hypothese 1 et le lemme 5.3 impliquent que
p < ® et d’apres 'hypothese 2, (P) admet au moins une solution. D’autre part les fonctions h, h* sont
w*-inf-compactes car h,, h sont continues en 6 [29,36]. Ainsi, (P}) et (P*) admettent au moins une solution et

inf P, = sup P}, inf P = supP*.

b) Les fonctions h,, étant uniformément majorées sur un ||.||-voisinage de 8, sont donc ||.||-équi-sci en ce point.
D’autre part par le lemme 5.4, nous avons h,, 7=, h. Ainsi h,, () — h(0) d’apres [1,19], i.e. inf P,, — inf P.
Soit maintenant (z),,, (y5),, et (¢n),, des suites telles que &, | 0 et

(I)n (x'rme) S lnfpn + En, Sup,P'rt —€&n S _(I):L (9*7?]2) .

D’aprés 'hypothese 3 il existe M € R tel que hy, (0)+e, < M, et en vertu de ’hypothese 1 x,, € {z/ p(z,0) < M}
qui est w-compact. Donc z, ™, T pour une sous-suite ; et par le lemme 5.3 ® (Z,0) < lim®,, (x,,0) <limh,, (§) =
h(0), i.e. h () = @ (Z,0) et T est une solution de (P). Maintenant puisque les fonctions h,, sont uniformément
majorées sur un voisinage de 6, il existe & € R et r > 0 tels que h, < Ly + a, i.e. hY > r].||, — a. La suite
(yy),, vérifie alors r ||y ||, —a—e, < Ry, (y5) —en <info- b (2%) = —hy (0). Comme h, (0) — h(0) € R, (y5),,
est bornée et y " ¥ pour une sous-suite car Y est séparable. Mais vu que hy ; h*, on obtient [10], p. 278,
h* (y*) < limh? (y:) < lim (—supP;) = —lim (sup P};) = —supP*, i.e. y* est solution de (P*). Ce qui acheve
la preuve du théoreme. O
En dimension finie on obtient les mémes conclusions du théoreme 5.2 avec des hypotheses plus faibles.

Théoréme 5.5. Supposons que les hypothéses de 5.1 soient satisfaites avec X := RP et Y := R?. Supposons
en outre que :

1) llm”m”*)Jroo P (x, 9) = +00;

2) h est finie et continue en 6.
Alors les conclusions du théoréme 5.2 restent valables et les convergences des solutions des problemes (Py,) et
(P)) ont lieu au sens des normes.

Les éléments clés dans la preuve de ce théoreme sont d’une part ’épi-convergence des fonctions marginales
h,, et d’autre part une notion d’uniforme inf-compacité des fonctions @, (., 8).
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Lemme 5.6 [48]. Soient f,, n € IN: RP —] — 00, +00| des fonctions sci telles que pour tout n € IN et tout
a € IR lensemble {z / fn (z) < a} est connexe. Supposons que la fonction notée

& — lime f, (z) = inf {linf, (20) / 0 1 2}
soit inf-compacte. Alors les f, sont uniformément inf-compactes :
Va € R, 3 N, € INet K, compact tels que Vn > N, {z/ fn(z) < a} C K,.

Lemme 5.7. Sous les hypothéses du théoréme 5.5, h,, et h sont dans T' (RY) pour n suffisamment grand et
hn € h.
Démonstration. Soient A, C et C,, I'opérateur et les ensembles du lemme 5.4. Nous avons C,, % C puisque
en dimension finie, la slice convergence d’ensembles convexes fermés est identique a la convergence au sens de
Painlevé-Kuratowski. Pour montrer que A (C,,) £X A (C), il suffit d’apres [30] de vérifier que KerA N C> =
{(0,0,0)} : en effet,

(x,y,0) € KerANC® <=y =0, a =0et > (x,0) <O0.

Comme h est finie en 0, il existe o € X tel que @ (z¢,6) € R. D’on,
D (2,0) <0 <= D (x9 + Az,0) < D (x0,60), VA >0,

ce qui ne peut avoir lieu d’apres 'hypothese 1 que si z = 6. Ainsi, A(C,,) K A(C) et ces ensembles sont
convexes fermés pour tout n suffisamment grand. On en déduit comme dans la preuve du lemme 5.4 que
epi hy, TK epi h et ces ensembles sont dans C (R? x R). Comme h est finie et continue en 6, alors selon un

argument déja utilisé, les h,, sont uniformément majorées sur un voisinage de 6 et donc h,, (6) est finie et
h, € T'(R?) pour tout n suffisamment grand. Ce qui achéve la preuve. (|

Démonstration du théoréme 5.5. (Py) et (P) admettent au moins une solution : En effet, (P) admet au moins
une solution car @ (., ) est inf-compacte. D’autre part, les fonctions ®,, (., 8) sont convexes et sci. Leur épi-limite
inférieure [1], lime ®,, (., 0) vérifie en vertu du lemme 5.3 la condition :

Vo € X, lime @, (z,0) = inf {li_m@n (20, 0) [ n Il x} > @ (z,6).

La fonction lime ®,, (.,0) étant sci, minorée par une fonction inf-compacte est inf-compacte. Les fonctions
D, (.,0) sont donc uniformément inf-compactes d’apres le lemme 5.6. Soit a € R tel que sup,~ y hn (8) < a.
Il existe pour tout n > N, z, € X tel que ®,, (z,,0) < a. D’autre part, il existe K, un compact non vide et
N’ > N tels que pour tout n > N’, les ensembles {z/ ®,, (z,6) < a} sont des convexes fermés non vides contenus
dans K. Les fonctions ®,, (.,0), n > N’ sont donc inf-compactes [41] et les problemes (P,,),,~ 5, admettent au
moins une solution. Le reste suit classiquement comme dans la preuve du théoreme 5.2, puisque les fonctions
D, (.,0) sont uniformément inf-compactes et les fonctions marginales h,, sont uniformément majorées sur un
voisinage de 6 avec h,, ¢ h. O

Enfin, comme application a la programmation mathématique, nous déduisons du théoréme 5.5, le corollaire 5.1
de [34] qui se démontre exactement de la méme fagon. Remarquons enfin que dans le théoreme précédent, en

€

général @, (.,0) 7 (., 0). Ainsi, la conclusion du théoréme 5.5 ne peut pas étre déduite du théoreme 7.33
de [42].
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