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ANALYSE DE RECESSION ET RESULTATS DE STABILITE
D’UNE CONVERGENCE VARIATIONNELLE,
APPLICATION A LA THEORIE DE LA DUALITE
EN PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

DRiss MENTAGUI!

Résumé. Soit X un espace de Banach de dual topologique X’. C (X) (resp. C (X)) désigne I'ensemble
des parties non vides convexes fermées de X (resp. w*-fermées de X’) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur les bornés des fonctions distances. Cette topologie se réduit a celle de la métrique de
Hausdorff sur les convexes fermés bornés [16] et admet en général une représentation en terme de cette
derniere [11]. De plus, la métrique qui lui est associée s’est révélée trés adéquate pour I'étude quanti-
tative de la stabilité et 'approximation des solutions d’une large classe de problémes en optimisation
convexe [6-9]. Dans cet article, nous montrons que, sous des conditions de qualification naturelles, la
stabilité de la convergence associée a la topologie définie sur C (X) (resp. C (X')) est conservée par
une classe de transformations linéaires. En identifiant ensuite toute fonction convexe a son épigraphe
et en se basant sur la version ensembliste de la stabilité, nous montrons que la convergence précitée
est stable par certaines opérations de l'analyse convexe dont le role est fondamental en optimisation
et en théorie de la dualité. L’hypotheése clé dans les conditions de qualification assurant la stabilité
au niveau fonctionnel, est la notion d’inf-locale compacité d’une fonction convexe, introduite dans [28]
et qui se traduit dans I'espace X’ par la quasi-continuité de sa conjuguée. Nous généralisons ainsi les
résultats de stabilité de McLinden et Bergstrom [31] puis ceux de Beer et Lucchetti [17] en dimension
infinie. Notre étude s’acheve enfin par une application & la théorie de la dualité en programmation
mathématique dans le cas d’un espace de Banach non nécessairement réflexif.

Abstract. Let X be a Banach space and X' its continuous dual. C(X) (resp. C (X')) denotes the
set of nonempty convex closed subsets of X (resp. w*-closed subsets of X') endowed with the topology
of uniform convergence of distance functions on bounded sets. This topology reduces to the Hausdorff
metric topology on the closed and bounded convex sets [16] and in general has a Hausdorff-like presenta-
tion [11]. Moreover, this topology is well suited for estimations and constructive approximations [6-9].
We prove here, that under natural qualification conditions, the stability of the convergence associ-
ated to the topology defined on C (X) (resp. C (X')) is preserved by a class of linear transformations.
Building on these results, and by identifing each convex function with its epigraph, the stability at
the functional level is acquired towards some operations of convex analysis which play a basic role in
convex optimization and duality theory. The key hypothesis in the qualification conditions ensuring
the functional stability is the notion of inf-local compactness of a convex function introduced in [28]
and expressed in the space X’ by the quasi-continuity of its conjugate. Then we generalize the stability
results of McLinden and Bergstrom [31] and the ones of Beer and Lucchetti [17] in infinite dimension
case. Finally we give some applications in convex optimization and mathematical programming in
general Banach spaces.
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1. INTRODUCTION

Soient C (RP) ’ensemble des convexes fermés non vides de R et I'g (RP) l'ensemble des fonctions convexes
propres et sci (semi-continues inférieurement) définies sur RP & valeurs dans IR. Une des convergences naturelles
qu’on peut définir sur C (RP), fut introduite pour la premiere fois par Wijsman dans le cadre de 'analyse non
linéaire [48,49]. L’introduction de cette convergence en optimisation a été motivée par certaines questions en
théorie de la décision statistique [20,48]. Cette convergence correspond & la convergence simple des fonctions
distances : une suite (Cy),, de C (RP) converge vers C' € C (RP) et on note C,, — C si et seulement si d(x,
Cp) — d(z,C), Yz € RP, ce qui est encore équivalent & la convergence des C,, vers C au sens de Painlevé-
Kuratowski [29,42]. Une des propriétés remarquables de cette convergence est qu’elle conserve la continuité
de I'application de polarité C' € C (RP) — C° € C (RP) (voir [49]), ot C° désigne I’ensemble polaire de C. En
d’autres termes, si C,, — C alors C9 — CY. Ceci se traduit lorsqu’on identifie une fonction & son épigrahe,
par la continuité de application f € T'g (RP) — f* € T'g (RP), ou f* désigne la transformée de Legendre—
Fenchel de f. Autrement dit, si f,, f sont des fonctions de T'g (RP) et si f, — f, i.e. epif, — epif alors
epify — epif*,i.e. fi — f*. La convergence des f, en ce sens s’appelle épi-convergence dans la littérature.
Cette convergence a pris un bel essor depuis son introduction par Wijsman en 1964, et depuis lors, de nombreux
travaux ont été consacrés a 1’étude de cette convergence et a ses prolongements en dimension infinie, car elle
s’est révélée un outil efficace et puissant dans I’étude de nombreux probléemes, comme ceux relevant de la
théorie de lapproximation [1,23], des inéquations variationnelles [36, 37, 44], de l'optimisation paramétrique
et stochastique ainsi que la programmation mathématique [1,12,23,46]. C’est ainsi que Mosco a introduit
dans [36-38] une nouvelle convergence qui conserve la continuité de I'application f € T'o(X) *, f* € ['o(X’)
(X étant un Banach réflexif de dual topologique X'), et qui se réduit & I’épi-convergence en dimension finie.
Soit C (X) 'ensemble des convexes fermés non vides de X. On dira qu’une suite (Cy,),, de C(X) converge au
sens de Mosco vers un ensemble C de C (X)) si :

i)Veel Fa,eCy: z, I

(ii) V (nk), une sous-suite, si z3, € Cp, et xp *, x alors x € C.

Pour plus de détails sur cette convergence et ses applications on pourra consulter [1,13,28,37,38]. Malheureuse-
ment cette convergence ne conserve pas la continuité de I’application ® dans le cas non réflexif, et ne se réduit
pas en général & la convergence de Hausdorff sur les bornés de X [16]; de plus il s’est avéré qu’elle est inadéquate
pour étudier la stabilité d’une classe de problémes en optimisation convexes [16,17,23], ce qui a conduit & intro-
duire une nouvelle convergence plus forte que la convergence au sens de Mosco mais qui conserve la continuité
de ® dans un espace normé quelconque et qui se réduit a I’épi-convergence en dimension finie. Cette convergence
possede en outre des propriétés remarquables sans que X soit réflexif. Elle correspond a la convergence uniforme
des fonctions distances d (., Cy,) vers d (.,C) sur les bornés de X, et admet une représentation en termes de la
distance de Hausdorff [11,16,17]. Cette convergence s’est révélée aussi tres adéquate pour 1’étude quantitative
de la stabilité des solutions d’une large classe de problémes d’optimisation régularisés ou perturbés [6-9], ainsi
que pour I’étude de la stabilité des problemes d’optimisation bien posés [16,17,23].

L’objet de cet article est de montrer que, sous des conditions de qualifications naturelles, cette derniere
convergence est stable par certaines opérations classiques de 'analyse convexe qui jouent un role fondamental
tant en optimisation convexe qu’en théorie de 'approximation. L’hypothese clé dans ces conditions de qua-
lifications, est la notion d’inf-locale compacité d’'une fonction convexe qui se traduit dans l’espace dual par
la quasi-continuité de sa fonction conjuguée [28]. Ainsi, nous prolongeons les résultats de stabilité de Beer et
Lucchetti [17], puis ceux de McLinden et Bergstrom [31]. Notre étude s’achéve par une application & la théorie
de la dualité en programmation mathématique dans un cadre non nécessairement réflexif.

2. PRELIMINAIRES

Soit X un espace de Banach muni de la topologie de sa norme |.| (appelée aussi topologie forte) ou de sa
topologie faible o (X, X’), X’ étant son dual topologique. On désigne par B(0,r) la boule fermée de centre 0 et
de rayon r > 0.
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Pour une fonction f € @X, on note respectivement le domaine effectif de f et son épigraphe par :
Dom f={z € X / f(z) <+oo}, epi f={(z,0) e X xR/ f(z) <a}-

On rappelle que f est semi-continue inférieurement sur X (ou briévement sci) si et seulement si epi f est
fermé dans X x R. f est dite propre si elle ne prend jamais la valeur —oo et prend au moins une valeur finie.
La conjuguée de f ou sa transformée de Legendre-Fenchel dans la dualité (X, X’) est la fonction notée f*
définie pour tout =’ € X' par f* (') = sup{(z,2’) — f () / z € Dom f} [24,30]. Le sous-différentiel de f
au sens de l'analyse convexe en un point € X, noté df(x), est 'ensemble éventuellement vide, défini par,
Of(x) ={a' e X'/ f*(a') + f(z) = (x,2')}. Le sous-différentiel de f noté df , est le graphe de la multifonction
x € X — Of(x) C X', est-a-dire, 0f = {(z,2') e X x X' /2’ € Of ()} -
Si C' est un ensemble non vide de X, on désigne par :

. (f,C) le probléme de minimisation : trouver T € C tel que f(z) = inf(f,C);
argmin (,C) = {T € C / f(z) = f(£,C)}
cecargmin(f,C) ={r € X / f(z) <inf(f,C) + ¢} sie > 0 et inf(f,C) € R.

Le probleme (f, C') est dit bien posé au sens de Tikhonov (resp. au sens de Levitin—Polyak) [23] si arg min (f, C)
est réduit & un singleton z et si toute suite (z,),, de C' telle que f(z,,) — inf(f, C) (resp. si toute suite (z,,),, de
X telle que d(zn,C) — 0 et f(x,) — inf(f,C)) converge vers zo. Pour 'intérét de ces notions et leur réle crucial
en optimisation et en théorie d’approximation on peut consulter [16,17,23,32]. La fonction indicatrice de C,
notée é¢, est la fonction qui vaut 0 sur C et +oo ailleurs. On note int C, ir C et C' respectivement I'intérieur
de C, l'intérieur de C' relativement a la variété affine engendrée par C et la fermeture de C'. Si de plus C' est
convexe et fermé, on note par C* le cone horizon de C [42] (appelé aussi cone de récesssion ou cone asymptote
de C [30,40] selon la terminologie classique). Son expression est donnée par C*° = N5 € (C' — ), avec o un
élément de C. On vérifie classiquement que C*° ne dépend pas du choix de zy dans C, et si f est une fonction
convexe propre sci, il existe une fonction et une seule notée f°° telle que (epi f)*° = epi f*°. Cette fonction est
appelée la fonction horizon de f et son expression est donnée par :

£ () = sup f (@o + )\i) —f (mo), oll z9 € Dom f.
A>0

Notons que cette fonction ne dépend pas du choix de xo dans Dom f et f**° = (dpom f)* [30]. L’épi-somme de
deux fonctions f et g est la fonction notée f 4 ¢ et définie pour chaque z par (f # ¢) (z) = inf {f (u) + g (x — u):
u € X }. Pour l'intérét de cette opération on peut consulter [2, 5,30, 35].

Soit 7 une topologie définie sur X de sorte que (X, 7) soit un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé (el.c.s.), et soit V un voisinage de 0 convexe fermé équilibré associé a cette topologie. On note par jy
la jauge de V, i.e. la fonction définie sur X par jy (z) = inf {a > 0 : z € aV}, avec la convention inf ) = +o0.
On vérifie aisément que jy est une semi-norme 7-continue et V = {z / jy (z) < 1} [19,21,27].

Soient maintenant f,, f des fonctions convexes propres sci définies sur X et C,,, C' des convexes fermés non
vides de X. On dit que,

1. C,, converge au sens de Mosco vers C' [36-38] et on note C,, M, C si

a)VeeC Jax,€Cy: x, — x(— désigne la convergence au sens de la norme);

b) V (nx), une sous-suite, si 3 € Cp, et xp — x alors € C' (— désigne la convergence faible).
On dit que f, converge au sens de Mosco vers f [1,38] et on note f, M f siepi f, M epi f dans
X x R, ce qui est encore équivalent & (voir [1]) :

a'y Ve e X, Vo, =z, f(x)<lmf, (z,);

b)VeeX, Ja, —x, fnlzn) — f(x).
On dit que f,, est slice convergente vers f et on note f, ™, f [4] si:

a’y Ve e X, Jz, =z, fn(zn) — f(2);
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b Vye X, Iy, My prya) — (),
ce qui est encore équivalent d’apres la méme référence aux deux conditions suivantes :
i) Ofn, — Of, cad : V(z,y) € Of, Ixn,yn) € Ofy tel que (Xn,yn) — (x,y); et pour toute sous-suite
(ni)y, st (zx,yx) € Ofn, et (zk,yr) — (x,y) alors (z,y) € Of;
i) I(x,y) € Of, I(@n,yn) € Ofn tels que (T, fr(Tn),yn) — (z, f(2),9);
2. O, converge vers C au sens d’Attouch-Wets [6-9] et on note C,, AW C'si SUp| <, ld(x, Cpn) — d(z,C)| —
0V p >0, ce qui est encore équivalent [11] & Haus,(C,,C) — 0 ou

Haus,(C,,, C) = max {e(C,, N B(0, p),C), e(C N B(0,p),Cyr)}

avec e(A, B) = sup {d(z, B),r € A)}. On note f,, AW f siepi f, AW epi f dans X x R.

Dans un espace normé quelconque, la convergence d’Attouch—Wets est plus fine que la slice convergence et que
cette dernieére est plus fine que la Mosco convergence [45]. En dimension finie ces trois convergences coincident [4,
6, 15] et note alors f,, ¢, f et C, — C. Pour plus de détails sur ces convergences et leur role crucial en
optimisation et en théorie d’approximation on peut consulter [1,6,10,16,17,23,25]. Une étude plus détaillée en
dimension finie de la stabilité d’une classe importante de convergences d’ensembles et de fonctions, ainsi que

leur caractérisation, se trouvent dans la référence [42].

3. VERSION ENSEMBLISTE DE LA STABILITE

L’objet de cette section et de montrer que la convergence d’ensembles au sens d’Attouch—Wets est stable par
la transformation d’opérateurs linéaires lorsque certaines conditions de qualification sont satisfaites. On étudiera
en particulier la stabilité de la somme d’ensembles convexes par cette convergence.

Théoréme 3.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, A,, A : X — Y des opérateurs linéaires continus
et Cy, C des convezes fermés non vides de X , avec C' fortement ou faiblement localement compact. Supposons que
a) |A, — Al — 0, C, AW C;
b) KerAn C> = {0}.
Alors
1. A,C, AW AC ;
2. KerA, N C = {0}, pour n suffisamment grand ;
3. si pour n suffisamment grand, C, est fortement ou faiblement localement compact, alors A,C, est
fermé. En particulier ceci aura lieu si X est réflexif et si C' est faiblement localement compact.

Pour la preuve de ce théoréme, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 3.1. [16] Soient X un espace normé et C,,, C des convexes fermés de X, avec C borné et C,, AW C.
Alors les Cy, sont uniformément bornés :

INeN, Ir>0,Vn>N, C, CB(0,r).

Lemme 3.2. [17] Soit X un espace normé et soient C,, C et D,, D des convezes fermés de X tels que
C, AW C, D, AW D et Cnint D # 0. Alors C,, N D,, 2% CND.

Lemme 3.3. [21, 22] Soient X un espace localement convexe séparé, C un conveze fermé localement compact
contenant 0 et V' un voisinage de 0, conveze fermé équilibré tel que V N C soit un compact. On désigne par j
la jauge de V. Alors, pour toute suite généralisée (x;);.; de C, on a

e ou bien (j (z;));c; est bornée et (x;),c; admet une sous-famille filtrée convergente dans C';
;
1@ ) ier

e ou bien (j(x;));,c; n'est pas bornée et admet une sous-famille filtrée convergente vers un

élément non nul de C*°.
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Lemme 3.4. Soient X,Y deux espaces localement convezes séparés, A: X — Y un opérateur linéaire continu
et C un convezxe fermé de X, localement compact. Supposons que Ker ANC™ soit un sous-espace vectoriel. Alors
AC est fermé.

Démonstration. Par translation, on peut supposer sans nuire a la généralité, que 0 € C.

Etape 1. Supposons que M = KerANC™ = {0}. Soit y € AC, il existe une suite généralisée (74);c7 de C telle
que Ax; — y. Soit V' un voisinage de 0 convexe fermé équilibré tel que V N C soit un compact et soit j la jauge
de V. Si (j (2;));c; n'est pas bornée, on peut supposer que j (x;) — +oo. Il existe d’apres le lemme 3.3, une
sous-famille filtrée, notée encore (;),.; telle que ](IT) — x € C* et x # 0. Par suite ]‘?Tx) — Az = 0. Ainsi,
x € KerAN C* = {0}, ce qui est absurde. Donc (j (z;)),c; est bornée, et par le lemme 3.3, (2;);.; admet une
sous-famille filtrée convergente vers un élément x de C. Comme A est continu, y = Ax. Donc AC est fermé.
Etape 2. Supposons que M soit non nul. On va se ramener & 1’étape précédente par passage a ’espace quotient
X/M. En effet, considérons les applications canoniques ¢ : X — X/M, ¢(z) =z et A: X/M — Y avec
A (x) = Axz. L’application A est bien définie car M C Ker A; de plus elle est linéaire et continue. Posons
C=¢(C) et V=6 (V). Il est clair que ¢ est convexe et I/ est un voisinage de 0. D’autre part, nous avons :
i) O est un convexe fermé : pour cela, il suffit de montrer que C' est saturé, i.e. C = ¢~ (¢ (C)). En effet,
soit z € ¢~ 1 (¢ (C)), il existe x € C tel que z —x € M. Comme M C C*, alors z =z + (2 —x) € C;
ii) O est localement compact : soit z eCNV.llexistex € CetueV tels quez—rxEMetu—ze M.
Comme M C C, nous avons z € C' et u € C. Ainsi, u € CNV et z € ¢(CNV). On en déduit que
CNV=¢(CNV) est un compact;
iii) KerA N o= {0} : en effet, soit  tel que Az = 0 et zeC” = Nes0 eC. Alors Az = 0, et pour tout
€ >0, il existe y € C tel que £ —y € M. Par suite, £ € C. Il en résulte que x € KerANC> = M. D’out
z =0.
Toutes les hypotheéses de 'étape 1 sont donc satisfaites, par suite AC =AC est un fermé.

Lemme 3.5. Sous les hypothéses du théoréme 3.1, il existe des nombres a > 0, 3 >0 et N € N tels que :
|[Apz| > aj(x)—08, Yn>N, Vaxel,

ot j désigne la jauge d’un voisinage V de 0, convexe fermé équilibré tel que (V + xo) N C soit fortement ou
faiblement compact, et xg un élément quelconque de C.

Démonstration. Puisque C,, AW C, on peut supposer sans nuire a la généralité, que 0 € C,, N C. On prendra
alors o = 0. Raisonnons par 'absurde : supposons qu’il existe une sous-suite (nx),, zx € Cy, telle que

J (@
|An, (z)] < (k ) _ 1. (3.1)
e Si (j (x)), est bornée, alors limsup |Ay,, (zx)| < —1, ce qui est absurde.
e Si (j(xx)), n'est pas bornée, on peut supposer que j (zx) — 400 pour une sous-suite notée encore j ().
En posons uy, = jé—’“k), Péquation (3.1) devient
1
J (k)

[Any (ur)] < (3-2)

Bl

D’autre part, la convexité des C,, et le fait que j (ug) = 1 impliquent que uy € Cyp, NV pour k suffisamment
grand. Comme C,, A% C et C Nint V est non vide, alors C,, NV AW C NV par le lemme 3.2. C NV étant
en plus borné, les ensembles C,, NV sont donc uniformément bornés par le lemme 3.1. Ainsi, la suite (ug),
est bornée. Il existe alors une suite z € C' NV telle que |uy — zx| — 0, et par compacité (uy), admet une
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sous-suite convergente vers un élément z de C. Comme j est continue, on a j(z) = 1. Donc z est non nul.
D’autre part, ’hypothese || A, — A|| — 0 et I'inégalité (3.2) impliquent Az = 0. Soit maintenant € > 0. Pour &

z

suffisamment grand, % € C,,. Comme C, A% C et (“?’“)k converge vers Z (fortement ou faiblement) alors
z € eC. 1l en résulte que z € KerA N C> = {0}, ce qui est absurde.

Démonstration du théoréme 3.1. On peut supposer sans nuire a la généralité que 0 € C,, N C.

1. Il s’agit de montrer :

a)
a)

b)

SUPyc A, ¢, nB(0,0) Y AC) — 0 et b) sup,cacnp,p)dy, AnCn) — 0 V p > 0;
d’apres le lemme 3.1, il existe N € N et r > 0 tels que C,, NV C B(0,r) pour tout n > N. D’autre
part, le lemme 3.5 implique 'existence de deux nombres «, 3 strictement positifs et Ny € N tels
que

|[Apz| > aj(x) =8, Vn>Ni, VYzel,. (3.3)
Soient p >0, ¢ > 0,a > max(ﬁ—l'ﬂ, 1) et p' >ar. Comme [|[A, — Al — 0 et sup,cc, np(0,p) Az, C)
— 0, il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on a

€
sup |Apr — Ax| < ——— 3.4
oA < AT (34
et c
v C, NB0,p), 3 Cile —ul < ———. 3.5
T e€ln (7p)7 (AS |$ U’|—||A||+1 ( )

Choisissons N’ € N tel que N’ > max(N, N1, Na). Soient n > N’ et y € A,C, N B(0,p), avec
y = Ayz et x € Cy,. Par (3.3), nous avons :

p=lyl=aj(z)-p

d’on
jlx) < ftp < a.
@
Par suite,
Lec,nv B,
a
et

z € Cp N B(0, ). (3.6)

Mais, d’apres (3.5), il existe u € C tel que |z — u| < ﬁ. En utilisant (3.4) et (3.6) on obtient

d(y, AC) < |y — Au| < |Apz — Az| + |Axz — Au|
€
<o T Al |z —
Al +1
€

Al ————— =
Al

< ° €,

— A+ ’

soient 7, s et d des nombres strictement positifs tels que CNV C B(0,7'), s > ar’ et d > sup,, || 4n]|-
Comme sup,ccnp(o,s) A, Cn) — 0 et [[A, — Al — 0, il existe N” tel que pour tout n > N” nous
avons

S
Apr — Azx| < —— 3.7
e < o

et
€

d+1
D’autre part, la convergence des C,, vers C et I'inégalité (3.3) impliquent

Ve e CNB0,s), Jue Cyp: |z —u|l < (3.8)

|Az| > aj (z) — B, Yz e C. (3.9)
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Soient n > N” et y € AC N B(0, p) avec y = Az et € C. D’apres (3.9) nous avons

P>yl >aj(z) -6

Donc
x € CNB(0,s). (3.10)
Mais d’apres (3.8), il existe u € C, tel que |z —u| < 7%5. En utilisant (3.7) et (3.10) on obtient

d(y, ApCr) < |y — Apul| < |Aac — Apx| + |Anx — Apul

<+l
< 4d-— ¢,
~d+1 d+1

d+1

2. posons M,, = KerA, NC et P, = {x € M,, / j(x) > 0}. Comme j >0, M,, ={x € M,, / j(x) =0} U
P,.Six € M, et j(x) =0, alors z € C° ethEVpourtout5>0 Par suite, x € C;°N V™ =
(C,NV). Or, pour n assez grand, C,, NV est borné, donc (C,, N V)™ = {0} (vo1r 40, 41]). Ainsi,
M,, = {0} U P,,. Il suffit maintenant de montrer que P, est vide pour n assez grand. Si non, il ex1ste une
sous-suite (ny), et une suite (), telles que x € KerA,, NC° et j (x)) > 0. La suite 2, = (x y vérifie

Nk
Ap, (z1) =0et 2, € Cp, NV. Comme les ensembles C,, NV sont uniformément bornés, la suite (2),

est bornée, et selon un argument déja utilisé, elle admet une sous-suite convergente vers un élément non
nul z € C. Nous montrons aussi selon ce méme argument (moyennant ’hypothése Az, € C,,, ¥V A > 0,
V k) que z € KerA N C®, ce qui est absurde. Donc, KerA4,, N C2° = {0} pour n assez grand ;

3. soit N € N tel que KerAd, N C° = {0} pour tout n > N. Si C,, est fortement ou faiblement localement
compact pour n > N, le lemme 3.4 implique que A, C,, est fermé. En particulier, si X est réflexif et C
est faiblement localement compact, le fait que C), NV soit fermé et borné pour n suffisamment grand,
implique que cet ensemble est faiblement compact, i.e. C,, est faiblement localement compact [19].

Remarque 3.1. La conclusion du théoreme 3.1 n’est plus vraie lorsqu’on remplace la convergence au sens
d’Attouch—Wets par la convergence au sens de Mosco :

Soient X = L2 ([0, 27]), C), = {ae, /a € R}, e, (x) =sinnz,n >1let A, =A: fe X — fo% zf (z)dz.
On vérifie aisément que C,, M C = {0}, A,C,, =R et AC = {0}.

Lorsque A, = A: (z,y) € X x X — x4+ y € X, on obtient un résultat de stabilité analogue & celui du
théoreme 3.1, mais avec des hypotheses plus faibles. Plus précisément, nous avons

Théoréme 3.2. Soit X un Banach et soient Cy,, C et D,, D des convezres fermés de X tels que C soit
fortement ou faz’blement localement compact, C,, AW C et D,, AW D. Supposons que C> N —D> = {0}. Alors
1) Co+D, W C+D;
2) C N D;’f’—{O},VnZN;
3) C,, + D, est fermé sin > N et si C, ou D, est fortement ou faiblement localement compact. En
particulier, ceci aura lieu si X est réflexif et si C' est faiblement localement compact.

La preuve du théoreme 3.2 est quasi-identique a celle du théoreme 3.1 moyennant les deux lemmes suivants :

Lemme 3.6. [21] Soient X un espace vectoriel topologique séparé et C, D deuz convexes fermés non vides
de X tels que C soit localement compact et C>° N —D> = {0}. Alors C + D est fermé.

Lemme 3.7. Sous les hypothéses du théoreme 3.2, il existe des nombres o > 0, 3> 0 et N € N tels que pour
tout n > N on a

le+yl >aj(z)—8, Yeel, VYyeD, (3.11)
ot j désigne la jauge d’un voisinage V de 0, convexe fermé équilibré tel que (V + xo) N C soit un compact, et
xg un €élément de C.
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Démonstration. On peut supposer sans nuire a la généralité que 0 € C,, N C et 0 € D, N D. Supposons qu’il
existe une sous-suite (nk)k et des suites x, € Cy,,., yx € Dy, telles que

(2
|2k + Y| < % -1 (3.12)
Si (j (zr)), est bornée, alors limsup |z, + yi| < —1, ce qui est absurde.

Si (j (zr)), n’est pas bornée, on peut supposer j (z5) — +o00. L’inégalité (3.12) s’écrit

Tk Yk 1 1
— + = <= == (3.13)
‘J (xr) ~ Jlze)| k@)
avec up = ﬁ,ﬁ cCy, NVetuy, = j(yx’“k) € D, pour k suffisamment grand. Mais, d’apres un raisonnement déja

utilisé, la suite (uy), converge (pour une sous-suite) vers un élément non nul v € C°°. En utilisant la convexité
de D,, 'inégalité (3.13) et la convergence des D,, vers D, on déduit que —u € D*. Ainsi, u € C*N—-D*> = {0},
ce qui est absurde.
Démonstration du théoréme 3.2. On peut supposer sans nuire a la généralité que 0 € C, NC et 0 € D, N D.
1) 1l s’agit de montrer :
a) SUP,e(c,+D,)nB(0,,) AT, C+ D) — 0 et b) sup,cc+p)ns0,,)d® Cn + Dn) — 0 V p>0;
a) soient N1 € N et r > 0, choisis suffisamment grands de sorte que I'inégalité (3.11) et 'inclusion

C, NV C B(0,r) soient satisfaites pour tout n > Nj. Soient € > 0, p’ > ar (a > max(%, 1)) et
N > Nj tel que pour tout n > N

sup d(z,C) <
z€C,NB(0,p")

, sup d(y, D) <
y€DnNB(0,p+p")

(3.14)

DO ™
DO ™

Pour tout n > N et tout z € (Cy, + D,,)NB(0,p), z=x+y,z € CrLety € Dy;onap> aj(x)—0.
Donc z € C,, N B(0, p'), et par suite y € D, N B(0,p + p’). Or, d’apres (3.14), il existe u € C et
v e D tels que [v —u| < § et |y —v] < 5. D'ou

d(z,C+D)<|z—u—v|<|z—ul+|y—v| <e;
b) se démontre de la méme fagon, moyennant I'inégalité
le+y|l>aj(x)—0, Yz el, VyeD

qui est une conséquence immédiate du lemme 3.7 ;
2) Tégalité C° N —Dg° = {0} se démontre exactement comme celle du point 2. du théoreme 3.1 avec
M, =CrN-Dr;
3) la conclusion de ce point est une conséquence immédiate du point précédent et du lemme 3.6.

Remarque 3.2. La conclusion du théoreme 3.2 n’est plus vraie lorsqu’on remplace la convergence au sens
d’Attouch-Wets par la convergence au sens de Mosco. En effet (voir [26]) : soient X un espace de Hilbert de
base hilbertienne (zy),~; et C, = [z1, =], Dy, = [z1, —z,] des segments. Il est clair que ces deux suites
d’ensembles convergent au sens de Mosco vers le compact {z;}! mais C,, +D,, ne converge pas au sens de
Mosco vers {2x1} car [0, 1] C C), +D,,. Le lecteur est vivement invité & consulter le papier trés récent [26] ou
la stabilité de la Slice et de la Mosco convergence a été obtenue sous des conditions de qualifications uniformes.

Corollaire 3.1. Supposons que X soit de dimension finie, A,, A : X — Y sont lin€aires continus et
A () — A ()] — 0, ¥ € X.

Si Cy,, C sont des convexes fermés tels que C,
AC sont fermés pour n suffisamment grand.

C et Ker ANC™>® = {0}, alors A,,C,, AW AC et A, Cp,

—
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Démonstration. En dimension finie, la convergence des C,, au sens d’Attouch—Wets est équivalente a leur conver-
gence au sens de Painlevé—Kuratowski [1,6,42]. D’autre part, il est classique de vérifier dans ce cas aussi que
la convergence ponctuelle des opérateurs A, est équivalente & leur convergence uniforme sur les bornés. On
conclut alors avec le théoreme 3.1.

Lorsque Y est aussi de dimension finie, on retrouve le résultat de stabilité de McLinden et Bergstrom [31]
(Th. 3).

Corollaire 3.2 ([31], Cor. 3A). Sidim X < 400 et Cy,, C et D,,, D sont des convezes fermés tels que C,, __, C,
D, _, D et C®nN—=D>=A{0}, alors C,, + D,, __, C + D et ces ensembles sont fermés pour n suffisamment
grand.

Démonstration. Celle-ci est immédiate a partir du théoreme 3.2 ou du théoreme 3.1.

De légeres modifications au niveau des preuves du théoreme 3.1 et du théoréeme 3.2, et le fait que la boule
unité de X' est toujours o (X', X) compacte, permettent d’obtenir une version duale de la stabilité dans le sens
suivant :

Théoréme 3.3. Soient A,, A: X' — Y’ des opérateurs linéaires continus fortement et faiblement (o (X', X),
o (YY) tels que ||A, — A|| — 0, et soient Cy, C des convexes o (X', X) fermés de X' tels que C soit
o (X', X) localement compact, C,, AW C et KerAN C>® = {0}. Alors A,C, AW AC et A,C,, AC sont
o (Y')Y) fermés.

Théoréme 3.4. Soient C,, C et D,,, D des convezes o (X', X) fermés tels que C,, 2% C et D, AW D.
Supposons que C soit o (X', X) localement compact et C= N —D> = {0}. Alors C,, + D, AW C 4 D et ces
ensembles sont o (X', X) fermés.

4. VERSION FONCTIONNELLE DE LA STABILITE

Commencons d’abord par rappeler certains résultats et définitions qui nous seront utiles dans la suite. On
rappellera en particulier la notion d’inf-locale compacité d’une fonction ainsi que sa version duale, qui vont jouer
un role clé dans cette section.

Definition 4.1. Soient X un espace localement convexe séparé et f : X — R une fonction convexe. On dit
que :
1) f est continue si elle est continue en chaque point de l'intérieur (supposé non vide) de son domaine
effectif ;
2) f est quasi-continue si Dom f engendre une variété affine L de codimension finie et si la restriction de
f & Ly est continue.

Un ensemble convexe est dit quasi-continu si sa fonction indicatrice est quasi-continue.
Pour l'intérét que présentent ces notions en optimisation convexe, on peut consulter [28,30].

Definition 4.2 ( [28]). Soient X un el.c.s. et f, g deux fonctions convexes. On dit que f et g forment un couple
uni si leurs domaines effectifs ne sont que trivialement séparés, c’est-a-dire si un hyperplan fermé sépare les deux
domaines, il les contient tous les deux. On dira que deux convexes de X sont unis si leurs fonctions indicatrices
forment un couple uni.

En dimension finie, la quasi-continuité d’un convexe est toujours vérifiée, et deux convexes A et B sont unis
si et seulement si ir (A) Nir (B) # (0 [40].

Definition 4.3. Une fonction f : X — R définie sur un e.l.c.s. est dite inf-localement compacte si et seulement
si pour tout p € R, {z / f (z) < p} est localement compact.
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Proposition 4.1 [28]. Soit f: X — R une fonction convexe propre et sci, définie sur un e.l.c.s. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1) epi f est localement compact dans X x R;
2) f est inf-localement compacte ;
3) Ip>inf, f (z) tel que {z / f (x) < p} soit localement compact.

Théoréme 4.1. Soient X un espace de Banach et f,, f, gn, g des fonctions convexes propres sci définies
sur X. Supposons que fr, W f, g, AW g et f est fortement ou faiblement inf-localement compacte.

Si{z / > (z)+g> (—z) <0} = {0}, alors

D) fotegn W fag;

2) AN eN tel que {z/ f(x)+9>°(—x) <0} ={0},Vn>N;
3) si X est réflexif et [ est faiblement inf-localement compacte, alors fn, # g, est sci pour n suffisamment
grand et la borne inférieure dans ces fonctions est atteinte en tout point ou elle est finie.

Démonstration.

1) D’apres la proposition 4.1, f est inf-localement compacte ssi epi f est localement compact dans X x R.
D’autre part, il est classique de vérifier que la condition {x / f*° (z) + ¢°° (—z) < 0} = {0} est équivalente &
(epi £)°° N — (epi g)° = {0}. Toutes les hypotheses du théoréme 3.2 sont donc satisfaites. Par conséquent,

epi f,, +epi gn AV epi f + epi g.

Ceci est encore équivalent a

epl fn +epi gn AW epl f + epi g.
Comme
epi fn +epign Cepi fr # gn C epi fr, +epign ; (4.1)
alors

epi fn # gn 22V epi [ # g.
Ainsi, epi fn, # gn AW oepi f # g, ie. fo 4 gn 2 f 4 gou fn # ¢, désigne la régularisée sci de fn # Gn;
ce qui est encore équivalent & f, # ¢,V f % g.
Le reste est une conséquence immédiate des conclusions 2) et 3) du théoréme 3.2 et de l'inclusion (4.1), ainsi

que la proposition 6.4 de [28].

Lorsque X est de dimension finie, on retrouve en particulier le théoreme 4 de la référence [31]. Pour d’autres
résultats de stabilité en dimension finie vis-a-vis de 'opération épi-somme on pourra consulter [42].

Théoréme 4.2. Soient X un Banach et f,, f, gn, g des fonctions convexes propres sci définies sur X telles

que frn AW f et gn AW g. Supposons que

1) [ est quasi-continue ;
2) Ux>o A(Dom f —Dom g) = X.
Alors

(@) fn+gn 2 f+g, et ces fonctions sont propres pour n suffisamment grand ;

(b) O(frn+gn) = O(f +9);
(¢) pour n suf fisamment grand, O(fn+gn)(x) = 0fn(x)+0gn(z) YV € Domf,NDomg, ; et la méme égalité
a lieu pour les fonctions f et g pour tout x € Domf N Domyg.

Pour la preuve, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 4.1 ( [28]). Soient X un Banach et f : X —] — 00, +00] une fonction conveze propre sci. Alors f est
quasi-continue ssi f* est o (X', X) inf-localement compacte.

Lemme 4.2 ( [28]). Soient A et B deux convezes unis et A quasi-continu. Alors ir (A) N B est non vide.
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Lemme 4.3. Soient X un Banach et f, g deux fonctions convexes propres sci définies sur X, avec f quasi-
continue.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f et g forment un couple uni;

2) E = (epi f*)™ N — (epi g*)* est un sous-espace vectoriel de X' X R ;
3) F={a' e X'/ f*° (2') + g*° (—2') < 0} est un s.e.v. de X';

4) M est un s.e.v. de X avec M = Uy>o A (Dom f — Dom g) ;

5) M est un s.e.v. fermé de X.

Si une de ces conditions est satisfaite, alors projx:E = F = M=+,

Démonstration. D’apres [28], les propriétés 1), 2) et 3) sont équivalentes sans aucune hypothese de quasi-
continuité.

L’équivalence entre 3) et 4) provient des égalités (057)" = dr et (0r)" = d57-

4)=5) : comme [ est quasi-continue et Dom f, Dom g sont unis, le lemme 4.2 implique que ir (Dom f) N
Dom g est non vide. Quitte a faire une translation, on peut supposer sans nuire a la généralité que 0 €
ir (Dom f) N Dom g.

Notons Ly I'espace vectoriel engendré par Dom f et Cy = Ux>o A (Dom g). Il est facile de vérifier, en utilisant
la convexité, que M = Ly — Cy. Soit s : X — X /Ly la surjection canonique. Comme s est linéaire et continue

et que X/Ly est de dimension finie, alors s (M) = s (M) et s(M) est un sous-espace vectoriel. Il en est de
méme pour s (M) car dim X/L; < +oo. Ainsi, M = s~ ! (s (M)) est un s.e.v. de X.
Le reste suit par une vérification classique.

Lemme 4.4 ( [14]). Soient X un espace normé et f,, f: X — IR des fonctions convezes propres sci. Alors
fn AWf 587 f:{ AW *

— —_—

Démonstration du Théoréme 4.2. (a) D’apres le lemme 4.1, la condition 1) est équivalente & I'inf-locale com-
pacité o(X’, X) de f*, et par le lemme 4.3, la condition 2) équivaut a (epi £*)°° N — (epi g*)™ = {0}. Toutes les
hypotheses du théoreme 3.4 sont donc satisfaites ; par suite epi f,: +epi g;; AW epi f*+epi g* et ces sommes sont
convexes et o (X', X) fermées. Il en résulte que f # g* AW f* 4 g¢* et ces fonctions sont convexes et o (X', X)
sci. Or, pour n assez grand (epi f;)™ N — (epi g5)™ = {0} et f; est o (X', X) inf-localement compacte. Ainsi,
fn et g, sont unies d’apres le lemme 4.3 et f,, est quasi-continue d’apres le lemme 4.1. Donc Dom f,, N Dom g,
est non vide par le lemme 4.2. Il en résulte que f # g est propre. Il en est de méme pour f* # g¢*. Ainsi
(Fntgn) = g0)" =fr % gnet (f+9)" =% g°)" = [+ g Parsuite (fn +9.)" 2V (f +9)",
et par le lemme 4.4, f, + g, 2V f+g.

(b) D’apres (a) fn +gn AW f+ g et ces fonctions sont convexes propres et sci. Comme la slice convergence est

moins fine que la convergence d’Attouch—Wets [18,45] alors f, + g, ™=, f+ g; et par [4] (Th. 4.2) nous avons
alors O(fn + gn) — O(f + 9).

(¢) D’apres la preuve de (a) et le lemme 4.3, nous avons Ux>oA(Dom f,, — Dom g¢,,) = X pour n suffisamment
grand. On conclut alors par [5] (Cor. 1).

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du théoréme 4.2, nous avons max(f,,gn) 2" max(f, g) et ces fonctions

sont convexes propres et sci a partir d’un certain rang.

Démonstration. Posons h, = max(f,,gn) et h = max(f,g). Nous avons epi h, = epi f,N epi g, et epi h =
epi f N epig. Comme f est quasi-continue et Uy>oA (Dom f — Dom g) = X, il est facile de voir que epi f est
quasi-continue et Ux>o A (epi f — epi g) = X X R. On déduit du théoreme précédent que depi n,= Jepi £, + depi 9,
iwéepi f + Oepig = Oepin i€ hy AW et ces fonctions sont convexes propres et sci.
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Comme conséquence du théoreme 4.2, on retrouve aussi les résultats de stabilité de Beer et Lucchetti [17]
puis ceux de McLinden et Bergstrom [31] :

Corollaire 4.2 ([17], Th. 3.4). Soient X un Banach et fn, f, gn, g des fonctions convezes propres sci définies
sur X avec fn AW f et gn AW g. Supposons que f soit finie et continue en un point du domaine de g. Alors

o+ gn 2 f+ g et ces fonctions sont propres.

Démonstration. f est quasi-continue car elle est continue. D’autre part, la continuité de f en un point du
domaine de g implique que Dom f — Dom g est un voisinage de 0, donc absorbant ; par suite Uy>o A (Dom f—
Dom g) = X. On conclut alors avec le théoréme 4.2.

Corollaire 4.3 ([31], Th. 5). Supposons que dim X < 400 et fn, f, gn, g des fonctions convexes propres sci
telles que fn, <, f et gn ., g. Si0 € int (Dom f — Dom g), alors fn+gn ©, f+g et ces fonctions sont propres.

Démonstration. En dimension finie, il est classique de vérifier que la quasi-continuité d’une fonction convexe
est toujours satisfaite et que la condition 0 € int (Dom f — Dom g) équivaut & Ux>o A (Dom f — Dom g) = X.
Dans ce cas aussi, la convergence au sens d’Attouch—Wets coincide avec I’épi-convergence [6]. On conclut alors
avec le théoreme 4.2.

Remarque 4.1. i) Une généralisation de ce dernier corollaire en dimension finie se trouve dans la référence [33].

ii) Remarquons aussi que sous les hypotheses du corollaire 4.3, et par application du corollaire 4.1, on retrouve
la proposition 7.48 de [42].

Lorsqu’on se place dans les hypotheses du corollaire 4.2, il est intéréssant de donner un résultat liant la
convergence d’Attouch—Wets & la convergence continue [42]. Plus précisément nous avons :

Corollaire 4.4. Soient X un espace de Banach et f,, f : X — R des fonctions convexzes propres sci
telles que f, AW f . Si f est finie et continue en un point © € X alors ¥ x, — x, fn(x,) — f(x).

—

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le corollaire 4.2 aux fonctions fy, f et g, = 0z,}, 9 = Oa}-

En particulier ce résultat généralise le corollaire 3B de [43] (voir aussi la Prop. 4.10 de [39]) au cas de la
dimension finie. Une démonstration directe du corollaire 4.4, indépendamment des problemes de stabilité et dans
le cadre de la caractérisation de la convergence d’Attouch—Wets en termes d’approximations inf-convolutives
généralisées, se trouve dans [25,34].

Remarque 4.2. La conclusion du théoreme 4.2 peut tomber en défaut si on remplace la convergence au sens
d’Attouch—Wets par la convergence au sens de Mosco. En effet :

Soit X un espace de Hilbert de base hilbertienne (), et soit (v,),, la suite définie par v, = % (Tn + Tpi1).
Considérons les ensembles : C,, = {az,+(1—a)v,, 0<a<1}, D, = {z/(z,x,)=0} et E, =
esp{x1,..., T, }.

On vérifie aisément que C, M.C = {0}, D, M D = X et E, M E = X. D’autre part, C, N D,, =
) *]\i C N D = {0}. Donc, ni la stabilité ni la propreté des f,, + g, ne sont assurées, avec f,, = d¢,, [ = d¢
et gn = 0p,,, g = 0. De méme, C,, N E,, = {x,} }i C N E = {0}. Ici on récupére seulement la propreté des
fn =+ hn, avec hy, = 6g, et h =0.

Concernant la stabilité de la somme par la convergence au sens de Mosco, et I'intérét que présente ce probleme
en optimisation convexe, on peut consulter par exemple [3,10].

Théoréme 4.3. Soit X un Banach et soient f : X — R une fonction convexe propre sci et C une partie
conveze fermée non vide de X . Supposons que

1) f ou C est quasi-continue ;

2) Unso A(Dom f — C) = X ;
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3) (f,C) est bien posé au sens de Tikhonov.
Alors, pour toute suite (fy),, de fonctions convexes propres sci telle que f, AW £ et pour toute suite (Ch),, de
convexes fermés telle que Cp, AW C, nous avons

a) inf (f,,Cy) — inf (f,C) ;

b) Si x, € ep-argmin (f,, Cy), €, | 0, alors x, — argmin (f, C).

Démonstration. Celle-ci est identique a celle du théoreme 17 ([23], p. 58), sauf en remplacant ’hypothese de
qualification : f continue en un point de C' (ou Dom fNint C # (), par les hypotheses 1) et 2) de notre théoréme

qui sont plus générales, et qui assurent la convergence f, + o, AW f+dc.

Corollaire 4.5. Sous les méme hypothéses du théoréme 4.3, (f,C) est bien posé au sens de Levitin—Polyak.

Démonstration. La démonstration est identique & celle du corollaire 18 ([23], p. 58), avec le méme argument
avancé pour justifier la preuve du théoreme 4.3.

Soient X et Y deux espaces de Banach, A : X — Y un opérateur linéaire et f: X — Retg:Y — R
deux fonctions.

On note par Af et go A, les fonctions (Af)(y) = inf{f (z) / Az =y}, y €Y, et (go A) (z) = g(4(x)),
x € X. On désigne par A* Uopérateur adjoint de A, i.e. Popérateur défini de Y’ dans X’ et vérifiant (A*y') (z) =
y (Az), Vz e X, Vy €Y'. R(A) et KerA désignent respectivement I'image et le noyau de A.

Théoréeme 4.4. Soient A,, A : X — Y des opérateurs linéaires continus tels que ||A, —A|| — 0 et
fn, f: X — R des fonctions convezes propres sci telles que fn, AW f, f est fortement ou faiblement inf-

localement compacte et KerAN{x € X / f~ (z) <0} = {0}. Alors

1) Anfn AW Af et ces fonctions sont convexes ;

2) si de plus X est réflexif et f est faiblement inf-localement compacte, alors les fonctions Ay, fn, Af sont
propres et sci et la borne inférieure dans ces fonctions est atteinte en tout point ou elle est finie.

Démonstration.

1) Posons B,, B : X xR — Y x R, les opérateurs linéaires continus définis par B, (z,a) = (A,z,a) et
B (z,a) = (Az,a). On vérifie aisément que | B, — B|| = ||A, — A|] — 0. D’autre part, la condition KerA N
{x e X/ f°(x) <0} = {0} est équivalente & KerB N (epi f)* = {0}. Les hypotheses du théoréme3.1 sont
satisfaites, donc B, (epi f,,) A" B (epi f). Comme B, (epi f,) C epi(A,fn) C B, (epi fn), alors epi (A, fn)
AW epi (Af). Ainsi, epi (M) AW epi (Af), ice. Anfn AW Af,0u encore A, f, AW Af. La convexité de
ces fonctions résulte d’une vérification classique.

2) Commencons d’abord par vérifier que Af et A, f,, sont propres. En effet, soient zp € Dom f et yo = Axy. Nous
avons (Af) (yo) < f(zo) < +00. Donc Af n’est pas identiquement égale & +00. Supposons que (Af) (y) = —o0
pour un certain y, et soit (z,),, une suite telle que f (z,) — —oo et Az,, =y. On peut supposer sans nuire &
la généralité, que (0,0) € epi f. Soit j la jauge d’un voisinage V' de 0, convexe fermé équilibré tel que VN epi f
soit un compact, et soit a € R. Pour n suffisamment grand, z, = (z,,a) € epi f. Si (j(2y)),, est bornée, la
suite (z,), admet d’apres le lemme 3.3 une sous-suite qui converge vers un élément z, et par semi-continuité
inférieure f (x) = —oo. Ceci contredit la propreté de f. Si (j(25)),, n'est pas bornée, on peut supposer que
Zn
i),
(z,0) € (epi f)*. Il en résulte que f> (z) < 0 et Az = 0. Ainsi, z € KerAN {t / f<(t) <0} = {0}, ce qui
est absurde. Donc Af est propre. Il en est de méme pour A, f, car pour n suffisamment grand, nous avons
KerA, N{x / f° () <0} = {0} et f, est faiblement inf-localement compacte. La semi-continuité inférieure
de Af et de A, f, est une conséquence immédiate du théoreme 3.1 et des égalités, epi (Af) = B (epi f) et
epi (Anfn) = By (epi fr). Le reste suit classiquement par de légeres modifications au niveau de la preuve de la
propreté des fonctions A, f, et Af.

J (zn) — 4o00. D’apres le lemme 3.3, la suite converge pour une sous-suite vers un élément non nul
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Corollaire 4.6. Supposons que dim X < +oo, et soient Ap, A: X — Y des opérateurs linéaires continus tels
que |Ap () — A(z)] — 0, Vo € X et frn, f: X — R des fonctions convezxes propres sci telles que f, €, [ et
KerAN{z € X / > (x) <0} = {0}. Alors A, f,, AW Af et ces fonctions sont convezes propres sci.

—

En particulier, on retrouve le résultat de stabilité de McLinden et Bergstrom ([31], Th. 7) lorsque Y est aussi
de dimension finie.

Théoréeme 4.5. Soient A,, A : X — Y des opérateurs linéaires continus tels que ||A, —A|| — 0 et
Gn, g:Y — R des fonctions convezes propres sci telles que

1) g est quasi-continue et gy, iW qg;

2) Ux>o0 )\(R (A) — Dom g) =Y.
Alors g, 0 A, et go A sont convexes propres sci et g, o A, AW go A.

Lemme 4.5. Soit g : Y — R une fonction conveze propre sci et quasi-continue. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) KerA*n{t / g*° (t) <0} ={0};

2) R(A)" 0 {t/g*=(t) <0} = {0};

3) Uxso A (R (A) — Dom g) =Y;
4) Urso A(R(4) — Dom gj = .

Démonstration. L’équivalence entre 1) et 2) est évidente puisque KerA* = R(A)". Pour montrer que 2) est
équivalente & 3), il suffit de remarquer que la condition 2) est équivalente & F' = {t / ¢*> (t) + f**° (—t) <0} =
{0}, avec f = (5m et d’appliquer le lemme 4.3. La vérification de 'implication 4)==-2) est classique. Il suffit de
prendre les conjuguées des fonctions indicatrices des deux membres de 4) et de se rappeler que ¢**° = (dpom g)*.

2) =>4) : soit M = Ux>o A (Dom g — R(A)). Ona (6a)" = 6p et 657 = (m)™" = (6p)" = 0. Il en résulte que
M =Y, et par un raisonnement analogue & celui utilisé dans la preuve de I'implication 4)=5) du lemme 4.3,
on montre que M =Y.

Démonstration du théoréme 4.5. 1l est clair que les opérateurs A et A* sont fortement et faiblement (o (Y',Y),
o (X', X)) continus et que ||AX — A*|| — 0. D’autre part, nous avons g AW g* et g* est o (Y',Y) inf-
localement compacte. La condition 2) est équivalente d’apres le lemme 4.5, & KerA* N {t / ¢*>° (¢t) < 0} = {0}.
Par un raisonnement analogue & celui qui est utilisé dans la preuve du théoréme 4.4 (moyennant le Th. 3.3), on
montre que A%g* AW A*g* et ces fonctions sont convexes propres o (X', X) sci. Comme A%g’, A*g* ne sont
pas identiquement égales & +oo0, alors (A% g*)* = g, 0 A, et (A*g*)* = go A. Il en résulte que ces fonctions sont

convexes propres et sci (voir [24,30]). Comme (g, 0 A,)" = (A%g:)"" = Axgr AW A*g* = (A*g*)™ = (go A)",
alors g, 0 A, AW go A d’apres le lemme 4.4.

Lorsque X et Y sont de dimension finie on retrouve en particulier le théoréme 8 de la référence [31].

5. APPLICATION DES RESULTATS DE STABILITE A LA CONVERGENCE D’UN SCHEMA
DE DUALITE EN PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

Dans cette section, nous appliquons les résultats de stabilité des sections 3 et 4 a la convergence d’un schéma
de dualité dans un cadre non nécessairement réflexif. Nous décrivons un modele de problemes primaux, duaux,
dans lequel 'outil de base est la convergence au sens d’Attouch—Wets. Nous obtenons sous des hypotheses
naturelles, la convergence des fonctions marginales ainsi que leurs conjuguées, ce qui conduit a la convergence
de tous les objets attachés au schéma de dualité. Nous donnerons ensuite une application a la programmation
mathématique en dimension finie.

Soient X et Y deux espaces de Banach avec Y séparableet A, A, : X — Y des opérateurs linéaires continus
tels que ||A, — A|| — 0. Soient f,, f: X — R et gn, g:Y — R des fonctions convexes propres et sci telles
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que fr, 2% fet g, A% g. On considere les fonctions de perturbations définies par

—_— —

o, (1'7?/) = fn (x)+gn(Anx7y)v q)(l',y):f(l‘)+g(x41'fy)

La présentation de ces fonctions sous cette forme a un intérét fort important dans les applications (voir [24,30]).
Les fonctions marginales h,,, h associées respectivement & ®@,, et ® sont définies par h,(y) = inf, @, (z,y), h(y)
= inf, ® (z,y) On considere alors les problémes d’optimisation dits primaux :

(Pyp): inf @, (z,0), (P): inf @ (z,0)
auxquels on associe leurs problemes duaux définis par
(Pr): sup{—hy (y')} =sup {-2; (0,y")} = sup {— [y (ALy") — g5 (=¥},
y’ y’ y’

(P7): sup{=h" ()} = sup {=@7(0,4)} = sup {=/" (A7) = g (=4}

ou A et A* désignent respectivement les opérateurs adjoints de A,, et A. Nous avons toujours sup P * < inf P.
Le probleme (P) est dit normal si h (0) est fini et h est sci en 0, ce qui est encore équivalent & inf P = sup P*
et ce nombre est fini [24]. (P) est dit stable si h (0) est fini et h est sous-différentiable en 0, i.e. 9h (0) # 0. Ceci
est encore équivalent au fait que (P) est normal et (P*) possede des solutions [24]. Pour plus de détails sur la
théorie de la dualité, on peut consulter [24,30].

Le probléme que nous posons est le suivant : sous quelles conditions les problemes (P) et (P*) admettent-ils
des solutions que l'on peut “approcher” par des solutions des problemes “approchés” (P,) et (P;;) ? La réponse
est donnée par :

Théoréme 5.1. On suppose en plus des données et des hypothéses ci-dessus que
a) @, © sont fortement ou faiblement inf-localement compactes;
b) g est quasi-continue et h est finie et continue en 0 ;
¢) I po € R tel que {z / f(x) + g(Ax) < po} soit non vide et borné.
Alors
1. (P) est stable et admet des solutions ;
2. (Pn) est stable et admet des solutions; de plus inf P, — inf P ;
3. si x, est une solution de Py, ety wune solution de P, la suite (x,,), admet une valeur d’adhérence
solution de (P) et (y;,),, admet une valeur d’adhérence solution de (P*).

Pour la preuve, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 5.1 ( [21]). Soient X un espace vectoriel topologique localement conveze séparé et C' un convexe fermé
non vide localement compact tel que C>° = {0}. Alors C' est compact.

Lemme 5.2. Sous l’hypothése, g est quasi continue, nous avons ®, W & et ces fonctions sont convexes
propres et sci.

Démonstration. Considérons les opérateurs B,, : (z,y) € X XY — Ao —y, B: (z,y) € X XY — Az —y
et les fonctions G, = g, 0 B, G = go B, F,, (z,y) = fn (x) et F(x,y) = f (). Montrons que :
o G, AW @G : il suffit de vérifier que les hypotheses du théoreme4.5 sont satisfaites. En effet, g est
quasi-continue ||B, — B|| — 0 et R(B) = R(A) =Y =Y. Par suite, R(B) —Dom g =Y;
o [, +G, AW F 4@ :vérifions que toutes les hypotheses du théoreme 4.2 sont satisfaites. En effet, il est
facile de voir que

aff(Dom G) ={(z,Ax —z2) /x € X et z € af f (Dom g)}
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et que 'application linéaire :

(z,y)e X XY [aff(Dom G) —B(z,y)e Y /af f(Dom g)
est un isomorphisme. Done, af f (Dom G) est de codimension finie.

D’autre part, on vérifie aisément que, si ug € ir (Dom g), alors zg = (0, —ug) € ir (Dom G) et que la restriction
de G aaf f (Dom G) est continue en zp. Il en résulte que la restriction de G a af f (Dom G) est continue en tout
point de ir (Dom G) [30]. Ainsi, G est quasi-continue. La seconde condition du théoréme 4.2 est aussi satisfaite
car Dom F —Dom G = Dom f xY — {(z,Az —u) /2 € X, w € Dom g} = X x Y. Enfin, la convergence
des F,, vers F s’obtient par une vérification classique. Ainsi, ®,, 4" ® et ces fonctions sont convexes propres
et sci.

Lemme 5.3. Sous les hypothéses du théoréme 5.1, on a hy, AW h et ces fonctions sont convexes propres et sci.

Démonstration. Considérons 'opérateur A : (z,y,a) € X XY xR — (y,a) € Y x R, et vérifions que les
hypotheses du théoreme 3.1 sont satisfaites avec A,, = A, C;, = epi ®,, et C = epi .

D’apres le lemme 5.2, C,, AW O, et C est fortement ou faiblement localement compact par la proposition 4.1.
D’autre part, u = (z,y,a) € KerA N (epi @)™ si et seulement si y = 0, a = 0 et > (z,0) < 0. Comme h (0)
est fini, il existe au moins un élément xg tel que P (zp,0) soit fini. Par suite,

[} R
o> (z,0) = lim (o + 0,0) (20,0)

a—+00 «

= (f +goA)™ (z).

Ainsi, z € {t / (f +goA)™ (t) < 0}. Mais, d’apres c) et ([41], Th. 3.B) I'ensemble {t / (f + goA)™ (t) < 0}
est réduit au singleton {0}. Donc x = 0 et Ker AN (epi ) = {0}. Nous avons donc par le théoreme 3.1,
Aepi @,) AW A(epi ®) et A (epi ®,) est fermé pour n suffisamment grand. Comme en plus A (epi ®,) C
epi h, C A(epi @,) et A (epi ®) C epi h C A (epi @), alors h,, et h sont convexes sci et h,, AW h. Il existe donc
une suite (y,),, telle que Ay, (yn) — h(0). On en déduit que hy, (y) est fini pour n suffisamment grand. Donc
h, est propre.

Démonstration du théoréeme 5.1.

1. Comme h est continue en 0, Oh(0) est non vide et le probleme (P) est stable [24]. Soit p € R tel que
A, = {z/ (f +goA) (x) < p} soit non vide. Le fermé A, x {0} est contenu dans {(z,y) / @ (z,y) < p} qui
est localement compact. Donc A, est localement compact. Mais d’apres ¢), ([40], p. 70) et [41] (Th. 3.B), nous
avons A2° = {0}; donc A, est compact par le lemme 5.1. La fonction f + goA est donc inf-compacte, atteint
son minimum en au moins un point de X.

2. Comme h est finie et continue en 0, alors h* est o (Y, Y") inf-compacte [30]. Donc il existe au moins un nombre
a > inf h* tel que {y' / h* (y') < a} soit non vide et borné. D’autre part, les lemmes 5.3 et 4.4 impliquent
hi AW p* 11 en résulte que inf b — inf h* [16], i.e. hy, (0) — h (0) ou encore inf P, — inf P. On en déduit
que hy, (0) est fini pour n assez grand. Comme en plus h,, est sci, alors le probleme (P,,) est normal. Mais pour
n suffisamment grand, Ker AN (epi ®,,) = {0} d’apres le théoréme 3.1. Donc {x / (f + gn04,)~ (z) <0} =
{0}. Comme ®,, est inf-localement compacte, on déduit, comme en 1., que f, + g,0A, est inf-compacte, et
(Pr) admet au moins une solution. Montrons maintenant que (P;;) admet au moins une solution : soit p > 0
tel que £ > max (—h (0),—inf, hy, (0)) et {y’ / h* (y') < p} soit non vide. Comme h}, AW h*, alors D, , =
{v' ) hs (V) <p} 2% D, ={y /h*(y) < p} [16]. Mais compte tenu du fait que D, est borné, les ensembles
D,, , sont donc uniformément bornés [16] i.e. il existe r > 0 tel que D, , C By (0,7) pour n suffisamment
grand. Soit (z;)p une suite telle que h}, (z;) <infh} + %. Pour p assez grand, z; € By (0,7). La suite (z;)p
admet donc une sous-suite qui converge o (Y'Y vers un élément 2z réalisant le minimum de b} sur Y7, i.e. 2
est une solution de (P;).

3. Soit y;; une solution de (P;;). Pour n suffisamment grand, y) € D, ,. Il en résulte que la suite (y;), est

Y'Y . : , .
bornée et y L( )y* pour une sous-suite. Comme la suite (y;;, h¥ (y)),, est bornée et que epi b AW

epi h*,
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Yy
il existe une suite (¢, o), de epi h* telle que |y} —t| — 0 et |k (y5;) — a,| — 0. Par suite, ¢, i )y
pour une sous-suite et o, — —h (0). Ainsi, A* (y*) < liminf h* (¢}) < liminf a,, = —h (0) = inf A*. Donc y*

est solution de (P*).
Soit maintenant (z,),, une suite telle que ®,, (2,,0) < h,, (0)+ 2, et soit M > 0 tel que & > sup h,, (0). Pour
n assez grand, nous avons (2,0, M) € epi ®,,. D’autre part, le lemme 3.5 implique lexistence de deux nombres «

et 3 strictement positifs tels que |A (z,,,0, M)| > aj (x,,0, M)— 3. Par suite, j (z,,0, M) < max (MTM, 2) =7.
Mais selon un argument déja utilisé dans la section 3, la suite w, = (x,,0, M) admet au moins une sous-
suite convergente. I en résulte que x,, — z pour une sous-suite. Comme ®,, * & (voir [23], p. 56), alors
® (2,0) < liminf ®,, (x,,0) < liminf h, (0) = h(0), i.e. x est une solution de (P).

Dans le cas de la dimension finie, on obtient en particulier :

Corollaire 5.1. Soient f,, f, g, g*, i = 1,...,k des fonctions convezes propres et sci, définies sur RP telles que
(a’) fn e—» fa g% e—> gia VZ: 17"'7k;
(b) 30 € RP tel que f (z0) < +00, g° (z0) < 0 et g est continue en xg, Vi=1,....k;
(¢) lim)y|—too f (2) = +00 00 B:={z € R?/ ¢ (#) <0, Vi=1,...k}-
B

(A
On considere les problémes

(Pn): ir%f D, (x,0), (Pr): sqt;/p {—®7 (0,y")}

ou ¥, est la fonction définie par :
®,: R? x RP x RF —] — 00, +00]
('Jl,y) ~ fn(x)+gn(Az7y) avec gn(xay) = 5D7,,(;c,—y), D, = {(:c,y) € RP x Rk/y = (yla "'ayk)
et gt () <wy;, Vi= 1,...,k} et A: v € RP — (1,0) € RP x R,
Alors, nous avons la méme conclusion que celle du théoréme 5.1 avec

(P): ir;f@ (z,0), (P*): Sl;/p {=®*(0,y")}

0it @ (2,y) = f (2)+9 (A —y), g (2.9) = 0p (2, —y) et D= {(2,y) R x B/ y = (y1, ) et ¢' (2) <,
Vz':l,...,k}-

Démonstration. 1l suffit de vérifier que toutes les hypotheses du théoreme 5.1 sont satisfaites :
1. gn est convexe propre et sci : comme g, ©, g° et zg € int (Dom g*), alors g/, (z0) _, g* (o) [43]. Donc
D,, est non vide pour n suffisamment grand. De plus, cet ensemble est convexe et fermé car g;, est
convexe et sci;
2. gn £, g : considérons les ensembles :

D, = {(x,y) €R? xR*/ g;, (x) <wi}, D' = {(z,y) € R’ xR*/ ¢" () <y}

On vérifie aisément que les fonctions h?, (x,y) = g° (z) — y; épi-convergent vers la fonction h? (x,y) =
9" (x)—y;. La fonction h' étant convexe et inf ' < h' (x¢,0) < 0, donc {(z,y) / hi, (z,y) <0} __, {(z,y)/
h' (z,y) < 0} (voir [49]), i.e. D}, — D'. Comme (z,0) € intD* pour tout i = 1,...,k, alors N*_ D, _,
Nk_, D' d’apres [31]. Ainsi, D,, — D et g, © g;

3. h(y) =inf, ® (z,y) est finie continue en 0 : f étant propre sci et inf-compacte sur le fermé B, atteint
son minimum en un point ¢y de B. Donc h (0) = infyep f (z) = f (to) < f (xo). Ainsi h (0) € R. Comme
g est continue en zy et g* (x) < 0, il existe un réel a < 0 et g9 > 0 tels que g° (zg — ) < a des que
|z]| <eg, z € RP et i =1,..., k. Posons z := (z,y) avec ||z|]| < eo et |ly]| = max; |y;| < —a. Alors

h(z) < @ (z0,2) = f(z0) + g (Azo — 2) = f (w0) + dp (20 — ,y) = f (0) -
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La fonction convexe h est majorée sur un voisinage de 0 est donc continue en ce point.

Commentaires sur le corollaire 5.1. Remarquons qu’on peut donner une démonstration directe du corol-
laire 5.1, en utilisant certains résultats du chapitre 7 de la référence [42]. En effet, nous savons que g, ¢, g
et ces fonctions sont convexes propres sci. L’hypothese (b) implique que g est finie et continue en Axg. Ainsi,
int Domg N R(A) # () et donc g,0A ¢ goA et ces fonctions sont convexes propres sci d’apres [31]. Comme de
plus fn, ., f et g € Domf alors f,+gn0A ° f+ goA et ces fonctions sont convexes propres sci [31,42]. Or
I’hypothese (c) est équivalente au fait que f + goA est inf-compacte. On déduit de 7.32.c [42] ou directement
par [47] que les fonctions f,+¢,0A sont uniformément inf-compactes pour n suffisamment grand; et par le
théoréme 7.33 de [42] (P,,) et (P) admettent des solutions et inf P,, — inf P. De plus, si z,, est une solution de
(Py) alors la suite (), est bornée et toute valeur d’adhérence de cette suite est une soltution de (P).

Maintenant d’aprés le lemme 5.3, hy, ©_ h et donc kY ¢ h* [1,48,49]. Comme h est fini et continue en 0,
alors h* est inf-compacte [30] et donc les h} sont uniformément inf-compactes pour n suffisamment grand.
Et comme précédemment, on obtient la méme conclusion pour (P;) et (P*). De plus, nous avons sup Py =
h¥*(0) = h,(0) = inf P,, pour n suffisamment grand; et de la méme fagon sup P* = inf P*.
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