ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Variations August 2002, Vol. 7, 567-595
URL: http://www.emath.fr/cocv/ DOI : 10.1051/cocv:2002067

STABILISATION D’UNE POUTRE. ETUDE DU TAUX OPTIMAL
DE DECROISSANCE DE L’ENERGIE ELASTIQUE

FrANcCIS CONRAD! ET FATIMA-ZAHRA SAOURI!

Abstract. We study the stability of a flexible beam clamped at one end. A mass is attached at the
other end, where a control moment is applied. The boundary control is proportional to the angular
velocity at the end. By spectral analysis, we prove that the optimal decay rate of the energy is given
by the spectrum of the generator of the semigroup associated to the system.

Résumé. On se propose d’étudier la stabilité d’une poutre flexible homogene, encastrée & une extré-
mité. A Dautre extrémité est attachée une masse ponctuelle oti on applique un moment proportionnel
a la vitesse de déplacement angulaire. On montre par une analyse spectrale que le taux optimal de dé-
croissance de ’énergie est déterminé par I’abscisse spectrale du générateur infinitésimal du semi-groupe
associé au probleme.
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1. INTRODUCTION

On considére une poutre de type Euler—Bernoulli encastrée a une extrémité. A lautre extrémité est attachée
une antenne de masse m et de moment d’inertie J dans le cas général. On obtient ce que I'on appelle un modele
SCOLE, qui a déja fait 'objet de nombreuses études, en particulier dans [12].

L’évolution des déformations de la poutre dynamique est gouvernée par un systeme hybride composé d’une
équation aux dérivées partielles et de deux équations différentielles ordinaires :

uttJruMM:O O<z<l1 tZO,
mutt(lat) - ua:a:a:(]-;t) = Ll(u; Ut) t>0,
Juztt(]-;t) + ua:a:(]-at) = L2(U7ut) t>0,
u(0,t) = uz(0,¢) =0 t>0,

ou L1 est le contréle force, et Lo est le contréle moment.

Mots-clés et phrases : Equation des poutres, controle frontiére, stabilisation uniforme, analyse spectrale.
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Dans la figure ci-dessous, on donne une représentation graphique du modele étudié.
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On choisit des controles en boucle fermée et les plus naturels consistent a prendre des combinaisons linéaires
de la vitesse et de la vitesse de rotation, de telle sorte que le systéme soit dissipatif [12] et [13].

Ly (u,ue) = —kyue(1,t)
Lo(u,u) = —kouge(1,t)°

Si m et J sont nuls on a stabilité uniforme. Pour k1 > 0 et ko > 0 ce résultat a été prouvé par une méthode
de multiplicateurs [2]. Pour k1 = 0 et ko > 0 la stabilité uniforme a été prouvée dans [3], en utilisant un résultat
de Huang [8], qui nécessite des estimations de la résolvante sur ’axe imaginaire.

Lorsque m et J sont positifs, on n’a pas de stabilité uniforme, car les contrdles sont des perturbations
compactes du cas non contr6lé [13]. Donc si on veut une stabilité uniforme, une stratégie consiste a prendre
des contrdles plus irréguliers [13]. Un cas particulier ot I'on a un contréle force assez irrégulier (m > 0, J = 0)
a été étudié dans [5].

Une autre stratégie, lorsqu’on a seulement une masse (respectivement un moment d’inertie), consiste &
appliquer un contréle moment (respectivement un controle force) naturel, du type ci-dessus. Précisons un peu
selon les situations.

Dans le cas ou la masse est nulle, il faut un controle force pour stabiliser uniformément le systeéme et cela
suffit qualitativement. L’adjonction d’un contréle moment au controle force conservera la stabilité uniforme.
Le probleme a été traité assez completement dans [4].

Ce papier est une contribution a I’étude du systeéme lorsque le moment d’inertie est nul (cas d’'une masse
ponctuelle).

Dans [10] la stabilité uniforme a été prouvée pour ce cas. En complément, nous montrons que le systéme reste
uniformément stable quand on ajoute un controle force, mais qu'un controle force ne suffit pas. La question
principale qui restait ouverte pour J = 0 et un controéle moment seulement était d’estimer le taux optimal de
décroissance exponentielle de I’énergie.

Nous apportons une réponse a cette question en utilisant des résultats de Shkalikov [17] sur les bases de
Riesz. Ce type de méthode a aussi été appliqué dans [7] & des équations de type ondes ou poutres avec masse et
controle moment. La théorie de Shkalikov est bien adaptée a des problémes ou les valeurs propres apparaissent

Considérons le choix le plus simple ou { avec k1 > 0, et ko > 0.
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dans les conditions au bord. Elle permet d’obtenir un systéme de vecteurs propres généralisés qui forme une
base de Riesz pour des problemes de type Sturm—Liouville.

Le point technique délicat dans I’application de la méthode est de vérifier que 'opérateur obtenu par la théorie
permet de reconstruire 'opérateur associé au systeme donné.

Le plan de 'article est le suivant. Apres des rappels sur le probleme au paragraphe 2, le résultat principal et
I’essentiel de la preuve sont donnés dans le paragraphe 3. Le cas particulier ou la masse est nulle est traité au
paragraphe 4. Les deux points un peu techniques nécessaires pour compléter la preuve dans les paragraphes 3
et 4 sont donnés au paragraphe 5. Au paragraphe 6 on donne un résultat de stabilité uniforme et non uniforme
comme indiqué ci-dessus. Enfin, dans un dernier paragraphe, on montre quelques simulations numériques
concernant le calcul du spectre pour illustrer la variation du taux de décroissance optimal en fonction du
parametre de la commande.

2. FORMULATION DU PROBLEME
On suppose que m = 1. Le systeme devient :
Ugt + Ugzge = 0 0<9:<1 t>0
u(1,t) — Ugea(1,8) = i > 8, (2.1)
t>0

Uz (1, ) 4+ kg (1, 1)
u(0,t) = u,(0,¢) =0

1 1
{/ ufder/ u?, do +ul(1,t)
0 0

H = {(u,v,n)T € H?(0,1) x L*(0,1) x R, u(0) = u,(0) = 0}

L’énergie du systeme est :

E(t) =

N | =

L’espace d’énergie ¢ est défini par :

On munit 'espace d’énergie s du produit scalaire :
1
(s 0s) 8.5 ) e = [ (s + 03) do 4
0

ou U = (u,v,n) " et U= (4,0,7) €.
On définit 'opérateur linéaire o par :

() ={(u,v,m)" € H'(0,1) x H*(0,1) X R, t1z5(1) + kvg(1) = 0,n = v(1),
u(0) = u,(0) = 0,v(0) = v, (0) = 0},
AU = (U, ~Upppr, Uzzz (1)), avec U = (u,v,n)" € (). (2.2)

Le systeme (2.1) peut s’écrire sous la forme suivante :
U=oU et UO)=Uye H,

avec U = (u,us,n) .
L’opérateur A engendre un semi-groupe de contractions S(¢) (voir [10] et [11]) .

Il est prouvé que si m > 3 (ici m = 1), le systéme (2.1) est uniformément stable : IM > 1 et w > 0 tels que

E(t) < Me™™'E(0) Vt>0 VYU <€ .

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [10].
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3. RESULTAT PRINCIPAL

Dauns la suite on va appliquer les résultats de Shkalikov [17] pour montrer que le taux optimal de décroissance
de I’énergie est égal & 1’abscisse spectrale de 'opérateur /. On prend toujours m = 1, mais les résultats sont
valables pour m > 0 quelconque, indépendamment de la stabilité uniforme.

Théoréme 3.1. Le taux optimal de décroissance de ’énergie est égal a ’abscisse spectrale de 'opérateur < .

Le reste de ce paragraphe sera consacré a la démonstration du théoreme.
On commence par donner I’équation caractéristique du systéme. Soit A une valeur propre de &7 et soit
U= (u,v,n)" € 2(&/) un vecteur propre qui lui est associé. On a donc /U = AU, ou encore

Ugzze + Nu = 0,
Uz (1) — Nu(1) = 0,
Ugz (1) + kAug (1) =0,
u(0) = u,(0) = 0.

On pose A = 72, le systeme s’écrit de la maniere suivante

Ugzzr + T4U = 07

Uz (1) — THu(1) = 0,

Uz (1) + k12U, (1) = 0, (3.1)
uz(0) =0,

u(0) = 0.

Dans la suite, on utilisera les définitions et les notations de [17]. Les ordres respectifs des conditions au bord
dans (3.1) sont :
k1:4, k2:3, k3:1 et k4:0
L’ordre total est donc k = 8.
L’équation caractéristique de la premiére équation de (3.1) est

Wt 1l=(w? = V2w + )W +V2w+1)=0,

dont les racines sont . . ) .
_1—|—z _—1—|—z —1—1 _1—2

w1 = , W= ——, w3=——0—
SNV V) V)

Le plus petit polygone convexe contenant toutes les sommes possibles des w; est donc le polygone .# de sommets
(£v/2;0) et (0;4+1/2).

Les solutions de (3.1) seront de la forme
u(z) = 1™ 4 €TV 4 373 4 g™,
On pose
Jrw) = PP ),
g(T,w) = T2we™ (w + k7).
En substituant v dans les conditions aux bords du systeme (3.1), on obtient

f(Ta wl) f(Ta w2) f(Ta w3) f(Ta w4) 1
g(r,w1) g(r,w2) g(T,ws) g(T,wa)| |c2
TW1 TW2 TW3 TW4 C3

1 1 1 1 Cy4

(3.2)

O O OO
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On notera par A(7) le déterminant caractéristique du systéme linéaire et homogene (3.2). Ce dernier a une
solution non nulle si et seulement si 7 est racine du déterminant caractéristique A(7) qui est égal a

g(Ta w2) g(Taw?)) g(Ta W4) g(Ta W1> g(Taw?)) g(Ta W4>
flrywr) | Twe Tws Tws | — f(T,w2)| Twi Tws Twa
1 1 1 1 1 1
g(Ta LU1) g(Ta WQ) g(Ta w4) g(Ta LU1) g(Ta WQ) g(Ta w3)
+ f(r,ws) | Twi Twoy Twy | — f(T,wq)| Twi Twy Tws
1 1 1 1 1 1

Un calcul direct donne :
A(r) = {2 |2k + 2v2(k - 1)r 7 - 2772
+ eV [<2k - 2v2(k + 1)7 ! - 2777
fe V2 {—Zk +2v2(k + )77 — 27—2}

+ eV |22k 4 2V2(1 — k)T - 2072 4 8k - 8k 2} - (3.3)

Remarque. Pour |7| assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets de (3.3) est —2k qui est
différent de 0 (k non nul), donc les conditions aux bords de (3.1) sont régulieres au sens de Shkalikov. On
montre qu’elles sont fortement régulieres, c’est-a-dire que les racines de A sont asymptotiquement simples et
séparées.

3.1. Comportement asymptotique des valeurs propres

Rappelons que :

A(r) = 78{ei7ﬁ[—2k +i2V2(k — )7t — 2772 + eV2[—2k — 2V2(k + 1)7 !
—2r 2t e VI 2k + 2V2(k + 1)7 !t — 2772 4 e V2 -2k
+i2v2(1 — k)t — 2772 + 8k — 8k7_2} :

On pose

P(r) = ™2~ k72 + iv2(k — 1)1 — 1] + " V2[~kr2 — V2(k + 1)1 — 1]
e V2 k2 £ V2(k + 1)1 — 1] + e V2 [—kr? +ivV2(1 — k)T — 1]
+ 4k7? — 4k,
P(r) = e™2[~kr? = V2(k + 1)1 — 1] + e 7"2[~k7® +iv/2(1 — k)T — 1].
Dans ce qui suit, on montre que les racines de P sont asymptotiquement celles de ]5, dans un secteur a
déterminer. On se réfere aux travaux de Langer [9], qui ont déja été utilisés dans la these de Chentouf [4].

On considere le polygone .# de centre O et qui a pour sommets : /2, iv/2, —v/2, et —i\/2 notés ¢, ¢z, s,
et ¢4 (voir figure ci-apres).
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On note par [; le c¢6té [¢; ¢;41], par w; 'angle d’inclinaison entre la normale au coté [; et 'axe horizontal, et
par D; la droite

D;={2z€C/Argz=0; w;—1+e¢<0<w;+e pouri=1,..,4}, avec € > 0.
Soit S; le secteur : {z € C/ w;—1 + € < argz < w; + €}.

4
Ona: USiz(C.
i=1

3n/4\ c, T+ €,y
AN //
N /s
//'
3, t € AN y
/4 N 1 l1 //
~ s
\\ Vs
. 7 D
\\ //,
. e p »
\\\ /‘/ N
S P
N Ve .
— \\ // —
¢ g \6\o b |
-
p 7 e
(Y €o 3
. // \\\ 1
p3 13 /// \\ 4
,// N
'// N . —T gt E
/’ \\
‘/ ~
_331: 4 \\'—J‘[
/4 —3n/4+ € E4 /4
Remarquons que :
P(r) = P(-7),
P(7T) = P(7).

Donc 'ensemble des racines de P a une symétrie par rapport a 'origine, et une symétrie par rapport a ’axe
des réels.

Par conséquent, il suffit de considérer P dans deux secteurs consécutifs, par exemple, dans le secteur S7 et le
secteur Ss. Et comme I’étude est similaire dans ces deux secteurs, on développera les calculs seulement dans le
secteur S1, et on donnera le développement asymptotique des racines de P dans Sy a la fin de ce paragraphe.

Soit le secteur

Sl—{ZGC:Tﬂ+6§Argz<§+e}~



STABILISATION D’UNE POUTRE. TAUX OPTIMAL DE DECROISSANCE 573

Pour z appartenant a Dy, on a

log | z |

o |z|{xj0089+yjsin9+aj 2 } . '
| z%7e%% |=e , ol ¢j = xj — iy;.

Remarquons que 'amplitude du terme | 2% e%? | est déterminée par celle de {z; cos @+ y; sin 6}, qui n’est autre
que la projection orthogonale du vecteur ¢; sur la droite D;.
Ces projections sont les suivantes :

p1 = \/icosﬁ, P2 = \/isinﬁ,
ps = —V2cosl, py=—2sinb.

Notons que pour tout ¢&; ¢ {1 (dans ce cas j # 1,2),
xjcos +y;sinf < xq cosf + y; sinf.

Donc pour tout z € S1 et j # 1,2 : 2%e%?% = z¥Me%¢(z).

Théoreme 3.2 (voir [9]). Soit Q une fonction définie sur C par : Q(z) = Z;’L:O 2 {aj+¢j(z)}e%%; oua; € C,
avec agan # 0, v; € R, et les €¢; sont des fonctions analytiques dans tout le secteur S; (i fixé) et qui tendent
uniformément vers zéro quand |z| tend vers +o0o.

Alors dans ce secteur S;, les zéros de Q) sont asymptotiques d ceux de : ZjeKi ajz”jeciz, ou K; est la partie
de {1,...,n} qui contient les j tels que ¢; € [;.

D’apres ce théoreme les racines de P sont asymptotiques a celles de :

V2 peiTV2 .

Les racines de P sont donc de la forme :

1 1 + 1
Tn=w7r<n+—>+£+%+0<_3>, OfleH_ :
2 n n n

On calcule maintenant x et y.

\/§w7r<n+1) \/§£+\/§%+O<%)
2 e N n n

eTn\/§ —e

e (n+3) vl e Lo ()]

= e

On pose :

X =2z,
Y =v2y,

s

—

ntz) = K.

N

e

Donc

o " X Y X2 1
e —ZK(fl) 1+E+ﬁ+2—nQ+O E .
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De méme

,7;-,—n\/§_. n X Y X2 1

Dans P les termes dominants sont les termes en e~7V2 et e™V2. Pour avoir les expressions de X et de Y, il
suffit d’injecter le développement de e~ V2 of de €™ V2 dans P(7,) qui devient :

K (—1)" {[1+{ LY +X_2 ) (7113” likw2n2+ (—ikn® — (i + 1)(k+ 1)m) n

mn 2

’f— - 2’%”% — @+ 1)k + 1)% - 1) + (kmr (7 + 27) —(k+ 1)X> ﬂ

(-
+[ 1+z— +z s+ A +0 (%)} [—ikr®n® + (—ikn® + (i — 1)(1 — k)m) n
(

on2
_Zk_ 2]“‘”7%"'( )(1—@%—1)—1—( kww(\)/(_ ?}:) i(1— k;)X) %]

o(2))

Un calcul direct donne

+

P(r,) = iK(— D" {=2(i + )X — ikn® X% + kn*(1 — i)Y — (k+ )

+kn?(1 — )X +mn[-2(i + k) + kr X (1 —i)] + g +0 (%)}

ol A est une constante.
On choisit X tel que le coefficient en n soit nul, et on choisit Y tel que le terme constant soit nul. Ce qui
nous donne

—2(i+ k) + krX(1—1i) =0,
—2(i + D)7 X —ikn? X2 + kn?(1 —4)Y — (k +i)7 + kn?(1 — i) X = 0.

D’ou :
(i k)(1+14)
N km ’
_ RO+ R+
N k2m2 2k
Or on a fait le changement de variable: X = 2v/2, et Y = yv/2.
Finalement
i+ k
rT=w (@ ;; ) ,
B (1+k%  (i+k)
y=v { k2m2 2k

Dot 7, =wm(n+ 1) +w

(z’+k)w{(1+k2) (i+k)}'

kmn k2m2n?2 2kmn?
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Sachant que \,, = 72, on a donc

= tro(R)ri(zent(sr5) +o (1))

Le calcul de Re 7, s’en déduit :

Re w <n+1>+(k1) (k% +1) N (1—k)
Tn = —F= 5 - ’
V2 2 V2krn  V2k2m2n2  2/2kwn?

Il est clair que lorsque n tend vers l'infini, |Re 7,41 — Re 7,| > €, avec € un réel strictement positif.
Dans le secteur So

; 1+k%) (i—k)
Tn = w'n(n + 1) tw { k’m)} o { (k27r2n2 + (2k7rn2
(1—-1)

An—%+o<%> i<2+w2(n+%)2+0<%>),
V2

Les zéros du déterminant caractéristique A(7) sont asymptotiquement séparés. On montre au paragraphe 5
qu’ils sont aussi asymptotiquement simples (I’expression de la partie réelle de 7, sera utile). D’ot la régularité
forte du probleme (3.1).

avec w' =

3.2. Application de la théorie de Shkalikov

Dans cette partie, on suit la méthode et les notations de [17] pour construire un opérateur noté H, et appelé
linéarisé de Shkalikov, de telle maniére que le probleme au bord (3.1) se raméne au probléme linéaire H,.(7) = 70,
ou ¥ appartient & un espace D(H,) qu’on définira ultérieurement.

Pour j > 0 entier, WQj(O, 1) est lespace de Sobolev classique, et pour tout entier r, on note : Wl =
Wy 7(0,1) @ Wy 270, 1) @ - - & W3(0,1), avec ici n = 4, et

vo

WgUz{ﬁ: Zl EWQT:ﬁj(Hkﬁ,T)zﬁj(Hkﬁ):O,pourOSkSn—l—r—Z,
’ 2
v3

et I'ordre de toutes les conditions aux bords <n +r —2 — k'} .

On écrit (3.1) sous la forme

(u, ) = Lo(u) + 701 (u) + 7%l2(u) + 7305 (u) + 7404 (u) = 0,
Ui(u,7) = u”’(l) u(1) = 0,

Uz(uﬁ) u”(1) + kru'(1) = 0, (3.4)
Us(u,7) = ’( )= 0

Us(u,7) = u(0) =0,
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On définit P'opérateur H dans WS,U par

Vo U1
v1| _ V2 _ 1
HA{2 = | 2| ot D(H) =W}y,
V3 —vp”
avec
Vo
Wy = {v = || €WR0.D) @ WEO, 1) & Wi (0.1) & L*(0,1),
v3
U;(H*0,7) = U;(H*0) =0, 1< j <4,powr 0 < k<n—2=2
et 'ordre de toutes les conditions aux bords < 2 — k}
Wy = {5 € WH0.1 @ WE0.1) 0 WH0.1) 0 120,1),
v5(0) = 0,v0(0) = 0,v7(0) = 0,v1(0) = 0,v2(0) = O}
et

Wiy = {@eWQ(o 1)@ W3(0,1) ® W2(0,1) & Wi(0,1),
v (1) + kv(1) = 0,v4(0) = 0,v0(0) =0,
(0) = 0,01(0) = 0,(0) = 0,v2(0) = 0,v3(0) = o} :

Pour normaliser les conditions au bord de (3.4) le terme 74u(1) sera remplacé par Tv3(1), et le terme 72u’(1)
sera remplacé par v2( ), les autres conditions aux bords ne changent pas. On les représente sous la forme

U;(0,7) = ZVJ(T) zU’( ), ol les ﬁj’ ne dépendent pas de 7

Uy (9,7) = —vf' (1) + Tvs(1) = 0,

Uz(0,7) = vi (1) + kvy(1) =0,

Us(5,7) = vh(0) = 0, (35)
U4(’(7,T) :’U()(O) =0.

D’apres le systéme (3.5) et les notations de [17], on a 141(0) = 1 et v2(0) = v3(0) = v4(0) = 0, donc Ny =

Z?:lyj (0)=1.

L’espace qui convient sera alors W20,U @ CNo = W20,U @ C, ou on définit 'opérateur Hy (ici r = 0) par

Vo U1
U1 V2

Hy [va| = | w3 |,
V3 —ug”

w v’ (1)
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et
D(Hy) = {(vo,v1,v2,v3,w) € Wzl,U ®C,w=uw3(1)}

D’apres le théoreme 3.1 de Shkalikov, et vu la régularité forte du systeme (3.1), Vopérateur Hp, a un systéme
fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de 'espace W207 v ®C.

Rappelons qu’on avait fait le changement de variable : A = 72. Sachant que 7 est une valeur propre de Hy,
alors A = 72 est une valeur propre de HZ, qui sera défini par :

Vo U2
U1 VU3
HZ |vo| = | —of" |, DH})=W2,0CcW),aC.
U3 7,0/1///
w v’ (1)

D(HF) = { (vo,v1,v2,v3,w) € D(Hp)/Ho(vo, v1,v2,v3,w) € D(HO)}

{
= {(v0, v1, vz, 05, w) € WF(0,1) @ W(0,1) @ WE(0,1) © WE(0,1) & C,
vy (1) + kvi (1) = 0,v5(0) = 0,v0(0) = 0,
(0) = 0,v2(0) = 0,v5"(0) = 0, vp"(1) = —vg" (1),
vy (1) + kv5(1) = 0,v1(0) = 0,v1(0) = 0,
)

Les vecteurs propres généralisés de Hy sont aussi vecteurs propres généralisés de HZ.
En effet, soit ¢, un vecteur propre généralisé de Hy, associé a la valeur propre 7,.
(03 o . .
On a (Hy — 1) " ¢n =0, avec a € N, ce qui implique

(HZ — 721)% ¢, = (Ho + 7, 1) (Ho — 7,1) "¢, = 0.

En fait, par le théoreme de Hilbert-Dirac [1] (Th. 5.2) dans le cas d’un corps algébriquement clos, le sous-espace
spectral de HZ associé & une valeur propre u de H est la somme directe des sous espaces spectraux de Hy
associé aux valeurs propres A telles que A = p.

Il est donc clair que 'opérateur H2 a un systéme fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une
base de Riesz de Wy, © C.

Remarquons que l'opérateur H2 se décompose en une somme directe de deux opérateurs :
2
Hy = H; & Hs,

avec Hy opérant sur vy, v3 et w, et Hy opérant sur vg, ve. Hy sera défini par :
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u
D(H,) = { v | € WH0,1) ® WZ(0,1) ® C/u"(1) + kv'(1) = 0,w = v(1),
w
u'(0) = 0,u(0) = 0,'(0) = 0,v(0) = 0} :

On voit bien que H;p est exactement 'opérateur 7.
On a montré, jusqu'a présent, qu’on a une base de Riesz pour 'opérateur

HZ = H, ® H,.

Les opérateurs Hy et Hs ont la méme équation caractéristique. En effet dans les domaines respectifs de Hy et

H,, on a les mémes conditions au bord excepté (vj’(1) = —v{" (1), v{”(0) = 0) pour Hs et (w = v3(1)) pour H;.

Ces relations sont équivalentes (vérification facile). Les opérateurs Hy et Hy ont les mémes valeurs propres.
On sait que HZ engendre un semi-groupe S 2 (t) dans WS,U OC=Y=24 0% (ou L et £ sont les

espaces relatifs & H; et Hy qu’on “extrait” de &), et admet un systéme de vecteurs propres généralisés <¢">

Un

qui forme une base de Riesz de .Z. Donc :

avec
C Z |Zn|2 < |Z|‘2Z <y Z |Zn|2
n n
on a
|Shz(t)z|e < M|z # exp(w +e)t Ve>0

Oll w = SUPy, cp(pr2) REA:-

Cette derniere estimation qui s’obtient en développant S H2 (t)z dans la base de Riesz et en utilisant les
estimations de |z|%, est classique. Elle est bien entendu valable car il n’y a qu'un nombre fini de valeurs
propres non algébriquement simples (les valeurs propres sont asymptotiquement simples d’aprés une remarque
antérieure).

Comme Hi et Hy ont le méme spectre, alors :

()= (44")

et par conséquent :

a3

Ol W = SUP)¢p(p2) REA = SUD . p(m,) ReEA.
Par ailleurs, on sait que le rayon spectral du semi-groupe Sy, (t) engendré par Hy est toujours supérieur a

SUDesp(H,) REA = SUDP ) p(m2) REA.
On en déduit donc que le meilleur taux de décroissance pour I'opérateur H; est bien égal a sup AEsp(H1) Re.

= |Su, (t)z|2, < M.

(g) ) exp(w + €)t = Mc|x| o exp(w + €)t
Z Z
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4. CAS PARTICULIER DE MASSE NULLE

e Probléme bien posé

Ce cas est un peu plus simple, dans la mesure o1 en ’absence de la masse, la variable u:(1) n’apparait pas dans
le probleme abstrait. De méme, il n’y a pas de composante dans C lorsque ’on construit I'espace de Shkalikov.
Le systeme (2.1) devient :

Utt + Uggae = 0 0<zx<l1
w(0,t) = uz(0,t) = Ugza(1,8) =0
Uz (1,8) = —kuge(1,1)

(4.1)

~+ o+

On associe au systeme (4.1) 1'énergie :

Comme

le systeme (4.1) est dissipatif.
Introduisons les espaces suivants :
¥ = {u€ H*(0,1) ;u(0) = us(0) = 0},
H={(u,v)" jue ¥ ,ve L*0,1)}-

On munit 'espace d’énergie 7 du produit scalaire :

o U= (u,v)" et U= (a,0)" € A,
On définit 'opérateur linéaire o par :
D) ={(u,v)" Ju € HH0,1) NV, 0 €V ; tppa(l) = 0,1 (1) = —kv, (1)},
AU = (v, ~Upper) 51 U= (u,v)" € 2(F). (4.2)

Le systeme (4.1) peut s’écrire sous la forme suivante :
U=oU et U0)=Uye A,

avec U = (u,uy) "

Chen et al. [3] ont montré que 'opérateur &7 engendre un semi-groupe de contractions uniformément stable
sur J#, que &/ est inversible et &/ ~! est compact dans J#. Ils ont utilisé un théoréme de Huang [8] pour
montrer la stabilité uniforme.

On cherche maintenant & obtenir le taux optimal de décroissance de I'énergie E(t). Pour cela, on procede
comme au paragraphe 3.

e Analyse spectrale

Soit A une valeur propre de .27 et soit Z = (u,v)" € Z(/) un vecteur propre qui lui est associé.
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On a:
AU =\U
ou encore :
Au—v =0,
AU+ Uggzr = 0,
Uge (1) = —kvg(1).

En remplacant v en fonction de u, on obtient

Ugzzs T Nu = 0,
Uz (1) = —kAug (1),
uwxz(l) =0,

u(0) = 0.

On pose A = 72, le systéme devient :

4
Uggze + T u =0,

uwxz(l) =0,
uz?é;)_zofkTQUm(l), (4.3)
u:(EO) :70. ’

Dans la suite, on utilisera les définitions et les notations de [17]. Les ordres respectifs des conditions au bord
dans (4.3) sont :

k1:3, k2:3, k3:1 et k4:0

L’ordre total est donc k = 7.
L’équation caractéristique de la premiére équation de (4.3) est :

Wt 1l=(w? = V2w + )W +V2w+1)=0,

dont les racines sont :

14 —1+i 1 1—i

\/§ )

Les solutions de (4.3) sont de la forme :

w1

u(l') — CleTwliC + CQQTUJQQL' + CBGngx + c4e7'uJ43:'.
On pose :

f(r,w) = T*we™ (w + k7).
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En substituant v dans les conditions au bord du systeme (4.3), on obtient :

7.'3(4‘)367%;.}1 T3w3€7'w2 T3wl3’ze7'w3 7'3(4)367—“)4

f(Ta wl) f(Ta w2) f(Ta W3) f(Ta W4) C2
TW1 TW2 TW3 TWyq Cc3
1 1 1 1 N

(4.4)

o O OO

On notera par A(7) le déterminant caractéristique du systeme linéaire homogene (4.4). Ce dernier a donc une
solution non nulle si et seulement si 7 est racine de :

f(T’ w2) f(T7 w3) f(T7 w4) f(T7 wl) f(T7 w3) f(T7 w4)
Ar) = T?’w?’em1 Twoy Tws Twy - T3w§’em2 Twi Tws Twy
1 1 1 1 1 1
f(T’ wl) f(T’ w2) f(T’ w4) f(T7 wl) f(T7 w2) f(T7 w3)
+ T w‘3 T3 Wy Two Twy — wai’eT“M Twi Two Tws
1 1 1 1 1 1

Un calcul direct donne :

A(r) = Tﬁ{z’\/ﬁe”ﬂ [(w1 + wa) + 2k7] — V26V [(wa + wi1) + 2k7]
+ \/§e_7‘/§[(wz + ws) + 2k7] — i\/§e_”‘/§[(w3 + wy) + 2k7]
F (1= i)V2(ws —w) + (14 0)V2(ws — M)},

ou encore
A(T) = 77{e”‘/§[2i\/§k — 27'_1] — e_”‘/i[%\/ik + 27_1]

Vﬂ2v§k—%27_ﬂ—+e_7¢ﬂ2v§k——27_ﬂ—787_1}~ (4.5)

Pour |7| assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets de (4.5) est différent de 0 (k est non
nul), donc les conditions au bord de (4.3) sont réguliéres au sens de Shkalikov. On montrera dans la suite que
les racines du déterminant caractéristique A(7) sont asymptotiquement simples et séparées et par suite que les
conditions au bord sont fortement régulieres (voir Paragr. 5).

Cette propriété est essentielle pour montrer I'existence d’une base de Riesz formée de vecteurs propres
généralisés de I'opérateur de Shkalikov.

La méthode est identique au cas ol la masse est non nulle. On écrit (4.3) sous la forme suivante :

C(u, ) = Lo(u) + 71 (u) + 72lo(u) + 7303 (u) + 744 (u) = 0,
Ui(u,7) = u”’( ) =0,

Uﬂ%f) u”(1) + kr?u/(1) = 0, (4.6)
Us(u,7) = ’( )= 0
Us(u, ) = u(0) =

L’opérateur H est le méme que dans le cas ou la masse est non nulle.

On va voir qu’ici 'opérateur Hy n’est autre que H, car aucune condition au bord (aprés normalisation)
ne dépend de 7. On montre 'existence d’une base de Riesz, dans I'espace Wy ;, formée de vecteurs propres
généralisés de 'opérateur H,..
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Le terme 72u/(1) dans (4.6) sera remplacé par : H? (17)(()1)(1) = v}(1), ot H” est la puissance d’ordre k de H,
les autres conditions au bord ne changent pas. On les représente sous la forme :

SISt

St

S 2 @ =
i e U D |
S N N

Pour » = 0, 'espace WQOU sera défini par :

Wy = {v = (vo,v1,v9,v3) | € W3(0,1) @ WZ(0,1) ® W4 (0,1) @ L*(0,1),

= o}'(1) =0,

= of(1) + kvj(1)
= vy(0) =0,

= ’U()(O) =0

ﬁj(ka}):O 1<j<4,pour0<k<n+r—2=2

et 'ordre de toutes les conditions au bord < 2 — k:}

- {v e WE(0,1) ® W2(0,1) ® W2(0,1) & L2(0, 1),

w(0) = 0,00(0) = 0,/ (0) = 0,v1(0) = 0, v5(0) = 0} :

L’opérateur Hy dans ce cas, est défini dans WS,U par :

Vo
U1
V2
U3

Hy

L’espace W, ;; (r = 1) sera défini par :

U1
V2
U3

_am

Wiy ={sewionewione
0§ (1) = 0,04 (1) + k(1) =

v1(0) = 0,v1(0) =0,

v3(0) =

et D(Ho) =

22(0, 1) ® W5 (0,1),

1
WQ,U’

v5(0) = 0,v0(0

)
v2(0) = 0,v3(0) = 0

(4.7)

Le probléme (4.3) est fortement régulier (voir Paragr. 5). De plus toutes les conditions au bord sont d’ordre
< n+r—1=3. Dapres le corollaire 3.2 [17], l'opérateur Hy a donc un systéme fondamental de vecteurs
propres généralisés qui forme une base de Riesz de W207 U-
Par le méme argument que dans le cas oll la masse est non nulle, 'opérateur HZ a un systéme fondamental
de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de W207 U-
On veut obtenir maintenant une base de Riesz pour opérateur <.
L’opérateur HZ se décompose en une somme directe de deux opérateurs, Hy et Hz tels que Hy opere sur vy

et vs et Hy opere sur vy et va.
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On pose H? = H; ® Hy, ou H; est I'opérateur défini par

i)

D(H,) = {(Z’) € W3 (0,1) ® W3(0,1)/w” (1) 4+ kv'(1) = 0,w" (1) = 0,
w’(0) = 0,w(0) = 0,2'(0) = 0,v(0) = 0}

= {(1;}) ywe HY0,1) NV v €V Wi (1) = 0wy, (1) = —kv'(l)} .

Remarquons que H; n’est autre que 'opérateur ..

On a montré que I'opérateur HZ a un systéme de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz
de W2 .

On en déduit que le taux optimal de décroissance de I’énergie pour le systéme (4.1) associé a opérateur
o/ = Hj est donné par le spectre de HZ. La preuve de ce résultat est donnée & la fin du paragraphe 3.3 dans le
cas ou la masse est non nulle. Elle est identique ici.

5. REGULARITE FORTE

5.1. Cas ou la masse est non nulle

Rappelons que le déterminant caractéristique A(7) est donné par

A(r) = 78{6”‘5 [—2k +2iv2(k — 1)r ! — 2772]

temiTV2 [—Qk +2iv2(1 — k)yrt — 27—2}

terV? [f% — 22k +1)r 7t — 27*2}

e TV? {72/& +2v2(k + 1)t — 27*2} +8(k — kTQ)} :

Lemme 5.1. 7 est racine du déterminant caractéristique A(T) si et seulement si f(7) = 0, avec T = wr,
—14

=
L
=

f(7) = cosh 7 cos 7(1 + ik7?) — (ik7? — k) + sinh 7 cos 7(ikT — 7) + cosh 7sin 7(ik7 + 7) et w = +

1—14
Démonstration. Dans ce qui suit, on prend w = W La démonstration est la méme pour w = —

Supposons que 7 est racine du déterminant caractéristique A(7). Donc :
{e”ﬂ [f% +20V2(k — 1)7 — 27*2} temiTV2 [f% +2iV2(1 — k)l — 27*2]
+e7V2 [ =2k = 2V2(k + 1)r 7 = 2072 4 e V2 [ 2k 2v2(k + 1)r ! - 2772

+8(k — kT_Q)} =0,
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ou encore :
2iV2(k — 1) 7 H(e™V2 — 7 V2) _ 22k 4+ 1)rH(eTV2 — o7 TV2)

+ (—2k — 27'_2)(e”\/i e TITVE L eTV2 | oo TV2) 8(k —kr72%) =0.
Ce qui donne :
— 2k(4 coswr coshwr — 4) — 27 2(4 coswr coshwr + 4k)

— 4\/5(1@ — )7 tsinTv2 — 4\/§(kj +1)7" ! sinh ™2 =0.

On obtient :

— 2k(coswr coshwr — 1) — 27 %(cos wr coshwr + k)

— 2kt Y(sin 7v/2 4 sinh 7v/2) + V27~ (sin 7v/2 — sinh 7v/2) = 0.
Ce qui implique :

k72 (coswt coshwr — 1) + (coswr coshwr + k) + ikwr(sinh wr cos wr

+ cosh w7t sinwT) + wr(sinh w7 coswr — coshwr sinwr) = 0.
D’ou 7 = wr satisfait I’équation :
f(7) = cosh 7 cos 7(1 + ik7?) — (ik7? — k) + sinh 7 cos 7(ik7 + 7) + cosh 7 sin 7 (ik7T — 7) = 0.

De la méme fagon, si 7 satisfait cette équation, alors 7 est racine du déterminant caractéristique A(r).

On a déja montré au paragraphe 3.1 que les racines du déterminant caractéristique A(7) sont asymptoti-
quement séparées. Montrons qu’elles sont aussi asymptotiquement simples, ce qui établit la régularité forte des
conditions aux bords de (3.4) qui est une condition nécessaire pour appliquer le théoreéme 3.1 de [17].

Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique A(7) est le suivant :

_ ", 1 P 1 Z,(kJrl) (k-1) (k+1)?
Tn\/ﬁ( +2>+ \/5( +2>+ Vakrn | \akmn | NakEmn?

_Z, (k+1)2 (1 —k?+2k) i(l—k2—2k)
V2k2712n?2 2v/2kmn? 2/2kmn?

D’ou :

. +1 N 1 (1+k2)+(1—k2)+_ 1 1 cN
Tn =T\ . k2m2n? krn? | \kmn a2 ) BT '

1 C
On pose m =n + 3 et on arréte le développement asymptotique a I’ordre 1. Donc 7,, s’écrit :

%n—m7r+0(l)+i0 (l)
n n

Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées.
Supposons que pour une infinité d’entiers n, f’(7,,) s’annule en méme temps que f(7,).
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On obtient :
f'(%,) = ik72(cos 7, sinh 7,, — cosh 7, sin 7, ) + ik(cos 7, sinh 7,, + cosh7, sin 7,)
+ kT (4 cosh 7y, cos T, — 2) — 27, sinh 7, sin 7, — 2(cosh 7, sin 7,
—sinh 7, cos 7, ) = 0.
On a

cos T, =~ —0 (%) — 10 (%) , sinT, >~ +1,
cosh 7, ~ coshmm + O (%) sinh mm + O (%) sinh mm,

sinh 7,, ~ sinhmn + O (%) coshmm + 10 (%) coshmm.

On suppose que n est pair. Le cas n impair se fait de la méme maniére. En substituant les expressions ci-dessus
dans I"équation f'(7,) = 0, elle devient :

ik {me2 4+ 2mmO (l) + 2immO (l)] [O (l) sinh mm — 10 (l) sinh mm
n n n n

—coshmm — O (l) sinh mm — 1O <l) sinhmw} + ik {O <l> sinh mm
n n n

—i0 <%> sinh mm + coshmm + O <%> sinh mm + 0 <%> sinhmﬂ] + ik [mﬂ' + 0 (%)

+i0 <l>} [—40 (l) coshmm — 4i0 <l> coshmm — 2} -2 [m?? + O <l> + 10 <l)}
n n n n n
. 1 . 1 1 .
{smhmw + 0 (—) coshmm + 10 (—) coshmﬂ] -2 {Coshmw +0 (—) sinh mm
n

n n
) 1\ .
+10 (—) sinh mﬂ] =0.
n

Un calcul direct nous donne :

1
—2sinhmmmm — 2 coshmm + O (—) =0,
n

k coshmm — km?27? coshmnm — 2kmm = 0.

Ce qui est impossible, car dans les deux équations les termes dominants tendent vers 'infini. Les racines de A
sont asymptotiquement simples.

5.2. Cas ou la masse est nulle
Le déterminant caractéristique A(7) est défini par :
A(r) = =7 {e”ﬂ(%\/ik — 9771y — emiTV2(2iy/2k + 2771

—e™V2(2V2%k 4+ 277 4 e V2 (2v2k — 277 ) — 87_1} :
Lemme 5.2. 7 est racine du déterminant caractéristique A(T) si et seulement si f(T) = 0, avec T = wr,
1—1
7

— L ds trati t la mé 1-i
—_—. a demonstration es a meme pour w = — .
V2 P V2

f(#) = (14 cosh7cosT) + ikT(sinh 7 cos T + cosh Tsin7) et w =+

Démonstration. Dans ce qui suit, on prend w =
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Supposons que f(7) = 0, ou encore :

(1 4 coshwT coswT) + ikwT(sinh wr coswT + coshwt sinwT) = 0.

On a
coswt coshwt = i [ VAT | giVET V2T e_‘[T}
sinh w7 coswT = i [ 4 eTIVET _ iV _ e_ﬁT}
coshwTsinwr = f% [ VI V2T | oiVaT e*ﬁT}

Iéquation (5.1) devient

V21 + kwr(i — 1)]
+eV2T[—1 + kwr(—i — 1)]

e ITV21 4+ kwr(1 —4)]

+
+ eVl 4+ kwr(1+0)) —4=0.

Donc 7 est racine de I’équation

(5.1)

V22771 4 2iV2k] 4+ e V2 =271 — 2iV/2k] + V2T [—277 ! — 2V2k] 4+ e VT [—277 1 4+ 2V2k] — 8771 = 0.

D’out 7 est racine du déterminant caractéristique A.
De la méme fagon, si 7 est racine du déterminant caractéristique A, alors f(7) = 0.

Maintenant, on montre que les racines du déterminant caractéristique A(7) sont asymptotiquement simples

et séparées, ce qui établit la régularité forte des conditions aux bords de (4.3).

Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique A(7) donné dans [14] est le

suivant :
. ) 1
=m0

. 1
oum=n——,etneN.
Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées.

Supposons que pour une infinité d’entiers n, f'(7,,) s’annule en méme temps que f(7,).
On obtient

—(1 + ik) sinh 7, cos 7, + (1 — ik) cosh 7, sin 7,, — 2ik7,, cosh 7, cos 7, = 0.

On suppose que n est pair. Le cas n impair se traite de la méme maniere.
On note

1
A:%e?nzmw—i—O(—Q) ~ mm,

C
B =1Im7, ~ “F~0 , avec Cp=—,
n 21k

n

COS T, =~ @ — 10 <l> , sin7, ~ —ﬁ + 10 (l) .
2 n 2

1 1
cosh 7, ~ coshmm + 1O (—) sinh mmr, sinh 7,, ~ sinh mn + 1O (—) coshm,
n n

(5.2)
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L’équation (5.3) devient

2
—(1+ ik) <s1nhm7r +1i0 ( coshm7r (%— -3

l
n

2
+(1 —ik) <coshm7r—|— i0 < smhmw ( g +1i0 (

Ce qui donne
2 1 1
—(1+ k) (% sin hmm + 4O <E) sinh mm + 40 <E> coshmw)

+(1 —ik) (? cos hmm + iO (i) coshmm +iO (l) sinh mw)
n n
—2ik (mwcoshmﬂ +immO <l> sin hmm + 1O <l> COSth) (? —10 (l)> =0.
n n n

Ou encore

[\

(2
(-

2

1 1
—(1+ik sinhmm + 10 <E> sinhmm 4 10 <E> coshmw)

[\

1 1
+(1—ik coshmm + 10 (E) coshmm +i0 (5) sinh mﬂ')

2 1 2
72ikm7r§ coshmm — 1 (c7r +0 (—)) coshmm + icw% sinh mm
n

+0 (l> sinh mm + 10 (l) (sinh mm + coshmm) = 0,
n n

ou ¢ est une constante.
D’ou

2
fﬁ sinh mm 4+ O (l) sinhmm — @ coshmm
2 n 2
1
—2kerm cos hmm + keryv/2sinhmr + O <E> coshmm = 0,

1 2
0 (—) (sinhmm + coshmm) — k% sinh mm
n

2
+k§ coshmm — kmmv/2 cos hmn = 0.
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On obtient

[? +cknvV2+ O (%)] sinhmm +

[+ 0(2)

Ce qui est impossible, puisque [k‘/7§ — kmwﬂ] est non nul.
Donc les racines de A(7) sont asymptotiquement simples.
Par ailleurs, il est clair qu’elles sont asymptotiquement séparées. En effet, d’apres (5.2) on a :

7? — 2ckm 4+ O (l)] coshmm =0,
n

sinh mm +

k? — kmmv2+0 <l>] coshmm = 0.
n

Rer, =mnr+ O (%),
n

[Re 7p1 — Rery| = ’(m+ hr+0 <ﬁ) - (mHO <%)>‘
crof2)

Donc quand n tend vers Uinfini, |Re 7,41 — Re 7| > €, avec € un réel strictement positif.

6. RESULTATS DE STABILITE UNIFORME ET NON UNIFORME

e Cas d’un controle moment et d’un controle force

Soit le systéme donné par les équations suivantes (m =1, J = 0)

Utt+uzmmm:0 O<z<l t_O,

utt(l,t) — ’U/;Cxx(l,t) = —k:lut(l,t) t 2 0, (6 1)
Ugz(1,8) = —kouge(1,1) >0, ’
u(0,t) = uy(0,t) =0 >0

L’énergie du systeme est donnée par

E(t) = [Aluufdx+t41@u02¢z+uﬂ1¢).

|~

Un calcul direct donne

%E@:fm@@wf@@ﬁ¢y

L’espace d’énergie J¢ est
A = {(u,v,n)" € H*(0,1) x L*(0,1) x R,u(0) = u,(0) = 0}

muni du produit scalaire

o U = (u,v,n)" et U= (4,0,7)" € .
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On définit 'opérateur linéaire &7 : Z(&/) — & par

I() = {(u

cu,m) € HY0,1) x H*(0,1) X R, tye(1) + ko v,(1) = 0,
n=wv(l)

1),u(0) = u,(0) = 0,v(0) = v,(0) = 0},

AU = (0, —Uggee; Uzze(1) — k1v(1) T, avec U = (u,v,n) " € 2().
Le systeme (6.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

U=oU et U0)=Uye A,

avec U = (u,us,n) "
L’opérateur .7 est maximal dissipatif sur 'espace de Hilbert .77, donc & est a domaine dense dans 77 et
engendre un semi-groupe de contractions S (t).

Théoréme 6.1. Le semi-groupe Sq(t) est fortement stable.

Démonstration. On montre la stabilité forte des solutions en appliquant le principe d’invariance de LaSalle.
Par densité de (/) dans ¢, il suffit de montrer le résultat pour des données initiales dans Z().

Soit Uy = (uo,v0,Mm0) € 2(&7), il est évident que (I + «7)~! est compact, donc U;>0S(t)Up est relativement
compact. Il reste & montrer que ’ensemble w-limite w(Up) se réduit & zéro.

Soit Uy € w(Up) € 2(7). On veut résoudre

dU -
d—tJr,Q{Ul— 0, (6.2)
0(0) = 0.

L’énergie étant constante sur l'ensemble w-limite, le systeme (6.2) devient

Ugt + Uppgr = 0;
ﬁtt(lat) - ﬁa:a:a:(]-at) = 0;

Ugz(1,t) =0,

Ut(l,t) =Y, (63)
fbxt(l,t =0,

ﬁ(O,t) = ﬁz(oat) =0,

avec U(z,0) = dg,et U (x,0) = g, et 4(1,0) = 7.
En particulier on a @, (1,t) = 0 et le fait que @ est identiquement nul découle du résultat d’unicité pour la
poutre sans masse avec controle force (ug,q(1,t) = —kue(1,1)).

Théoreme 6.2. Le semi-groupe Sy (t) est uniformément stable.
Démonstration. Le systéme

Utt+uzmmm:0 O<r<l1
Utt(l,t) — ’U/;Cxx(l,t) =0
Ugz(1,t) = —kouge(1,1)

u(0,t) = uz(0,¢) =0

(6.4)

a été étudié par Laousy [10] qui a montré que ce dernier, qui est une perturbation compacte de (6.1), est
uniformément stable. D’apres Gibson [6] (Th. 2) le systéme (6.1) est alors aussi uniformément stable car il est
asymptotiquement stable d’apres le théoreme (6.1).
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e Cas d’un contréle force uniquement (m =1, J =0)

Soit le systeme donné par les équations suivantes

Utt + Uggzr =0 0<zr<l1 t>0,
utt(l,t) — ’U/;Cxx(l,t) = —klut(l,t) t = 0, (6 5)
Uz (1,8) =0 >0, :
u(0,t) = uz(0,) =0 t>0.
L’énergie du systeme est donnée par
1 Ly Ly 2
E(t) == uide + [ wide+ui(1,t)].
2 /o 0
Un calcul direct donne
d 2
EE(t) = —kyuz(1,¢).
Soit 1'espace ## donné par
H = {(U,U,U)T € H2(0a 1) x LQ(Oa 1) x R,u(0) = u4(0) = uz2(0) = 0}
muni du produit scalaire
1
(C0,) 8.5 70) e = [ (s + 00)ds 4
0
ot U = (u,v,n)" et U= (@,0,7)" € A.
On définit Popérateur linéaire o : P (/) — S par
@(d) = {(Uav,ﬂ)T € H4(07 1) X HQ(Oa 1) xR, n= ’U(].),U(O) = ul’(o) = UGEI(]-) =0,
v(0) = v, (0) =0} -
AU = (v, U, Uzaz(1)) T, avec U = (u,v,n)" € D(H).
BU = (0,0,—kin) ", avec U = (u,v,n)" € .
Le systeme (6.5) peut s’écrire sous la forme suivante :
U(t) = (& + B)U(1),
{U(O) — U, (6.6)

Théoreme 6.3. Le systéme dynamique (6.5) est fortement stable.

Démonstration. En effet, en utilisant le principe d’invariance de LaSalle, on se ramene a résoudre un probleme
d’unicité pour un systeme de la forme

Ugt + Ugzze = 0,

utt(]-at) - uz:v:v(]-;t) = 07
Uz (1,8) =0,

Ut(l,t) = O,

u(0,t) = u,(0,t) =0,
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qui est le probleme d’unicité a résoudre pour une poutre sans masse avec controle force. On sait que le résultat
est vrai dans ce cas.
Le systeme dynamique (6.5) est fortement stable.

Théoreme 6.4. Le systéme dynamique (6.5) n’est pas uniformément stable.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat on va utiliser un résultat classique de perturbation compacte [15]
qui a déja été utilisé par Rao [13]. Il est facile de voir que &7 est maximal dissipatif.
Un calcul simple nous donne

(AU, U) e = —(U, AU

pour U et U dans 7.

L’opérateur &7 est donc antisymétrique.

L’opérateur £ est compact de fagon évidente.

Le semi-groupe engendré par o/ + % n’est donc pas uniformément stable. On omet les détails de la preuve
(elle est la méme que dans [13], on construit un deuxieme opérateur compact en “inversant” le temps).

7. SIMULATIONS NUMERIQUES

Dans le cas de masse nulle, on a calculé les valeurs propres du probléme (4.1) en fonction du coefficient de la
commande. Les valeurs propres sont données par le systeme

¢a:a:a:a: + )\Q(b =0,

Pra(1) + kAg (1) = 0, i
¢(0) = ¢,(0) = 0.
On écrit (7.1) sous forme variationnelle dans I'espace ¥ = {¢ € H?(0,1), ¢(0) = ¢,(0) = 0}.
1 1
/ PraVps dz 4+ N2 /0 v da + EXg (1)vg(1) =0 (7.2)

0
eV, YveV.

Pour un maillage h = % régulier de [0, 1] on approche les fonctions de ¥ par des fonctions ayant méme valeur
et méme dérivée aux noeuds, avec continuité de la fonction et de sa dérivée aux nceuds. On prend pour cela une
base d’Hermite. Pour chaque intervalle on a quatre fonctions de base, sauf pour le premier intervalle ot on ne
prend que deux fonctions de base pour respecter les conditions d’encastrement. En recollant les fonctions, (7.2)
devient un systeme de 2N équations a 2N inconnues.

(NA+AB+C)® =0, avec® # 0 (7.3)
qu’on transforme en un probleme de valeurs propres généralisées
AU = \BU (7.4)

de taille 4N. Puis on applique l'algorithme @QZ implanté dans MATLAB. Les figures suivantes (N = 100)
donnent le spectre pour différentes valeurs de k, par rapport a 'asymptote connue qui est x = f% (voir [14]).
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Valeurs propres avec k = 0.25

Partie imaginaire
o
T

T

[~e o evvevvonssossscassnee

L

-3
-10

800

600

400

200

-200

Partie imaginaire

-400

-600

-800

-1000
-3

-9

-8

-7

-6

-5
Partie réelle

1
£

Valeurs propres avec k= 0.5

T

T

-2

-1.5
Partie réelle




Partie imaginaire

Partie imaginaire

800
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Valeurs propres avec k = 0.75

600

400+

200

-200

T

-400

-600 -

~800

i I

-1000
-1.5

-1 -0.5
Partie réelle
Valeurs propres avec k = 5

800

600 -

400

200

—-400

-600 -

~-800

1 1 1 i

-1000
-0.25

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05
Partie réelle

993
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Valeurs propres avec k = 10
800 T T T T T

600 - . A
400+ -

200 E

~200 - . q

Partie imaginaire

-400 .

-600} . 4

T

-800

-1000 L I 1 1 )
-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 o]

Partie réelle
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CONCLUSION

Le taux optimal de décroissance de 1’énergie est en général déterminé par les valeurs propres de basse fréquence
(il y en a & droite de 'asymptote).
La variation du taux optimal en fonction de k apparait sur la derniere figure.

Nous avons bénéficié de nombreux commentaires et remarques des rapporteurs qui ont permis d’améliorer le texte de
facon notable. Le deuxiéme auteur tient a remercier le Centre de Modélisation Mathématique de I’Université du Chili,
ou une partie de ce travail a été faite.
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