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REGULARITE DU PROBLEME DE KELVIN-HELMHOLTZ
POUR L’EQUATION D’EULER 2D

GILLES LEBEAU!

Abstract. We prove that for any solution u locally defined in time of the Kelvin-Helmholtz problem
for the Euler 2d equation in the plane, then the curve of discontinuity of u and the density of the
vortex sheet are analytic (under holder a priori estimates for the curve of discontinuity). We also give

a partial result for a solution u defined in a half interval [O, T'[.

Résumé. Nous prouvons que pour toute solution u du probléme de Kelvin—Helmholtz des nappes de
tourbillons pour I'équation d’Euler bi-dimensionnelle, définie localement en temps, la courbe de saut
de u et la densité de tourbillon sont analytiques (sous une hypotheése de régularité Holderienne de la
courbe de saut). Nous donnons également un résultat de régularité partielle de la trace de u sur t =0

lorsque u est définie sur un demi-interval [O, T'.

Classification Mathématique. 35Q05, 35Q23, 35Q24, 35Q35, 35Q57.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

L’équation d’Euler des fluides parfaits incompressibles

% +u.Vu=-Vp, div(u) =0

(1.1)

ot u(t, ,y) € R? est un champ de vecteur dans le plan et o1 p(t, z,y) € R désigne la pression, décrit 1’évolution

temporelle de la vitesse u(t,x,y) de la particule qui & 'instant ¢ occupe la position (z,y).

Dans (1.1), le terme u.V désigne le champ de vecteur ;0 +u, 0y ot (U, uy) sont les coordonnées cartésiennes

de u. La condition d’incompressibilité div(u) = 0 permet de réécrire le terme u.Vu sous la forme

W — { O (uz) + Oy (uguy)

Oz (uguy) + ay(ui)

Mots-clés et phrases : Euler equation, vortex sheets, Kelvin—-Helmholtz instability, paradifferential calculus.
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(1.2)
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ce qui permet de définir des solutions faibles de 1’équation d’Euler sous la seule condition de régularité
u € Lig,(t, Li,.(R?)).

Les quantités formellement conservées pour (1.1) sont

e Dénergie cinétique : 3 [po [u?dzdy ;

o le tourbillon w(t, x,y) = Oyuy — Oyu, qui est constant le long des trajectoires des particules, i.e. vérifie

Ow + u.Vw = 0. (1.3)

Le probleme de Kelvin—Helmholtz des nappes de tourbillon consiste & comprendre la structure des solutions
de (1.1) dont la donnée a t = 0, up(z,y) = u(0,x,y) vérifie

rot(ug) = wo = go(s)dx, divug=0 (1.4)

ol Y est une courbe fermée simple dans le plan, orientée dans le sens direct, paramétrée par ’abscisse curvi-
ligne s, oy, désignant la mesure d’intégration sur X, et ou la densité go(s) vérifie

deog >0 Vs cg < go(s) <1/co. (1.5)

En notant ugt les restrictions de u aux composantes connexes de R?\ ¥ (le signe + étant associé & la composante
non bornée) qui vérifient Auoi =0, et par [uy], [u/,] les sauts des composantes perpendiculaires et tangentielles
de u le long de ¥y on a

[U‘J-] =0, [u//] =9go = uj_/ - u/_/ (16)

Rappelons deux résultats connus sur ce probleme : existence de solutions faibles et persistence de la structure
nappes de tourbillons en temps petit si les données sont analytiques.

Théoréme 1.1 (Delort 1990). L’équation (1.1) avec donnée de Cauchy ug € L* tel que wo = tot(ug)
€ H=' N M admet au moins une solution faible (M désigne l’espace des mesures positives).

Théoréme 1.2 (Bardos et al. 1981). Soit ug vérifiant wy = rot(ug) = go(s)ds,, o Xo et go sont analytiques.
Alors il existe Ty, > 0 tel que (1.1) posséde une unique solution u(t, x,y), t €]—Tx, Ti[, t.q. Tot(u(t,.)) = g(t,.)ds,
avec {(t,x,y); (x,y) € Xt} et g analytiques.

Remarque : Le théoréme 2 prouve la conjecture de Garrett—Birkhoff ; on trouvera aussi dans [2] la preuve du
résultat analogue en dimension 3.

Le résultat suivant indique que le probleme de Kelvin—Helmholtz est mal posé au sens de Hadamard dans la
catégorie des nappes de tourbillons, i.e. ses seules solutions sont celles décrites par le théoreme 2.

Théoréme 1.3. Soit X C (T, T4 [xR?) une hypersurface de R® de la forme X = {t,(z,y) € S} ou Xy est
une courbe fermée simple de R?. On suppose % de classe C*+P° pour un po €0, 1[.
Soit u € LS (] — T, T[; L, .(R?)) une solution faible de (1.1) vérifiant

loc loc
rot(u) - w(ta z, y) - g(tv 8)521;
lim  w(t,z,y) =0 (L.7)

|z,y[—o0
ot la densité g vérifie
Jeo >0 Y(t,s) co<g(t,s) <1/co. (1.8)

Alors ¥ et g sont analytiques.
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La preuve du théoreme 3 s’obtient en étudiant 1’équation de Garrett—Birkhoff suivante, qui décrit 1’évolution

de la courbe X, paramétrée par (¢, \), ot A est la densité de tourbillon définie par g(¢,s) = %(t, s).

om 1 d\
o BN = 5 ][m(t, N —mEN) (1.9)

Le point clé consiste & vérifier que les hypotheses du théoreme 3 entrainent que (1.9) est une équation non-
linéaire elliptique. Il est alors naturel d’attendre également une condition de compatibilité pour les traces en
t = 0 des solutions de (1.9) de classe C***° sur un intervalle [0, Tp]. Le résultat suivant va dans ce sens, mais
ne décrit qu’au premier ordre la contrainte que doit satisfaire la donnée initiale en ¢ = 0 pour qu’il existe une
solution classique au probleme des nappes de tourbillons dans un petit intervalle [0, Tp].

Théoréme 1.4. Soit pg > 0 et m(t,\) € C**0 (|0, To]xR/27Z; C) vérifiant I’équation de Garrett-Birkhoff (1.9)
sur 10, To[xR/27Z et

Jeop >0 VE, AN m(t,A) —m(t, )| > co dist (A, N). (1.10)
ds

Soit n(A) = m(0,)) la trace de m en t =0, g(s) = (33)~" > 0 la densité de tourbillon en t =0, s désignant
l’abscisse curviligne sur la courbe n, et ‘(11—’; =e?5) Ona

0(s) +logg(s) e C¥ (1.11)
pour tout v < vy = min[l + po, 2p0].

Remarque : Dans [5] Duchon et Robert ont prouvé que pour toute perturbation assez petite de la droite y = 0,
il existe une densité de tourbillon initiale proche de 1, pour laquelle le probleme de Kelvin—Helmholtz possede
une solution globalement définie et analytique pour ¢ €]0, 400 Leur résultat fournit donc (implicitement) une
relation de compatibilité complete assurant ’existence dans ¢ > 0 pour des données proches d’un état constant.
Il serait bien sur tres intéressant de pouvoir décrire les relations pseudodifférentielles non-linéaire completes
reliant la courbe de saut et le tourbillon pour assurer l'existence sur des intervalles {£t €]0,¢[}.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous montrons que le noyau de Garrett—Birkhoff qui
intervient dans (1.9) peut s’écrire comme un opérateur de type pseudodifférentiel linéaire agissant sur m modulo
un reste plus régulier dans les espaces de Holder. Pour vérifier ce point, nous utilisons une variante de la méthode
de paralinéarisation de Bony [3]. La version C* du théoreéme 1.3 et le théoréme 1.4 sont alors obtenus comme
conséquence de la théorie elliptique standard dans les sections 3 et 4 . On vérifie 'analyticité de ¥ et g dans la
section 5. Enfin, 'appendice A est consacré a la dérivation de I’équation de Garrett—Birkhoff, et ’appendice B a
des rappels de calcul pseudodifférentiel a coefficients peu réguliers. Les notations que nous utiliserons concernant
les o.p.d. et les décompositions de Littlewood—Paley sont explicitées dans I'appendice B.

2. LE NOYAU DE GARRETT-BIRKHOFF

Nous utiliserons dans cette section les notations et résultats de I’appendice B.
Soit I =]a,b[ un intervalle de R et m(¢,x) une fonction de classe C1Tr0 sur I x R/27Z, A valeurs dans C,
avec pp > 0 non entier, et vérifiant

Jeo >0 Vi,z,2' Im(t,z) —m(t,2")| > ¢ dist (z,2). (2.1)
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Soit K (m)(t,x) la fonction

A’ . da’
K(m)(t, x) = ][m(t,x) —m(t, ') - Ehﬂ% /|x—x’>6 m(t,x) — m(t,z’) (2.2)

qui est bien définie d’apres (2.1).
Soit (to,xo) € I x R/27Z et O(t,z) € C§°, a support dans un petit voisinage de (to,zo), égal & 1 pres
de (to, o). L'objet de ce paragraphe est de prouver la

Proposition 2.1. Pour tout § e]%, 1[, on a au voisinage de (to,xo)
= —mf
K = S (7) A (|D,|0 2.3
(m) jz:; 35\ o2 (| Da|0m) + rs (2.3)

avec rs € C* prés de (to, zo), pour tout

w < min(28pg, 1 + po) = po. (2.4)

Démonstration. Remarquons d’abord que si Q est 'opérateur sur R? défini par
> —7f
() a, 25
Q(f) ];O j5 (6;8771)2 J f ( )

ona( € 22076, et d’apres les lemmes B.2 et B.3, Q(|D,|0m) € C*° ; comme on a supposé 26 > 1, le terme r

apparait comme un reste dans (2.3).

Soit (o, B) = Vm(to,xo) ; il existe f € 001+p0 A support compact, avec ||f; C|| < 1, et un voisinage V
de (to,xp), tels qu’on ait, pour (¢t,z) € V

m(t, x) = m(to, xo) + ot —to) + Bl(x — xo) + f (¢, x)]. (2.6)

Soient 61,02 € C§° deux fonctions & support dans V', égales a 1 pres de (to, zo), avec 3 = 1 au voisinage du
support de 8. On a

01, 2) K (m) = ﬂf(lt(t;c;f)_ef(fz,)dx’ + ][ elsEtxl()l_:;"‘g’x”f;))dz’. (2.7)

Dans (2.7), le deuxieme terme du membre de droite appartient & C1*70 de sorte qu'en posant

01(t, z)02(t, x")

G(t,z,2') = Bt f(t’x;:f:,(t’x/)] € Cro. (2.8)
On a
01(t,2)K(m) = ][%dx' (modulo C*F7°), (2.9)
Dans (2.8), on peut remplacer %ﬁf”l) par

f(t,l‘) — f(t,l‘l)

u(taxa:ﬂ/) = 93(t,x,x/) T —

e (2.10)
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avec 63 € C§° a support proche de (to, zg, zo), égal & 1 au voisinage du support de 60y (¢, x)02(t, z"). Pour A > 0,
on décompose alors u sous la forme

u=u) +ul; ul=Su), u3 =u—u. (2.11)
On a alors, uniformément en A > 1
102Uk |,, < CteaMlel u2|, , < 02727 0 < o < py. (2.12)

La formule de Taylor & Pordre 1 pour F(7) = 14-% fournit, avec z = (¢, z, a’)

_ 2
{FM = F} + F}
{ Fl(z) =F(@ul)+u3F'(u}) = F(u}) — ud F'(u}) + uF'(u}) (2.13)
1 1
{36 =7 [ P ed) - o
et on a
02F D) ()], < Ol 2200 (2.14)
|F2|py—0 < CE2722 pour 0 < o < po. (2.15)
Fixons un entier Ny, et décomposons 61 K (m) sous la forme
61K (m) = Ag+ Ay + Ay (modulo C'F0) (2.16)
avec
01602 1 1 1
Aot.a) = 30 % (DIBK ]+ 3 (D) | 7P (P ud) — ul () | (217)

p<No p>No

Ata) = 3 D) | sy HED = g (2.18)

SR Bl —a’) x—x

Ag(t,x) = Y xp(D) [][%Fidx’} : (2.19)

p=No
Soit v, = F(up) — upF'(u)). On a pour tout N, |vp[,,4n < CR2PN. L'opérateur

010
(z —a')

g(t,z,x")dz’

mmwwwmbf

+N /JrN / : _ 6102 / Z
est borne de C*° dans C*o pour p; < po. Les fonctions w, = f—ﬁ(x_x,)vpd:c vérifient donc |wpl, 4N

< Ce2rON | Aol [xp (D) wp|ee < CL27PPotN)2PN - Comme on a § < 1, on en déduit Ag € C.



806 G. LEBEAU
On a |F?|,—0 < Cte272p%7  donc pour 0 < o < pj < po les fonctions r, = fﬁ(i}fi/)ngx’ vérifient
rplpy—o < Ok 272799 1l en résulte |x,(D)ryle < 02?272”5”5 pour py < po. On a donc A € C* pour
0’ 0
< 25/)0.

On a
ft,x) — f(t,2')

z—x

Ai(t,x) = Z Xp(D) ][ﬁgp(t,x,m’) dx’

p=>No

ou gp(t,z, ') = %F’(u;)(t,x,x’) est & support compact et vérifie [02g,|,, < Cte29Plel. Soit x(2) € S(R?) ;
tel que x(¢) soit & support dans la boule {|¢| < ¢y < 1} et égal & 1 prés de 0. On décompose g, sous la forme

gp =ap+by; ap(z) = QSP/X(QP(Z —2'))gp(2')dz". (2.20)
On a alors
support (a,(¢)) C {[¢] < c2”} (2.21)
102 ap|p, < Ca2%P1® (2.22)
sup |290%ay|p~ € 00 5(277°) (Ry assez grand) (2.23)
|z|>Ro
sup |29, |~ € Op 5(277%). (2.24)

Les fonctions u,(z) = %ﬁft’x/)bp(t, z,x') vérifient [(1 4 |2|*)up|,, € O(27P), d’ou il résulte

1
S (D) ][x syt )da’ € C. (2.25)

p=>No

Pour étudier Y Xp(D)—fﬁap(t,x,x')%de', on introduit la décomposition de Littlewood—Paley

p2>No
de f, f= Y fq, avec support (fq) C Cy, et on pose
q>—1
Up,g = ][—w _1 —ap(t, 2, :E’)fQ(t’ :2 — it,l(t’ ) 4. (2.26)
On a (avec ¢ = (7,&) € R?)
support (7,4(¢)) € {¢ = ¢ +¢",¢ € C, ("] < V2e027} - (2.27)

Comme on a \/ﬁco < 1, il en résulte

Xp(D)(vp,q) =0 pour g < p—2. (2.28)
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On écrit alors a, = azl, + af, avec

1
azl, = ap(t, z, x), ai(t, T, x+8) = s/ O ap(t, z, x + su)du. (2.29)
0
On a 1
|a§(t,x,x +8)|, + |ga§(t, z,z+ )|, < 0521’5[/t+1—/70]+ )
En posant wy,, = Lai(t,z,z + s)[fy(t,z) — fy(t,z + s)] on a donc pour p > 0 petit en utilisant |f,|,

< CﬁQQHQ—Q(l"FPO)
|swWp,qlu + [Wp,qlu < C)F [Tw?ﬂ]uﬂ)")2]”5[17‘)0]+ + 27q(1+p°)2p5[“+17”0]+] . (2.30)
D’ol1 avec vg’q = f%wnq(t, x, 8)ds, pour 0 < & < p, en utilisant (2.23) pour les grandes valeurs de s

02, e < Ot [ (b0 gpdli=pol 4 g=a(t) gpilii=rol: ], (2.31)

D’ol pour € > 0

< (0.2 P(1+p0)+pOlL—pol+pe (2.32)

Il en résulte
Z Z Xp(D)vf,’q e C*  pour p < po.
P q>p—2
On a donc d’apres ce qui précede pour u < g

01K (m) = Z Xp(D)]ap(t, z, )| Dy|f]  (modulo C*) (2.33)
p=—1
puisque
f (ta 1') — f (ta :L'/)
][ e = D (), (2.34)
Pour |p — ¢q| <2, on a |a, — ag|z~ € O(27PP0). L'opérateur X,x,(D)a, — apxp(D) = > xplap — ag)xq
lp—gl<2

envoie donc C?° dans CPo+970. Si § € CF° vaut 1 pres de (¢, o), on a donc dans un voisinage W de (to, o),
avec 15 € CH, 1 < pg.

K(m) = Zﬂ'ap(t, z,2)Xp(D)[| Dz |0f] + 75 (2.35)

(on utilise ici les estimées des Lems. B.2 et B.3 sur les commutateurs [XapXp, 0] et [|Dy|, 0] ainsi que po + 1 —
6[1 = pol+ = po)-

D’apres (2.6), si 6 est & support assez petit on a 8f = é@m (modulo C) et il reste a vérifier que pour W
petit voisinage de (g, o) on a

ap(t,z,x) Sy (( 0 2) c O(Q*P(Spo). (2.36)
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D’apres (2.11) on a [u}(2) —u(z)|s € O(27P90), et d’aprés (2.20) |ay(2) — gp(2)[o0 € O(27P2P0), donc |W+
%mhm(w’) € O(27P%0). On a aussi |Sp5(ﬁ) - mhm(w) € O(27P9r0) et (2.36) résulte de
Oem = B(1+ 0, f).

3. REGULARITE C'*

Soit po > 0 et m(t,z) € CLE7 (Ja, b[xR/27Z, C) vérifiant 2.1 et I'équation de Garrett-Birkhoff.

0 1 da’
Zmt.z) = — . 3.1
atm( /) 2im ][m(t,x) —m(t, ') (3.1)
L’objet de ce paragraphe est de vérifier le
Théoreme 3.1. m(t,z) est C™ sur]a, b[xR/27Z.

La preuve va étre conséquence de la proposition 2.1 qui entraine que I’équation (3.1) est une équation non
linéaire elliptique.
On conserve les notations de la section 2. D’apres (2.3) on a pour tout p < pg

0 _ 1 "
—m— %QOmem) e

ot (to,20)" (3.2)

On réécerit (3.2) sous la forme d’un systéme 2x 2 pour m; = Re(m), ma = I'm(m), la décomposition Q = Q1+iQ2
étant associée par (2.5) a la décomposition en parties réelles et imaginaires de —m6(9,m)~2. On obtient

A B\ (m "
(C D) (m2> < C(toyﬂﬁo) (3.3)

avec A = 0y — 5=Q2(|Dy10), B = C = 52Q1(|D2|0), D = 0, + 5=Q2(|D5|6). Les opérateurs A,B,C,D envoient C7
dans CT~! d’apres les résultats de appendice B. Soit ¢ € C§°, égal a 1 pres de (to, o), & support petit. D’apres

les lemmes B.2 et B.3, les commutateurs [, A],- -, [1, D] envoient C**#0 dans C1TPo= pour v > 6[1 — pols..
On a 14 po — 6[1 — polt > po, d’ott avec n; = m; € Cy 7 (R?)
A B n1 m 2
(4 B) (™) o, "
- D -B s .
En multipliant (3.4) par —c A) et en réutilisant les lemmes de commutateurs, on obtient (on peut
supposer 01 = 1)
_ 1
Pnj € CHHRR) 5 P=0F — —(QF + @3)IDM . (35)

L’intérét de (3.5) est qu’on a maintenant P € E?)m s car | D |? est un opérateur différentiel. Or les symboles des
opérateurs de Eio s appartiennent a la classe de Hormander Si s, et P est elliptique en (fo,z0) dans S? 5 car
son symbole est

o(P) === pi(t,x)x(277(7,€))¢* (3.6)

=0

avec [09pjloo < 297101 et lim p;(t,z) = 16%10,m|~%.
j—o0
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Donc (3.5) entraine n; € C(t zo) Cest-a-dire m € C’(I;gi“;)ra avec 0 < a < po — po. Comme (o, x0) est

arbitraire, il vient m € CLTP7*(Ja, b[xR/27Z) donc par itération m e C.

loc

4. REGULARITE DES TRACES

Soit po > 0 et m(t,z) € C*Po([0,To] x R/27Z; C) vérifiant (2.1) et 'équation de Garrett—Birkhoff (3.1) sur
10, To[xR/27Z. On pose

n(z) = m(0,z) € CtHro, (4.1)

On s’intéresse dans ce paragraphe a décrire au premier ordre ’équation de compatibilité que doit vérifier la
trace n(x) ; cette équation de compatibilité sera obtenue en écrivant les projecteurs de Calderon associés a la
paralinéarisation de I’équation de Garrett—Birkhoff.

Dans toute la suite, on notera m(t, z) une extension C1+7° (R, x R/27Z;C) de m satisfaisant 2.1.

Nous utiliserons ici un calcul pseudo différentiel tangentiel : pour ¢ €0, 1], ENJ;’S s désignera la classe des o.p.d.
tangentiels de symbole p(t, z, &) vérifiant

Vo, 8, 3Ca5¥¢ € R||05,02p(.,£); CP(RE )| < Cap(1 + [¢])m 1Al (4.2)

avec la quantification
1 ~
p(ta. DS () = 5= [ @ plta (. €)ae (13)
ou f(t,€) désigne la transformée de Fourier partielle.

Nous noterons d)( ) € C§°(R) une fonction paire vérifiant ¢(§) = 1 pour [¢] < 1/¢,¢(€) = 0 pour [£] > ¢,
cell,V2[, X&) = (5/2) o), S ( ( ):.7-"1((;5(2 ) f(t,€)), ot Fy et f(t,€) sont les transformées de
Fourier partielles en z, A;(f)(t,2) = F;Y(%(277€) f(t,€)), A_1(f) = So(f). La décomposition de Littlewood -
Paley partielle s’écrit

Pour p > 0 non entier et f € C’{fa., on a
|8 flro(ta) < C27) £l - (4.5)
Pour p € R, nous noterons W* l'espace des f(t,z) € C°(Ry, D.,) vérifiant
AV A (1) o ey < A2 (4.6)
On a donc l'injection Cé‘ — WH# pour p > 0 non entier. Les opérateurs P € E ¢ 5 sont bornés de W

dans WH™™ et les commutateurs [P, Q], P € Em 5@ € 2 /5 sont bornés de W* dans WH=m+1+v pour tout
v > 61 — po+-
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Le résultat de compatibilité sur la trace n(z) = m(0,x) des solutions de 'équation de Garrett—Birkhoff de
classe C''*ro définies sur [0, Tp] est le suivant :

Théoréme 4.1. Pour v < vy = min[l + po, 2p0] on a
Im[log(d,n)e "4 e C". (4.7

On notera que (4.7) est indépendant du choix de la détermination du logarithme ; si s est 1’absisse curviligne
sur la courbe initiale, g(s) > 0 la densité de tourbillon, et % = ¢(), I’équation (4.7) équivaut & la condition
du théoreme 1.4

6(s) +logg(s) € C”.

Pour vérifier le théoreme 4.1, on commence par déduire de la proposition 2.1 dont nous conservons les notations
une représentation tangentielle du noyau K.

Lemme 4.1. Pour tout § €]1/2,1], on a au voisinage de (tg, zo)
K(m) = is-g <i> A;(|Dg|0m) + 75 (4.8)
j=0 NCEDE ’

avec r5 € WH pour tout < po.

Démonstration. Dans (4.8), les opérateurs de lissage S;s5 opérent sur les variables (¢,) ; la seule différence
entre (2.3) et (4.8) est le remplacement de A; par A;. Il s’agit donc de vérifier pour f € C@(’x)

D aj(tx)(A; = Aj)(f) € W pour p1 < g (4.9)
J
lorsque les {a;} vérifient

X YAUR . Yl
{ spectre (a;) C{|7,&| K€ 27} ; [0%j]o0 < Ca2 (4.10)

|aj+e — aj]oo < C27%03(C indépendant de j, et £ > 0).

On a en utilisant les conditions de localisation spectrale

> a8i(f) =D Arla;A5() = D Arla;A;(N)) = D Arlandi(F))+ D Axllar —a;)A;(1))
J k,j j>k—2 j>k—2 j>k—2

(4.11)

et de méme

Z%Aj(f)zzﬁk(ajﬁj(f))z > Ap(adi()+ D Axllar — a;)A;(1)). (4.12)

Pour j > k—2et f € Cf), ona

l(ar — a;) A (f)lso + [(ar — a;)A;(f)|oe € O(27FP0270),
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Les deux opérateurs > Ay (ar — a;){A;, A;} envoient donc C?0 dans Wro+%0, Le lemme résulte alors de
k-2

i>k—2 J>k—2

O

On écrit maintenant I’équation de Garrett—Birkhoff sous forme d’un systéme tangentiel. Avec u; = Re(m),
uz = Im(m), on a

u= (i‘;) € C ([0, To] x R/27Z; R?)
2

( Oyu+ M|Dyu= f e WH([0,To]) (pour tout u < o)
)

Im(p)  Re(

M= 3%38is (Re(p) fImZZp)> X278 p = (0m) .

Dans (4.14), Vopérateur M appartient a la classe igoﬁé(Rt x R/27Z). (On remarquera que si g(t,z) € CH

est 27 périodique en z, les lissages S;5(g) sont 27-périodiques, et les opérateurs x(277¢) et |D,| conservent le
caractere 27 périodique.)
Soient e (t,x) € (CP0)? les vecteurs propres normalisés de la matrice

(e )

associés aux valeurs propres =£|p|(t, ) et

Q=Y Salles)le- D276 € £, (4.15)

L=3Ss(phx(277¢) € 35 5 (4.16)

L’opérateur Q est elliptique ; soit Q! € f)g une paramétrix de Q (i.e. Qo Q™! —Id e ﬁmEm 5 Q@ lo@—1Id
emngé)
Alors v = Q~tu € Wtro([0, Tp]) vérifie,

0tv+(€ 70L> |Dilv =g (4.17)
—1 -1 —1 —1 —1 L 0 _1
9=100Q N+ Q@ MIDIQQ™ — Hju+ Q7 f+ @ MR Dl + [ () - @ mQ] D
(4.18)

On a [Q, |DslJv et [8,5,Q’ Ju dans W* pour p < pg. Pour a € C?, on a |S;s(a)(t, =) — S;—n,(a(t, )(*)|
€ O(27790). En notant T, le paraproduit tangentiel & ¢ fixé, Popérateur T, — £.5;5(a)¥(277€) envoie donc W
dans WrHdro,
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... ) , N Co L 0 -1
Comme T, 0Ty — Ty envoie WH dans WHTPO et pg+dpg > j1o, on obtient également 0 -L) Q'MQ

|Dylv € WH pour g < po. Dot

g € WH pour p < po. (4.19)
Lemme 4.2. Soit vo € WTP0([0,Tp]) solution de

Orvy — L|Dy|v = g2 (4.20)

avec ga € WH pour tout p < jg. Alors va(0,2) € CHT pour p < po.

Démonstration. On utilise la méthode de dualité usuelle pour les problemes aux limites elliptiques. Soit Sﬁ; la
classe des opérateurs tangentiels de symbole a(t, z, ) vérifiant des estimations

sup |0207 a(t,2,€)] < Caa(1 + [¢])™ 71911,

On a p(t,z,D) = L|D,| € 5'11’5, et pour un ¢g > 0, L(t, z,€) € [co, 1/co] pour |£| grand. L’équation

(ata)(t7 z, D) + (tp)(t7 Z, D) © a(t7 x, D) € S1,§O (4 21)
a(0,z,D) = Id ’
possede alors une solution a € 5’10 s vérifiant de plus
tNa(t,z,D) € S pour tout N. (4.22)
(En utilisant les regles de calcul symbolique, il suffit de vérifier que ag (¢, x § p fo (s,2,8)|¢|ds vérifie
tNag € Sl_év et que si b(t,z,&) € ﬁNt’Ngig”_N, on a f(t,z,§) = ( &) exp(— f L(u,x,£)|€|du)ds

S ﬂNt_Ngig“*N. Ces deux points résultant de

) gs— L [ty
exp— [ (sl ﬂ/a :

ol 7y est un contour complexe dans Re z > ¢p/2 entourant [cg, 1/co], et ot a(t,z,§) = fo (tu, z,&)du € S9 5)

On fixe alors zg et on pose
hi(t,z) = a(t, z, D)Xy (zo — x) (4.23)

ol )AZk est la k° troncature de la décomposition de Littlewood—Paley.
Il existe alors C' indépendant de k et xg tel que

To
/ dt / da|h(t, 2)] < C2F. (4.24)
0

On peut en effet comme dans la preuve du lemme B.1 décomposer a en o’ + a” ot o’ (¢, x, D) envoie W# dans
NeW? et ou

a'(t,x,D)f = /dy Z ap(t,z, y) A f(t, +x + 27 y)]dy.

£>—1
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Le terme a” (¢, z, D) fournit une contribution O(27%>°) & (4.24).

Comme Ay(Xx) n’est non nul que pour |k — ¢| < 2, on peut remplacer dans (4.24) hy(t,z) par une fonc-
tion ey (t,x) vérifiant

sup/ [tNep(t, z)|dx < Cy27FN, (4.25)
t

On a alors

To
/ /|ek(t, z)|dtdz < C*(co 4 )27
en écrivant fOTO = f02 +f 2, d’ou (4.24).

En intégrant par parties on obtient

To
/ (Orva — L|Dy|vg)hy(t, z)dtde = // gohdtde =
0

{ TD To . (426)
L {/ ’Ughkdx // vab(t, x, D)[x(zo — x)]dadt
avec b= 0ia+"' (L|Dy|)oa € Sl_go On a
b(t, 2, D)[X1 (20 — )]|oo < CN27*N et |hp(To, 2)|oo < Cn27FV .
On a aussi
To To R
/ /gghkdtdx = / /[ta(t,x,D)gg]j{k(aco —z)dz
0 0
et ta(t,x, D)ga = w(t, x) vérifie pour pu < po
[tV X (D)w]oe < Cn27HEHN)
d’out comme précédemment pour p < Lo
To
‘ / /thkdtdx < 02 k0w,
0
Comme hy(0,2) = x4 (zo — z), on obtient par (4.26) pour p < g
[Xk(D)v2(0, )| (x0) = ‘/hk(o,x)vg(o,x) < ¢27k0+m
d’ot le lemme. |

Soit ¢ et ¢ les modules et argument de 9,m ; on a p = ¢ 2e~ 2% ; en identifiant R? & C, on obtient

ex = e¥et™/4 de sorte que la condition v (0, ) € CHF1 se réécrit
m[%;S;5((0m) "1 X(277€)e™"/*m] (0, 2) € CF Y < po. (4.27)

Comme m € C et m—g =n, on a

1555 ((92172) ~1)(0, &) — S ((0an) ™) (@)|o € O(277%0). (4.28)
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On a aussi [S5((9:n) ") = Sj—n (9en) | € O(279%0).

En faisant tendre ¢ vers 1, on peut donc réécrire (4.27) sous forme de paraproduit
Im(efi’r/‘lT(axn)fl (n)) € C** Vv < min(1 + po, 2p0) = 1. (4.29)
Comme (9;n)~' € CP et n.€ CHP0 on a Ty ((9,n)-1)(n) € C¥ pour v < vy, d’olt en dérivant (4.29)
Im(e ™ T,y -1((8,m))) € C Vv < 1. (4.30)
Or, on a pour u € C?, et F € C*°, F(u) = Tps(,)u modulo C?*, d’olt le théoreme 4.1.

5. REGULARITE ANALYTIQUE

Soit m(t, A) une solution C*° de I’équation de Garrett—Birkhoff (1.9). On note £ 'opérateur linéaire

o 1 u(t,A) — u(t, ') ,
L(u) = 0yu + 5 ][(m(t, N = V) dx. (5.1)

On fixe p €]0,1[. L'opérateur £ envoie Cy”(JT1, To[xR/AZ) dans C8(JT1, To[xR/AZ) et est elliptique donc
d’image fermée. Quitte a diminuer 75 — 77, on peut donc supposer L injectif, et il existe une constante M
telle que

lulli+p < Ml Lull, Yu € Co* (1T, Ta[xR/AZ). (5-2)

Notons g = m(t,\) —m(t,\'), g" = V{,m(t,\) — V{ ym(t,\).
En utilisant la formule

o, / F(f(x) - f(y))dy = / (9e + 0,)F(f(x) — f(y))dy = / (F(@) - F@)F (f(z) - F)dy

on obtient en dérivant (1.9)

o 1 ¢ a! 1g™ gt .,

=2 Vit fri=a g9 g

lvjl=1

On peut supposer (11,T2) = (=T.,T) ; pour 0 < r < v’ < T, on choisit des fonctions de localisation ¢, ,(t)
€ C§°(] —r',r'[) égales a 1 sur [—r,7], telles que l'on ait

1
le@fllo < C* Al + =1/ llp-1]

,r./

et
1 1

11l + mllfllp—ll-

le" () fllp < C*

r—r

On pose pour k£ > 0

AvZEi

Cr(r) = Z —m; PP ([—r, 7] x R/AZ)H .
|Bl=k a

Nous vérifierons le lemme suivant dans 'appendice B.
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Lemme 5.1. On a, avec h = f(t,\) — f(t,\'), quitte a modifier M

H][lhl ...hed)\’
A
g

En utilisant (5.2, 5.4) et L(¢V*m) = oL(V*m) + ¢'(t)V*m on obtient pour 0 < r < ¢’ < T, k > 2

14
<M T 5le0
P =1 (5.4)

< Me”fl“PH 1£ll1+p-

p—1 j=2

———N i —

r)<M {i Z M* (1+ﬁ) Ckl(T/)--'CkZ(T/)} +T£10k 1(r )+(7“’L)2k:20k 2(1").

(=2 kit tkp=k
[kjl=1

(5.5)

En posant Ej, = sup D(T —r)™2x(*=2.0Cy (r), on obtient en optimisant (5.5) en 7 €]r, T'[, pour un D convenable

r<T
[

Ex <M F: > En-Ey+Eia+ EH} (k> 3) (5.6)
£=2 k1+--+hp=h
kj>1
d’ou l'existence de A, B tels que
Ej, < AB* (5.7)

ce qui prouve que m est analytique.

A. L’EQUATION DE GARRETT-BIRKHOFF

Soit u solution faible de I’équation d’Euler vérifiant les hypotheéses du théoreme 3. On note

(t,5) = (t M(t,5) € R? (A1)
une paramétrisation de I'hypersurface X, avec M de classe C'170 et ||%—ﬁ4(t,s)|| = 1 ; la variable s est une
abscisse curviligne sur la courbe ¥; ; soit

M
T(ta 5) = E(ta 5) » N(tv 5) = RTI'/Q(T(t’ S)) (AQ)

les vecteurs tangents et perpendiculaires unitaires & ¥, R, /, désignant la rotation de /2 dans le plan. Les
fonctions T et N sont de classe C*0.
Soit (¢, x,y) une fonction de courant telle que

(s, uy) = V4 = (=00, 0:9). (A.3)
D’apres (1.7), on a Ay = gdy,, d’onr, u étant nul & Vinfini.

1 Q— M(t,s)

u(t,Q) = 71'/2 m

gt s)ds (£.Q) £ 5. (A4)
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Soit ut (resp. u~) la restriction de u & l'ouvert extérieur (resp. intérieur) défini par ¥. Les champs u*

sont harmoniques en (z,y). En utilisant (A.4), on obtient que les traces u*|s existent et sont de la forme
uF|y = ATg + 7%, on A% (s,0s) est un o.p.d. de degré zéro en s et ou les restes r* sont des champs C0~¢
sur X. On note alors

u/i/ =ut|n. T ; vF = uF|s.N. (A.5)
5z . . N + — def
L’équation div(u) = 0 entraine u] =u| = u, et on note

_ 1 _
[uy/] =uf, —uy, (u//)za(u;r/—i—u//). (A.6)

Soit v le champ de vecteur

[ 0u? + Oyuguy
L’équation du tourbillon s’écrit
Oww + rot(v) =0 (A.8)

et la distribution rot(v) est a support dans X. Pour calculer rot(v), on suppose d’abord X et g de classe C* et
on se place dans le systéme de coordonnées géodésique normal (s, £) — M(t,s) +£N(t,s). En notant p(t,s) = p
la courbure de X; en s, on a

div(eT + N) = —— T ! ((Zj‘ng( —Ep)ﬁ)

_ L (989 )
rot(od + GN) = 0 (83 é?f((l lp)ar)
et siu=al + (N
(v =aT +bN
i 1
{ a = 1_—@[85042 — 2/)0[6] + 8@(045)
1 _ L 2 2 2
LD = T 0n(a8) + pla? = 8] + 0.
On en déduit pour ¢ € C§°(R?)
(rot v, ¥) // B(Ve.N)|e=0 — %68 [?]p]i=odt ds (A.9)
ou [f] = fle=o — fii=o » donc
Do
(rot v, ) // [u//] uLVgoN—i—(u//)a )dt ds. (A.10)

Comme on a [u//], (u//),ur € LS (t,N LP), I'équation (A.10) reste valable sous 'hypothese X € C1Hro g € L°°.
P

L’équation (A.8) est donc équivalente &

// u//dap "r’U/LN‘f—(U//) )dtds:O Vo € C3°(R?) (A.11)
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et (A.11) reste valable pour ¢ € C;+¢(R?). Tl en résulte déja

donc u; € CP ; comme A*.N est elliptique, on obtient g € CP°~¢, et en réutilisant (A.4)
g=1[uy],{us),ur € C. (A.13)

La section Z = 2 +uy N + (u;/)T du fibré TR?|5 est tangente & ¥ et (A.11) s'écrit

/ / gdp(Z)dt ds =0 Vi € CL(R?) (A.14)
qui équivaut a
d(g dt dsuZ) =0 (A.15)

olt 1 désigne le produit intérieur. On a Z = 0; + ads avec a = (u,;) — aé\f.T et d’apres (A.15), il existe une
fonction A(¢, s) (sur le revétement de X) telle que

i) oA

9= 55 "YW= 5 (A.16)

et d’apres (A.14) [; dA = A est constant (invariance de la masse totale du tourbillon).
On parametre alors ¥ par (¢, \)

(t',N) ERxR/A—m(t',\)=M(t,s) A= At,s),t' =t

On a

, B 1 Q—m(t', N ,
u(t, Q) = RW/Q% m(v\ (t,Q) g% (A.17)

et dans le systéme de coordonnées (t',\), Z = %.

Comme 2 = pT + [u ]N, on obtient

0 oM
S = S+ ol =T + [N + ()T = pT = {w; )T + [ IN
d’ont d’apres (A.17) en notant f la partie finie

om 1 m(t',A) —m(t', \)
— () = — : : dX. Al
N = R oy e o (%)

En identifiant le plan R? & C et en notant 7 le complexe conjugué de m, on obtient I’équation satisfaite par X,
paramétrée dans le systéme de coordonnées (¢, \)

Equation de Garrett—Birkhoff

om 1 d\
o N = 5 ][m(t, N —mEN) (A.19)
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B. LES ESPACES C? ET LE CALCUL PSEUDODIFFERENTIEL

Rappelons que pour p €]0, 1[, I'espace de Hélder C?(R?) est 'espace des fonctions u(z) bornées telles que la
u(z)—u(y)

F=—T soit bornée sur R??, muni de la norme

fonction
|u|p = sup |u(m)| + sup 7| y|P : (B-l)

Pour p =m+7, m € N,r €]0, 1], 'espace C?(R?) est I'espace des fonctions u(x) telles que 9%u € C"(R%) pour

tout a tel que |a| < m, muni de la norme |u|, = sup |0%ul|,. Pour p = m+7r, m € —N, I'espace C” est 'espace
la|<m

des distributions tempérées u € S’'(R?) de la forme u = Y. 0%, e € C”, muni de la norme quotient.
lee|<|m|

Rappelons la caractérisation par décomposition de Littlewood—Paley des espaces de Holder C*. Soit ¢ €]1, V2 [
et ¢(¢) € C5°(R?) une fonction radiale vérifiant ¢(¢) = 1 pour |¢| < 1/c et ¢(¢) = 0 pour |¢| > ¢. On pose
xX(¢) = #(¢/2) — #(¢) et pour A >0, f € S'(R?), j € N, en notant f = F(f) la transformée de Fourier de f

Sx(f) = F (6272 (C)) (B.2)

Aj(f) = Si1(f) = S;(f) = F ' (x(277¢) f(€)). (B.3)

Le support de la distribution tempérée A;(f) est contenu dans la couronne
Ci={¢ ¢l e[2/c, 2]} (B.4)

On a Cjy2 N C; = ¢ et la décomposition de Littlewood—Paley de f € S’ est

oo

F=50(f)+ D Ai(f)- (B.5)

§=0
Les espaces de Holder C” sont caractérisés comme suit. Pour p € R\ Z, il existe une constante A telle que

Vi€ Cr A(f) € L™ et sup |A; (/)2 < Alfl, (B.6)

jz—

ot on a noté So(f) = A_1(f). Réciproquement, si {u;};>_1 est une suite de fonctions bornées vérifiant support
(4;) C C; (ou C_q désigne la boule {|¢]| < c}) et |uj|p < M2797 pour tout j, alors la série Lu; est convergente

dans &', sa somme u appartient & C* et on a |u|, < A sup 29°|u;| .
j=z-1

Nous utiliserons le calcul pseudodifférentiel suivant sur R¢. Pour § €]0,1], po € R\ Z, m € R nous noterons
ZZ s la classe des opérateurs pseudo différentiels de symbole p(z, () vérifiant
Yo, 3 3Cap V¢ 110207p(.,0); CP (R < Cap(1+[¢]ym 112l (B.7)

avec la quantification

p(z.D)f = (2m)~ / e p(z, ) F(O)dC. (B.8)
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Lemme B.1. Soit P = p(z,D) dans la classe s OnaP = P+ P, ot lopérateur P" envoie CP dans
NC™ pour tout p, et ou P’ € X0 5 est de la forme

P =[S skl An(e+2 )y (B.9)

k>—1
ot la suite de fonctions pj(z,y) € C°°(R2?) vérifie

i) le support de la transformée de Fourier 1;;(@, Y) (B.10)
est contenu dans la boule {|C| < 22’“}

ii) pour tout «, 8,7 il existe Cq g, tels que (B.11)

Vk Yy 1029200 (9)lpy < Capq2010F28™,

Démonstration. Le symbole de P’ est

V0= 3 [ e O (B.12)
k>—1 /R

avec xx(¢) = x(27%¢) pour k > 0 et x_1(¢) = #(¢), de sorte que p'(z,() vérifie les estimations (B.7)
d’apres (B.11).
Réciproquement, si p(z, ) vérifie (B.7), il existe des py, vérifiant (B.11) tels qu’on ait

CUEDY [, pez e @y, (B.13)

1l suffit pour cela de choisir deux fonctions 0_1(¢) € C§(R?),0(¢) € C§°(R? \ 0) vérifiant 6_1(2¢) = 1 au
voisinage du support de ¢ = y_1 et 8(£) = 1 au voisinage du support de y, et poser

p_1(z,y) = (27T)_d/p(27u/2)9_1(u)e_i“ydu

prley) = @0 [ ple 2 we
(B.13) résulte alors de

p(z:0) = > p(z,Oxk(C) = p(2,0)0-1(20)(C) + Y p(2, B2 )X (C).

E>—1 k>0

Or toute suite de fonctions C* py(z,y) vérifiant (B.11) se décompose sous la forme p, = pj + p}, ol pj,
vérifie (B.11) et (B.10) et ou pj(z,y) vérifie
Pour tout a, 8,7, N, il existe Cy 3,4, N tels que

k, 102y 0B )l ) < Capan2™ . (B.14)
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I suffit pour cela de poser p; = Sip—_opr ; les opérateurs Sy étant uniformément bornées en A sur C?° et
commutant aux 92 , pj vérifie bien (B.10) et (B.11). On a aussi

{ VN, B,y 3Cnpy Y520 VE Vy (B.15)

12278 x5 (D2)yP 0) pi(y) | oo () < Cv g2 P022NROQEm,

(Si (¢) € C3°(R®\ 0) est égal & 1 prés de la couronne Cp, et Py (¢) = (C_l) P(¢) € C3°(R4\ 0), on a
J¢) est borné uniformément

22N\ (D2)pr = 22N (277¢)x; (D2 )pr = P (277¢)x; (D2) ANy ; comme P (2”
en j sur L*™ (B.15) résulte de (B.11) et (B.6).)
Comme pjl(z,y) = Y X;(D:)pr(z,y), I'équation (B.14) résulte de (B.15) et de 6 < 1.
Jok—2
Comme, pour f € C?, on a |02Akf(z + 2_ky)|L<(>j , S C,2Flel2=ke| f| , T'opérateur P”, défini par (B.9)
avec py., vérifie donc

Va,3Ca  |0ZP"(f)lL= < Calflp
donc est borné de C? dans C” pour tout couple (p,r). |

Il résulte du lemme précédent que pour py > 0, un opérateur P(z, D) dans la classe 2;’;’5 est borné de C
dans CI~™ pour tout r € R, ot CI est l'espace de Besov (qui coincide avec C" pour r non entier)

= {f €8V, > —1,A;(f) € L™t sup |A;(f)|L=27 < —l—oo} . (B.16)
j>-1
On a en effet p'(f) = 2po 1 gk, o0 gk(2) = [rapp(2,¥)Ak(f(z + 27*y)dy vérifie support (§x(¢)) C Cy,

C.={l¢] € [2’“(6 c/4), 2’“(20—1—0/4)] pour k: >0,C" ={|¢| <c+¢/4} ;0ona C) C Cr—q UC,UChyq, donc

145 (/) < C* . Z|< |9kloo < C*27™M2777|flcy, car [Ak(f(z +275Y)) oo = [Ak(f)]oo-

Comme C*° est une algebre pour pg > 0, la formule de composition des opérateurs pseudodifférentiels,

p(z,D)oq(z,D) =r(z.D)

r(z,C) = ()~ / (2, ¢ + B)q(z + x, ¢)dadd

r(z¢)= Y Z‘al Tar0eP(2:O024(2,Q) + 141 (2,0) (B.17)
lo|<N
1
ry+1(z,¢) = Z (27r)7d/ (1—t)NHdt/e*imeo—W@Zp(z,(j—|—t9)q(z—|—x,§)dxd9 (B.18)
[v|=N+1 0 v

PoQ e nmtm’ e pour tout N

implique qu’on a pour P € X7 5 et Q € X7 e

£0, 5’

1 fe% fe% m4m’ — _
Po@— Z i\ala!é)C paz q(sz) € EpOJr (N+D( 6)- (B.19)

la|<N
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(Car O¢podiq € EZZ:;m _la‘(l_é), et 8?8?7’1\/“ est combinaison linéaire finie de termes de la forme

1
J(x,¢) = A (1—p)N*+at / eI p(2, ¢ + 10)072 07T (2 + 2, ¢)dadd

ot 'intégrale en (x,6) est oscillante. En utilisant § < 1,(1 — Ag)Ve 2% = (1 + 22)Ne 9 (1 — A, )Me—2?
= (1+6H)Me=0 (14 |¢C+1t0])” < C(1+]|¢))"(1+|6])¥!, on obtient en intégrant par parties dans I'intégrale
définissant J(z, (), la propriété :

Pour tout A > 0 et tout p, il existe N(p, A) tel que |a| + |G| < p et N > N(p, A) implique
1020 r1(-, Q) 5 O (RE|l < O™ (1 + ¢~

ce qui prouve (B.19).)

Lemme B.2. Soit P € 2;’;25,(}2 € E%I(S , m=m'+m"
i) pour po €]0,1][, le commutateur [P, Q] est borné de CT dans CT=™ 1=V pour tout r et tout v > §(1 — po) ;
ii) pour pg > 1, le commutateur [P, Q] est borné de CT dans CT~™+1 pour tout r.

Démonstration. D’apres (B.19), il suffit d’étudier 'opérance des opérateurs (8gpagq)(z,D) = ¢4(z,D) pour
Iyl > 1.
Pour pg > 1, on a ¢y(z,¢) € 223111’5, d’ott ii).

m

Pour py €]0,1[ et 0 < t < py on a 0gp ey et (en utilisant I'inégalité de convexité |f|ap,+(1—a)ps

po—t,0
— " - —146(1— N .
< CIfIg|f1h,*) d2q € Eg_tism * donc cy € Ez_t;(s( D dron i) en faisant tendre ¢ vers pg. O

Siz=(¢,2"),2 € RY 2" € R?", nous utiliserons également des résultats d’opérance de 'opérateur |D.|
défini par

IDafu=Kxu, KC) =[] ¢=(,¢"). (B.20)

On a K = K'(2') ® 0,7—0, ou la distribution K’ est invariante par rotation, homogene de degré —1 — d’, donc
égale & Ctepflz/|~(+d),
Lemme B.3. i) |D,/| est borné de CT dans CL~* pour tout r.

ii) Pour po > 0 et p(z,D) € 22075, le commutateur [P,|D./|] est borné de CI dans CL™V pour tout
v > d[1 — pol+-

Démonstration.

i) On peut décomposer K’ sous la forme K' = K{ + £(z') ou Kj € & est a support dans |2/| < 1 et
(e L*(RY). Soit ue CT et u = >~ u; la décomposition de Littlewood—Paley de u ; on a |uj]o < Clu|er2797.
La distribution tempérée v; = (K{®d,r=0) *u; + (k® =) * u; est bien définie et le support de 9; est contenu
dans la couronne C;. Soit ¢ € C§°(R?) tel que ¥(¢) = 1 pour (| < 4c. On a (277 D)u; = u;. 11 suffit donc de
vérifier qu’on a

K % 294)(272) = Aj € LY(RY) et ||A;]1 < C2 .
La fonction K étant homogene de degré 1, on a Aj(z) = 270D Ag(272) et Ag = A} + A2, avec

Ay = (K{ @ 8.n—0) %9 € S(RY) et A3 = (£ ® dn—0) ¢ € L,

d’ou le résultat.



822 G. LEBEAU
ii) On peut supposer P de la forme (B.9). Pour f € C7, on a
AR(ID | )z + 27 y) = (1D Ar(H) (= +277y)

et la fonction vy (z,y) = (Ap(f))(z 4+ 27 *y) vérifie [vp|e < C*|f|cr27™*. On a

k>—1 (B.21)
gk(zay) = |DZ/|pk(Zay)vk 7pk(zay)|DZ’|vk'

{ [Dz’vp]f :Addy Z gk(zay)

Comme le spectre de gy, est contenu dans Cj, il suffit de vérifier |gx(.,y)|o0 < C¢|f|cr27P* (1 + |y|)~F9 pour
p<r— (5[1 —p0]+.
D’apres le point i) on a

g (2,y) = / Ai(z — w)lpr(w, 1) — pr(z, y)ow (w, y)dw. (B.22)

11 suffit donc de vérifier qu’on a, pour v > §[1 — po|+

/ | Ak(z = w)[pr(w, y) = pr(z,y)|dw < 27 (1 + [y) =0+, (B.23)
D’apres (B.11), on a

[ Ipe(w,y) = pe(z,y)] < cplw — 2" (1 + |y )=+
{ 51p0>1et0<ﬁ<1

Ik (w, y) — pr(z, )| < calw — 2" (1 + [yl)
\ sipp<letpy<1l-—03<1.

—(1+d) 2166(1 B—po) (B24)

Comme Ay (z) = 2k A (2F2), Péquation (B.23) est conséquence de (B.24) et de

/d |Ao(2)]]2]*Pdz < 0o pour 0< < 1. (B.25)
R

Démonstration du lemme 5.1. Le probleme étant de nature locale, et puisqu’on sait déja que m € C°°, on peut
supposer g(\, X) =X — XN et fr(t,\) € Cy T (R?) pour 1 < k < /.
Soit fr = ijo f; la décomposition de Littlewood-Paley de fi (avec fr,o = (So + Do)(fr)). Posons

Vk,j (ta /\7 >‘I) = fk,j (tv >‘) - fk,j (ta )‘I)

On a
D vk = b = filt, ) = fi(t, X).

720

Soit A l’ensemble des applications « de {1, ...£} dans N. On posera pour a € A

Jo = max{a(k)}
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2
= H Vk,a(k)-

<

On a alors

~

Hhk:Zva.

k=1 acA
Lemme B.4. I existe une constante Cy telle que :
Les fonctions 0 ;(t, A\, ') = 24 vérifient
1070k3 e < Co2P12792] fi 114 (B.26)
‘/'6”‘%4(757/\, Al < Co(1+ )27 fell1+p- (B.27)
L>(t,\)
Les fonctions w®(t,\) = pf [ Zj)\ (tX)‘ e)‘+1d)\’ vérifient
¢
w1 < Cg Ba) 277 T 1 flli+o (B.28)
k=1
¢
|z < CF Bla) 277 27 || full, [T I elhes (B.29)
k=2
smwwc{amu;%ijw%- (B.30)
k

Démonstration. On a pour j > 1, fr; = p; *x fr,j avec ¢; = 27¢(27\) pour un ¢ dans S(R), d’olt

(0., - RO =)

frj(t,2)dz

A= N
1 (B.31)
| - / <A S+ (A= X) - z)ds) Fo(t,2)dz
(B.26) résulte donc de (B.31) et de
185 /(A + s(A = N) = 2) [ pagaz) < Co272717 (B.32)
et pour obtenir (B.27), il suffit décrire \' = X — p et d’utiliser
I{ / |6u9k,j (t7 )‘7 A— M)ld/J/ =
! lul<B
; / du‘/ﬁw tzdz(/ 5@ (A4 sp — z)ds)
{ |u|<B (B.33)
ds

/ T /flw (t,2)dz </ 22j(¢'(2j)\+2jsu—2jz)—¢'(2jA+2ju—2jz)>
lp|<B

= 97 /HQ]B i /flw (t,2772)dz (/ (qb'(Zj)\—l—s,u—z)—qb'(Zj)\—i—u—z)) ds.

———————
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Pour vérifier (B.28), on choisit pour tout o un m € {1, ..., £} tel que a(m) = J, et on pose

0% = [ r.am-
k#m
On a alors
{ v o Um,a(m)
Py LA v U

Um,a(m) (t7 )\a )‘I)
)2

1
7= / O (O7) (£, A A + (A — N )y oy (£ 1, N)ds
0

I=0%(t A\

{

de sorte que (B.28) résulte de (B.26) et (B.27).
On obtient (B.29) par un argument analogue.
On a

][lﬂ"'@dA/:ZHn
n

99 g

H, = Zw“

a€A,

A, = {aeA . onl §Z2“(k) <2"}-

k
On a sp(H,) C {C ;|¢| < 2"}, et comme on a p > 0 (5.4) sera conséquence des estimations

£
1Hulloo < M27" TT Iflliss
k=1

14

||Hn||oo < M2 2" Hf1||p H ka||1+p-
k=2

Or on vérifie aisément que (B.39) et (B.40) sont conséquences de (B.41) et (B.42) :

Z 5(a)2—0(a)p < C’f 9—mp

a€A,

> Bla)2o@r 2l < Cf 2m 27
a€A,

Je remercie L.C. Evans qui m’a signalé que S. Wu a indépendamment obtenu des résultats similaires aux notres.

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)
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