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RÉDUCTIBILITÉ PRESQUE PARTOUT
DES FLOTS FIBRES QUASI-PÉRIODIQUES

À VALEURS DANS DES GROUPES COMPACTS

PAR RAPHAËL KRIKORIAN

ABSTRACT. - Let us be given a compact "semi-simple" Lie group G with Lie algebra g, a regular élément A ç. g,
a bounded interval A c R and a diophantine vector uj ç. R^; then if F e C^R^/Z^^) is small enough, uj
meaning hère "real analytic", for Lebesgue-a.e. A G A, thé quasi-periodic System ÀA + F(-L L^,. . . , -^), with
frequency vector a;, is Floquet-reducible module some finite covering depending oniy on thé group G. This theorem
is a generalization of thé one proved in [5]. © Eisevier, Paris

RÉSUMÉ. - Soient donnés un groupe de Lie compact semi-simple G d'algèbre de Lie g , un élément régulier
A ç g, un intervalle borné A C R et un vecteur diophantien uj ç R^; alors si F e C^R^/Z^, g) est suffisamment
petit, uj signifiant ici « analytique réel », pour presque tout A e A (au sens de la mesure de Lebesgue), le système
quasi-périodique \A + F(^-t,..., ̂ -t), de vecteur de fréquence u, est réductible au sens de Floquet, modulo
un revêtement fini ne dépendant que du groupe. Ce théorème est une généralisation de celui prouvé dans [51.
© Eisevier, Paris

1. Introduction. Nous considérons, par la suite, des flots fibres quasi-périodiques à
valeurs dans des groupes de Lie compacts semi-simples, c'est-à-dire des flots de champs
de vecteurs sur T^ x G (où T^ == R^/Z^ est le tore d-dimensionnel et G un groupe
compact semi-simple d'algèbre de Lie g) de la forme,

(1.1) XÇ0) = U{0)X{0)^ ( j j
27T5

avec uj == (0:1,..., ̂ d) € R^ et [/ ç C^R^/Z^, g), « ̂  » voulant dire « analytique réel ».
Quand d == 1, on sait depuis Floquet que toute solution de (1.1) admet une représentation

de Floquet de la forme X{t) = b^e^ avec b{t) = BÇ-^t + 0), B e C^(R/TZ,G),
UQ G g et où T vaut 1 ou 2 (1 dans le cas compact). Il est naturel de chercher une écriture
semblable lorsque d > 1, c'est-à-dire de pouvoir donner, pour toute solution X(t} de (1.1)
admettant (0, I d ) pour condition initiale en t = 0, une écriture

(1.2) X(t) = B(^-t + 0i , . . . ^t + 0^\
Z7t ZTT

avec UQ e g, B <E (^(R^/rz^G). Lorsque c'est le cas, nous disons que le champ de
vecteurs (^:,U) est réductible.
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188 R. KRIKORIAN

II est équivalent d'écrire,

(1.3) Vf? e T^ U(0) = L^B(0).B(0)~1 + Ad(B(0)).Uo

WL^=E^——.etAdW•u=B•u•B

z=l 27r 9ei

-1

Si (1.3) a lieu avec V\^V^ à la place de UQ et î7, nous dirons que B conjugue
(^E/i) à (^2), ce que nous noterons (^, (7i)7Z(B)(^ t^). Notons (t^.Z^) G
Difr(T^ x G), t ç R, Zf(-) G C^(T^ G), le temps t du flot associé à U, qui agit donc
sur TdxG comme (0, y) ̂  (0+t^, Zt{6}.y\ et (0, B) : T^ x G -^ T^ x G l'application
( ô ^ y ) i-» (0^B{0).y). L'équation (1.3) est alors équivalente à

t ^ , Z , =(0,B)o ^e^ o(0,J3)-1,
< Z7T / \ 2.7T f

c'est-à-dire est en fait à une véritable équation de conjugaison. Nous donnerons au 1.2.5
quelques rappels de résultats généraux dans ce contexte. Nous aurons besoin dans la suite
de quelques rappels sur les groupes et algèbres de Lie compacts semi-simples. Dans la
suite G est un tel groupe et g est son algèbre de Lie associée; nous notons, pour u ç G,
Ad(u) l'action adjointe de G sur g et si X ç g , ad(X) celle de g sur elle-même. Si
X ç g, nous notons ex ç. G l'exponentielle de X.

Si X ç g , il existe toujours (au moins) un tore maximal t de g contenant X, c'est-à-dire
une sous-algèbre abélienne maximale de g. Il existe alors un ensemble (fini) A C t* de
formes linéaires sur t tel que A = —A, et pour tout a ç A, un élément Xa G g tel que,
- pour tout H e t, ad(ff)|t = 0;
- pour tout H ç t, ad(H).X^ = ̂ /^ïa{H).X^.
Les éléments de A C t* s'appellent les racines. Un élément X ç g sera dit régulier si

pour tout a ç A, a(X) / 0, et générique si l'adhérence de (e^tçR est égal à et. Nous
poserons q = ^A et w = #S, où S est une base de Weyl des racines.

Nous imposerons par la suite à uj de satisfaire une condition diophantienne CDÇ^^a):

(1.4) v f c e z ^ - M , |(fc^)|^^

o Ù 7 > O e t ( 7 > d — 1 serons fixés (nous avons noté (•, •) le produit scalaire usuel sur
B^ et | | la norme I1).

Si / ç C^R^/Z^) admet une extension holomorphe / à une bande Bh =
R^ 9 V^l^-/^ hY (un tel h > 0 existe toujours), nous noterons, \f\h = ^P\imz\<h \f{z)\
et écrirons / e C^R^/Z^). Si / e C^R711 x R712) est une fonction analytique réelle de
deux variables /(^i,^) et admet une extension analytique complexe à B^ x B/^, nous
définirons de la même façon l / l^i ,^- S1 maintenant / est, par exemple, seulement C°° en
t-2, nous écrirons / ç ç^,oo Q^ étant nous pouvons énoncer le

1.1. Théorème. Soient uj vérifiant la condition CD{^,a) ci-dessus, h > 0, A C R un
intervalle, et A ç. g un élément générique. Il existe alors CQ dépendant de A, A, a;, h, tels que
si F ç C^R^/Z^) vérifie \F\h < eo, alors pour presque tout X e A, (^:,ÀA+F((9)) est
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FLOTS FIBRES QUASI-PÉRIODIQUES 189

réductible modulo un revêtement ^o-fi^ °ù XG est un entier ne dépendant que du groupe,
c'est-à-dire qu'il existe B\ e C^R^/^GZ^C?) et un U\ e g tels que,

(1.5) {L^B^0)).B^e)-1 + AdÇB^O)).(\A + F(0)) = U^ = constante G ^.

£n outre si G est un groupe spécial unitaire SU(w + 1), alors \G = 1-
Des résultats de ce type étaient connus auparavant dans les cas G = SL(2, R) (qui est

non compact, cf. [1]) et G = SU(2),SO(3,R) (cf. [5], chap. 6). La démonstration du
théorème reprend essentiellement les idées de [5], chap. 2 et chap. 5 sur l'élimination des
résonances ainsi que celles de transversalité à la Pyartii, et de (M, 6, c, r)-transversalité de
[5],chap. 6. Nous avons cependant besoin de généraliser cette dernière notion (cf. section
2 et 3) comme l'a fait L.H. Eliasson dans [3].

Remerciements: L'auteur tient à remercier L.H. Eliasson, M.R. Herman, F. Laudenbach
et J.C. Yoccoz pour leurs encouragements et pour l'intérêt qu'ils ont porté à ce travail
(Juillet 1996).

1.2. Esquisse de la démonstration. Considérons A 6 g, F G C^(Td^ g) et t C g un tore
maximal contenant A. Si A sont les racines par rapport à t, les valeurs propres de ad(A)
sont 0 avec multiplicité dimt et les \/^To;(A), a G A. Nous parlerons souvent dans la
suite, et bien que cela soit un abus de langage, des racines de A (ce qui suppose la donnée
d'un tore contenant A) au lieu des parties imaginaires des valeurs propres de l'adjoint de A.

1.2.1. Méthode KAM. Définissons, si N, K désignent des réels positifs (grands), et
P >_ 1, un entier

(1.6) DS(N,K,P)={aeR, VO < \k\ < N, \a-{k^\>K-l}

et RS(N,K,P) son complémentaire. Nous noterons D S ( N , K ) et RS(N,K) les
ensembles DS{N^ K^ 1) et RSÇN^ K^ 1). Remarquons que si r > a est fixé, nous pouvons
définir plus classiquement un ensemble de nombres satisfaisant la condition diophantienne,

DCr(N^K)=Lç^ V0<|fc|^ |a-(Â^)|>^—l;

on a, DS{N,K) C DCrÇN.K) C DSÇN^KN^.
Les ensembles définis précédemment sont respectivement des ensembles de réels

diophantiens et presque résonnants « à l'ordre N ». En outre si K est choisi suffisamment
grand (de l'ordre d'une puissance de N), et si a e RS{N,K), il existe un unique
0 < |fco| < N tel que |a - {k^uj)\ <, ^Ifcol^ < K-1.

Nous introduirons par la suite de façon analogue des suites Nn^ Kn tendant vers l'infini.
Nous voulons à présent conjuguer Ai + F^ = A + F, Fi étant supposée petite, à A^ + F^

avec Â2 e g et F^ ç. (^(T^) bien plus petite que Fi (typiquement ̂ k ^ 1^1^).
par une conjugaison B = eY proche de l'identité (i.e. Y ç. Civ(Td^g) proche de 0). Il
s'agit donc de résoudre,

(1.7) L^eY'e~Y + Ad^^Ai + Fi) = Â2 + F^

ce que l'on fait de façon approchée en résolvant l'équation linéarisée,

(1.8) -L^Y + ad(Ai).V = T^Fi - A(0),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



190 R. KRIKORIAN

(où on a noté T^F la troncature de la série de Fourier de F à l'ordre N) et en posant

(1.9) A 2 = A i + A ( 0 ) .

Passant en composantes de Fourier, on voit que l'on peut résoudre l'équation (1.8) avec
de bonnes estimations sur Y si l'on sait par exemple que

(1.10) Va G A, a(Ai) e DS(N^K^),

(nous noterons alors Ai ç D S ( N ^ ^ K ] _ ) ) . On obtient alors A^^F^ avec les propriétés
désirées. Si de même, A^ ç DS{N^,K^\ on peut construire A^,F^ avec Fs beaucoup
plus petite que F^ et ainsi de suite. Pour que cette procédure de récurrence fonctionne, il
faut qu'à chaque étape. An ç. DSÇNn^Kn), ce qui n'est même pas assuré à la première
étape. Pour remédier à ce problème il suffit de plonger Ai dans une famille Ai (A) à un
paramètre À ç A telle que,

(1.11) Va G A, |^a(Ai(À))| > Xi > 0,

;Yi n'étant pas trop petit. On peut ainsi, quitte à enlever à la première étape une union
d'intervalles de A de mesure petite, obtenir les conditions (1.10). As, qui dépend de À,
vérifie alors pour les À qui restent une estimation semblable à (1.11). On peut alors itérer
cette procédure, enlevant à chaque étape une union d'intervalles de mesure de plus en plus
petite. Comme lors de la procédure, les Yn qui sont de l'ordre de Fn décroissent très vite,
les conjugaisons e1^-1 • • • e^ qui conjuguent le système initial ÀA + F(0) à un système
An(\) + Fn(A,(9) convergent vers un B\{6). Il est alors facile de voir, si Aoo(A) est la
limite des Ayi(A) pour À dans l'ensemble des paramètres décrits plus haut, que B\ conjugue
ÀA + F à Aoo(A). On démontre de cette façon un théorème en mesure positive sur les À:
5';' la perturbation F est suffisamment petite, l'ensemble des A pour lesquels (— AA + F)
est non réductible est de mesure d'autant plus petite que la perturbation est petite.

Il est clair que pour obtenir un résultat pour presque tout À ç A il faut savoir traiter le
cas où à la n-ième étape An G RS{Nn^Kn).

1.2.2. Elimination des résonances. Supposons que Ai e RSÇN-i^K^). L'idée est de
trouver un B ç. (^(T^ G) qui conjugue Ai +^i à un système Ai +^i où Ai est désormais
diophantien. Illustrons la tout d'abord dans le cas où le groupe G égale SO(3,R). Dans
ce cas un élément A ç g n'a que deux racines dba(A). Comme l'a montré L.H. Eliasson
dans [2] (cf. aussi [1]), le choix de B qui s'impose, quand Ai e SO(3,R) vérifie la
condition de résonance |a(Ai) - (ko,uj)\ < J^~1, est Bi((9) = g-2^o,0)(^

Vu que B est à valeurs dans un tore maximal et commute à A, l'expression

Ai = £^i(0).£?i(0)-1 + Ad(-Bi(0)).(Ai),

est constante en 6 et vérifie a(Ai) = a(A) — (ko.cj).
Or maintenant, a(Ai) est proche de 0 et donc « suffisamment loin » des (fc,c^) pour

0 < \k\ < N^ (pour un choix convenable de K^). Il est donc diophantien. Par ailleurs
le terme Fi = Ad(Bi((9)).Fi((9) reste petit. Il est donc possible d'appliquer la méthode
décrite dans la section précédente pour obtenir As + F^{0\ avec F^{0) beaucoup plus
petit que Fi, conjugué à Ai + Fi((9) - et donc à Ai + Fi(0)- par une conjugaison de
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FLOTS FIBRES QUASI-PÉRIODIQUES 191

la forme e^. On a alors A^ = Ai + ^i(O). Malheureusement la conjugaison B^ n'est
pas proche de l'identité, si bien que les conjugaisons obtenues ainsi à la n-ième étape
e^-1 Bn-i ' • • e^ B^ n'ont aucune chance de converger si le nombre de Bi est infini
(cf. section 2 « Transversalité »). La situation dans le cas d'un groupe compact général
est plus compliquée du fait d'éventuelles résonances entre les racines. En particulier il
n'est pas toujours possible de trouver un B G C^R^/Z^A) (^A étant un tore maximal
passant par A) qui conjugue Ai à un Ai diophantien. Cependant, quitte à affaiblir la
condition diophantienne sur Ai, il est toujours possible de trouver un B ç C^R^A)
avec les propriétés désirées, à condition d'accepter que B, au lieu d'être Z^-périodique,
soit seulement PZ^-périodique (P entier plus grand que 1).

Plus précisément, comme nous l'avons montré dans [5] chap. 5, il est toujours possible
de trouver un réel a > 1, un entier D > 1 ne dépendant que du groupe, un entier p,
0 ^ P < Q (°ù ç est 1e nombre de racines de l'algèbre g) et une conjugaison Bi analytique
à valeurs dans un tore t contenant Ai, tels que, Ai défini par

Ai = £^Bi(0).Bi(0)-1 + Ad(Bi(0)).(Ai),

vérifie Ai e DS^^N^K^DP^). Précisons que,
- B\ est de la forme,

/ w \
(1.15) Bi(60=exp(-]^(^0)ff,j,

v i=l //

où les Xi ç. D-^-^Z^ H, <E IA.
- B\ est nécessairement loin de l'identité;
- Bi peut être cc-D^Z^-périodique (ce étant le cardinal du centre de G), tandis

que F^ peut être D^Z^-périodique.
- dans le cas G = SU (w + 1), on a D = 1 et il n'y a donc pas de perte de périodicité

à chaque étape.
On peut donc ainsi construire à la n-ième étape des suites An, Fn, An+i, F^+i telles que,

(1.16) An+i=A,+F,(0)

et |F |. ~ ..-(l-H'O71
C«- \^n\hn — e

Faisons les remarques importantes suivantes:
a) le produit des conjugaisons permettant de conjuguer Ai + -FI à An + Fn n'a aucune

raison de converger;
b) à la n-ième étape An + Fn est seulement .D^+^^'^Z^-périodique.
En fait la procédure d'élimination des résonances décrite précédemment est insuffisante

pour notre propos mais on peut l'améliorer un peu de façon à obtenir:
c) quitte à choisir D' > D, on peut toujours supposer que si a(Ai) et a'(Ai) sont

proches pour deux racines a, a', il en est de même de a(Ai) et o/(Ai).
Ainsi même dans le cas G = SU(w + 1) on ne peut éviter la perte de périodicité.
Comme le résultat que nous voulons obtenir concerne des familles à un paramètre, il est

important d'étudier la dépendance des racines des A^(A),A^(A) en fonction de À.
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192 R. KRIKORIAN

1.2.3. Dépendance des racines en fonction du paramètre.

1.2.3.1. Transversalité. Comme nous l'avons remarqué dans [5] chap. 6, on ne peut pas
espérer garder un contrôle facile (comme celui qu'on avait dans la section 1.2.1) des racines
après une résonance. Ainsi dans le cas S0(3), si à la n-ième étape les racines, qui sont
±OnÇ\), ont leurs dérivées premières qui ne s'annulent pas, à la (n+ l)-ième étape et après
résonance, on peut seulement dire que les dérivées secondes de ±û^+i(A) ne s'annulent
pas. Nous désignerons ceci comme la perte de transversalité. La notion de transversalité
naturelle pour les fonctions numériques est alors la suivante: une fonction / est r-transverse
(r entier >_ 0) si au moins une des dérivées /(J), 0 < j < r, n'est pas trop petite.

Nous aurons besoin par la suite d'une notion de transversalité pour des ensembles de zéros
(ou racines) de polynômes dépendant d'un paramètre A ç A ou plus généralement pour des
unions disjointes finies E(A) de points de R de cardinal inférieur à q (des diviseurs positifs
de R de degré inférieur à q). Ainsi E(A) sera transverse à l'ordre r si pour tout u dans un
1-voisinage de E(A) la fonction définie sur l'intervalle A: À i-̂  T[a<-^(\}(u~a) == XE(A)(^)
(où nous avons noté ^s le polynôme caractéristique de S) est une fonction r-transverse.
Cette notion de transversalité jouit de propriétés très simple. Introduisons tout d'abord la
définition suivante: une décomposition E(A) = Si (À) U • • • U E^(A) est une décomposition
y-séparée de E(A), si pour tout A e A et tout (cr,,cry) ç S, x E^- (i -^ j), |or, - (TJ\ > v.
Nous appellerons les E^, les amas de la décomposition. Les propriétés importantes sont
alors les suivantes.

(i) Si E(A) = Ei(A) U • • • U E^(A) une décomposition ^-séparée, alors si E(A) est
r-transverse il en est de même des E^(A);

(ii) Si Si ( A ) , . . . , E^(A) sont respectivement r i , . . . , ri transverses, E(A) = Si (A) U
• • • U E^(A) est ri + • • • + ri -transverse.

(iii) Soient E(A) = Ei(A) U • • • U Ë2(A) une décomposition ^-séparée, et S'i(A), ....
S{(A) tels que

XS;(A)U...UE;(À) - XSi(À)U-.UEi(À)

soit suffisamment petit (vu comme application de A dans l'espace des polynômes
de degré q)\ alors si Si ( A ) , . . . , S^(A) sont r i , . . . , ri -transverses, il en est de même
de E^A),...,^).

Comme dans [5] chap. 6, l'obtention de bonnes estimations de transversalité repose
sur le fait que r^ (l'ordre de transversalité à la n-ième étape de la récurrence) croît
extrêmement lentement.

1.2.3.2. Le phénomène d^accrétion des racines.
Notons En (A) les racines de A^(A) à la n-ième étape, fixons v^ tel que, En « Vn «

K^ et séparons E^(A) en amas E^i(A), . . . ,E^(A) ^-séparés. Nous supposerons
pour simplifier que chacun des E^j est r^-transverse. Le fait que ^ soit choisi très
petit par rapport à K^ permet de considérer chacun des amas E^j comme une racine
multiple. En particulier, en vertu de la remarque c) faite au paragraphe 1.2.2, tant que
K^ > ^n, les éléments d'un E^j suivent la même évolution au cours des procédures
décrites en 1.2.1 et 1.2.2.

Examinons ce qui se passe lors du passage de l'étape n à l'étape n + 1.
- soit In = <n+i et chacun des amas reste ^n-séparé des autres, ce qui implique que

chacun des Ey,+ij reste r^ -transverse;
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FLOTS FIBRES QUASI-PÉRIODIQUES 193

- soit certains amas s'agglutinent et on obtient In+i < In amas à peu près ^-séparés.
On dit alors qu'il y a accrétion des racines. Chacun des Sn+i,j provenant de
F accrétion d'au plus q des S^-, est au plus çr^-trans verse.

Par ailleurs tant que K^1^ > ^n, le phénomène d'accrétion ne peut avoir lieu qu'au
plus q fois, jusqu'à accrétion éventuelle de toutes les racines; ainsi, si Sn est tel que
K^^ > Vn, pour tout k ^ s^ r^+k < ç^n. Vu que Sn est très grand, ceci montre que r^
croît extrêmement lentement. On obtient donc des estimations de transversalité exploitables.

1.2.4. Théorème en mesure positive et transversalité. Nous obtenons donc à la n-ième
étape un système (^,A,(À) + Fn(X, •) qui est défini sur R^/D^1^71-1^ x G où
Fn est très petit et les valeurs propres de ad(A^(A)) satisfont de bonnes conditions de
transversalité. On peut en fait contrôler le discriminant du polynôme caractéristique de
ad(A^). Ceci entraîne en particulier qu'en dehors d'une union d'intervalles de mesure
petite, les valeurs absolues des dérivées premières des valeurs propres de ad(An(A)) sont
minorées par une constante positive. Sous cette dernière condition le théorème en mesure
positive mentionné en 1.2.1 s'applique et permet de démontrer que l'ensemble des À
pour lesquels A^(À) + Fn(À,-) est réductible sur R^/D^1^-^ x G est de mesure
comparable à une puissance de la norme de Fn. Or cette dernière décroît très vite. Par
conséquent: l'ensemble des X pour lesquels XA-^-F(O) est réductible sur R^/P^Z^ x G (P\
entier dépendant de X) est de mesure totale. Il reste enfin à démontrer que la réductibilité
a en fait lieu sur R^/Z^ x G ce qui s'effectue comme dans [5] chap. 5 (cf. aussi 1.2.5).

Utilisant les résultats de la section précédente, on peut donc démontrer le théorème dans
le cas G = SV(w + 1).

1.2.5. Cas général. Le groupe G étant supposé compact, il admet une représentation
fidèle p dans un U(£). On peut supposer que p{XA) vérifie des hypothèses de transversalité
et donc affirmer que pour presque toute valeur de À, ÀA + F est C^-réductible dans
U(w + 1). Mais ceci entraîne que le flot engendré par (^,AA + F) sur T^ x G est
compact pour la C°°-topologie. Rappelons alors le résultat suivant (cf. [5] chap. 2]):
Reprenons les notations du 1.

1.2.5.1. Théorème. Si — e R^ est minimal, G est un groupe compact et si la
famille des dijféomorphismes {t^.Zf) e Diff^R^/Z^ x G), t G R est relativement
compacte en topologie C°°, alors il existe un entier \o ne dépendant que du groupe, un
B G C^R^cZ^) et un UQ tels que, pour tout 6 G R^ l'équation (1.3) est vérifiée. Si
G est un groupe spécial unitaire \G = 1-

Le système (^:,U) est donc C°°-réductible sur R^/^cZ^ x G. Nous renvoyons le
lecteur au chapitre 2 de [5] pour une démonstration. Revenant à notre problème, on peut
donc dire que pour presque toute valeur de À, ÀA + F est C°°-réductible dans G, modulo
un revêtement ^c'-fit1!'

A présent, dans U(w + 1) nous disposons de deux conjugaisons, disons B^,B^ qui
réduisent le même système, J3i étant analytique à valeurs dans U(L) et B^ lisse à valeurs
dans G. Nous utilisons à présent le résultat suivant dont la démonstration repose sur l'étude
des centralisateurs des systèmes produits croisés (cf. [5] chap. 2).

1.2.5.2. Proposition. Avec les notations du 1, si UQ G g, U G C^T^ôO et
B^B^ e C°°(T^G) vérifient, (^ Uo)n(Bi)(^^V) pouri = 1,2, alors, B^(6).B^e)-1

est un morphisme de tore, et est donc en particulier analytique.
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La conclusion du théorème est alors immédiate: B^.B^1 est analytique (c'est un
morphisme de tores); B\ l'étant également, B^, c'est-à-dire la conjugaison dans G, est
aussi analytique (mais seulement ^cZ^-périodique).

Ceci est la démonstration du théorème.

1.3. Plan. Le plan de la démonstration sera donc le suivant.
Nous introduirons tout d'abord les notions de transversalité dont nous aurons besoin ainsi

que leurs propriétés, pour les fonctions numériques dans la section 2 dans un premier temps
puis pour les racines de polynômes dans la section 3. Après avoir fait quelques rappels
élémentaires d'algèbre linéaire au 4, nous décrivons au 5 la procédure d'élimination des
résonances, ce qui nous permet de donner les lemmes fondamentaux de conjugaison et de
préciser la façon dont la transversalité des racines est affectée du fait d'une résonance dans
la section 6. La section 7 est consacrée à la mise en oeuvre de la procédure de récurrence
et fournit toutes les estimations dont nous avons besoin, en particulier en ce qui concerne
la transversalité. Ceci nous permet, dans la section 9, de démontrer le théorème dans le
cas G = SU(w + 1), après avoir utilisé un théorème en mesure positive au 8. La section
10 enfin conclut la démonstration du théorème dans le cas général.

N.B.: Dans ce qui suit, certaines formules font intervenir des constantes 6, /î dont les
valeurs peuvent changer d'une ligne à la suivante, ceci afin de ne pas alourdir les notations.

2. Transversalité. Nous généralisons dans cette section la notion de transversalité que
nous avions introduite dans [5] chap. 6 en suivant Pyartii [6]. Nous modifions cependant,
comme dans [3], légèrement les définitions.

2.1. Définition. Une fonction f : (a, 6) —> R est dite ((7, c, r)-Pyartli, si f est de classe
G7'"1'1 et si pour tout x ç. (a, 6),

(i) sup 1^7(^)1 < C, (ii) sup 1^7(^)1 > c > 0.
0<j<r+l 0<j^r

Nous avons alors le lemme suivant (adapter les démonstrations des lemmes de la section
6.4 de [5] chap. 6):

2.2. Lemme. Si f est (C^c^r)-Pyartli sur (a, 6) (r > 1) alors pour tout 0 < \ < c,
l'ensemble {\ € (û,&), |/(^)| > x} a au P^8 (2r((6 — a)0- + 1)) composantes
connexes et la mesure de Lebesgue de {X € (a, 6), |/(A)| < ^} est plus petite que
(2r(6 - a)Ç + l^7^2^)1. Le même résultat vaut (si 0 < ^ < c) avec f (la dérivée
de f) à la place de f.

L'intérêt de prendre, dans le (ii) de la définition 2.1, le sup pour 0 < j < r, vient du
fait que la notion de transversalité ainsi définie est stable par multiplication. Cependant,
avant d'aller plus loin, nous introduisons, de façon semblable à [5] chap. 6, une définition
un peu plus forte de transversalité qui permet de contrôler une infinité de dérivées.

2.3. Définition. 57 / : (a, 6) —> R est une fonction analytique réelle, nous dirons que
f est CM\ 8^ c,r) -transverse si:

(i) / e C^(a,6) et \f\s ^ M.
(ii) pour tout x e (a - j,6 + j), supo<^ \93f{x)\ > c > 0.
Quand seule l'inégalité ( i ) a lieu nous disons que f est (M, 8) -bornée.
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Les lemmes importants sont alors les suivants: tout d'abord le lemme 2.4 dit qu'un
produit de fonctions transverses est transverse; le lemme 2.5 quant à lui montre que si
un produit de fonctions « pas trop grandes » est trans verse, alors chacune d'entre elles
l'est également.

2.4. Lemme. Soient / i , . . . , /z des fonctions (Mi ̂ ^c^r^) -transverses. Posons M =
sup Mi, 6 = inf 6i, c = inf Ci et r = ri + • • • + n. Alors f = /i • • • fi est (M', 6, d , r)
transverse, avec:

/ / À \ rl \ r+l

M'=M\ cf={^———] c] .\\4r2M/ )

Remarquons que dans le cas où les fi sont égales on obtient une estimation bien
meilleure sur c' (cf. [5] chap. 6).

Démonstration (cf. [3]). - Supposons qu'au point t ç. (a, 6), et pour des ji, 0 < ji < r,,

|^./^)|>c,>0.

Alors d'après la formule de Leibniz, pour k = j\ + • • ' ji < r,

^w= E (̂  k ^^AM-^^
(3) ^...^fcV^-^/

= f . k .'l^AW-'-^^M+s',
\3 i ' -3 i }

où S' est la somme étendue aux f c i , . . . , ki tels que k\ -\- ' • • + ki = k et |fci — ji| +
• • • + \ki - ji\ >. 1. Si S' est < (. fe . )c^/2 le résultat est démontré. Sinon il existe un
( f c i , . . . , ki) tel que fci -h • • • + ki =k, |fci - ji| + • • • + \ki - ji\ = 2s > 1, et:

f. k ,}\Qklf^'"9^?)\^(. k Vl,
\h...kij \ 3 i " ' 3 i } 2 ^

c'est-à-dire,

|^/,(.)...^/,(OI.Q:::^)^^^,
puisque, i _ ^ ( k , . . . ^ \ ^

r8 \ J i ' " J i }
Comme s < rl et {9^ fi(t}\ < ^7^7, on a pour tout %,

\^f.(t}\>^^{-w\d ÎW\> ^^^ ^ .

Par conséquent, si on pose ki == mm(Â;^ ji) on aura la même inégalité, et on a ̂  ki < ̂  fc^;
on peut alors recommencer. Le processus s'arrête forcément au bout d'au plus r étapes
auquel cas ki^r = 0 et on récupère une estimation pour f(t) = Y[fi(t)' Ainsi dans tous
les cas pour un ( f c i , . . . , ki) tel que fci + • • • + ki < r on conclut

^•••-W)!̂ ^)''".
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2.5. Lemme.. Soient /i,...,^ des fonctions dans C^(A) telles que \fi\s < M. Alors
sl f = fr"fi est {M\ 6^ c,r) -transverse, chaque fi est CM', 6^ c',r) -transverse avec

, _ (2lM_\-rl
c ~ \ 6 ) c-

Démonstration. - Montrons le pour /i. Pour 0 < k <, r,

^A*)- E ft. k ,}QklflW•••9k'flW,k=k,+-+k, Ve! •••"V

c'est-à-dire,

|c^)| < max |^(^)| ^ ( k } ̂ M^) max |̂ )1.
^o^j^fc k ^ k ^ . k V ^ i ' - - ^ / \2/ ^o^J^^

Vu que par hypothèse supo<^<y. |9fc/(^)| > c > 0, on conclut

-rl\ -1

sup ^AWI^c/rM^^) r) .Kfc<r \ \2y y D0<,k<r

3. Racines d^une équation algébrique. Dans la suite nous considérons des polynômes
de C[X} de la forme \ = X" + aiX71-1 + • • • + a^ n ^ q. Nous munirons Cq[X]
(les polynômes de degré inférieur ou égal à q) de la norme sup sur les coefficients:
1^1 •==- supi<,<g |û^|. Par la suite les polynômes que nous considérerons auront les propriétés
suivantes: (i) ils dépendront analytiquement d'un paramètre réel À ç A (c'est-à-dire que
leurs coefficients dépendront analytiquement de À); (ii) leurs racines pour À G A sont
également réelles. Cependant comme les coefficients admettent une extension holomorphe
à un voisinage de A dans C nous serons amenés à considérer des valeurs complexes de
À pour lesquelles les racines sont complexes. Ainsi si les a^ dépendent analytiquement
de À ç A réel, nous dirons que ^(À)(X) est dans C^(A,Rg[X]) si les coefficients ai
sont dans C^ et nous poserons,

(3-1) \X\6 =sup(|a^).

k

Si x^(X) = T\{X - Zi}^\ avec /3i -h • • • + /3k = m (zi ^ Zj), nous désignerons par
i=l

S^ l'ensemble des racines (zéros) de ^ comptées avec multiplicités, c'est-à-dire l'union
disjointe des z\, ..., z\, . . . , zjc, . . . , Zk\ on peut aussi voir S^ comme un diviseur positif
de C de degré m et on écrira S^ ç Div^(C). Si on note

(3.2) p,= ^ ^•••T.,,
tl<...<Zj

les fonctions symétriques élémentaires en les racines, on a aj = (-l)^3pj. Rappelons
que si P(ai,..., On) € C[<7i , . . . , On] est un polynôme symétrique en les c^, il s'écrit
sous la forme, P(ai,..., o-n) == Q Ç p i , . . . , pn), Q ^ C[pi, . . . , pn]. Un cas particulier du
résultat précédent concerne les formules dites de Newton: si TT, = ̂ ç^ a3, alors,
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(3.3)

/TI-I 1 0 0 ...\
7T2 TI-i 2 0

(-1)^pj = -^i- det 7T3 Ti-2 TI-I 33- h : : : ;
\7T, 7T,_i 7T,_2 7T,_3 .../

Si S C Div^C) est de degré fini nous poserons,

(3.4) xs-n^-^
0-6S

c'est le polynôme caractéristique de S.
Soient à présent deux polynômes ^(X),^(X) de degré respectif m^m^ dans C[X}',

leur résultant est par définition,

(3.5) Res(xi,X2)= H (^-^ II ^(^=(-1)7712 11 ^^)-
(Tz€Exi ^Sx2

C'est un polynôme en les coefficients de Xi^X2 nul si X i?X2 ont des racines communes
et c'est aussi le déterminant de l'application

<S> : Cm^} X CmJ^] -̂  Cmi+mJ^L

(£/,y)^xi^+X2^.
Ainsi, si ^i(X) = Xml + aiJ^1-1 + • • • a^ et ^(-ï) = ^m2 + hX1712-1 + • • • + bm^
Res(^i, ^2) est un déterminant ayant pour coefficients les a^ bj. Si u ç. C nous poserons

Res(xi,X2;^) = Res(xiW,X2ÇX - u)).

On a donc Res(^i,X2;0) = Res^i,^), et Res(^i(X - n),X2(^ - ̂ )) = Res^i,^).
Définissons également le discriminant d'un polynôme ^ comme étant,

Ao(x)=Res(x,X'),

où '̂ désigne la dérivée du polynôme ;̂ on a,

(3.6) Ao(x)= II (^-^)-

C'est un polynôme en les coefficients de \ nul si ^ a des racines multiples.
On a pour tout u ç. C,

AoOd'-^D-Ao^).
Quand ^ = ̂  (^ = 1?2) nous noterons souvent Ao(Sî),A(Si,E2;^)» etc. pour

Ao(xsJ, A(^s^^E2;^)» etc.. Si S = Si U • • • U S^, et u G C on a alors,

(3.8) At^S)^^1)' II Res(S,,S,).
z=l Kî^J^
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De même, vu que Res(S,, E^; u) = JT (a, - a^), on a,
^es,

<^,€S,+^

(3.9) Res(S,E;n)= ]̂  Res(S,,E^).
i<i,j«

Le fait que les expressions précédentes soient polynomiales en les coefficients des
polynômes permet d'établir:

Lemme. Pour x, Xi^X2 ^ C[X] de degrés respectifs m, mi, m^, et u e Q

i x ( - - ^ ) i < ( i + H r ( i + i x i ) ,
|Res(xi,X2)| < cste.(l+ |xl|)m2(l+ bd)7711,

lAoO^cste^+M)2"1-1,
1 Res(^i,X2(- - ̂ ))| < cste.[(l + H)-17^! + M)̂ ! + l̂ l)^

et, si X2{X) = xi(X) + r]{X)^ avec H < 1,

|Res(xl,X2)|<cste.(l+|^|)ml+m2H.

3.1. Dépendance analytique des racines. On sait que les racines d'un polynôme
dépendent continûment de ses coefficients. Si en outre les a, (A) e C^A) et si pour
ÀO € A, une racine cr(\o) est simple, alors au voisinage de Ao, a{X) est analytique.
Ce résultat classique admet la généralisation suivante: si Si (À) est un sous ensemble de
racines de S(A) « suffisamment séparé » des autres racines, alors les fonctions symétriques
élémentaires en les cj\ ç Si, sont analytiques au voisinage de Ào et par conséquent x^iW
l'est également (i.e. ses coefficients le sont). Nous donnons dans la suite une version plus
quantitative de ce fait (par ailleurs classique). Dans la suite nous dirons que S (A) est
(M, (5)-bornée si les coefficients de ^E(A) le sont.

3.1.1. Définition, ( i ) Si v > 0, nous dirons qu'une partition de S ç Div^C),
S = Si U . . . U S; est y-séparée si pour tout i / j et tout (cr^, aj) G S^ x E^, \o-i —(Tj\ > v.
Les S^ seront appelés les amas de la décomposition, (ii) Si en outre il existe Ç, > 0 tel
que pour tout 1 <_ i < l, chaque amas S^ est de diamètre inférieur à ^ nous dirons que
la décomposition est (y\Ç}-séparée.

Remarque'. La définition (i) précédente permet de définir un graphe sur S. Si les
Si correspondent aux composantes connexes maximales de celui-ci, nous dirons que la
décomposition séparée est maximale. Dans ce cas on a nécessairement Ç < qy.

Considérons S = SiU.. .US; une décomposition v- séparée maximale de E e Div^R)
(y <_ 1) et notons ̂ s son polynôme caractéristique (que nous supposerons de degré inférieur
à q) et x^i ceux ^s S^. Introduisons également un polynôme rj e Cq[X] (noter qu'on
suppose T] à coefficients complexes) qui sera « petit ». Enfin notons S' ç Div^C) les
zéros de

(3.9) X E / W = X E W + ^ W .

Nous supposerons qu'il existe R > 0 tel que E C [\z\ < R} = D{O^R).
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3.1.2. Lemme. 57 0 < v < 1, S C D{0, R) et

(3.10) \r]\<b.{R^v-^(l^\^\)r\

(où b est une constante ne dépendant que de q), il existe une décomposition S' = S^ U • • • U S^
telle que,

(i) pour tout 1 < i < l,

(3.ii) \xn - xsj < b.çi + IXED^V^H;
(ii) ^OMF ^M^ (T\ ç E^,

(3.12) dist(^,S,)^&.(l+|xE|)^^-2H i•

(iii) E = E'i U • • • U S{ est v'-séparée avec

(3.13) i/^-^l+l^l)^-2!^.

(iv) En outre \^^ vérifie,

(3.14) \X^\^bR3q\-q\l+\x^)q.

(v) PoMr ^M5' 1 < i ^ j < l,

(3.15) |Ao(S^) - Ao(E,)| < b(Rv-\l + Ixsl))1093!^!,

(3.16) | Res(S^ S^; ̂ ) - Res(S, S,; u)\ ̂  b{Rv-\l + |xs|))1093 H.

Démonstration. - Les S^ étant ^-séparés, inclus dans R, il est possible de trouver des
courbes simples 7^ de longueur l{^z) <: 2{R + 1) (si la décomposition est maximale on
aura l(^z} < 2(ç + 1)^), à distance au moins z^/2 des points de E et entourant les points
de EÎ. Nous noterons Di l'intérieur de ces courbes. Posons pour 0 < j <, #Ei,

^^x „ 1 [ ^(Xs+r?)(^) ,
(o.l7) TTi , = ——— / ZJ ——————————U^,
v ' J 2î7r7^ (xs+î?)^)

et,

(3.18) ^,=:L 1 z39^^.' ' '3 2î7r j^ ^(z)

D'après la formule de Cauchy,

(3.20) 7ri,,= ^ à3,
cres'nDi
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(3.21) TTI,, = ̂  a^
<T€EI

les sommes étant prises avec multiplicité. Pour z ç 71,

(3-22) 1X^)1 ̂ n^-^)^/2)^
o-es

et

(3-23) sup(|^)|J^^)|)<^H,
^€71

(3.24) sup(|xE(^)h |^XE(^)|) < g^|XE|.

En outre,

(3.25) |̂ , - .,,| < / |,|.1^^^11^)1+1^(;)11^^)1^,
Ai lxs(^)ll(xs+»?)(^)l

si bien que d'après (3.22),

^ i,,-,,,,î (̂ ,),î2 ,̂
si

(3.27) qR^\ <, \^)\

ce qui est bien le cas. On a donc

(3.28), |7Ti,, - TTiJ < fi^^^-^IxEll^l

avec b = 2^+V2^ puisque ^(71) < 2(R + 1). En particulier d'après (3.26) si j = 0, on
a, |7ri,o - 7Ti,o| < ^^Ixsll^l^"29 < j, pourvu que

(3.29) %||XE|.R2^-29 < |;

par conséquent, si |^| < bR-^^Çl + l^sl)"1, on a

#(E'nPi)=#Si

(remarquer que TT^O = ̂ (S' n J9i), 71-1,0 = #Si). Nous poserons donc S'i = Ei n D^
et définirons similairement S^.

D'autre part si pour j > 1 on note pij les fonctions symétriques élémentaires en
les à e S'i, et p^j celles en les a e Si, la formule (3.3) (développer le déterminant)
montre que

\PiJ ~ Pijl < ^(1 + I ̂ ^i.jD^lTrij - 7ri,j|;
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or d'après (3.18), (3.22) et (3.27) on a en tenant compte de (3.28),

(3^) kiJ < ̂ {R + l)9^^ < bR2^.-^

avec b = ̂ -. Par conséquent en tenant compte de (3.28),

\PlJ - Pl,j\ ̂  b{l + l^l)9-1^2^1^-1^-2^-1)!^,, - 7Ti,,|

^ b(l + l^l)9-1^292-9-1^-2^-1^3^^! + IxsDH^"9

^^i+lxsD^^^^-^H
<&(l+h?l)<;-R4<^^-2<^2H

c'est-à-dire,

(3.31) IXE, -XsJ < &(!+ ksD^^^-^H.

Ceci montre (i).
D'autre part, si a' e E^, Xs;(^) = XE.(^) + (Xs; - XE.)(^) = 0. et donc

II (^ - a/) = IXE,(^)| ^ &(i + IxEl)^592^-292!^!;
<r€S,

par conséquent, un au moins des termes |cr» - a'\ dans le produit est minoré; plus
précisément,

dist^S,) < 6(1 + IxE.I)^-2!^.

Ceci prouve (ii). D'autre part, (iii) est une conséquence immédiate de (ii).
Pour l'estimation (iv) il suffit de constater que d'après (3.30) et (3.3),

\Pi,j\ ̂  b(l + | max7Ti,j|)î < &GR2g+l(l + ̂ v"1)" ^ R3"2^2^ + [^sl)9,

c'est-à-dire la conclusion du (iv).
(v) Montrons à présent les estimations relatives à Ao(S^) et Res(S^, E^; u). Remarquons

pour cela que les quantités Res et Ao sont des déterminants et que l'on a donc,

|Res(^,S;.) - Res(E.,S,)| <, 6(1 + Ixs.l)"1^! + Ixs,!)"1-!^ - Xs.l

< b(R^^\l + |XE|)Î)2Î.(1 + IxsD^^H

^ bR6"3^2^3-2"2^ + Ixsl)2"2^!»?!
<b(Rv-lÇl+\^\))lol'3\r)\.

De la même manière,

|Ao(SO - Ao(S,)| = |Res(^,XsO - Res(^.,Xs.)l

^^l+IXE.I)2"1--1!^-^.!
< ̂ ^^(l + Ixsl)9)2^! + Ixd)^492^-292!»?!
^^^^-^(I+I^D^^H
<,b(R^-lÇl+\^\))lo^\r^\.

Ceci conclut la démonstration du lemme. Q
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Notons As = Ws (A) un ^-voisinage dans C de A C R et montrons:

3.1.3. Lemme. Soient S(A) qui est (M^8)-bornée sur un intervalle A et R > 0
r^/ <^ S(A<$) C D{O^R). Supposons en outre qu'il existe une décomposition S(A) =
Si(A) U ... U S/(A) y- séparée sur A. Ator5' les S,(A) ^n? (M', 8f)-bomés avec

8 ' = bÇR^M2^)-^, M' = bÇR^^^M^

Démonstration. - Écrivons, pour A € R, À ç. C, tels que |A — À| < 6 ' < 8,

^E(Â) = XS(À) + (XS(À) - XS(A)) = XE(A) + 77;

on a d'après les inégalités de Cauchy,

M ~
K^)! = |XS(À)-XE(A)| < T^\^~^\'

II suffit donc de choisir en vertu du lemme 3.1.2 précédent, 6 ' tel que,

M
^«.(^^-^(l+l^l))-1,(8/2)

c'est-à-dire ^/ < b{R3q+l^~2qM2)~18. On a alors, d'après le (iv) du lemme précédent,
M7 = 6JÎ39 ^-29 M9, ce qui complète la démonstration du lemme. D

3.1.4.3. Lemme. Si degE(-) == n et si pour tout u 6 R la fonction fu '- A —> R,
A i—^ ^E(À)(^) ^>slr (-^(1 + H)"^) -bornée, alors X i-̂  ^S(A) ^^ (bM,8)-bornée.

Démonstration. - Écrivons fuW = u71 + a^À)'^"1 + • • • + On(A) et posons guW =
^'~nfuW' On a alors pour tout z ç. Wg(A) et tout \u\ > 1,

-1 + ̂ (^) = ai(^)(1) + ... + a,(^)(l)^
^ H

avec [^u(^) — 1| < 1 + 2nM. Par conséquent pour i^ i , . . . ,^ tous distincts et vérifiant
|^[ > 1, on a:

<ai (À) \ /̂ -1 ... ^F" X 1 / ^ ^ ) - !

<a,(À)7 \u^ ... u^ ) \g^{z)-l.

où la matrice précédente est inversible car,

n «1 -^1 )^0 -
Ki<j<n

On a donc bien [a,(^)[ < bM si ^ e W^(A). D

3.2. Transversalité pour les racines. Dans ce qui suit nous considérons des
décompositions S(À) = Si (À) U • • • U Sz(À) dépendant continûment de A sur un intervalle

4e SÉRIE - TOME 32 - 1999 - N° 2



FLOTS FIBRES QUASI-PÉRIODIQUES 203

A c R et telles que pour A ç A, #S,(A) = m, = este ( ! < % " < l). Nous noterons pour
6 > 0, Ws(A) ou A<5 un (^-voisinage de A dans C et par D(0,R) le disque de centre
0 et de rayon R dans C.

3.2.1. Définitions. Remarquons que si ^ = fj Xi et si ^ ç R est à distance supérieure
à 1 des racines de ̂  \xW\ > 1. Ceci motive la définition suivante:

3.2.1.1. Définition. Une application E : A -^ Rm[X] sera dite (M, 6, c, r) -transverse, si
(i) À r-^ Ao(E(A)) ̂  (M,6,c,r)-transverse.

(ii) P(9Mr ^M? ^ ç R, A ̂  XS(A)(^) ̂  (M(l + H)^1, ̂  c, r) -transverse;
(ni) Pour tout u e R, À ̂  Res(E(À), E(À); n) ̂  (M(l + \u\)rn2, 8, c, r) -transverse.

3.2.1.2. Définition. ̂  décomposition S(À) = Ei(A) U • • • U E^(À) sur A ûv^c
#E,(A) = m,, 5-éro J^ (M,6,c,r)-transverse si

(i) J96W ^Mr %, A h-̂  S, (À) ^r (M,S,c,r)-transverse;
(ii) /^r ^^ (^j) fz / j ) et tout u e R, À ^ Res(S,(A), S,(A); n) ^

(M(l + l^l)^^^^^)-^^^^.
Nous donnons à présent trois propositions importantes.

3.2.2. Accrétion des racines. Nous supposerons pour simplifier que S : A —^ Div^R)
et que pout tout À e A, degE(A) = m ̂  q où q est un entier positif. Par ailleurs comme
précédemment les quantités c, S, v seront positives et inférieures à 1 tandis que les M, R
seront plus grandes que 1.

3.2.2.1. Proposition.
Soient S(A) = Si(A) U • • • U S^(A) une décomposition (M, 6, c, r)-transverse telle que

S(A^) c D(0,R), R > 1. Alors A ̂  S(A) est (M', 6 ' , c^r') -transverse avec

M' =M12 ^M9 2 , y =6,

^o^y'T'"'-^-
Démonstration. - II faut vérifier les points (i), (ii), (iii) du 3.2.1.1.
(i) Pour Ao(S(A)), d'après (3.8),

;
Ao(E(À))=J]Ao(S,(À)). TJ Res(^(À),E,(À)),

i=l ^-<i^J<l

et donc d'après le lemme 2.4, A ̂  Ao(S(A)) est (Mi,^ci,ri)-transverse avec

M, = M^ r, = l\ c, = ((—————\1 c
V ^{l^rYM )

^(^r+l)

i
(u), comme XE(A)(^} = f](ii) Pour ^S(A)(^), comme XE(A)(^) = ^XE-(À)(^A) Î on a ^ujours,

z=l

^ /s^ |XS(A)(^)| < n |XS.(A)(^)|^ < n(1 + \u\T\M, < (i + H)^.Aei^(A)
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En outre
- si u est tel que u > (1 + R) alors dist(S(A<$)),^) > 1, et on a |^S(À)(^)| > 1;

^ ̂  XS(A)(^) est par conséquent (M^l + ^1)^^ l,0)-trans verse.
- sinon, \u\ < R + 1 et,

sup Ixi^MI^+.R)7^
Aev^(A)

si bien que le lemme 2.4 montre que À ^ nXs,(A)(^) = XE(A)(^) est {M^,6,c^,lr)-
transverse avec

M,=(2-^rM-, ^((p^)^ .

(iii) Pour À ^ Res(S(A), S(A);n), d'après (3.9),

Res(S(A),S(A);^)= n Res(S,(A),S,(A);H),
Ki,j<f

et la décomposition étant (M, ̂  c, r)-transverse, l'application A i-̂  Res(S(A), S(A);îz)
vérifie toujours, | Res(E(A), S(A);^ < ]"] (1 + H^^'M Q M, vu que

Kij<l ^-<iJ<l

( l ^2

S ^^^ S^ '
KiJ<l \z==l /

| Res(E(.), S(.); u)\s < (1 + I^D^M^.

D'autre part:
- si u > 2R + 1, on a pour tous (cr,ï) e S x (u + S), |a - r\ > 1 si

bien que | Res(E(A),E(A);^)| > 1, et donc, A ^ Res(E(A),S(A);n) est
((1 + H^M^l^-transverse.

- sinon, | Res(E,(-), E,(-);^)|^ < [2(R + l^^M, et le lemme 2.4 montre que
A h--> Res(S(-), S(-);n) est (Ms,^, 03, r3)-trans verse avec

^ ^(^r+l)

Ma = [2(i?+ ir^2, r3 = ̂ , 03 = [(^^y' cj

Finalement A i—^ S(A) est (M', ^, c', r')-trans verse avec M', c', r1 comme annoncés plus
haut. D

Donnons une version un peu plus générale du résultat précédent.

3.2.2.2. Proposition. Soit S(A) = Si (A) U • • • U S; (A) une décomposition (M,8,c,r)-
transverse sur A telle que E(W^(A)) C 13(0, R), R > 1 et #E(A) < q. Soit en outre
{ 1 , . . . ^1} = C-t U • • • U Cr une partition. Posons 7^ = #Ck et définissons pour 1 < k <, l ' ,

(3.32) Ê,(A) = (J E,(A).
îÇCfc
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Nous noterons m, = degÊ,. Alors la décomposition S(A) = Êi(A) U • • • U Ê^/(A) est
(M, 6^ c,r) -transverse avec

a) Montrons déjà que les Êfc(-) sont (M, 8, c, r)-transverses.

a) (i) De (3.32) on déduit, XS^A^) = II XS,(A)(^); remarquons que l'on a toujours
îçCfc

^p i^(n)i < n |^,(A)M|, < n (i + [^D^M, < M^çi + ini)^.Ae^(A) ^^ ^^

En outre

- si u > JÎ+ 1, alors dist(E(A<ç)^) > 1 et on a, |xÊ,(A)(n)l > L Mais alors,
XE,(.)(^) ^t (M^(l + |^|)m^^l,0)-transverse.

- sinon, \u\ < R + 1 et,

sup |xE,(A)(n)|<(2+J^)m^M,
Ae^(A)

si bien que le lemme 2.4 montre que X^^{u) est (M2,^C2,7^)-transverse avec

a) (ii) Pour A(Êfc(.)^). D'après (3.9),

Res(Ê,(À),Êfc(À);n)= H Res(S,(À),S,(À);^.
îjeCfc

La décomposition E(A) = Ei(A) U . • . U S^ (A) étant (M, ̂  c, r)-transverse, l'application
Res(Êfc(.),Êfc(-);^) vérifie toujours | Res(Ê^(-), Ê^.);^ ^ JJ ((1 + {u^^M, ce

. , îJ€C'fcqui donne,

/ \ 2

S mim3= (^m^] . [^^^^^^^^[^(l+^D^^'M^2.
îjec'fc veCfe /
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D'autre part,
- si u > 2R + 1, on pour tout (a,r) ç Ê/, x Ê^ + u, \a - r\ > 1, si bien que

pour À e W^(A), |Res(Êfc(A),Êfc(A); îz) | > 1, et donc Res(Êfc(A), Êfc(A);^) est
((1 + I^D^'M^Ul^-transverse.

- sinon, pour i e C^ \ Res(Êfc(A), Êfc(A);^)| .ç < [2(R + l^M, et le lemme 2.4
montre que Res(Êfc(A), Êfc(A);n) est (Ms^ca^-transverse avec

, 2(^.+1)

/ / ,. \ r^ \ 7fc

Ma = (2(IÎ+1))^M^2, rs = 7.\ 03 = , . _ _ . c
l y^^MR^k j j

a) (iii) Les estimations sur Ao(Êfc) se démontrent de la même façon (c'est même plus
facile).

b) Montrons que la décomposition est transverse.
S i ^ A / e { ! , . . . , r } , Ê f c ( A ) = |j S,(A), Ê f c / ( A ) = \J S, (A) et donc,

îeCfc jçCfe/

Res(Êfc(A),Ê^/(A);îz)= ^(a-r-u),
^Sfc

^^fc'= n n (^-T^ -n).
(^)eCfcXC^ ^es,

^'j62.?'

]̂  Res(S,,S,;H).
(îj)ec'fcxc'fc/

Chacun des facteurs du produit précédent est (M(l + 1^1)^^, (^ c, r)-transverse et donc
en particulier,

|Res(Êfc(.),Êfc/(.);îA)| < ]̂ [ (l+I^D^^'M,^ (l+H)^771^7^
(îj)ec'fcxc'fc/

car. E^^eCfcxc,/^^^ (Ezec, ̂ XE^c,, ^j) = ̂ ^/. -si H > 2R + 1, alors
pour tout (cr,r) e Ê f c X ( Ê f c / + ^ ) , on a \a-r\ > 1, si bien que, | Res(Êfc('), Êfc / ( - ) ;^ ) | > 1
et cette dernière fonction est {M^,è^ 1,0)-transverse avec

M4 = (1 + \u\)mk^l M^', r4 = 7fc7fc/r;

- sinon, |^[ < 2R + 1 et chaque facteur est en | [<$ plus petit que (2(Jî + i))"^^. Donc
Res(Êfc(A),Êfe/(A);^) est (2(1 + R)^^'M^',8, C4,r4)-trans verse avec

/ / b8 ^^ \^k'rk'kfr+l

04 ^U7fc7fc/)2y2MmJîm^mfc/J /

En comparant a), b) on obtient la conclusion de la proposition. D
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3.2.3. Séparation des racines.

3.2.3.1. Proposition. Si S(A) = Si (À) U • • • U S^(A) est une décomposition y-séparée
telle que X \-> E(A) est (M, 6)-bomée, alors pour tout ij, u ç {1, • • • , l}2 x R:

a) |XE.(.)(^)|,/ < b(l + ̂ ^(bRMy-^^
b) |Ao(S,(.))|,/ < (bMRy-^\
c) [Res(E,(.),^(.);H)|^ < (l+H^^&JÎM^-1)693,

où 6 ' = bÇRMy-1)-4^.

Démonstration. - Le lemme 3.1.4.3 montre que À ̂  ^s( ) est (bM, <5)-bomée; le lemme
3.1.3 permet donc d'établir que les applications À i—^ Xs,(.) sont (Mi,^) -bornées avec

Mi = (bR^v-^M^, 6^ = bR-^^M-^^S.

L'inégalité sur ^s,(.)(^) est alors claire.
Montrons par exemple l'inégalité portant sur Res(E,(-), S^ (•); u)), les autres s'établissant

de façon analogue. L'inégalité du lemme du 3 montre que,

\Res(x^(X),^(X - u))^ < 6(1 + I^J^)7"^! + \X^{X - u^'r-Çl + {u^^

< (1 + |îA|)m^m^(6J^3g2z/-g2M9)m^+m^

< (i + H)^^^3^-9^)29

< (i+l^D^^^M^-1)^3.
De même |Ao(Sz)|^ < 6(1 + IxEj^Q29"1 < (bR^\-^' M^ < (bRMv-^. D

3.2.3.2. Proposition. Soit S(A) = Si (À) U « • • U E^(A) Mn^ décomposition v-séparée sur
A ^//^ ^r^ À i-̂  E(À) ^r (M, 6, c,r) -transverse et vérifie S(A.$) C D(0,R) (R > 1).
Alors, la décomposition S(À) = Si(A) U • • • U E^(A) ^r (M', 5', c', r1)-transverse avec

M' = (bRMy-^\ 6 ' = (bRMv-1)-^^
c' = (6J^M^-l^-l)-7g5rc, r1 = r.

Démonstration. - Pour Ao(Sz(A)) il suffit d'appliquer le lemme 2.5 aux formules (3.6),
(3.8), (3.9). Écrivons,

i
Ae^A^^o^A)) H Res(S,(A),S,(A)).

^=l ^<^3<l

Le lemme 3.2.3.1 montre que Ao(Si(-)) est ((ôlîM^-^^'^^-bornée avec

8' == (bRMy^Y^S,

et que les Res(S,(.), S,(.)) sont (( b RMv-1)^^1) -bornées. D'après le lemme 2.5,
Ao(S,(-)) ainsi que Res(E,(.), E,(.)) sont donc ((^M^-^^^-^^'^i^^-transverses
avec ci = (2^2(6J^M^-l)^35-l)-H2c > (ft^M^-^-1)-6^5^.
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- Pour XE,(.)(^).
- siu est tel que u > R + 1, alors dist(n, S(A<ç)) > 1 et |^E,(.)(^)| > 1, si bien que

XE,(.)(^) est d'après 3.2.3.1.a [(1 + H^GRM^-1)3^, l,o)-transverse;

- sinon u < R+ 1 et |xs.(.)W/ < (2 + R^ÇRM^-1)^2^ (bRMy-1}^2.
Le lemme 2.5 montre donc que \^.){u) est

((!+ MF1 (6J^M^-l)49^(6aM^-l)-4g^C2,r) -transverse

avec C2 = (2^(&J^M^-l)^25-l)-î•^c ^ (&J^M^-l^-l)-^3•rc.
- Pour Res(S,, S^; ̂ ): écrivons, Res(E, S; u) = JJ Res(S,, S^; ̂ ).

l<ij<f

- si \u\ > 2R + 1, chaque facteur du produit précédent est évidemment (M', <!)', 1,0)
avec M' = (1 + ̂ ^^({bRMv-1))^2)2^ ^ (1 + {u^^ÇbRM^-1)6^3.

- sinon, \u\ < 2R + 1, et

|Res(E,,S,;^/ ^ ^(JÎ+l^-^^M^-1)693 < (6JÎM^-1)793.

Le lemme 2.5 montre alors que chaque terme est (M'^cs^-transverse avec

ça = ^{bRM^y^S-1)-12^ > (bRM^S-1)-7^^.

La proposition est donc démontrée. D

3.2.4. Effet d'une perturbation. Nous considérons à présent la situation suivante.
Supposons que E(A) = Ei(A) U ... U S;(A) soit ^-séparée sur A vérifie S(A) C (-R, R)
et soit (M^)-bomée. Nous désignerons par rjÇX) e C^(A,Rg[X]) une perturbation très
petite. Soit ^(A) C C tel que XE/(A)W = X^wW + 77(A,X).

3.2.4.1. Lemme. Sous les hypothèses précédentes, supposons que S(A) = Si (A) U
• • • U E^(A) soit une décomposition (M, 8, c,r) -transverse, y-séparée sur A, r^/fc <^
S(A^) C jD(0,Jî) ^ supposons que,

(3.33) |r7|, < (fc^^^-^M)-1;

alors, si on note S'(A) == S(XS(A) + ^(A,X)), // existe une décomposition (M'^c^r)-
rm^v^r^ {y1' ^')-séparée, E'(A) = S'^A) U • • . U E{(A) telle que W^/(A) C D(Q,R)
avec

M' = M+ (^M^-1)10^4!^/, ^ = (bRMv-^-^S,

c1 =c- (ôM^-1^-1)11^^1)^^ ^ = ̂  - ̂ MI?5^-2!^!!,,

J^/=J^+6MJ^5^-2|77||,.

Démonstration. - Écrivons, ̂ ^ = ^E(A)+ [(XE(Â) - XE(À)) + ^(A)], et remarquons
que pour |A - A| < 6 ' nous sommes dans les hypothèses du lemme 3.1.2 et pouvons
définir les S^(A):

\X^w-X^W\<bM^R^\-^\r]\^
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car \x^i\6 < bM\ par conséquent pour tout u e R,

|XE;(.)(^)-XE.(.)(^ < (i+I^D^&M9^2^-2^2^!,,.

Les estimations sur \XT.[\Ô' sont alors claires. En outre la formule précédente entraîne:

sup \Q{{x^{u} - XE.(.)(^)| < |XE/(.)M - ̂ (.)(^(W,
0<j<r

< &M(^I^49V2g2H^(l + ̂ ^((^M^-1)-49^

< (1 + {u^ÇbRM^S-1)^2^1^^.

Des inégalités (3.12), (3.13) il vient que si r] vérifie l'inégalité (3.33), alors, S^A^) C
DÇO.K) avec ^/ = R + &M.R5^/-2HJ(< ^ + 1). Ainsi,
- si iA > R' + 1, XE^(^) est alors (M',^', l,0)-trans verse;
- sinon, ^'.{u) est (M',5/,Cl,r)-transverse avec

ci = c- (6J^M^-l^-l)6g2(r+l^|^.

Les inégalités correspondantes pour Res(S^ S^ZA), Ao(SQ se démontrent de la même
façon. Faisons le pour Res(E^S^): Remarquons que \x^'.\6 < Ixsjé + 1 < 2M;
- si u > 2R + 1 alors | Res(S^ S^; u)\ > 1 et d'autre part d'après le lemme du 3,

|Res(S^S^)|,/ < b(l + H)^^! + IxE^/r^l + \X^\

< &(l+|'^|)m^mJMm^+m^
^ ^(l+I^D^^M29,

et Res(E^E^) est donc (bM^.S', l,0)-transverse.
- sinon, u < 2R + 1 et alors d'après (3.11)

\X^(u) - x^Çu)^ < (l-^R^ÇbMR^-1)^2^ < {bMR^-1)^2^ < 1,

et |^(^)|^ < (l+a)^|xE|6/ < (bRMv-1}^.
Ainsi d'après (3.16),

iRes(S^S^) -Res(E,,S,;îz)|^ < (fo^-^^M)1093!^]^/ < (M^M)1194]^.

Pour Ao(SO il n'y a pas lieu de distinguer les deux cas précédents: il suffit de constater
que, |Ao(SO - Ao(E,)|,/ ^ (&J^M^-1)1093H. Ainsi, Res(S^S^n) et Ao(E^) sont
(M^^cs^-transverses avec

es =c-(bRM^-l)llq4\r|\(y-} > cÇbRM^S-1)14^^1^^.
\ z 7

D
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3.2.4.2. Lemme. Sous les hypothèses précédentes, si la décomposition de S (A) =
Ei(À) U • • • U I^(A) est (M, 6^ c, r)-transverse, alors celle correspondant à S^A) ̂
(M', 6'^ c'^r)-transverse avec

M' ^M+^MJ^-1)^!^
6 ' > (bMR^yS,
c > c- (^M^-1^-1)^1^^

où ^, 6 > 0 5Wîr J^ constantes.
La démonstration s'effectue comme précédemment. D

4. Algèbre.

4.a. Nous considérons dans ce qui suit le cas où G = SU(w + 1) est l'ensemble des
matrices unitaires de déterminant 1. Nous noterons d iag(Ai , . . . , A^+i) la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont A i , . . . , \w-^-i' Les valeurs propres de u 6 SU(w+l) sont sur
le cercle unité. Le centre de SU(w+1) est isomorphe à l'ensemble des racines w + 1-ième
de l'unité. L'algèbre de Lie de G = SU(w+1) est g = SU(w+1) l'ensemble des matrices
anti-hermitiennes de trace nulle et les valeurs propres des A ç g sont imaginaires pures.
De façon plus précise, si A ç g il existe P ç SU(w + 1) telle que

/(V^)ei . . . 0 \
(4.1) A = P ; '.. ; P-1.

\ 0 ... (^De^i/

L'ensemble
/(v^T)^i . . . 0 \ ^+1

^ = ^ A , P = { P ; • • . ; P~\ ^ e R , ^^=0},
\ o . . . (v^ï)^+i7 ^1

sera appelé un tore maximal de A: c'est une sous algèbre abélienne maximale de g
contenant A. Soit à présent H G ÎA,P dont les parties imaginaires des valeurs propres
sont dans l'écriture (4.1) e\[ïi\... ,e^+i(j9"). Les e^(.) sont alors des formes linéaires
réelles sur i. Les valeurs propres de a,d(H) ç gl(g) sont alors les \/^=~[(ek(H) — ei{H)),
1 < k ^ l < w + 1, c'est-à-dire si nous notons ai(H) = ei(H) — e^+i(ff) 1 < 2 < w, 0
avec multiplicité w et les drV^^ÎS.^fc ̂ (^). 1 < k < l < w.

Nous noterons A"^ C t* l'ensemble constitué des ^ -^ oy, 1 ^ fc < / < w et
A = A4' U (—A4 '). La famille (a i , . . . , a^) est alors clairement une base de t* que nous
noterons W et appellerons la base de Weyl (relative à t). Appelons (Tîi , . . . , H^) C t la
base duale pour le crochet de dualité (et non pas pour la forme de Cartan Killing) de la
base de Weyl (a i , . . . . a^). On a alors,

H, = P diag(l,. . . . 1,0, . . . . 0)P-1 - ——^Id,

où les 1 occupent les j premières places sur la diagonale; on peut aussi écrire,

3 • w+1
H, = P(^; ̂  - ̂  ̂  En)P-1 ç t^,

k=l 1=0
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où on a noté Eij la matrice dont les coefficients sont tous nuls sauf celui placé à la %-ième
ligne et j'-ième colonne qui vaut 1. Considérons à présent la situation où A ç SU(w + 1)
admet l'écriture suivante,

/U, ... O N

A=P[ : • • . : P-\
\0 ... Uj

P appartenant à SU(w +1) et où les Ui sont anti-hermitiennes Ui e ^(m,),
Z^i^ = w-{-1. Nous noterons 2?i,...,i?/ les images des projecteurs hermitiens
associés, C1 = £i<9-. .€£7, A\EÎ = Ui et définirons Y, comme étant l'ensemble des parties
imaginaires des valeurs propres de A\Ei comptées avec multiplicités. On a alors, Vi =
{ei(A),... e^ (A)}, ̂  = {^+i(A),... ̂  (A)},...,y, = {^_,+i(A),..., e,+i(A)}.

Nous noterons 1 = { i i , . . . ,î/-i}, %o = 1,^ = w + 1. On a alors le lemme immédiat
suivant,

Lemme. Pour tout ir.is e J, on a [A,ff,J = 0 et [Hi^H^] = 0.
4.b. Notons TTA le polynôme caractéristique de A e glÇw + 1,C) et \A celui de

ad(A) ç gl(g):

w+l

^(X) = det(X Id -A) = J] (X - V^ÎÀ,)
j=i

XA(^) = dei(X Id - ad(A)) = ^w Jj (X - V^Ta(A)).
açA

Nous définissons alors

-1 W+l

7rA^) - (T-TFTT'̂ ^^^) =^(x-AJ)'
XA(X) = (7=Î^;^(^^ÎX) = JI (X - a(A)).

/ açA

Remarquons alors que si A, A' e C^(A^), [A - A^ < 1, on a,

IXA-XA^C^I+IAI^IA-A' I , .

Par conséquent,

I X A - X A / I ^ ^ ^ ^ I + I A I ^ ^ I A - A ' I ,

et de même,

ITTA - ̂ A'\6<: C(l + IAI^^A - A'^

où /î > 0 est une constante ne dépendant que de w. Si A ç ^ a toutes ses valeurs propres
distinctes, on sait qu'il ne passe qu'un seul tore maximal par A (on dit alors que A est
régulier) et tout A' dans un voisinage de A possède la même propriété. Si on note i^' ce
tore, l'application A' -> t(A') est alors analytique sur ce voisinage. Nous donnons à présent
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une généralisation classique de ce résultat dans le cas où certaines de ces valeurs propres ne
sont plus distinctes. Il est alors impossible de suivre analytiquement où même continûment
les tores (il peut d'ailleurs en avoir plusieurs passant par un même A) mais il est possible
de contrôler la dépendance analytique de certains sous-espaces vectoriels des ÎA' .

4.1. Proposition. Soit A(A) e C^ÇA.suÇw + 1)) et supposons que S(A) = S(7TA(À))
admette une décomposition S(A) = Si (A) U • • • U S/(A), y-séparée sur A, chacun des
S^(A) étant (M, 6}-bornés. Alors, il est possible de trouver P e C^,(A, SU(w + 1)) et des
matrices Ui{\) anti-hermitiennes dans C^/(A) telles que,

(i) pour A ç A,

/^i(À) • • • 0 \
A(A)=P(A) : • . . ; P(A)-1;

V o • . . Ui{\))
(ii) les applications X \—> P(A) et \ \—^ Ui(\) sont ÇM^ë^-bornées avec

M1 = (bRM^-1)^ 6' = (&MJ^-1)-^

où ^ > 0 est une constante ne dépendant que de w.
(iii) pour tout 1 < j < l et X e A, S(7r^.(Â)) = S^(A).

Démonstration. - II suffit d'utiliser le fait que le projecteur hermitien sur la somme des
espaces propres associés à S^(A) est donné par,

Q,{\)= 1 (A(A)-^Id)- ld^
A(Â)/7(Â)

où 7(A) est un lacet entourant Si(A) et le z/'séparant des Sfc(A), k -^- j. Il suffit alors de
procéder comme en 3.1.2 et 3.2.4. D

5. Elimination des résonances dans le cas SU(w + 1). Nous décrivons dans cette
section la procédure d'élimination des résonances dans le cas où G = SU(w + 1). La
méthode s'inspirant fortement de [5] chap. 5, nous faisons auparavant quelques rappels.

Note. - Dans ce qui suit S(A) désignera l'ensemble des racines (des a(A), a ç A)
de A ç su(w + 1) comptées avec multiplicités et V(A) l'ensemble des valeurs propres
de A comptées avec multiplicités.

Remarque: Nous dirons que A e C^(A, g) admet des (S, V^-décompositions (M, 8, c, r)-
transverses, (y, ̂ -séparées s'il existe des décompositions

S(A(A))=Ei(A)U.. .US^(A) et V((A(A)) = Vi(A) U ... U V^(A)

qui sont (M, 6^ c, r)-trans verses, (^, (^-séparées.

5.1. Rappels. Rappelons que nous avons fixé a; G CD(^f^ a) c'est-à-dire que,

v^ez^ -W, |(^)|>—
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Soient N, K des réels positifs et P un entier plus grand que 1. Notons,

DS^N^K^P)={açR^ VO < [fc| < 7V, a-C-^} > K-\},

et RS^(N,K,P) son complémentaire. Nous noterons, uj étant fixé, ces ensembles
DS{N,K,P), RS{N,K,P).

Rappelons (cf. [5] chap. 5) les résultats faciles suivants:

5.1.1. Lemme. Soient N ' > N > 1:
(i) si K > 21+(77P(7V/)<7, et si a G RS(N, K, P) alors il existe un unique ko e Z^ 0 <

|A;o| <:Ntelque\a-(^^)\ < K-1 et dans ce cas, \a-{^^)\ e DS(N^ K , P ) ;
(ii) si a ç DS{N, K, P) alors pour tout k e Z^ a - (^, a;) ç 255'(7V - |Jfc|, A', P);

(iii) si un (-^a;) e DS{N,K,P) avec \k\ <, N alors k = 0.
Supposons donnés deux entiers q, D > 0 et un réel a > 0. Définissons pour tout entier

N > 0 une suite de q 4- 2 entiers, No = N, N ^ , . . . , A^+i tels que,

(5.1) A^+i ^ aN,, 0<i<q.

5.1.2. Définition. 5'o^nr 1 < p < q un entier, Jres C { 1 , . . . , q} un ensemble d'indices
et k : Jres -^ Z^ une application telle que, \kj\ < Np pour j ç Jres (en notant
k3 = k^})' Nous dirons que ((Ti, . . . ,aJ e W vérifie l'hypothèse Ua^D^P.J^k)
(resp. 'Ha^D^P.J^k}) si pour tout j e J^, on a \(jj - (-^,cc;)[ < K~1 (resp.\(ïj -
(^F^)I < 2K~1 ) et pour tout j e {1 , . . . ,ç}\Jres onaaj E DSÇNp^.K.D^1) (resp.
a, e DS{N^2K^D^)).

Si les conditions précédentes sont vérifiées pour une famille À ̂  (<7i(A), . . . , crg(A)) A
décrivant A, nous dirons que l'hypothèse est vérifiée sur A.

5.1.3. Lemme. Pour tout ( c r i , . . . , aq) e R9, ;7 existe toujours 0 < p < q, Jres, k, pour
lesquels l'hypothèse Ua^D^P, Jres,k) est vérifiée (donc H aussi).

Considérons maintenant un espace vectoriel t réel de dimension w sur lequel sont
définies q > w formes linéaires { / ? i , . . . , (3q} = Ê et supposons que les { / ? i , . . . , (3^} = W
constituent une base du dual t*; nous noterons (Jîz)i<^ C t une base duale de W. Faisons
en outre l'hypothèse qu'il existe des entiers m^^ e Z, {i,j) e {w +1,. . . , q} x { 1 , . . . , w},

w

tels que pour tout w + 1 < i < q, ̂  = y^m^/3j.
j'=i

Si y est une matrice inversible extraite de la matrice (m^), son inverse est à coefficients
rationnels; comme les y sont en nombre fini, on peut supposer qu'il existe des entiers
D > 1 et b > 1 tels que les coefficients de v sont de la forme 3L avec \x\ < b, x ç Z;
nous supposerons également b choisi assez grand pour que max([m^|) < 6. Posons
à = 4(1 + î)Y{q + l)^^^!)^ et définissons pour tout entier N > 0, une.suite de
q + 2 entiers No,... ,1Vg+i, tels que 7V,+i > âTV,, NQ = N. Nous poserons également
Q = 21+^(2 + g)3.

Donnons nous (ai, . . . ,Œq) e R9: Nous avons alors (cf. [5] chap. 5):

5.1.4. Proposition. Soit K > 20(g + l)^^^^ ̂  A e ^ ^to^ ̂  (/3i (A), . . . , /3ç(A))
v^^ l'hypothèse U^^p.J^K}, il existe des entiers ki ç Z^ 1 < i < w vérifiant
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W / , v

1^1 < QNp et tels que si l'on pose À = A - V l —,uj^Èi, on ait pour tout j < q,

/?,(A) e û5((l/2)7Vp+i,2^£^+1). En outre \À\ < Q{1 + |A[) et les entiers k ne
dépendent que des entiers kj = k(j) intervenant dans l'hypothèse U^ - ^{p, Jres, k).

5.2. Applications. Donnons nous A e C^(A, su{w + 1)) qui admet une décomposition
V(A(A)) = Vi(A) U • • • U V^(A), (^C)-séparée et (M, 6, c, r)-transverse. On sait alors
qu'il existe P € C^(A, SU(w + 1)) et des [/, e C^(A^(m,)), 1 < % < ly,
m^ + • • • + m^ = w + 1 telles que,

/^i(À) ... 0 \
A(À)=P(À) : • . . : P(A)-1;

V o ... [/^(À) /
nous notons encore C^1 = ̂ i(A) C • • • ® ̂ v(^) la décomposition associée,

A(À)|^(À) = [/.(A), s(7r^^) = y,(A)
et notons 1 = { % i , . . . ,^_i} l'ensemble défini en 4. Fixons À ç A, notons A =
A(À),E = E(A(A)),e^c. et posons ^ = ^A,P.

Wi = (ai , . . . ,a^),

f ' 1B\ == ^ ̂ n^, 1 < fc < l < w, |n^[ < 2q ̂
^i^k ^

où q = degE. Ceci permet de définir en reprenant les notations de la section 5.1, des entiers
Di, qi == q (q = degE), un réel ai > 0 et pour tout N > 0 des M)(= N), N ^ , . . . , ^Vg+i.
Nous noterons Q = Ci.

Nous pouvons toujours suivre continûment les éléments de E(A(À)) = (cri(A), . . . ,
crç(A)); nous dirons alors que À i-» A(A) vérifie l'hypothèse Ha^q,Di(p, Jres^k) sur A si
elle est vérifiée pour tout (o- i(À), . . . ,Og(À)), A e A.

Ceci étant on peut énoncer,

5.2.1. Lemme. Supposons que A e C^(A,^) admette des décompositions E(A(A)) =
E i ( A ) U . . . U E ^ ^ ( A ) ^ y ( A ( A ) ) = y i ( A ) U . . . U ^ ( A ) , (M,6,c,r)-transverses et (^Q-
séparées. Supposons en outre que l'hypothèse iïa^q,D(p,Jïes,k) soit satisfaite sur A et
que,(5-2» c ( ̂ K'1
Alors, il existe pour tout 1 < i < ly, des Hi e C^/(A,^) et des entiers ki ç Z^ vérifiant,

(i) 1^1 < QA^;

(ii) ^ w pose A(A) = A(A) - ̂  ( J^^ } H^{x\ on a, pour tout j < q,
i v /

a,(A) e DS{{1/2)N^^D^1)^ |A(.)| < 04(1 4- |A(.)|),

OM 04 > 0 ^5'̂  M^^ constante;
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(iii) il existe des entiers yf e Zd, 1 <, i < l^ et y]" G Z^, 1 ̂  j <, ly tels que

max(|^|J^|)^a47V,

pour lesquels

l^ lv

S(XA(A)) - \j{W) - ̂  E(7^A(A))= U (^À) - ̂
i=l j==l

les décompositions précédentes n 'étant plus forcément séparées.
(iv) Les applications \ i-» Hi(\) sont (M',^), avec

M' = (&M^-1)^ ^ = (bMRy-1)-^^ |A(.)[,/ < &(1 + |A(.)|,),

OM 04,6,^ .y on? J^ constantes positives.

Démonstration. - Reprenons les notations précédentes, fixons À e A et notons
A = A(À),S = S(A),e^c. Nous noterons A l'ensemble des racines de A\t.

Rappelons qu'alors, E(A) = {±EF^ ^(A), 1 < l < m < w} où o^ = ^ - e^+i,
I ^ fc < w. Il en résulte donc que si ik < t < ̂ +1, (0 < k < w), alors t ^ 1 et,

(5.3) K(A)|=|e,(A)-e^(A)|<C,

puisque chaque Y, est de diamètre < C. Considérons à présent la relation d'équivalence
sur 1 = { î i , . . . ,%^-i}, %fc%%fc/ si et seulement si il existe 1 < j <: l-s tel que û^(A)
et a^/(A) appartiennent à E^, et notons J i , . . . , Jg les classes d'équivalence associées.
Ainsi on a une partition 1 = { î i , . . . , ̂ v-i} = J! u • • • u J s ' Notons j^, 1 < r < s un
représentant dans chaque classe Jr: pour tout a G A, si Q:(A) ç Jy. on a,

(5.4) |^(A)-a^(A)|<C,

puisque les E^ sont de diamètres inférieurs à Ç.
Posons

^=Vect(^...,^),
rC

^2 = {/?i,...,/?.} := {a,^ ..., a,J C ̂ .
^2 = {nio-ji +"-+n^a^, 0 ̂  |n^| < 2#J^, 1 ^ r < s}.

Remarquons que W^ c B^ c ^^ et que W^ est une base de ^. La section 5.1 nous dit
comment construire des 02^2^2. Comme W^ c W^ et ^2 C Bi, ̂  C ^i, il est clair que
l'hypothèse l-ia^q^Di implique l'hypothèse ^02,92,^2 • O11 P6111 en particulier appliquer la
proposition 5.1.4 dans ce contexte à,

s

Ai=^^(A)H^ç^.
r=l

II existe donc des entiers ki ç Z^, \ki\ < QNp, tels que si l'on pose,

^^^-Éf^^^—A,-^,
r=l v /
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on a V/3 G B^ /3(Ai) e DS{(l/2)Np+i,2K,DP+1). Définissons à présent,

^=Éf^Tî^)E^
r=l \ / uCJr

et montrons que H satisfait aux conclusions de la proposition. Soit a ç. A"^; on peut
l'écrire a = o.k + • • • + ai, 1 < k <, l < w, c'est-à-dire,

a= E û-t+E ̂  a^
t^I r=l uçjr

k<;t<^l k<u<l

donc, vu que si t ^ J, at(H) = 0, on a

a{A-H)= ^ a,(A)+^ ^ a,(A - ̂ ).
t^z r=l fc^n^î

k<,t<,l uÇJr

Notons à = Y^^#{Jr n [fc^]).a^; alors
s

a(A - AT) - ̂  a<(A) + ̂  ^ (a^(A - H) - a^{A - H))
r=l uçJr(~)[k,l]t^I

tÇ[k,l]

+^#(J.nM)^(A-ff).
r=l

de (5.3) on déduit,

E ^(A) ^ ̂t^.i
tç[k,l]

et de (5.4),

E E (a,(A-ff)-a,,(A-^))<^
^=1 ueJ^n[A;,^]

car pour tout u ç. Jr H [fc,^], au(H) = a^{H}. Par conséquent,

(5.5) |a(A - H) - à(A - H)\ < 2çC.

Remarquons que si on note nr = #(Jr H [k,l]), on a à = ̂ ^i ny.a^^ e J?2, si bien
que, â(Ai - Jïi) e ÛSf((l/2)7Vp+l,2^ÛP+ l), et donc

â(A - ff) ç DS{(l/2)Np^ 2K, D^)

(à(H) = a(ffi)). Comme 2çC < ^-l/2, (5.5) montre que,

a(A - H) e û5((l/2)A^+i, 4AT, ̂ +1),

ce qui montre (i).
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Soient à présent a,a' e A telles que a(A) et a\A) appartiennent à un même E,. Il
s'agit de voir que a{H) = a'{H\ ne dépend que de S,: ce sera le réel yf. Écrivons donc,

a
i r

= ̂  aj, a' = ̂  aj, 1 < k < l < w, 1 < k' < r < w.
J=k j=kf

Par définition de B^ on a clairement à - a' e J?2 puisque ^(JrnIMD+^^rri^'^7] <
2#J^; par conséquent, comme {à - à'){A - H) = (à - a') (Ai - H^), on a,

(5.6) (a - â')(A - ̂ ) e û5((l/2)A^i, 2^, ̂ +1).

En outre d'après (5.5), |(a - a')(A - Jï) - (a - ^^(A - H}\ < 4çC, et comme
a{H),a\H) G S,, |a(A) - a\A')\ < C, ce qui entraîne,

(5.7) \a(H) - a\H) -Ça- â')(A - ff)| < 5çC.

Mais, 5çC < (1/2)K~1 et par conséquent,

aW - a\H) e Û5((l/2)^i,4^^+1).

Or par définition de H,

aW-a^)=^(^,.)=(^),
i

avec rc e Z^, \x\ < 2qQNp < (l/2)7Vp+i, ce qui entraîne d'après le lemme 5.1.1 que
x = 0 = a(H) - a\H).

Le (ii) est donc montré avec yf = a(H) pour a tel que a(A) e E,. Le (iii) vient du
fait que H\Ei est donc de la forme, y]fJd puisque chaque Hj^Ei est de cette forme.

(iv) D'après l'estimation du (i) pour À e A (réel) on a,

|A(À) |<a4( l+ |A(À) | ) .

Par ailleurs la proposition 4.1 montre qu'il existe Mi,5i,

Mi = (bMRy-1)^ 6^ = (&MJ^-1)-^

pour lesquels ff,(«) est (Mi,^i)-bomée. Par conséquent, quitte à changer les constantes
K, &, il est clair que A(-) est (6Mi(l + |A|^)), (5i)-bornée. Soit alors S^ < 6-^ et appliquons
le théorème des accroissements finis entre un point À e A et z G W^ (A) (on fait usage
des inégalités de Cauchy) tels que \z — \\ < 8'z', on obtient:

|A(^)-A(A)|^(6Mi(l+|A|,)).^.^,
ôi

c

si bien que si ̂  < —— on a \À(z)\ < 6(1 + |A|<$), où b > 0 est une autre constante. Quitte-MI
à changer les constantes /^, b ceci prouve (iv). D
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6. Lemmes de conjugaisons. Nous renvoyons le lecteur pour les démonstrations des
deux propositions qui suivent à [5] chap. 6 (cas G = S0(3) en classe analytique) et à [5]
chap. 5 (cas général en classe G00). Nous supposerons dans ce qui suit (et en reprenant
les notations de la section 5) qu'il existe un réel TI > 0 tel que,

21+<T7PA^_l < K <, N^.

6.1. Cas diophantien. La proposition que nous présentons est à la base de la méthode
KAM dont nous avons parlé dans l'introduction.

6.1.1. Proposition. 77 existe des constantes 07, b positives pour lesquelles ce qui suit est
vrai. Soient A C R un intervalle, A <E C^(A^), et F e C^R^/PZ^ x A, g) où P ^ 1
est un entier. Supposons que:

a) \A\s < F,, où 1 < F < M;
b) pour tout A e A, SA(A) e DS^{N,K,P);
c) (MTJVP)07 ̂ ,y < 1 (en particulier |F|/^ < 1). Alors, il existe 6 ' > 0,

Y G C^. (R^/PZ^ x A, g), A e C^/ (A, g) et F ' G C^/ (R^/PZ^ x A, g) tels que,
(i) S ' = bÇNr^ë,

(ii) A'+F'^e^A+F,
(iii) A'(A) = A(A)+F(0 ,A) ,
(iv) pour tout 0 < h' < h,

p2d/î/p7\na7 ^-^TrA/'P-1^-/^)

^v s -c.W Î1'+ ""'-(î^-1^"-

6.2. Cas général. Dans tout ce qui suit nous supposons donné A(-) e C^(A,^) qui
satisfait l'hypothèse T-i suivante:

Hypothèse U.
a) A û^m^ ^^ décompositions S(A(A)) = Si(A) U • • • U E^) et y(A(^)) =

Vi(A) U • • • U ViyÇX) qui sont {M, 6, c, r)-transverses (y,Ç)-séparées, telles que
V(A(A,)),E(A(A,)) c D(^R); en outre,

b) C < ^K-\
c) il existe (p, Jres, k) pour lesquels A(-) satisfait l'hypothèse Ha^q^Çp, Jres, k).
Soit en outre F e C^<ç(A x Rd/PZd,g^ posons

( w , \
B(A,0)=exp -^(^^,TO(A) ,

Z==l /

F(A,.)=Ad(B(A,.)).F(.).

On a alors A + F%(B)A + F.
Remarquons que F est PZ^+^-périodique (B étant ccP-O^Z^-périodique). On

peut alors appliquer le lemme 5.1 à A + F pour obtenir A' + F ' conjugué à A + F avec
F' G C^(A x R^/PÛ^Z^). Si on prend en compte le paramètre A les estimations
sont données par la proposition suivante:
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6.2.1. Proposition. Soient A C R, A(-) e C^(A^) satisfaisant l'hypothèse H ci-dessus
et F ^ ̂ 6^ x I^APZ^). Supposons que \A\s < F < M et que

(6.2) (bNMP^Y7 \F\^{h - h')^ < 1,

puis posons S ' = {bNMPy^V^.
Alors il existe. A' G C^(A^), F, F ' e C^(Rd/DP+lPZd x A, g) tels que,
(i) pour tout \ G A, A' + F ' , À + F et A + F ^^r conjugués;

(ii) po^r ^r À ç A,

A(À) ç ̂ ((l/^+i^.D^1?) = û^((l/2)A^l,4^DP+l);

(iii) pour tout À e A, A'(À) = A(À) + F(0, À);
(iv) pour tout h' < h, \F\H, < &e27^p-lI)-(p+l)^^/|F|^ où Q est l'entier intervenant

dans la proposition 5.2.2 (élimination des résonances);
(v) on a F := |A'|<5/ < bT + \F\H^ , et pour tout 0 < h' < h,

\F'\H'^ ^ P2dD2d^l\bTN^^e^p~lQN-•^ IF1^6, , . , ._- ^ v--^, (fa-/,')2rf

,̂ ,̂,e^^> -̂—i,î .
Nous ne donnerons pas la démonstration de cette proposition qui résulte des estimations

de [5] chap. 6.

6.3. Contrôle de la transversalité. En utilisant les résultats de la section 3 on peut
préciser dans la proposition précédente le contrôle de la transversalité. Dans toute la section
6.3 nous supposerons les hypothèses de la section 6.2.1 vérifiées ce qui nous permet de
définir F, F', etc. Par ailleurs pour simplifier les estimations nous supposerons, ce qui est
toujours possible, que r > 1.

6.3.1. Proposition (Accrétion et perturbation des racines). Supposons l'hypothèse U
vérifiée sur A (ce qui suppose la donnée d'un N ) et supposons que:

d) e<(bRMy~l)~lï, où on a noté e = |F|̂
e) y + 2C < 1

Alors, il existe une partition II de A en intervalles À et sur chaque À des décompositions
{y',^)-séparée et {M',6',c',r')-transverses,

S(A /(À))=S / l(À)U•..U^(A),

y(A /(A))=V/(À)U•..U^(À),

s(A/(À,)),y(A/(Â,))c^(o,J^/)

pour lesquelles ce qui suit est vrai:
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(i) soit l'^ = l-s, auquel cas l'y = ly et on a alors,

R' = b(R + N), M' = (bRYM + (bMRv-^Y^,
6' = (bMNRv-^-^ô, c' =c- (bMRN^Ô-1)^^,

v' = v - {hMRv-^Y^, C' = C + q^MRi)-1)^ ,
r' = r,

où v = inf(^, j).
(ii) Soit l^ < l^, et alors,

R' = b(R + N), M' = (RMY + (bMRî)-1)^^,
6 ' = b^MNRy-^-^S, r1 = q^r,

v1 = v - (hMRy-1)^^ C' = çC + ̂  + (bMRy-1}^^
c1 = ((6MJ^7V)-l^c)/tr - (bMR^NS-1)^^,

et il n ' y a pas d'autres cas possibles. En outre,

#n <, 6(1 + ̂ (bNPMé^)^.

Démonstration. - A) Séparation des amas décrétés'. Le lemme 5.2.1 montre qu'il existe
des réels yf, 1 < i < ̂  et yV 1 < j < ly tels que, max(\yf\, 1^1) ^ a^N, et pour

î^'

lesquels,

S(XA(A)) = Ù(S«(À) - v^ ^ACA)) = Ù(y'(À) - y^))-
1=1 i=l

Notons, Ê,(À) = S,(À) - î/?, y,(À) = Vj{\) - yj. Puisque S(À) C (-^,Jî) on a
S(À)=E(;^)C (-^À) aveca=J^+maxl<,^(|,/E |) < (1 + a^)R.

Pour tout (î,j) e { 1 , . . . ^s}2, définissons,

E^ = {À G A, Res(E,(À), É,(A)) = (2C + ̂ mîm^-1^},

et posons E = UijEij', soit II l'ensemble des composantes connexes de A - E.
Nous verrons plus loin (voir E) plus bas) que E est fini et estimerons son cardinal.
Remarquons :

6.3J.1. Lemme. Soit À e A. ( i ) si | Res(S,(A),Ej(À))| > (2C + ̂ ^-i^ alors,
dist(Sî(À),S^(A)) > v. ( i i ) sinon, il existe (ô-,f) G î^ x Sj ^/ ^M^,

i— i i
\à — r\ < (2Ç + i/) ^^ z/'71^^ .

Démonstration. - (ii) est évident. Démontrons (i). Il suffit de remarquer que s'il
existait (00,7-0) G î^ x E^ tel que, \ào - 7-01 < v, alors on aurait pour tout
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((7,f) e S, x Sj - {(00,7-0)}» |o - T-I ^ \à - ào\ 4- |ôo - ̂ ol + l^o - ̂ < 2C+ ̂  car
par définition diam(S^) < C. Ainsi,

| Res(S,(A), S,(A))| = \ào - fol n |^o - Toi < (2C + ̂ mîmj-1^
(cr,f)^(cro,To)

D

Nous pouvons alors définir pour tout composante connexe À G II la relation définie par:
iHj si et seulement si | Res(E,(A), S^(A))| < (2C + ^>)m^m^- l^ ainsi que le graphe (non
orienté) I\ associé. Appelons l^ < ̂  le nombre de composantes connexes maximales
de ce graphe et définissons pour chacune de ces composantes connexes Ck, 1 < k <_ l^
l'ensemble, Êfc(A) = |j S,(A).

ieCk
D'après le lemme précédent,

diam(Ê,(A)) < (#C,)C + ((#C,) - 1)(2C + v^~^v^,
^l-

^ç(C+(2C+z>) 1 —. ;>——.)= C.

Ainsi, S(A) = Si (A) U - • • U Sfc(A) est une décomposition {v, ̂ ^éparée.
Remarquons cependant que si l^ = l^, chacune des composantes connexes maximales

du graphe F(À) est réduite à un seul élément et par conséquent, la décomposition obtenue
coïncide avec la décomposition initiale en Si(A) et est donc {y, Ç} -séparée.

B) Étudions à présent les propriétés de transversalité de la décomposition (non
nécessairement séparée) S(A) = Si(A) U • • • U S^(A). Tout d'abord déterminons la
transversalité des^E,(A). Pour A e À G n, S,(A) est déjà ((1 + [^D^M,^)-
bomé; on note 6 le 6 ' donné dans les propositions 6.1.1, 6.1.2 (nécessaire pour
pouvoir définir A), et S = (bMNv'^^ë', en effet puisque x^{u) = Xs,(^ +
2/sJ, on a, |Xs.(^)l^ ( l+ l^+^D^M,^ (1+1^1)^(1+1^1)^ M. En outre,
^(Xs^A)^)) = y\X^w(u + î/sj, pour tout 0 ^ j ^ r. Ainsi, Sz(A)|^ est
((1 + I^J^M^c^-transverse.

Déterminons à présent la transversalité de Res(E,(A), S^(A)) pour tout (^j). On a,

Res(S,(A),è,(A)) = Res(S,(A) - ̂ ,S,(A) - ̂ ,),

=Res(E,(A),S,(A);î/s,-2/Ej.

Or par définition, ceci est (M(l + |î/s, - 2/EJ)m^mJ,^c,r)-transverse. II est donc
clair que la décomposition Si (A) U • • • U S^(A) (qui n'est pas forcément séparée) est
(M^IÎ^^c^-transverse (car les \y^'v\ sont plus petits que (1 + a^)R).

C) Transversalité'. Appliquons à présent le lemme sur l'accrétion des racines à la
décomposition, qui elle est séparée, E(A) = Si (A) U • • • U Ê//(A). Comme E(A) =
Si(A) U • • - U 5^ (A) est (M(10J?)9 , 8^ c, r)-transverse, la nouvelle décomposition est,

((bRq2M)q\^[(brMR(6)-l)-Krc}k\q2r)

transverse.
D) Perturbation des racines. Résumons les résultats de A), B), C):

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



222 R. KRIKORIAN

1) - sHs = l^ alors (Ê^) = (S,) et la décomposition S(A) = Êi(A) U • • • U E^(A)
est (M, <î, c, r)-transverse (;>, C^éparée avec

M = M^bRY2, 6 = (bMNy-^-^Ô, c = c,
r = r, A ̂  6JÎ, < = C;

2) - si /s < ̂  la décomposition, Ê(A) == Êi(A) U . • • U Ê^ (A) est (M, 5, c, ̂ r)-
transverse et (i>, ^-séparée avec

M == (bR^MY2, 8 = {bMN^-^ë, c = [{brMRW^-^c]^,

r = q2^ R = bR, C = 2ç(2 + ^>) l~^^>^,
où /t est une constante positive ne dépendant que de q.

Notons S'(-) = XS(A'(.) = XÉ+X^O,.) = A:É(.) +^(')î nous pouvons appliquer à présent
le lemme de perturbation 3.2.4.1, pourvu que \rj\s' < (fc^RM^"1)"49, et alors, il existe une
décomposition { y ' , CQ-séparée et (M7, 6 ' , c', r^-trans verse de S^A) = S'i(A)U- • •Ui;^/ (A)
avec:

M' = {bR^M + (foM^-1)1094]^!^, ^ = (bRMv-1)-^^
c' = c - (6MÀ>-l(rl)12(^4rH^ r' = r,

'̂ = i> - ̂ MÀ^-2!^]!, C' = C + ̂ M^5^-2!^]!,
R' = bu,

les valeurs des variables avec des chapeaux étant celles que nous avons données
précédemment suivant que l^ = l^ ou l^ < /s. Quitte à changer les constantes /^,6
ceci donne les estimations de l'énoncé de la proposition (remarquer que si r > 1,
(r^)^ <, 2^ si ^ > K, est suffisamment grand).

E) Déterminons à présent le cardinal de,

E^ = {A e A, Res(S,(A), É,(A)) = (2C + ̂ mt^-1^};

Comme, par hypothèse, max(2^ + v, ̂ ) < 1 et v < c, on déduit du lemme 2.2 que

,̂ ^ ,((1+|A|)MW2)-^-)^..^^

et donc que #E < (1 + [A|)(6rJ^A^M^-l^/-l)/îr, où fï > 0 est une constante.
F) Enfin, remarquons que si l^ = l'^ alors ly = l'y'- ceci résulte immédiatement du fait

que les éléments a- ç S sont obtenus comme différence d'éléments de V. D

6.3.2. (Séparation plus fine des racines). Soit A ç. C^(A,g) telle que S(A(A)) et
V(A(A)) admettent des décompositions {M\ 8^ c,r) -transverses. Fixons en outre v ' < c.
Il existe alors une partition II de A en intervalles A et sur chaque A des décompositions
S(A(A)) = Ei(A)^U ... U S^(A), V(A(A)) = Vi(A) U ... U V^(A), (l^ly < q) ne
dépendant que de A, qui sont (M', 6^ c', r'^-transverses et (y\ C,'}-séparées avec

M' = bÇRM^Ô-1)^ 6 ' = b{M-lR-lvfY6,
c7 ={bR~lM~lyl6cY\ r1 = q2^
C7 = 10 '̂.
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En outre #îl < bÇMRÔ-1^'1)^! + |A[).

Démonstration. - Découpons A en (1 + |A|)(z/((l + J^M)^^))"9 intervalles d'égale
longueur au plus (ï/M"1^^)^ + IÏ))~q• Soit À un tel intervalle et fixons Ao ^ A.
D'après la remarque qui suit la définition 3.1.1, il existe une décomposition 4î/-séparée
maximale de S(Ao) = Si(Ao) U • • • U S^o), V{\o) = Yi(Ao) U • • • U Y^(Ào) et donc
(4î/,4gi/)-séparée. En outre, pour tout ^(Ào) G S(Ao) et A € À,

Xs(.)(^(Ao)) = H (a-cr,(Ao)),
<r€S(.)

est (M(l + Icr^Ao^^^c^-transverse et par conséquent (M(l + Iî)g,^)-bomée. Donc,

|XE(A)(^(AO)) - XE(Ao)(^(Ao))| ^ M{6l2r\\\ - Ao|(l + -K)9,

et d'après la condition sur le diamètre de A,

n k-^o)!^,
cres(À)

ce qui montre qu'il existe au moins un ai ç. S (A) tel que, \<Ji — ai{\o)\ <: v ' .
De même, pour tout o~i{\) 6 S(A) il existe au moins un (^(Ào) € S(Ao) tel que

|<Ti(À) — (Ti{\o)\ < v1. Comme les racines de ^S(A) et ^s(Ao) sont en nombre égal (en
comptant les multiplicités), et comme les S^(Ao) forment une décomposition 4;/-séparée,
il est clair que si l'on pose,

E,(A)=^/(S,(Ao)),

onaS(A) = Si(A)U- • -LJE^(A) et pour tout (a,ï) e Si(A)xS^(A), |cr-T| > 4^'-2^' >
v1. Ceci est la décomposition cherchée. On a alors diam(E^(A)) < 2^//+4gz// < 2(l+2ç)^'.
On peut procéder de même pour V^(A).

Comme S(A) et V(A) admettent des décompositions (M, 5, c, r)-transverse, on sait
d'après la proposition 3.2.2.1 que S(-) et V(-) sont (Mi,^i,ci,ri)-transverses avec

Mi = M9 , 5i == 6,
ci = ((^MAnT1)^)^, ri = ^r,

et par conséquent, les décompositions E(A) = Si (A) U • • • U S^(A) et ^(A) =

YI (A) U • • • U y^ (A) sont, en vertu de la proposition 3.2.3.2, (M', 8^ c', 7*')-trans verses avec

M' = (ft^Mi^"1)693, ^ = {bRM^^)-4^,
c1 = (ô^Mi^"^-1)-795^!, r^n,

c'est-à-dire, quitte à changer les constantes /î et 6, la conclusion. D
Nous montrons à présent comment la transversalité permet de déduire que l'hypothèse

T~i a lieu sur des sous-intervalles de A.
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6.3.3. Lemme. Soient E(A(A)) = Ei(À) U • • • U S;(A) une décomposition (M, 8, c, r)-
transverse sur A ^ (;/, Ç) séparée avec

C < |(7^+1^)-1.

// ^.mr^ a/or^ M^ partition lires ûfe A ^n intervalles À ^ /?OMr ̂ r À e lires ^n ^r^r
Q <p < q^un sous ensemble Jres C { 1 , . . . , / } et pour tout i ç 1res un entier ki = k{i) ç Z^
^fa ^M^ T~iai,q,D{p^Jres^k) soit vérifiée. En outre,

^n^M.R^C-^l+IAI).

Démonstration, - Découpons A en M(l + R)q{6/2)~l(~q{l + |A|) intervalles À de
longueur au plus,

|À| «.MÇl-^R)^-1^^.

La démonstration du 6.3.2 montre que si À, Ào sont dans À alors dist(S^(A), I^(Ào)) < C-
Fixons donc un Ào dans chaque À. On sait d'après 5.1.3 que si K >_ 21+a7J9g+lAr<7,l,
il existe un entier 0 <, p < q un ensemble Ares C S(Ao) et pour chaque a e Ares un
entier ka e 7e tels que,

( k \
- si a e Ares, alors \ka\ < Np, et a - —^] < K~1,

( k \sinon pour tout 0 < \k\ < Np^, a - ( a; ) > K~1.

Remarquons qu'en fait pour tout 1 < i <, l et tout (a,r) e (S,(Ào) H Ares)2, ka = kr.
En effet si ce n'était pas le cas on aurait,

K-l<-flK-l-^^-lD-^2N,r(T< (fca^^) <\^-r\<^

ce qui est impossible vu le choix qu'on a fait pour C. Donc si S^Ao) H Ares 7^ 0 on peut
définir ki = ka si a ç. E^ H Ares-

On a alors pour tout a e S,(Ao),

--f^^l^^+c^^.D P ' ~ 4 -

Posons donc Jres = {^ S^(Ao) n Ares 7e 0}. On a évidemment pour tout a e Si(Ao),
^ ^ ^res»

V0<|fc|^^i, a-C^-,^ >^-1.

Comme pour À € À, dist(E,(A),S,(Ao)) < C < ^-l/4, on a clairement, pour i ç J,es
et <7 G S, (A),

^ - (^'(x;) < (5/4)^-1 + C < W2)K-\
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et pour ï ^ Jres, û- e S,(A) et 0 < |fe| < TVp+i,

^ - (^TT^) > (3/4)^-1 - (1/4)^-1 = (1/2)^-1.

Ceci conclut la démonstration du lemme 6.3.3. D

7. La procédure de récurrence. Dans ce qui suit ai > 0 est la constante intervenant dans
la section 5.2, 05 = min (y^-, (47)-1.D'-^+1^], et 07 est la constante des propositions
6.1.1 et 6.2.1.

7.1. Choix des suites.

7.1.1. Les suites N^Kn^hn pour estimer Fn. Posons,

, h,
rin - 2n-l ^

et soit a > 0 suffisamment grand pour que si l'on pose

,^-(^)(^^_Q\ , - Q ^ ,
\ z / z

on ait, p2 > 2/?i > 0.
Nous supposerons alors a > a\ (où ai > 0 est la constante définie dans la section 5.2).

Notons alors p = p2- > 2, et choisissons,• pi

0 < / 3 < — — —1 + 2(0

Définissons encore /?i = 2/3, f3-z = p/3i; on a alors,

0 < / ? < / 3 i < / 3 2 < l - / 3 < l .

Nous introduisons à présent pour tout n >_ 1 et tout j3" >_ 1,

_ ^(l+/3)»+/^ ^^
n —— 0 L ?

^TT^npi

et pour tout 0 < k < q,

^.=afc7V,.^n,k — "- l ^ n '

Remarquons qu'avec les choix qui ont été faits pour /?i, /^ ^i, p^-, P, on a toujours,

-b(JVn,p+l - QNn,p)(hn - fen+l) + QA^/^

£)(9+1)(^-1)£)P+1

^ _ ZTTJMnIïn ^ / ^^ ..„
^-/^-(,+1)(,_1) --A(l+/^) - ^ ,

et,

. _QN^hn^__ 1 J27rN^ /?l(l+/3)n+/3// .^ ,^, . , ,
^p^+D^-Dû^+i = 2^ ^(^D(-i) < p2————^————-^(l+y?) +P/3 .
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Posons enfin,

K^ = ̂ ^^"a^1.2^^^.^^1)"
27rhnpi

de façon que l'on ait

721+aA^+l<J^A^).

Ainsi, les suites Nn.Kn dépendent de (S"\ plus la perturbation initiale Fi sera petite
plus f3" pourra être choisi grand.

Mentionnons, avant de clore ce paragraphe, le lemme suivant dont on pourra trouver
une démonstration dans [5], chap. 6 (on peut aussi le prouver directement par récurrence).

7.1.2.1. Lemme. Soient Tn-s ^n (n >, 1) deux suites positives telles que,

€n+i < ̂ {^re^^^e^ + ̂ (/T)^-^1^)71-^

r^i^r^e^1^)^^
(avec b,d7 > 0).

Alors, si, ei < e-(l+^//e-(l+^ on a, pour tout n > 1, 6, < e-(l+^//e-(l+/3)^ ^
Fn < (2&)n^l, pourvu que fî" > ̂  := cste.(^-), la constante (positive) ne dépendant
que de b et 07.

7.1.2. Les suites Cn, Sn pour estimer la transversalité. Nous notons f = q~2. Posons,
^l+a q-{-lCK = ̂ '-s^'

et,

on a donc,
BK=Log(2(l+/3)Z5"+1);

^"r'C^e-^ < (4ç<0-la5^-l.

Introduisons également la suite,

^c^exp^i+^y^^^),
et pour /?" > 1,

Un = U^fî") = (/^r1":.

Définissons alors pour /3" > 1 les suites C», «n pour n > 0 de la façon suivante:
(i) Co = 1, Ci = ((/3//)-l%le-B)7, si = 1; ainsi.

C^ < (4ç^)-la5^^1.

(ii) Supposant construit s, pour 1 < i < n et Ci pour 1 < i <, Sn, posons,

Sn+i = 1 + max{^ +j, ^ < (4^)-lo5^1+,},

et,
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a) pour tout 0 <, j <, Sn+i - Sn, 0+5, = C^.
C^+l = (^n+1b) Cs^+i = (^sn+i)^ Notons également

^=#{l<J<n. s^n}.

On a alors, si on note ln^ l'itéré fc-ième du In (défini sur (a;, oo), pour x assez grand),

7.1.2.1. Lemme. Pour tout entier k > 0 il existe une constante dépendant de k mais pas
de (S" telle que ^n = (cste)^ lnfc(n).

Démonstration. - II suffit de constater que d'après les définitions de ^n,Cn»

O?")"1^-^14-^2^ > (/T)-1^-^123,

c'est-à-dire Sn-^-iB > (l + |) ".et donc en prenant les racines carrées,

VBS^> (l+j)
/n^

Le lemme est alors clair pour la suite ^/s^B, et donc également pour Sn- D

7.1.3. Estimations sur la décroissance de certaines suites. Nous étudions à présent
les prophètes de certaines suites définies par récurrence qui interviendront dans la section
suivante. Supposons données {sk)k>o et {un}n>i comme en 7.1.2 et donnons nous pour
tout k e N des ensembles Ik C [5^5^+1) H N tels que #Ik < g. Nous noterons 1 la
réunion des Ik et également 1 l'application de N dans les parties de N à au plus q
éléments qui à k associe 7^. Posons pour f3" > 0,

, - />-(l+p)/?-( l-^/?) î l
tn — c' ° ?

et soit Tn une suite croissante d'entiers positifs que l'on supposera plus grands que 1 (ce
qui est toujours possible) telle que,

Vn^ 1, 7^ <ç3^.

Fixons également Y* > 1,^ > 1 des constantes positives et posons,

V{(^ff)=V={(3ff)2.V\

Pour (t,w) € (0, l)2 et fî" > 1 définissons deux suites tn^Wn au moyen de deux autres
suites intermédiaires în^Wn de façon que la propriété suivante soit vérifiée:

Propriété BiÇt.w,^).
1) t\ == t, wi = w.

2-a) Pour n = Sk. tn = (V^tnUnWn)^' et Wn = {V'^Un^Wn;

2-b) POUr Sk < n < Sk-^1, tn = tn, Wn = Wn.

3-a) Si n € 1 alors,

tn+i = {V-^w^ - (V-^nwJ-^e! et w^ = (V-^YW^
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3-b) Si n (JE I, alors,

t^l=(V-n)Ktn-{V-ninW^-Krnei et w^i = (V-^YW^

Afin d'étudier les propriétés de ces dernières suites nous introduisons une nouvelle
définition:

Propriété B}{t,w,(S").
1 i\ = t, Wi = w.

2-a) Pour n = ̂ , în = ÇV-^UnWn)^ et Wn = ÇV-^nt^Wn;
2-b) Pour Sk < n < 5^+1 et în = tn, Wn = Wn.
3-a) Si n e 1 alors, t^ = ̂ (V-^w^ et w,+i = {V-^YW^
3-b) Si n i I , alors, t^i = j^-TL et w^i = {V-^n^Wn.
On peut alors énoncer:

7.1.3.1. Proposition. Pour toute valeur de t, w > 0, il existe une constante f3^" et une
constante C^ > 0 telles que, pour tout fî" > fî^", si les suites tn, Wn vérifient Bi{t, w, 13"),
on a,

^ = mm(w^) > (/?/')-3^nlnn(^^)C*n- ̂  ,-(i+^)^

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant:

7.1.3.2. Lemme. Pour toute valeur de t^ w > 0 et tout (S" > 1 il existe une constante C*
indépendante de f3" telle que si les suites tn^ Wn vérifient B^(t^ w, /?") on a,

^ = min(w^) > ̂ ^-^^"[((y*)-1^)^:]^^' » e-^\

Démonstration. - II est déjà clair que si 0 < t,w < 1, alors 0 < tn,Wn,tn,Wn < 1.
Posons alors

Xn=-mtn, Xn=-mtn, î/n=-hlWn,

yn = - In Wn, Zn = max(a;^ yn)

(r \ ~ (r \
puisX, = ( x n ) etX, = ( x n ) .\yn ) \yn )

La propriété B}{t,w^{3") se reformule de la façon suivante: pour tout n > 1,
X^ = U^Xn + S^ où

^ u (^rn ^ . 0 /^(nInV+ln^1))^ .
(1) un = [^ 1 ) et sn = [ ^(nlny+ln(^))J sl n = sk-

(ii) Un = Id et Sn = 0 sinon.
Par ailleurs, Xn-}-i = AnXn + Br, avec
, , (^rn ^n\ - /In 2+^ In Y \ .

a) An = ( ] et Bn = [ , _ , si n e J,
\ ^ l / \ ni^mV j

^ A f1 °\ . n /ln2+nlny\ . , -b) An=^ i j e t ^ = ^ ^^ J s i n ^ J .

Notons Z^ = (J U {5^, Sk < n}) H [0, n]; on a #în < q^n + ̂ . Pour fixer les notations
nous appelerons 0 < %i < i^ < • • • < im < n les éléments de 2'n avec m ^ (g + 1)^.
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D'après ce qui précède on a toujours, X^+i < ÀjXj + Bj, avec Àj = AjE/j et
Bj = AjSj + Bj, et,
- si j (E 2^, \\Àj\\ < 4/t2^ et ||B,|| < ^2rn i^{n\^(2V) + ln(^1)), où on a

noté I I I I deux fois la norme sup des matrices qui est une norme multiplicative
(||AB|| < ||A||.||B||).

- si j i î^ Aj = A, et Bj = Bj.
Ainsi, puisque les matrices sont à coefficients positifs plus grands que 1,

<n-l

X^(Â,_r..Âi) ;̂B, +XiL
L\ j=i / J

où l'inégalité signifie que le coefficient (%, j ) de la matrice de gauche est inférieur ou égal
au coefficient (î,j) de la matrice de droite.

Estimons cette expression en notant,

9i = A ^ - r - - A i
©2 == A^-i —A^+i

©m+l — Ayi-i • • • A^+i;

on a d'une part,

et d'autre part,

Àn-1 • • • A I = Q^+IÂ^Q^- ' -Â^GI,

'vQk = ((^ - J{zk - zk-i -1)^ i/
Ainsi

m m+1

||Â,-r-.Âi|| ^ n^2^) 11 ll9^ < (4^2rn)(<^+l)^(2^n(g+l)+l.
f=l Z=l

En outre,
n—l j- m -j __

^Bj < ^5/•^2 ' '••K(^;ln(2y)+ln(^ l)4- ^ 2/înln(2V)
.'•=1 ^=i -* ^i»-i

< 5^(ç + l)/t2r"/t(nln(2y) + ln«1)) + 2n2/îln(2y).

Mais nous avons vu que S,n décroît plus vite que n'importe quel itéré du logarithme et que
Tn < (ç)3^"; par conséquent, il existe une constante C* indépendante de (î" pour laquelle

IM^C^ln^^+Xi).

Comme V = (/3//)2.V* et u^1 = (3"(u^)~1, on peut écrire, quitte à changer la constante
C > 0.

^n > (/n-30'"1""^*)-1^!)0'"111",

où (7* ne dépend pas de fS".
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Ceci complète la démonstration du lemme. D
La démonstration de la proposition se fait à présent par récurrence: Notons (7* la

constante intervenant dans le lemme précédent et montrons déjà que l'on peut trouver
fî'{ > 0 tel que pour tout f311 > (3^ on ait pour tout n > 1,

(7.5) e-lT£/3//e-^l+/3)n.(/?^)3c*nln7^((V*)-l<)c*nlnTl < 1/2.

Il suffit pour cela de constater que (c'est un calcul facile),

maxte-^+^^i)3^^] < (cste).e^111^1))2,
n>l

et comme max^ile'^^^^y*)-1^)^711"71] < oo, on voit qu'il suffit de choisir /?"
tel que,

(cste^-^e^111^1))2 < 1 .
Zi

II n'est pas difficile de voir que (cf. [5], chap. 6),

^>(^\
\ ̂  )

convient.
Montrons maintenant par récurrence que les énoncés An et An sont vraies pour tout

n > 1.

Énoncé An: (V-^nWnf-^^^en < 1/2.
Énoncé An-' Si (^, w^, ̂ , w^) sont les suites définies par la propriété B*(t, w) alors,

tn > t^, Wn > '<, tn > ̂ , Wn > W^.

Supposons donc An, An vraies pour tout 1 < j <, n, alors de An on déduit aisément que
^n+i ï ^+1 ainsi que les inégalités analogues pour Wn+i,tn+i,Wn+i. Par conséquent, les
estimations du lemme précédent montrent en utilisant (7.5) que An+i a encore lieu.

Ceci complète la démonstration de la proposition 7.1.3.1. D

7.1.3.3. Remarque. Si les sous-ensembles Ik ne sont définis que pour k tel que Sk < n,
et si les suites ^,w, vérifient BjÇt.w./S^) (resp. fî^^w,/?")) pour i < n, les estimations
données en 7.1.3.1 (resp. 7.1.3.2) restent valables pour i <, n + 1.

7.2. La récurrence. Reprenons les notations de la section 7.1 et fixons quelques
quantités:
- si /^i = fï > 0 est la constante intervenant dans les énoncés des propositions de

la section 6, nous notons

(7.1) / t==10^i.

- soit bo une quantité plus grande que la plus grande des constantes b intervenant dans
les propositions et lemmes des sections 3 à 6 précédentes et soit b telle que,

(7.2) b > a^D^^.^boÇl + y?)!^]07;
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nous remarquons que

(7.3) Nn^i^^'Y7.

Le lemme du 7.1.1 appliqué avec b = b3 nous fournit alors une constante (3^ > 0.
Notons V >_ 1 une constante telle que,

(7.4) ^^(^.^^(l+Jîi)];

Si dans la section 7.1.3 nous posons Y* = V et K == R, nous obtenons des suites
t n , ' " , W n , Zn (qui dépendent de (S") et la proposition 7.1.3.1 nous fournit une
constante ^ > 0.
En raisonnant comme nous l'avons fait pour déterminer les conditions de validité de
la formule (7.4) on voit qu'il existe une constante fS'^ telle que pour tout fî" > ̂
on a,

(7.5) e-^^e-^^ < {W^Çl + Ri)z^)\

(7.6) (bNn^z^D^^hn - hn^e-^^'e-^^ < 1,

00 - - i 1
\'^^-2/QM2n/-i , K» ̂ '^^ ^ _,(7-7) ^;(^-2(2b)2n(l + WTeJ < -un.
j=n

Nous choisirons alors fî" > ̂  = max^o'^?/^)» et poserons,

(7.8) eo^e^^e-^.

Soient Ai e C^(A^) et Fi(.,-) e C^^(A x R^/Z^) telles que Ai(.)
admette des S, Y-décompositions (Mi, ̂ i, ci, 7*1) -transverses et (^i, Ci)-séparées telles que
E(A(W^(A))), y(A(W6(A))) soient inclus dans 15(0, R^ et posons, ei = |F|^,/ii. Les
suites Nn,p, Kn, hn seront définies comme en 7.1. On a alors la proposition fondamentale
suivante:

7.2.1. Proposition P{m). Si, \F\6^h^ < ̂  alors pour tout m > 1 et tout n <, m,
il existe, a) des suites On, F^-Rn, Mn, 6n, Cn, r^v-ni Cn. amsl ̂  des suites Mn,..., Cn.
de réels positifs, b) une partition Un de A en intervalles An € lin et pour chacun
de ces intervalles, des suites An e C^(An^), Fn € C^JAn x R/VÛ^Z^),
Gn € C^ ^(An x Rd/CGDqnZd, G) pour lesquelles ce qui suit est vérifié:

1) Si On note On = \Fn\6^,hrz ^ ^n = \^n\6rz on a P0^ tout n <: m' W

Yn < (26)^1 et en ^ e-(l+p)^/e-(l+^^ ( i i ) Un < (26/3/T(-Rl + 1). ( i i i )
mm(M„~l,^,^/n,Cn,Cn) > Zn et de même, min(M^1, 6n,î>n, Cn, Cn) ^ Zn' (^)
rn < (ç3)^ = O(lnfcn). (v) On a,

#Tln < [C{1 + |A|)^]-4^,

où C est une constante positive (dépendant de 13").
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2) Pour tout n <, m, E(A^(A)) et V(An{\))) admettent des décompositions,

S(A,(A))=Ei(A)U...US^(A) et y(A,(A))=yi(A)U...UV^(A),

(Mn,6n,Cn,rn)-transverses et (^n,Cn) -séparées et

E(A,(A))=Si(A)U...uè^(A), ^ y(A,(A))=Vi(A)U...U^(A),

{Mn,6n,Cn,rn)-transverses et {î>n,Çn)-séparées respectivement.
En outre, S(A,(^(A))) c W.R,), et V{An(W^(A))) C û(0,^).

3) Pour tout n < m, on a, si f = q~2,

Cn < 4^ €n ̂  (bRn^'Mn)^

Vn + 2<, < 1, (bMnN^D^^fe^hn - ̂ +1)-^ < 1.

4) Pour tout n <, m - 1, An E îln et tout X ç An,

A,+i(À) + F,+i(À, .)7Z(G,)A,(À) + F,(À,.),

- 0 Q^Pn^n+l

Fn+1 < &r^ + ben.e 7r^(^+ l)(—l)Dpr^+l ^

e^i < p2^l)(^l)(^^,^Qa^2-QNn-.(^^^^ . f ^ ,
(^n - ̂ n+l)

.^n^n^2^-"-^-^^^
(^ - h^Y en'

#n,+i < bMnR^\^(l + |A|)n,.

5) PoMr roM^ n < m - 1, on a Rn-^-i < b{Rn + Nn), et
(i) pour Sk <n < 5^+1, Mn = Mn, 6n = 6n, Cn = Cn, r^ = Tn, Vn = mm(̂  cj,

(»n := C,n, In ::=- l'n'

(ii) /?<7Mr n = sjç — 1,

^ =: 10^^^ ^n =: ^sk = loqî>n^

Mn = {bRnMni.n^n1?. ^ = {b^R^nf^

Cn = ((bRnMn^^nënCn)^ , T^ = Ç2^,

/^^ mêmes estimations ayant lieu avec ̂  = -^R < R - 2 à la place de R;
6) On a toujours Zn+i <: în et,
(i) Soit In-^-i = Ïn. auquel cas l^ = î^ et alors,

Mn^l = R^Mn + (bMnRn^f^ <în+l = (6M^A^1)-^

Cn+1 = C, - (bMnNnRn^W^^ ^n+1 = ̂  - (6M,^^1)^!,

Cn+i = Cn + qibMnRn^Yen, r^+i = rn;
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(ii) soit ln+i < In et alors,

M^+l = (ÏRnMnY + (bMnRn^fe^

^+1 = {bMnNnR^y^

c»+i = {{bM^Nn)-^^" - (bM^R^NnÔ^f^e^
- ~ _1 - i

^n+l = ^n - (bMnRn^n Y ̂  ^

Cn+i = ç(Cn + ̂ ) + qÇbMnR^fe^
r^+i = ç2^,

^5' mêmes estimations ayant lieu dans ( i ) et (ii) avec i ï ^ = - ^ R < R — 2 à l a place
de R.

7) Posons pour k e N tel que Sk < m, Ik = {i Ç. [^,«^+1) H [l,m - l], <i+i < Ii}.
Si (tn,Wn)n<m vérifie l'hypothèse Bi(t,w,{3"} pour tout n < m - 1, où t =
min(ci, ̂ i, M]"1), w = ^i, alors on a pour tout n < m,

max(M^) < mm{tn,w^)~1 et mm{cn,6n^n) > mm(tn,Wn) > 0,

et les mêmes inégalités sont vraies pour les variables « tildées ».

Démonstration. - Supposons la proposition P{m) vraie pour tout n < m et montrons
qu'elle est vraie à l'ordre m + 1. Partons donc de A^(A) + Fm{\, •) défini sur Km € 11̂
et vérifiant les conclusions de la proposition. Ainsi Am admet des décompositions
S(A^(À)) = S i ( À ) U . . . U S ^ ( À ) , V(A^(À)) = yi(A) U . . . u y ^ ( À ) qui sont
(M^,(^c^7^)-transverses et (^m,Cm) séparées.
• Si Sk < m < 5fc+i on a alors d'après l'hypothèse de récurrence 3),

Cm < 4^CL

et par conséquent d'après la définition de (,m (cf. 7.1.2, (ii),

Cm<4^<^5^1.

Nous pouvons alors appliquer le lemme 6.3.3 qui donne une partition IIres(Am) de
Am en intervalles sur lesquels l'hypothèse TÏa^q^Çp, Jres, k) est vérifiée. Notons Km
un élément de rires(Am). L'hypothèse T-L est alors satisfaite sur Àyn; par ailleurs
l'hypothèse de récurrence 3) montre que l'inégalité (6.2) a lieu sur Km et par
conséquent la proposition 6.2.1 s'applique et nous permet de construire A^+i, Fyn+i
de façon que l'hypothèse 4) soit vérifiée pour n = m. Par ailleurs, les points d) et e)
des hypothèses de la proposition 6.3.1 sont également vérifiés (d'après 3). Les points
(i) et (ii) de la proposition 6.3.1 démontrent alors les estimations du 6) où les valeurs
de Mn^Sn^etc. sont celles données par 5-(i)

• Si Sk = m, on applique la proposition 6.3.2 avec v ' = —C^- Nous obtenons alors
une partition IIsep(A^) de Ayn en intervalles et sur chacun de ceux-ci, disons Â^, nous
obtenons une nouvelle décomposition S(A(À)) = Êi(À) U • • • U S^~ (A), V{An{\)) =
yi(A)U- • -UV^(A) qui sont (Mm, 6m, c^,r^)-trans verses et (^C^Gj-séparées et
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Mm, etc. vérifient 5-(ii). Nous pouvons maintenant sur km reproduire la construction
décrite ci-dessus sur chaque intervalle de lires (Âm).

Dans tous les cas les points 2), 4) 5) et 6) sont vérifiés pour n = m.
Vérifions à présent l-(iv) : c'est une simple conséquence du fait que si on note

h ^ {n e [sk,Sk+i) n [l,m], ^+1 < î^} on a #Ik <: q: en effet si les ij,
Sk < ii < ^2 < • • • < ij < min(m,^+i - 1) sont dans Ik - {sk}, alors on a
1 < h, < ^_i < • • • < h < h < q, ce qui entraîne que j < q (entre sjc et s^i
il ne peut y avoir qu'au plus q accrétions de racines). Par conséquent, vu que pour
Sk < i < min(m,5fc+i - 1), on a r,+i < q^rj, on obtient pour n < min(m + 1,5^+1),
^n < q3rsk et par conséquent ïn <: (ç3)^.

Pour l-(i): Ceci se déduit de 4) et du lemme du 7.1.1. l-(ii) se démontre aisément en
utilisant les points 5,6) et le fait que A^g+i < (b^)71.

Pour 7): Posons, tn = min(^,Cn,M^1), Wn = 6n, et définissons de même tn.Wn.
Un examen des estimations des points 5.(i), (ii) et 6.(i), (ii) montre que (^n,^n^n,Wn)
vérifient la propriété ffj^w,/?") pour n <, m où dans dans les définitions de B,B* on a
choisi K = R, Y* = V comme en (7.1), (7.4). Vérifions par exemple que,

t^l ̂  M^ ̂  [V-^n + CnÇtnV-^-^

yn^-1
> _________n_______ > V^i _ p (+ V-^^-(Ki+2)
- l+^(^y-n)-(M+l) - v tn en{tnv )

(où on a utilisé que pour x > 0, (1 + x)~1 > 1 - x) et on a choisi R > ̂  + 2. Les autres
estimations s'établissent de la même façon. Ceci montre 7) pour n = m + 1.

l-(iii) est une conséquence immédiate de la proposition 7.1.3.1 vu le choix fait pour /3":
mm(tn,Wn,în,Wn) > Zn- l-(v) découle des estimations l-(iii), l-(ii) et du 4).

La deuxième et la dernière inégalités de 3) résultent du choix fait pour f3".
La première inégalité de 3) se démontre de la façon suivante: Comme précédemment soit

h = [j ê [sk, 5^+1) UN, lj+i < îj}. Supposons Sk < j < n < m+1; si j ^ J, on a alors

Q+i - 0 + g^-^)2^! + WTeJ,

et si j e J,

O+i = ç(0 + ̂ ) + ç^-^)2^! + RiWe].

Par conséquent, vu que pour Sk < j < Sk+i, Vj < C^- 1» on a»

i 1 n—l

Cn ^ ̂ G. + ̂ ((gC?.-) + ̂  g^-2(26)2n(l + WTeJ),
J'=Sfc

J- n-l

^ 2^c? +ç<^+l ̂ (^^^(i+^/r^ej.
J^Sfc

A présent, vu le choix fait pour fi" la formule (7.7) est bien vérifiée:

f;(^-2(26)2n(l+^)/3")^J<l^,
j=n ^
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c'est-à-dire pour s^ <: n < Sk-^i,

Cn<2ç (^C?+A<4ggC?,

ce qui est la conclusion recherchée.
Finalement la troisième inégalité de 3) est immédiate d'après ce qui précède. Ceci

termine la démonstration de la proposition 7.2.1. D

8. Théorème en mesure positive. Rappelons le théorème « classique » suivant dans le
cas g = su{w + 1) (cf. [5] chap.4, chap. 3 ou [4] [3])

8.1. Théorème. Soient uj e CD(-y, a),h > 0, A(.) e C°°(A^), F G C^(A x
R^/PZ^) (P e N - {0}) et x > 0. Supposons que les valeurs propres v^îa(A) de
ad(A(A)) vérifient,

(8.1) |ÔAa(À)| >_ x > 0,

et que A vérifie,

(8.2) | sup 9i(A(À))| ^ M.
J=0,l»2

A ç A

Ator^ (7 é^ré? eo == eo{M,h,P,x) > 0 av^c

/„ , _ , (CMP\~^
eo{M,h,P,x)= [——j-j ,

où (7, [JL > 0 5-onr û^ constantes, tel que si,

e= snp |âiF(À,.)|,<6o,
J=0, l ,2

À G A

l'ensemble des X pour lesquels (^, A(À) + F{\, •)) ^r non réductible sur (R^/PZ^) x G
est de mesure de Lebesgue inférieure à, C.^^71—PY-.

La version usuelle de ce théorème est donnée d'habitude pour P = 1.

8.2. Utilisation de la transversalité. Montrons maintenant comment on peut récupérer
une condition du type (8.1) à partir d'hypothèses de transversalité

8.2.1. Proposition. Supposons que A(-) ait des E et V-décompositions (M,^c,r)-
transverses sur A C R. Alors il existe des constantes b > 0, ̂  > 0 telles que pour toute
chaîne d'inégalités Q < x < (&MJ^(î-lc~l)-K3, il existe un ensemble îl^ d'intervalles
de A avec

#IÏ2 < (&(1 + lADM^-^-1)^

mes(A - |j Aa) <, (6(1 -h ̂ MRS^c-1)^^2.
À2en2

sur lesquels la condition (8.1) est vérifiée.
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Démonstration. - La proposition 3.2.2.1 montre que S(A(-)) est (M^^c^r)-
transverse avec c = (feM^"1^1)"^; en particulier, Ao(S(A(-))) est (M^^c^r)-
transverse, et donc {Mq\6|2}~^q2r^l\c,q2rY^vÛ\: pour 0 < z/ < c le lemme 2.2
montre que

E, = {À G A, Ao(S(A(A))) = v ' }

est fini de cardinal inférieur à

#Ei ^ [29^(1 + |A|)Mg2(5/2)-(î2+l)c-l + l],

et la mesure de Lebesgue mi de {A e A, Ao(S(A(A))) < v ' } est inférieure à,

mi ^ (2^(1 + lADM92^^)-^^1^-1 + 1)2Î2''+2(^)^.
c

Notons IIi l'ensemble des composantes connexes de A — E\ sur lesquelles

|Ao(S(A(À)))| ^ v ' .

Ainsi, si, A e Ai £ IIi, on a,

n ^ - T ) ^ v ' ^
cr-^T

<r,reS(A)

c'est-à-dire, vu que S(A)) C D(Q,R\ pour tout a,r e E(À),

|a-T| >^(2a)-92 =^.

Par conséquent la décomposition en singletons,

S(A(À)) = U M,
açS(A(A))

est ^-séparée sur Ai e IIi et d'après la proposition 3.2.3.2, comme S(A(')) est
(M92,5, c, ç^-transverse, elle est (M', ^/, cf\ r')-trans verse avec

M' = (6M92^^1)693, S ' = {bRM^v^)-^^
c1 =(bR-lM-q2^\6yq7r^ r ' ^ q ^ r .

En particulier, cela signifie que pour tout u e R, À \-> cr^(À) - u est (M'(l + \u\\ 6 ' , c ' , r')-
transverse.

Découpons à présent chaque Ai G IIi en c'^M^l + ̂ (^(l + |Ai|) intervalles
de longueur au plus 2M/-1(1 -{• R)~16fc/, ce qui fournit une nouvelle partition IÏ2. Pour
A , À O e Â2 e ÏÏ2, À i-̂  ai(\) - a-i(Xo) est donc (M'(l + |a,(Ào)|)^/,c/,r/)-transverse
c'est-à-dire (M^l+Jî^^c^rQ-transverse et par conséquent {M'{l^K)6'~{r'J'l\cl .r')-
Pyartii; en outre,

MA) - ̂ (Ao)| < M'(l + W^)-1^ - Ào|,^
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Le lemme 2.2 s'applique alors à 9\(ai(\) - a,(Ào)) = Q\(Ti{\) et on obtient que,

^ 2 = { A e Â 2 , \Qx^W\>.x}.

pour ^ < c72, a au plus

M'fl +,RW - ( r /+l)

[2^(1 + |A2|)(--^-±^-————) + 1]

composantes connexes et que la mesure de Ag — Ey vérifie

mes(Â2 - £2) <: [2r'(l + \^\)M^-{-R16——- + l^2^)^.
u C

En majorant grossièrement il est possible de voir que pour des constantes ̂ , b > 0,

#Il2 < (&(1 + lADM^-^-1)^,

mes(A - £2) < (ÔM^-^-1)"^^^ + ̂ "^x^).

Cette dernière expression admet un minimum pour,

y ' == (ç2r^2) K292r+ l •^ l + K 2 9 2 r ,

où elle vaut,

(6M.R(î-lC-l)/t2(l + ————2-)(^2^) -29^+1 ̂ ^(1+^92-) .

^2Ç y

Rappelons que v ' doit vérifier ^/ < c; or, comme

0 (foM^-^-1)-^,

cela est assuré si,

X<(bMR6~lc-l)-K^

où 6, /^3 > 0 sont des constantes. On obtient alors (quitte à changer les constantes &, ^3),

—.mes(A- |j A^^ÇbMRS-1^1)^^
À2en2 D

9. Démonstration du théorème dans le cas G = SU(w + 1). Il suffit d'appliquer les
propositions 7.2.1, 8.1, 8.2.1. Nous savons que pour n > 1, il existe une partition lin de
A en intervalles À sur lesquels ÀA + F(À, •) est conjugué sur (R^/D^4"1^71"^^) x G à
An(X) + Fn(\, •), An admettant des (S, Y)-décompositions (M, S, c, r)-transverses. Ainsi,
d'après les propositions 8.2.1 et 7.2, à chaque À e 11̂  on peut associer un ensemble 11̂  2
d'intervalles Â2 C À sur lesquels, pour ^ vérifiant

(9-1) 0<Xn<(bMnR^lc^)-Kr3\
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on a

|A,k < ̂ 2, Va e A, \9^a o A(A)| > Xn > 0.

Le théorème 7.1, appliqué à (^An(A) + Fn(À, •)), qui définit un flot sur

(Rrf/p(9+l)(n-l)^) >< ̂

nous indique que l'ensemble A^TÎ^As) des À e A^ C À C A pour lesquels
(^A^(À) + ^(A, •))) n'est pas réductible sur (R^/D^1)^-^) x G est de mesure
de Lebesgue inférieure à

(e S~2Mq28~2h~lD(<q~{~l^n\p•
mes(A^(A2)) < (este)/" n n un an D———J-,

Xn

pourvu que

/CfM92^-2D^+l)n\ ~^
(9.2) ^2<(CMnôn D———) .

\ hnXn )

Par conséquent si (9.1) et (9.2) sont vérifiées, l'ensemble A/'7?^(A) des À e A pour
lesquels (^,ÀA + F(A,-)) n'est pas réductible sur (R^/.D^+^-^Z^) x G est de
mesure inférieure à

~ (e Mq28~4h~lD(q^l)n}p'
m^ = mes(.V7^(A)) < (cste).^n^.max^n^ 2(A).V n n n n ———^-

A ' Xn

+ #IIn. max mes(À - I J As)
A2€n2,^(À)
.-(g2+6)^ , __

,̂  / j. \ —60 —yi/to n '-'n / \ —fi/ï —nn^71 Kir2

<, (cste).^09.^ 3 .eî;————— + (cste).^09.^ 3 .̂ 3 Tl,
Xn

et donc pour une constante ^4 > /î3,

(9.3) m, < (cste).^^ f6^ + x^V
\Xn )

Quitte à choisir ^4 plus grande, il est clair que (9.1), (9.2) sont impliquées par,

(9.4) Xn<^\

(9-5) 6,<^^4.

Les estimations du 7 montrent alors que si on choisit ̂  = ^^^r^ ^^ ̂  ^^^
vérifiée et (9.5) l'est pour n assez grand et qu'on a alors bien dans (9.3) mn —> 0 quand
n —^ oo. Nous avons ainsi montré que pour presque tout À e A il existe un entier P
dépendant de À pour lequel ÀA + F est réductible sur (R^/PZ^) x G. Les propositions
1.2.5.1, 1.2.5.2 permettent alors de conclure la démonstration du théorème 1.1 dans le
cas G = SU(w + 1).
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10. Démonstration du théorème dans le cas général. On peut, en toute généralité,
supposer que le centre de G est réduit à l'identité, si bien que la représentation adjointe
G -^ Ad(G) C GL(g), u ̂  Ad(u) est fidèle (injective).

Notons K(X,Y) == -Tr(ad(Z).ad(r)), X,Y e g la forme de Cartan-Killing sur g.
Le groupe G étant compact c'est une forme bilinéaire symétrique définie positive (i.e. un
produit scalaire) sur g. Nous noterons Kc la forme hermitienne associée sur gc = g 0 C,
définie par

W^Y)=K(X^Y)^ x.ve^;

on a alors Kc\g = K. Si on note 0(g),U(g) les groupes orthogonal et unitaire définis
respectivement par K et Kc, c'est-à-dire les groupes constitués des éléments de GLÇgc)
qui préservent respectivement K et Kc, on a les inclusions,

G ̂  Ad(G) C 0(g) C U{g) C GL{g^)^

et en notant o(g),u(g) les algèbres respectives de 0(g)^U(g),

g ^ ad(^) c o(g) C u{g) c gl{gc}'

La représentation adjointe étant fidèle g et ad(^) d'une part et G et Ad(G) d'autre part
sont isomorphes (en tant qu'algèbres d'une part et que groupes d'autre part). En outre les
valeurs propres de ad(X) e u(g), X e g (resp. Ad(e27^x) G U(g)), sont alors 0 (resp.
1) avec multiplicité dïmt et les v^îo^X), a e A (resp. e271'^0'^0). Notons alors
u9 = Ad{u) ç. U{g) si u € G et X'7 = ad(X) 6 z^(^), pour X ç. g. Les valeurs propres
des endomorphismes a,à.uÇg)(X9) ç. gl{u(g)) sont donc les ±^/~^ïa{X)^ a G A avec
multiplicité dïmt et les ^/^(^(X) - a2(X)), 01,02 G A. Il est alors clair que, si (i)
pour tout a € A, a(A) -^ 0, et (ii) pour tous ai, 02 € A, ai(A) 7^ Q;2(A), la famille
\A9 ç. u{g) vérifie les hypothèses du théorème 1.1 dans le cas u(g).

Remarquons que ces conditions sont vérifiées pour presque tout A ç. g . Par conséquent
en utilisant le théorème 8.1, on peut dire qu'il existe eo > 0 tel que pour e < eo, et presque
tout À G A, \A9 ^-.F^À, •) est réductible dans u(g\ i.e. pour Lebesgue-presque tout À e A
il existe M((9) e C^(A x Td,Ad{G)) et U\ e u(g) pour lesquels,

L^M{e).M(0)-1 + M(0).(XA9 + F^A, 0)).M(6)-1 = Ux = este

Ainsi pour un tel À, le flot de (^:, XA9 -}-F9) sur T^ x Ad(G) est relativement compact en
topologie C00; le théorème 1.2.5.1 montre qu'il est réductible modulo un \G -revêtement
(XG € N-{0})^. surB/V^Z^xAd^parun^^)^ G C^^/xoZ^AdÇg)).
A présent si nous appliquons la proposition 1.2.5.2 à M,M^ sur R^/^Z^ x U{g), nous
en déduisons que M^M~1 est analytique, c'est-à-dire que M^ l'est. En résumé nous
avons démontré que pour presque tout À G A, \A9 + F9 est analytiquement réductible
sur R^/^cZ^ x Ad(G). Les représentations Ad, ad étant fidèles on a la conclusion du
théorème 1.1. D
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