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REDUCTIBILITE PRESQUE PARTOUT
DES FLOTS FIBRES QUASI-PERIODIQUES
A VALEURS DANS DES GROUPES COMPACTS

Par RapHAEL KRIKORIAN

ABSTRACT. — Let us be given a compact “semi-simple” Lie group G with Lie algebra g, a regular element A € g,
a bounded interval A C R and a diophantine vector w € RY; then if F € C*(R%/Z%,g) is small enough, w
meaning here “real analytic”, for Lebesgue-a.e. A € A, the quasi-periodic system AA + F(31t,..., 54t), with
frequency vector w, is Floquet-reducible modulo some finite covering depending only on the group G. This theorem
is a generalization of the one proved in [5]. © Elsevier, Paris

RESUME. — Soient donnés un groupe de Lie compact semi-simple G d’algébre de Lie g, un élément régulier
A € g, un intervalle borné A C R et un vecteur diophantien w € R%; alors si F' € C¥(R?/Z?, g) est suffisamment
petit, w signifiant ici « analytique réel », pour presque tout A € A (au sens de la mesure de Lebesgue), le systeéme
quasi-périodique AA + F(52t,..., 54¢), de vecteur de fréquence w, est réductible au sens de Floquet, modulo
un revétement fini ne dépendant que du groupe. Ce théoréme est une généralisation de celui prouvé dans [5].
© Elsevier, Paris

1. Introduction. Nous considérons, par la suite, des flots fibrés quasi-périodiques a
valeurs dans des groupes de Lie compacts semi-simples, c’est-a-dire des flots de champs
de vecteurs sur T? x G (ou T¢ = R%/Z? est le tore d-dimensionnel et G un groupe
compact semi-simple d’algebre de Lie g) de la forme,

w

(1.1) X0)=U@)X®), 6= o

avec w = (wy,...,wq) € Ret U € C*(R%/Z%, g), « w » voulant dire « analytique réel ».

Quand d = 1, on sait depuis Floquet que toute solution de (1.1) admet une représentation
de Floguet de la forme X (t) = b(t)eVt avec b(t) = B(t +6), B € C*(R/TZ,G),
Uy € getou T vaut 1 ou 2 (1 dans le cas compact). Il est naturel de chercher une écriture
semblable lorsque d > 1, c’est-a-dire de pouvoir donner, pour toute solution X (¢) de (1.1)
admettant (0, Id) pour condition initiale en ¢ = 0, une écriture

w1 ) Wd 4\ Uot
1.2 X(t)=B(—t+6,..., — °
( ) () (2ﬂ_t+ 1, a27l_t+0d)e 3

avec Uy € g, B € C*(R?/TZ%,G). Lorsque c’est le cas, nous disons que le champ de
vecteurs (5=,U) est réductible.
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188 R. KRIKORIAN
Il est équivalent d’écrire,
(1.3) Vo € Td, U = LQ%B(G).B(())_1 + Ad(B(9)).Uy,

d

. w@a
ol Lo = 22 5 et Ad(B).U = B.U.B™'.

Si (1.3) a lleu avec U;,U; a la place de Uy et U, nous dirons que B conjugue
(32,U1) a (5%,Us), ce que nous noterons (5=, U;) R(B)(5%,Us). Notons (t5%, Z;(0)) €
Diff“(T? x G), t € R, Z;(-) € C*(T% G), le temps ¢t du flot associé a U, qui agit donc
sur T¢ x G comme (0, y) — (6 +t5, Z¢(6).y), et (0, B) : T? x G — T x G Iapplication

(8,y) — (6, B(0).y). L’équation (1.3) est alors équivalente a

(tz‘” ) (0,B) o (t—,e )(03)1

c’est-a-dire est en fait a une véritable équation de conjugaison. Nous donnerons au 1.2.5
quelques rappels de résultats généraux dans ce contexte. Nous aurons besoin dans la suite
de quelques rappels sur les groupes et algebres de Lie compacts semi-simples. Dans la
suite G est un tel groupe et g est son algebre de Lie associée; nous notons, pour u € G,
Ad(u) Paction adjointe de G sur g et si X € g, ad(X) celle de g sur elle-méme. Si
X € g, nous notons eX € G I’exponentielle de X.

Si X € g, il existe toujours (au moins) un tore maximal ¢ de g contenant X, c’est-a-dire
une sous-algebre abélienne maximale de g. Il existe alors un ensemble (fini) A C ¢* de
formes linéaires sur ¢ tel que A = —A, et pour tout a € A, un élément X, € g tel que,

— pour tout H € ¢, ad(H)|t = 0;

— pour tout H € t, ad(H).X, = vV—1a(H).X_,.

Les éléments de A C t* s’appellent les racines. Un élément X € g sera dit régulier si
pour tout o € A, a(X) # 0, et générique si ’adhérence de (e?X);cr est égal a e'. Nous
poserons § = #A et w = #5, ol S est une base de Weyl des racines.

Nous imposerons par la suite & w de satisfaire une condition diophantienne CD(~, o):

——1

(1.4) Vk € Z¢ — {0}, |(kyw)| > T— R
ol v >0eto >d—1 serons fixés (nous avons noté (-,-) le produit scalaire usuel sur
R? et | | la norme I').

Si f € C“(R?/Z%) admet une extension holomorphe f 2 une bande B, =
R%®/~1(—h, h)* (un tel h > 0 existe toujours), nous noterons, | f|n = SUP| 7,21 <h 17 (2)|
et écrirons f € C¢(R4/Z%). Si f € C*(R™ x R") est une fonction analytique réelle de
deux variables f(t,t2) et admet une extension analytique complexe a By, X Bj,, nous
définirons de la méme fagon |f|s, n,. Si maintenant f est, par exemple, seulement C* en
t2, nous écrirons f € C“*°. Ceci étant nous pouvons énoncer le

1.1. Théoréme. Soient w vérifiant la condition CD(vy, o) ci-dessus, h > 0, A C R un
intervalle, et A € g un élement générique. Il existe alors €y dépendant de A, A, w, h, tels que
si F € C3(R?/Z%, g) vérifie | F|,, < €o, alors pour presque tout X € A, (£ /\A+F(0)) est
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FLOTS FIBRES QUASI-PERIODIQUES 189

réductible modulo un revétement xg-fini oi xg est un entier ne dépendant que du groupe,
c’est-a-dire qu’il existe By € C*(R%/xgZ%, G) et un Uy € g tels que,

(1.5) (L g Bx(8)).BA()"" + Ad(Ba(6)).(AA + F(8)) = Uy = constante € g.

En outre si G est un groupe spécial unitaire SU(w + 1), alors xg = 1.

Des résultats de ce type étaient connus auparavant dans les cas G = SL(2,R) (qui est
non compact, ¢f [1]) et G = SU(2),SO(3,R) (c¢f. [5], chap. 6). La démonstration du
théoréme reprend essentiellement les idées de [5], chap. 2 et chap. 5 sur I’élimination des
résonances ainsi que celles de transversalité a la Pyartli, et de (M, 6, ¢, 7)-transversalité de
[5],chap. 6. Nous avons cependant besoin de généraliser cette derniére notion (cf. section
2 et 3) comme I’a fait L.H. Eliasson dans [3].

Remerciements: L. auteur tient a remercier L.H. Eliasson, M.R. Herman, F. Laudenbach
et J.C. Yoccoz pour leurs encouragements et pour 1’intérét qu’ils ont porté a ce travail
(Juillet 1996).

1.2. Esquisse de la démonstration. Considérons A € g, F € C¥(T%,g) ett C g un tore
maximal contenant A. Si A sont les racines par rapport a ¢, les valeurs propres de ad(A)
sont 0 avec multiplicité dim¢ et les v/—1a(A), a € A. Nous parlerons souvent dans la
suite, et bien que cela soit un abus de langage, des racines de A (ce qui suppose la donnée
d’un tore contenant A) au lieu des parties imaginaires des valeurs propres de 1’adjoint de A.

1.2.1. Méthode KAM. Définissons, si N, K désignent des réels positifs (grands), et
P > 1, un entier

(1.6) DS(N,K,P)={a€R, YO< k| <N, |a— (%,wﬂ > K1)

et RS(N,K,P) son complémentaire. Nous noterons DS(N,K) et RS(N,K) les
ensembles DS(N, K, 1) et RS(N, K, 1). Remarquons que si 7 > o est fixé, nous pouvons
définir plus classiquement un ensemble de nombres satisfaisant la condition diophantienne,

K—l
DC.(N,K) = {a €ER, YO< [k| <N, |a— (kw)| > Ik_l}

on a, DS(N,K) c DC,(N,K) c DS(N,KN™).

Les ensembles définis précédemment sont respectivement des ensembles de réels
diophantiens et presque résonnants « a I’ordre N ». En outre si K est choisi suffisamment
grand (de l'ordre d’une puissance de N), et si a € RS(N,K), il existe un unique
0 < |ko| < N tel que | — (ko,w)| < K7 1|ko|™™ < K71

Nous introduirons par la suite de fagon analogue des suites N,,, K,, tendant vers ’infini.

Nous voulons a présent conjuguer A; + F; = A+ F, F étant supposée petite, a Ay + F
avec Ay € g et F, € Cy (T?, g) bien plus petite que F} (typiquement |Fy|p, =~ |F1|,1:ﬂ ),
par une conjugaison B = e proche de I'identité (i.e. Y € C¥(T?,g) proche de 0). Il
s’agit donc de résoudre,

(17) Lz%rey.e_y + Ad(ey)(Al + Fl) = A2 + F2,
ce que I’on fait de fagon approchée en résolvant 1’équation linéarisée,

(1.8) ~LoY +ad(4,).Y = Ty, Fi — F1(0),
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190 R. KRIKORIAN

(ol on a noté Ty F' la troncature de la série de Fourier de F' a I’ordre V) et en posant
(1.9) Ay = Ay + Fy(0).

Passant en composantes de Fourier, on voit que ’on peut résoudre 1’équation (1.8) avec
de bonnes estimations sur Y si I’on sait par exemple que

(110) Ya € A, a(Al) S DS(Nl,Kl),

(nous noterons alors A; € DS(Ny, K;)). On obtient alors A, Fy avec les propriétés
désirées. Si de méme, A, € DS(N,, K5), on peut construire Az, F5 avec F3 beaucoup
plus petite que F; et ainsi de suite. Pour que cette procédure de récurrence fonctionne, il
faut qu’a chaque étape, A, € DS(N,,K,), ce qui n’est méme pas assuré a la premidre
étape. Pour remédier a ce probleéme il suffit de plonger A; dans une famille A;(A) a un
parametre A € A telle que,

(111) Va € Aa |8>\O‘(A1(’\))| > X1 > 07

x1 Nn’étant pas trop petit. On peut ainsi, quitte a enlever a la premiere étape une union
d’intervalles de A de mesure petite, obtenir les conditions (1.10). A,, qui dépend de A,
vérifie alors pour les A qui restent une estimation semblable a (1.11). On peut alors itérer
cette procédure, enlevant a chaque étape une union d’intervalles de mesure de plus en plus
petite. Comme lors de la procédure, les Y;, qui sont de I’ordre de F;, décroissent tres vite,
les conjugaisons e¥Y=-1 ...e¥1 qui conjuguent le systtme initial AA + F(f) a un systéme
A, (X) + F,.(), 0) convergent vers un B, (). 11 est alors facile de voir, si As(A) est la
limite des A,,(\) pour A dans I’ensemble des paramétres décrits plus haut, que B), conjugue
A+ F a A (A). On démontre de cette fagon un théoréme en mesure positive sur les A:
Si la perturbation F est suffisamment petite, I’ensemble des X pour lesquels (5=, A + I)
est non réductible est de mesure d’autant plus petite que la perturbation est petite.

11 est clair que pour obtenir un résultat pour presque tout A € A il faut savoir traiter le
cas ol a la n-iéme étape A,, € RS(N,, K,).

1.2.2. Elimination des résonances. Supposons que A; € RS(Ny, K;). L’idée est de
trouver un B € C*(T¢, G) qui conjugue A, +F} 2 un systeme A, +F, ot A, est désormais
diophantien. Illustrons la tout d’abord dans le cas ol le groupe G égale SO(3,R). Dans
ce cas un élément A € g n’a que deux racines +a(A). Comme I’a montré L.H. Eliasson
dans [2] (cf. aussi [1]), le choix de B qui s’impose, quand A; € SO(3,R) vérifie la
condition de résonance |a(A;) — (ko,w)| < K, est By(0) = ¢ 2 (ko)A

Vu que B est a valeurs dans un tore maximal et commute a A, I’expression
Ay = Lo B1(9).B1(6)™" + Ad(B1(6)).(A1),

est constante en 6 et vérifie a(A1) = a(A4) — (ko,w).

Or maintenant, «(A;) est proche de 0 et donc « suffisamment loin » des (k,w) pour
0 < |k| < Ny (pour un choix convenable de K3). 11 est donc diophantien. Par ailleurs
le terme F; = Ad(Bi(0)).F1(0) reste petit. Il est donc possible d’appliquer la méthode
décrite dans la section précédente pour obtenir A, + F5(6#), avec Fy(f) beaucoup plus
petit que Fy, conjugué a A; + Fy(#) — et donc a A; + Fi(#)- par une conjugaison de
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FLOTS FIBRES QUASI-PERIODIQUES 191

la forme e**. On a alors Ay = Ay + F1(0) Malheureusement la conjugalson B; n’est
pas proche de l'identité, si bien que les conjugaisons obtenues ainsi a la n-ieme étape
e¥"-1B, _;---e¥1B; n’ont aucune chance de converger si le nombre de B; est infini
(cf. section 2 « Transversalité »). La situation dans le cas d’un groupe compact général
est plus compliquée du fait d’éventuelles résonances entre les racines. En particulier il
n’est pas toujours possible de trouver un B € C*(R?%/Z%,t4) (ta étant un tore maximal
passant par A) qui conjugue A; 2 un A; diophantien. Cependant, quitte 2 affaiblir la
condition diophantienne sur Aj, il est toujours possible de trouver un B € C*(R%,t,)
avec les propriétés désirées, a condition d’accepter que B, au lieu d’étre Z4-périodique,
soit seulement PZ?-périodique (P entier plus grand que 1).

Plus précisément, comme nous 1’avons montré dans [5] chap. 5, il est toujours possible
de trouver un réel a > 1, un entier D > 1 ne dépendant que du groupe, un entier p,
0 < p < g (ou g est le nombre de racines de 1’algebre g) et une conjugaison B; analytique
a valeurs dans un tore t contenant A;, tels que, A; défini par

Ay =Lg Bi(9).B1(6) 7" + Ad(By(6)).(A),

vérifie A; € DS(a?T' Ny, Ky, DPt1). Précisons que,
— Bj est de la forme,

(1.15) Bi(6) = exp( Z(x,, 0)H; )

ot les z; € Dtz H. € t,.

—  Bj est nécessairement loin de I’identité;

— B peut étre cg.DI1Z%-périodique (cg étant le cardinal du centre de G), tandis
que Fy peut étre DIt17-périodique.

— danslecas G=SU(w+1),ona D =1etiln’y a donc pas de perte de périodicité
a chaque étape.

On peut donc ainsi construire a la n-i¢me étape des suites An, Fn, Ani1, Fry telles que,

et |Fpln, ~ e (A",
Faisons les remarques importantes suivantes:

a) le produit des conjugaisons permettant de conjuguer A; + F; a A, + F,, n’a aucune
raison de converger;
b) 2 la n-ieme étape A, + F), est seulement D@+ (=D7zd périodique.
En fait la procédure d’élimination des résonances décrite précédemment est insuffisante
pour notre propos mais on peut I’améliorer un peu de fagon a obtenir:

c) quitte & choisir D’ > D, on peut toujours supposer que si «(A;) et a’(A;) sont
proches pour deux racines a, o/, il en est de méme de a(A;) et o/ (A;).

Ainsi méme dans le cas G = SU(w + 1) on ne peut éviter la perte de périodicité.

Comme le résultat que nous voulons obtenir concerne des familles & un parametre, il est
important d’étudier la dépendance des racines des A, (A), A,(\) en fonction de A.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



192 R. KRIKORIAN

1.2.3. Dépendance des racines en fonction du parametre.

1.2.3.1. Transversalité. Comme nous I’avons remarqué dans [5] chap. 6, on ne peut pas
espérer garder un contrdle facile (comme celui qu’on avait dans la section 1.2.1) des racines
apres une résonance. Ainsi dans le cas SO(3), si & la n-iéme étape les racines, qui sont
+a, (), ont leurs dérivées premiéres qui ne s’annulent pas, a la (n+1)-iéme étape et apres
résonance, on peut seulement dire que les dérivées secondes de ta,+1(\) ne s’annulent
pas. Nous désignerons ceci comme la perte de transversalité. La notion de transversalité
naturelle pour les fonctions numériques est alors la suivante: une fonction f est r-transverse
(r entier > 0) si au moins une des dérivées f(), 0 < j < r, n’est pas trop petite.
Nous aurons besoin par la suite d’une notion de transversalité pour des ensembles de zéros
(ou racines) de polyndémes dépendant d’un parameétre A € A ou plus généralement pour des
unions disjointes finies () de points de R de cardinal inférieur a q (des diviseurs positifs
de R de degré inférieur a g). Ainsi X()\) sera transverse a I’ordre r si pour tout u dans un
1-voisinage de ¥(A) la fonction définie sur I'intervalle A: A = [, c5 ) (u—0) = x50 ()
(ol nous avons noté ys le polyndme caractéristique de ¥) est une fonction r-transverse.
Cette notion de transversalité jouit de propriétés trés simple. Introduisons tout d’abord la
définition suivante: une décomposition () = X;(A)U--- L E;(N) est une décomposition
v-séparée de 3(\), si pour tout A € A et tout (0;,0;) € X; X X; (¢ # J), |os — oj] > v.
Nous appellerons les 3;, les amas de la décomposition. Les propriétés importantes sont
alors les suivantes.
(i) Si L(A) = Z;(A)U---UX(N) une décomposition v-séparée, alors si L(A) est
r-transverse il en est de méme des X;());

(i) Si X1(N),...,%(\) sont respectivement rq,...,7; transverses, L(A) = Xy(A) U
<+ U X(A) est ry + -+ + 7 -transverse.

(iii) Soient X (A) = X3(A) U --- U Xy(N) une décomposition v-séparée, et 37 (A), ...,
Zi(A) tels que

XZH)U--UD () — XS (A)U--USi(X)

soit suffisamment petit (vu comme application de A dans 1’espace des polyndmes
de degré q); alors si X1()\), ..., X;(A) sont rq, ..., r,-transverses, il en est de méme
de Zi(N),...,B1(A).
Comme dans [5] chap. 6, ’obtention de bonnes estimations de transversalité repose
sur le fait que r, (ordre de transversalité a la m-ieme étape de la récurrence) croit
extrémement lentement.

1.2.3.2. Le phénoméne d’accrétion des racines.

Notons ¥, () les racines de A, () a la n-iéme étape, fixons v, tel que, €, << v, <<
K1 et séparons X, (\) en amas X, 1(N),...,En1, (A) v,-séparés. Nous supposerons
pour simplifier que chacun des X, ; est r,-transverse. Le fait que v, soit choisi trés
petit par rapport 2 K, ' permet de considérer chacun des amas ¥, ; comme une racine
multiple. En particulier, en vertu de la remarque c) faite au paragraphe 1.2.2, tant que
K.} > Vn, les éléments d’un £, ; suivent la méme évolution au cours des procédures
décrites en 1.2.1 et 1.2.2.

Examinons ce qui se passe lors du passage de 1’étape n a 1’étape n + 1.

— soit [, = l,41 et chacun des amas reste v,-séparé des autres, ce qui implique que
chacun des ¥,,4; ; reste r,-transverse;
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— soit certains amas s’agglutinent et on obtient /,,; < [,, amas & peu pres v,,-séparés.
On dit alors qu’il y a accrétion des racines. Chacun des ¥, ; provenant de
I’accrétion d’au plus ¢ des X, ;, est au plus gr,-transverse.

Par ailleurs tant que K} +k > Vn, le phénomene d’accrétion ne peut avoir lieu qu’au
plus ¢ fois, jusqu’a accrétion éventuelle de toutes les racines; ainsi, si s, est tel que
K, isn > Uy, pour tout k < 8, Tk < q¢%1,. VU que s, est trés grand, ceci montre que 7,
croit extrémement lentement. On obtient donc des estimations de transversalité exploitables.

1.2.4. Théoreme en mesure positive et transversalité. Nous obtenons donc a la n-i¢me
étape un systtme (22, An(A) + Fo(A,-) qui est défini sur R?/D@+D=Dzd » G on
F,, est trés petit et les valeurs propres de ad(A,()\)) satisfont de bonnes conditions de
transversalité. On peut en fait contrdler le discriminant du polyndme caractéristique de
ad(A,). Ceci entraine en particulier qu’en dehors d’une union d’intervalles de mesure
petite, les valeurs absolues des dérivées premieres des valeurs propres de ad(A,(\)) sont
minorées par une constante positive. Sous cette derni¢re condition le théoreéme en mesure
positive mentionné en 1.2.1 s’applique et permet de démontrer que 1’ensemble des A
pour lesquels A, ()\) + F,(},-) est réductible sur R?/D@+)(=1)7d x G est de mesure
comparable a une puissance de la norme de F),. Or cette derniere décroit tres vite. Par
conséquent: [’ensemble des \ pour lesquels A+ F(0) est réductible sur R?/ P\Z% x G (P
entier dépendant de \) est de mesure totale. 1l reste enfin a démontrer que la réductibilité
a en fait lieu sur R?/Z¢ x G ce qui s’effectue comme dans [5] chap. 5 (cf. aussi 1.2.5).

Utilisant les résultats de la section précédente, on peut donc démontrer le théoréme dans
le cas G = SU(w + 1).

1.2.5. Cas général. Le groupe G étant supposé compact, il admet une représentation
fidele p dans un U(L). On peut supposer que p(AA) vérifie des hypotheses de transversalité
et donc affirmer que pour presque toute valeur de A\, AA + F est C*-réductible dans
U(w + 1). Mais ceci entraine que le flot engendré par (32, A + F) sur T¢ x G est
compact pour la C*-topologie. Rappelons alors le résultat suivant (c¢f. [S] chap. 2]):
Reprenons les notations du 1.

1.2.5.1. Théoreme. Si ;- € R? est minimal, G est un groupe compact et si la
famille des difféomorphismes (t3=,7;) € Diff*(R%/Z% x G), t € R est relativement
compacte en topologie C™, alors il existe un entier xg ne dépendant que du groupe, un
B € C®(R%/xgZ?) et un Uy tels que, pour tout § € R* I’équation (1.3) est vérifiée. Si
G est un groupe spécial unitaire xg = 1.

Le systtme (3=,U) est donc C*-réductible sur R?/xqZ? x G. Nous renvoyons le
lecteur au chapitre 2 de [5] pour une démonstration. Revenant & notre probléme, on peut
donc dire que pour presque toute valeur de A, AA + F est C*°-réductible dans GG, modulo
un revétement xg-fini.

A présent, dans U(w + 1) nous disposons de deux conjugaisons, disons Bj, By qui
réduisent le méme systeme, B; étant analytique a valeurs dans U(L) et B, lisse a valeurs
dans G. Nous utilisons a présent le résultat suivant dont la démonstration repose sur I’étude
des centralisateurs des syste¢mes produits croisés (cf. [S] chap. 2).

1.2.5.2. Proposition. Avec les notations du 1, si Uy € g, U € C®(T%g) et
By, By € C°(T?, G) vérifient, (3=, Uo) R(B;) (5=, U) pour i = 1,2, alors, By(0). B1(0) 1
est un morphisme de tore, et est donc en particulier analytique.
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La conclusion du théoréme est alors immédiate: B;.B; ' est analytique (c’est un
morphisme de tores); B; I’étant également, Bj, c’est-a-dire la conjugaison dans G, est
aussi analytique (mais seulement g Z%-périodique).

Ceci est la démonstration du théoréme.

1.3. Plan. Le plan de la démonstration sera donc le suivant.

Nous introduirons tout d’abord les notions de transversalité dont nous aurons besoin ainsi
que leurs propriétés, pour les fonctions numériques dans la section 2 dans un premier temps
puis pour les racines de polyndmes dans la section 3. Apres avoir fait quelques rappels
élémentaires d’algebre linéaire au 4, nous décrivons au 5 la procédure d’élimination des
résonances, ce qui nous permet de donner les lemmes fondamentaux de conjugaison et de
préciser la facon dont la transversalité des racines est affectée du fait d’une résonance dans
la section 6. La section 7 est consacrée a la mise en oeuvre de la procédure de récurrence
et fournit toutes les estimations dont nous avons besoin, en particulier en ce qui concerne
la transversalité. Ceci nous permet, dans la section 9, de démontrer le théoréme dans le
cas G = SU(w + 1), aprés avoir utilisé un théoréme en mesure positive au 8. La section
10 enfin conclut la démonstration du théoréme dans le cas général.

N.B.: Dans ce qui suit, certaines formules font intervenir des constantes b, x dont les
valeurs peuvent changer d’une ligne a la suivante, ceci afin de ne pas alourdir les notations.

2. Transversalité. Nous généralisons dans cette section la notion de transversalité que
nous avions introduite dans [5] chap. 6 en suivant Pyartli [6]. Nous modifions cependant,
comme dans [3], 1égerement les définitions.

2.1. Définition. Une fonction f : (a,b) — R est dite (C,c,r)-Pyartli, si f est de classe
Cr*1 et si pour tout z € (a,b),

(i) sup |97f(2)|<C,  (ii) sup | f(z)| 2 c>0.
0<j<r

0<j<r+1

Nous avons alors le lemme suivant (adapter les démonstrations des lemmes de la section
6.4 de [5] chap. 6):

2.2. Lemme. Si f est (C,c,r)-Pyartli sur (a,b) (r > 1) alors pour tout 0 < x < ¢,
lensemble {\ € (a,b), |f(A\)| > x} a au plus (2r((b — a)% + 1)) composantes
connexes et la mesure de Lebesgue de {\ € (a,b), |f(A\)| < x} est plus petite que
(2r(b—a)$ + 1))2”2(%)%. Le méme résultat vaut (si 0 < x < c) avec f' (la dérivée
de f) a la place de f.

L’intérét de prendre, dans le (ii) de la définition 2.1, le sup pour 0 < 5 < r, vient du
fait que la notion de transversalité ainsi définie est stable par multiplication. Cependant,
avant d’aller plus loin, nous introduisons, de fagcon semblable a [5] chap. 6, une définition
un peu plus forte de transversalité qui permet de controler une infinité de dérivées.

2.3. Définition. Si f : (a,b) — R est une fonction analytique réelle, nous dirons que
f est (M,é,c,r)-transverse si:

() f € C¢(a,b) et |fls < M. .

(ii) pour tout z € (a — §,b+ 3), supyc;c, |07 f(z)| = ¢ > 0.

Quand seule I’inégalité (i) a lieu nous disons que f est (M, §)-bornée.
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Les lemmes importants sont alors les suivants: tout d’abord le lemme 2.4 dit qu’un
produit de fonctions transverses est transverse; le lemme 2.5 quant a lui montre que si
un produit de fonctions « pas trop grandes » est transverse, alors chacune d’entre elles
I’est également.

2.4. Lemme. Soient fi,..., f; des fonctions (M;,6;,c;,r;)-transverses. Posons M =
supM;, 6§ = infé;, c = infc;, et r =r1+---+ 1. Alors f = f1--- fi est (M',6,c,7)

transverse, avec:
6 rl
_ l /__
M = M, c _<(—4r2M) c)

Remarquons que dans le cas ol les f; sont égales on obtient une estimation bien
meilleure sur ¢’ (¢f. [S] chap. 6).

l1-+1

Démonstration (cf. [3]). — Supposons qu’au point t € (a, b), et pour des j;, 0 < j; < 7y,
|67 fi(¢)| > ¢; > 0.
Alors d’apres la formule de Leibniz, pour k = j; + --- 51 < 7,

*i= ) (k1 .l?.k,)a’“‘fl(t) M),

(3) ki+-+ki=k

(.71 ’ )ahfl(t) () + T,

ol ¥’ est la somme étendue aux kl, ki tels que ky + -+ k= ket [k — g1 +
k=g > 181X est < (; J) i c'/2 le résultat est demontre Sinon il existe un
(kl, k[) tel que ki+---+k =k, |k1 —-]ll R |k[ —]1[ =25 >1, et

k k1 ki k .c_ll
(kl...kz>|a hi®)--- A 2 (jl...jl> 270

0% £1(2) - -- 8% fu(t)] > (’;1 )C 1,11
1-

27l = ps 2 pl’

Be ()
7S N

Comme s < 7l et |0% f;(t)] < (5/2) -, on a pour tout i,

c’est-a-dire,

puisque,

11 (8/2)r
rl 2 T'I M!

6% £:(t)] >

Par conséquent, si on pose ki = min(k;, j;) on aura la méme inégalité, etona ) ki < > kis
on peut alors recommencer. Le processus s’arréte forcément au bout d’au plus r étapes
auquel cas k;, = O et on récupere une estimation pour f(¢) = [] f;(t). Ainsi dans tous

les cas pour un (k;,...,k) tel que ky + -+ & < r on conclut
oy oot 1 (6/4)T
k1+--+ki >
o+ £ 0) > ( o) 0
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2.5. Lemme.. Soient f1,..., fi des fonctions dans Cg(A) telles que |f;|s < M. Alors
si f = fi---fi est (M,6,c,r)-transverse, chaque f; est (M,6,c ,r)-transverse avec
d = (2lé\/[)—rlc.

Démonstration. — Montrons le pour f;. Pour 0 < k < r,

8kf(t) N z (k1 .k.;.kl)aklfl(t)"'aklfl(t)a

k=ky+--+ki

c’est-a-dire,

k j k karl 6 H j
ool < max ool Y (5 ) sem(5) ma, 0/

1,0<5<k
k=ki+--+k;

Vu que par hypothese supo<x<, |0*f(t)] > ¢ > 0, on conclut

sup |8%fi(t)| > c. (ler(g)-”) —1.

0<k<r

a

3. Racines d’une équation algébrique. Dans la suite nous considérons des polynémes
de C[X] de la forme x = X" + a; X" ! + --- 4+ a,, n < ¢q. Nous munirons C,[X]
(les polyndmes de degré inférieur ou égal a ¢) de la norme sup sur les coefficients:
|x| = sup;<;<, |a:|. Par la suite les polyndmes que nous considérerons auront les propriétés
suivantes: (i) ils dépendront analytiquement d’un parametre réel A € A (c’est-a-dire que
leurs coefficients dépendront analytiquement de A); (ii) leurs racines pour A € A sont
également réelles. Cependant comme les coefficients admettent une extension holomorphe
a un voisinage de A dans C nous serons amenés a considérer des valeurs complexes de
A pour lesquelles les racines sont complexes. Ainsi si les a; dépendent analytiquement
de A € A réel, nous dirons que x(A\)(X) est dans CY(A,R,[X]) si les coefficients a;
sont dans C§ et nous poserons,

(3.1) Ixls = sup(|ass)-

k
Si xs(X) = H(X —z)%, avec Bi+ -+ B =m (2 # z;), nous désignerons par

=1
Y, I'ensemble.des racines (zéros) de x comptées avec multiplicités, c’est-a-dire 1’union
disjointe des 21, ..., 21, ..., Zk, ..., Zk; OD peut aussi voir X, comme un diviseur positif
de C de degré m et on écrira &, € Div}(C). Si on note

(32) pi = Z Tiy ...Tij,

11 <...<ij
Tijezx

les fonctions symétriques élémentaires en les racines, on a a; = (—1)"7p;. Rappelons
que si P(oy,...,0,) € Clo1,...,0,] est un polyndme symétrique en les o, il s écrit
sous la forme, P(o1,...,0,) = Q(p1,..-,pn), @ € Clp1,-- -, pn. Un cas particulier du
résultat précédent concerne les formules dites de Newton: si 7; = ) s 07, alors,
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m 1 0 0
(_1)]. ) ™ 2 0
(3.3) pi = det |73 m2 @ m 3

J .

7!
;g Tj-1 Tj—2 Tj-3
Si ¥ C Divt(C) est de degré fini nous poserons,
(3.4) xz=[[(X-0)
ocED

c’est le polyndme caractéristique de X.

Soient a présent deux polyndmes x1(X), x2(X) de degré respectif m, mo dans C[X];
leur résultant est par définition,

(35)  Res(xi,x2)= [[ (ei—m)= [ xsm(oa)=(-1)"™ [] x=(m).
i €x; 0i€Dy, T €Sy,

T 627(2

C’est un polyndme en les coefficients de x1, x2 nul si x1,x2 ont des racines communes
et c’est aussi le déterminant de 1’application

(I) : sz[X] X le [X] - Cm1+m2[X]1
(U, V)= x1U + x2V.

Ainsi, si x1(X) = X™ 4+ a1 X™ 14 iiam, et xo(X) = X™2 + b X™ "1 4.4+ b,
Res(x1, x2) est un déterminant ayant pour coefficients les a;,b;. Si « € C nous poserons

Res(x1, x2; u) = Res(x1(X), x2(X — u)).

On a donc Res(x1, x2;0) = Res(x1, x2), et Res(x1(X — u), x2(X — u)) = Res(x1, x2)-
Définissons également le discriminant d’un polyndme x comme étant,

Ao(x) = Res(x, X),

ol x’ désigne la dérivée du polyndme yx; on a,

(3.6) Ao)= [ (oi—0y).

oi#o;

C’est un polynéme en les coefficients de x nul si x a des racines multiples.
On a pour tout v € C,

Ao(x(- — u)) = Ao(x)-

Quand x; = xz, (¢ = 1,2) nous noterons souvent Ag(X;),A(X1,Xs;u), etc. pour
Ao(xs;)s Alxsys Xs,;u), etc.. Si X =X, U---UX;, et u € C on a alors,

l
(3.8) Ao(D) = [JAo(Z:). J] Res(Zi, %;).

i=1 1<i#j<i
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De méme, vu que Res(X;,¥;;u) = H (0; — 0j), on a,

o, €D,

o;ETjtu
(3.9) Res(Z, X;u) = H Res(%;, X3 u).
1<i,5<l

Le fait que les expressions précédentes soient polynomiales en les coefficients des
polynémes permet d’établir:

Lemme. Pour x, x1, X2 € C[X] de degrés respectifs m, m1, my, et u € C,

Ix(- =) <@+ u)™ (1 + |x]),

| Res(x1, x2)| < este.(L+ |x1])™ (1 + |x2))™,

[A0(x)] < este(1 + [x])*™*,

| Res(x1, x2(- — w))| < este.[(1+ [u])™ ™ (1 + [x1[)™ (1 + |x2))™,

et, si x2(X) = x1(X) + n(X), avec |n| < 1,

| Res(x1, x2)| < este.(1+ [xa|)™+™2|n|.

3.1. Dépendance analytique des racines. On sait que les racines d’un polynéme
dépendent continiment de ses coefficients. Si en outre les a;j(A) € C“(A) et si pour
Ao € A, une racine o()o) est simple, alors au voisinage de Ao, o(\) est analytique.
Ce résultat classique admet la généralisation suivante: si 3;(A) est un sous ensemble de
racines de £(\) « suffisamment séparé » des autres racines, alors les fonctions symétriques
élémentaires en les o; € ¥, sont analytiques au voisinage de A et par conséquent xx, (x)
I’est également (i.e. ses coefficients le sont). Nous donnons dans la suite une version plus
quantitative de ce fait (par ailleurs classique). Dans la suite nous dirons que 3()\) est
(M, 6)-bornée si les coefficients de xx(x) le sont.

3.1.1. Définition. (i) Si v > 0, nous dirons qu’une partition de ¥ € Div+(C),
Y =% U...UX; est v-séparée si pour tout i # j et tout (0;,0;) € X; X Xj, |o; — 0| > v.
Les X; seront appelés les amas de la décomposition. (ii) Si en outre il existe { > 0 tel
que pour tout 1 < i < I, chaque amas ¥; est de diametre inférieur a (, nous dirons que
la décomposition est (v, ()-séparée.

Remarque: La définition (i) précédente permet de définir un graphe sur 3. Si les
3; correspondent aux composantes connexes maximales de celui-ci, nous dirons que la
décomposition séparée est maximale. Dans ce cas on a nécessairement ¢ < gv.

Considérons ¥ = ¥, U. . .UY; une décomposition v- séparée maximale de ¥ € Div* (R)
(v < 1) et notons x5 son polyndme caractéristique (que nous supposerons de degré inférieur
a g) et xx, ceux des X;. Introduisons également un polyndme 7 € C,[X] (noter qu’on
suppose 7 & coefficients complexes) qui sera « petit ». Enfin notons ¥’ € Div*'(C) les
zéros de

(3.9) x= (X) = x=(X) + n(X).
Nous supposerons qu’il existe R > 0 tel que ¥ C {|z2| < R} = D(0, R).
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3.1.2. Lemme. Si 0 < v < 1, ¥ C D(0,R) et
(3.10) In] < b.(R*+w=24(1 + |xs]) 7,

(ot b est une constante ne dépendant que de q), il existe une décomposition ¥’ = ¥\U- - -UX]
telle que,

(1) pour tour 1 < i <1,
(3.11) Ixsr — xs:| < b.(1+ [xs) TR b2 |y,

(i) pour tout o € ¥,

(3.12) dist(0?, £;) < b.(1 + |xs|)RPv2|n]s.

(i) X =3XU---UX] est V-séparée avec
(3.13) V' =v—b.(1+ |xs|)R*v2n|7.
(iv) En outre xx, vérifie,

(3.14) Ixz.| < bR v (1 + |xz|)".

(v) Pour tous 1 < 4,5 <,

(3.15) |A0(Z) = Ao(E)] < bRy~ (1 + |xx[))% In],

(3.16) | Res(5), £ u) — Res(Zi, £55u)| < bRy~ (1 + [xs])) 1% [n].

Démonstration. — Les ¥; étant v-séparés, inclus dans R, il est possible de trouver des
courbes simples +y; de longueur I(v;) < 2(R + 1) (si la décomposition est maximale on
aura I(y;) < 2(q + 1)v), a distance au moins v/2 des points de X et entourant les points
de ;. Nous noterons D; I’intérieur de ces courbes. Posons pour 0 < 7 < #%4,

- 1 ‘8z(XE + 77)(2)
3.17 P = — o  tdz,
(317 "= B /7 HCCEDIOR
et,
1 azXE(z)
= j 92 XE\%)
(318) 1,5 Y /71 z Xz(z) dz.

D’aprés la formule de Cauchy,

(3.20) M=y &,

GeEX'ND,
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(3.21) T = Z o,

oc€EY,

les sommes étant prises avec multiplicité. Pour z € v,

(3:22) (@) = | [[ (- )|z w2y,
oceX

et
(3.23) sup(In(:)l,19:0()]) < Rl
(3.24) sup(|xs(2)],10.x=(2)]) < ¢R|xs|-
En outre,

o 1 10:x5(2)lIn(2)] + Ixs(2)I0n(2)]
629 (g mol < [ R e

si bien que d’aprés (3.22),

R 1) ;R n|[xs|
: -l < 1) —— =
(3 26) |7r17.7 7rly]| = 2 (R + ) %(V/2)2‘1 ’
si
q 1 v q
(3:27) aRin| < S(2)1,
ce qui est bien le cas. On a donc
(3.28), 71,5 = m1,3] < BRMHw =2 x|

avec b = 29724222 puisque I(y;) < 2(R + 1). En particulier d’apres (3.26) si j = 0, on
a, |10 — m0| < bR |xs||n|v=2 < 1, pourvu que

(3.20) blnllxe| R0~ <

par conséquent, si |n| < bR™29029(1 + |xx|)7!, on a

#(X'NDy) = #3%,

(remarquer que 719 = #(X' N Dy), m1,0 = #X1). Nous poserons donc ¥} = ¥; N Dy
et définirons similairement Y.

D’autre part si pour j > 1 on note p;; les fonctions symétriques élémentaires en
les 6 € ¥, et p;; celles en les 0 € ¥, la formule (3.3) (développer le déterminant)
montre que

|51 — prjl < b1+ [maxmy ;)17 7y — m4l;
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or d’apres (3.18), (3.22) et (3.27) on a en tenant compte de (3.28),

l RY
(3.30) prgl < 200 (g e 2R ety gy
’ 2r (5)1
avec b = % Par conséquent en tenant compte de (3.28),

1515 = P14l < b(L + |xz|)?  REFVEDy, =200 D7, 5 — 1y 4
< b(1+ |xs]) T R ey DRI (Y 4 x| ply
< b(1+ |xe|)TR¥ H2, 2
< b(1+ |xz) IR 2 ||
c’est-a-dire,
(3.31) Ixs; = Xz < b1 + [x=)TR ™20 |y).

Ceci montre (i).
D’autre part, si 0’ € ¥, xz/(0') = xx,(0") + (xs; — x=,)(¢") = 0, et donc

I1 (i ="

gEY;

=[x (0")] < b1 + [xs|)IR v |n;

par conséquent, un au moins des termes |o; — o’| dans le produit est minoré; plus
précisément,
. — 1
dist(o’, 2;) < b(1 + |x=, |) R’y 2|n|s.

Ceci prouve (ii). D autre part, (iii) est une conséquence immédiate de (ii).
Pour I’estimation (iv) il suffit de constater que d’aprés (3.30) et (3.3),
lp13] < B+ [maxmy ;)7 < BR*H L+ [xs|)r™9)? < R v (1+ xs])?,
c’est-a-dire la conclusion du (iv).

(v) Montrons 2 présent les estimations relatives a Ag(X}) et Res(X}, ¥%; u). Remarquons

1)

pour cela que les quantités Res et Ay sont des déterminants et que 1’on a donc,
| Res(X, X7) — Res(, Z;)| < b(1 + [x=.))™ (L + |x=, )™ Ixz; — x|
| < B(RST Y (1 + [xsl) ). (1 + xsl) R b2 )
< BROTHIC YT (L 4 ]
< b(Ry ML+ [xs)) ' In.
De la méme maniére,
|A0(X7) — Ao(Zi)| = | Res(xz, X5) — Res(xzis xx,)|
< b1+ |x= )™ Hxs — x|
< DR VA (14 s )P (1 + s R v ]
< DR (L4 [xs]) )
< bR L+ [xe)) 7 .

Ceci conclut la démonstration du lemme. O
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Notons As = W5(A) un §-voisinage dans C de A C R et montrons:

3.1.3. Lemme. Soient ¥(\) qui est (M,6)-bornée sur un intervalle A et R > 0
tel que X(As) C D(0, R). Supposons en outre qu’il existe une décomposition E(\) =
Li(A)U... U Xy (A) v- séparée sur A. Alors les 3;(\) sont (M’ ¢')-bornés avec

§ = b(RTIM2y20)"1s M =b(R3 7 ) MY,

Démonstration. — Ecrivons, pour A € R, A € C, tels que |\ — A\| < § < 6,

Xz = Xs0) T (Xs@) — Xs)) = X=0) + 7

on a d’apres les inégalités de Cauchy,
~ M -
NN = Ixsi) — xsml £ 775712 = Al
I ( I | Z(A) ( )| ((5/2)

11 suffit donc de choisir en vertu du lemme 3.1.2 précédent, &' tel que,

M
o < BRI TH(1+ xsl)
(6/2)
c’est-a-dire &' < b(R371v=2¢M2)~16. On a alors, d’apres le (iv) du lemme précédent,
M’ = bR34°y=2¢° M1, ce qui complete la démonstration du lemme. O

3.1.4.3. Lemme. Si degX(-) = n et si pour tout u € R la fonction f, : A - R,
A= xso)(u) est (M(1 4+ |u|)®, 6)-bornée, alors X — xsx) est (bM, §)-bornée.

Démonstration. — Ecrivons f,()\) = u™ + a;(A\)u™"! 4 - 4 a,(A) et posons g,()) =
u” " fu(X). On a alors pour tout z € Ws(A) et tout |u| > 1,

1 1
1+ gu(2) = a1(2)(-) + - + an(2)(=)",
u U
avec |gu(z) — 1| < 1+ 2"M. Par conséquent pour ug,...,u, tous distincts et vérifiant
|lui| > 1, on a:
n -1

ai(A) TP Ty gu, (2) — 1

an(N) ut o u" Gu, (2) = 1

ol la matrice précédente est inversible car,

II @'-uh#o.

1<i<j<n
On a donc bien |a;(z)| < bM si z € W5(A). O

3.2. Transversalité pour les racines. Dans ce qui suit nous considérons des
décompositions X(A) = X;(A)U---UX;(A) dépendant continiment de A sur un intervalle
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A C R et telles que pour A € A, #X,()\) = m; = cste (1 < ¢ < [). Nous noterons pour
6 > 0, Ws(A) ou As un é-voisinage de A dans C et par D(0, R) le disque de centre
0 et de rayon R dans C.

3.2.1. Définitions. Remarquons que si x = [[ x; et si u € R est a distance supérieure
a 1 des racines de x, |x(u)| > 1. Ceci motive la définition suivante:

3.2.1.1. Définition. Une application ¥ : A — R,,[X] sera dite (M, 6, ¢, r)-transverse, si
@A) A= Ao(X(N)) est (M, 6, c,r)-transverse.

(1) Pour tout v € R, A\ — xs(ny(u) est (M(1 4+ |u|)™, 8, c,r)-transverse;
(iii) Pour tout u € R, A — Res(S(N\), B(A);u) est (M(1 + |u|)™, 6, ¢, r)-transverse.

3.2.1.2. Définition. Une décomposition L(\) = X;(A) U --- U X (X) sur A avec
#3,(X) = my, sera dite (M, 6, c,r)-transverse si
(1) pour tout i, A — X;(A) est (M, 6, c,r)-transverse;
(i) pour tout (i,j) (i # j) et tout v € R, A — Res(E;(N),E;(N);u) est
(M(1 + |u])™™i, 6, c,T)-transverse.
Nous donnons a présent trois propositions importantes.

3.2.2. Accrétion des racines. Nous supposerons pour simplifier que ¥ : A — Divt(R)
et que pout tout A € A, deg (X)) = m < ¢ ol q est un entier positif. Par ailleurs comme
précédemment les quantités ¢, 6, v seront positives et inférieures a 1 tandis que les M, R
seront plus grandes que 1.

3.2.2.1. Proposition.
Soient (X)) = L1(A) U -+ U X (N) une décomposition (M, 6, c,r)-transverse telle que
Y(As) € D(0O,R), R > 1. Alors A — 5()X) est (M',8',c',r")-transverse avec
M = M" < M7, § =6,

12(127».;.1)

bé - / 2
(b)) e

Démonstration. — 11 faut vérifier les points (i), (ii), (iii) du 3.2.1.1.
(i) Pour Ay(X())), d’apres (3.8),

!
Bo(=() = [TA0(Zi(0). TT Res(Zi(h), 3;(0),

1<L:,£J<l

et donc d’apres le lemme 2.4, A — Ag(X(N)) est (My, 6, ¢, r1)-transverse avec

rit
,z o o
M1 M Ty = l27‘, C1 = (( (12 ) M) C)

1

(ii) Pour xx(x)(u), comme xx(x)(u) = ng y(u), on a toujours,
=1

l2(127~+1)

bu}z Xy (u)] < H Xz o0 (w)ls, < H(1 + ful)™ .M, < (14 )™ M.

AEW, i=1 i=1
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En outre

— si westtel que u > (1+ R) alors dist(X(As)),u) > 1, et on a |xsn)(u)| > 1;
A+ xs(n)(u) est par conséquent (M'(1 + |u|)™, 6,1,0)-transverse.

— sinon, |u| < R+ 1 et,

sup |xsoy(w)| < (2+ R)™ M,
AEWs(A)

si bien que le lemme 2.4 montre que A — [] xz,(n) (%) = xz)(w) est (My, 6, co,lr)-
transverse avec

2 fir+1

bé "
_ m gl _
M2—(2+R) M, Cz—((W> C)
(iii) Pour A — Res(X(A),X(N);u), d’apres (3.9),

Res(Z(A), Z(A);u) = [ Res(Zi(h), (V) ),

1<4,5<1

et la décomposition étant (M, 6, ¢, r)-transverse, 1’application A — Res(X(X), L(A);u)
vérifie toujours, | Res(X(A), E(A);u)|s < H (1 + Ju|)™™i M H M, vu que

1<i,5<l 1<i,5<l
. 2

E mim; = E m; |,

1<i, i<t i=1

|Res(2(-), (s u)ls < (1 + |u))™ M".

D’autre part:

- si w > 2R+ 1, on a pour tous (0,7) € L X (u+ %), |o — 7| > 1 si
bien que |Res(X(N),X(N);u)] > 1, et donc, A — Res(EZ(N),X(N);u) est
(1 + |u])™* M"Y, 6,1,0)-transverse.

— sinon, |Res(Z;(-), Zi(-);u)ls < [2(R + 1)]™ M, et le lemme 2.4 montre que
A — Res(X(+),X(+);u) est (Ms, 0, c3, r3)-transverse avec

, y b5 rit
_ m l _ —
Mz =[2(R+ 1) M",  rg=0Pr, = ((WzMng) C>

12(12r+1)

Finalement A — () est (M’, 6, ¢, r’)-transverse avec M’, ¢/, 7’ comme annoncés plus
haut. Od

Donnons une version un peu plus générale du résultat précédent.

3.2.2.2. Proposition. Soit X(A) = ¥,(A) U - U X;(X) une décomposition (M, 6, c,r)-
transverse sur A telle que ©(Ws(A)) € D(0,R), R > 1 et #X()\) < q. Soit en outre
{1,...,1} = C1U---UCy une partition. Posons -y, = #C\, et définissons pour 1 < k <1,

(3.32) k() = | SV

1€Cx
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Nous noterons m; = deg . Alors la décomposition £()\) = S;(\) U --- U Si(A) est
(M, é,¢,r)-transverse avec

qz(q2r+1>

. . . b ar o,
M =M, 6=5"C=<<q4r2’M_QRf) c) ,  T=gT

a) Montrons déja que les 3;(+) sont (M8, ¢, #)-transverses.

a) (i) De (3.32) on déduit, xg, ()\)(u) = H Xz, (»)(u); remarquons que 1’on a toujours

1€C
sup |xg ol < [] heoy@), < [TA+ ™M, <M™1+ |u)™.
AEWs(A) i€Ch i€Ch
En outre

- si w > R+ 1, alors dist(X(As),u) > 1 et on a, ‘lxgk(/\)(u)l > 1. Mais alors,
X, (() est (M7 (1 + [u])™, §,1,0)-transverse.

— sinon, |u] < R+ 1 et,

sup IXE;(/\)(UN < (2 + R)miM7
AEW,s(A)

si bien que le lemme 2.4 montre que xg, ((u) est (M2, 6, ¢z, vxr)-transverse avec
YT+l

2 Yk
Y (R
27 y2r2 M R

a) (ii) Pour A(f)k(),u) D’apres (3.9),

Res(Zk(A), k(\);u) = J[ Res(Zi(A), Z;(A); ).

4,j€ECK

La décomposition £(A) = E;(A) U --- U Xy (A) étant (M, 6, ¢, r)-transverse, I’application

Res(Xk(+), Xk(+); u) vérifie toujours | Res(Xk(-), X (-);u)|s < H (1 + |u])™™i M, ce
i,jeC

qui donne, e

2
> mim; = (Z m") c o IRes(Ek(), Bu()su)ls < (L fu) ™ MO

1,J€Ck i€Cl
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D’autre part,
- siu>2R+1, on pour tout (g,r) € S X Sk +u, lo — 7:| > l,Asi bien que
pour A € Ws(A), 2|Res(2k(x\),Zk()\);u)| > 1, et donc Res(Xx(A), Xk(A);u) est
((1 + [u])™)° M7, §,1,0)-transverse.
— sinon, pour 7 € C, |Re§(f3k(A),ka(A);u)|5 < [2(R+ 1)) M, et le lemme 2.4
montre que Res(Xx (), Xk (A); u) est (Ms, 63, c3, r3)-transverse avec

,yi(‘rkr‘f'l)

b6 o
M; = (2(R+1 ff'le"/f’ r3 = 27", C3 = —_— 4
3 = (2(R+1)) 3= Tk 3 (,Y:,r.ZMRmk)

a) (iii) Les estimations sur Ao(ik) se démontrent de la méme facon (c’est méme plus
facile).

b) Montrons que la décomposition est transverse.

Si kK € {1,...,I'} B\ = | BN, Zw(V) = (J Z;(X) et don,

1€Cy JEC,,

Res(Sk(A), e (A);u) = ] (6 -7 —w),
GELy,
+eik/

= JI I (i =7 —w),

(¢,7)ECKL XC)yr :;gg;

= H Res(Z;, Xj;u).

(i,j)EC;c XC\r

Chacun des facteurs du produit précédent est (M (1 + |u|)™ ™4, 8, ¢, r)-transverse et donc
en particulier,

lRes(ik(-L 2]6’(),“)' S H (1 + |U|)m”an, S (1 + |ut)7hk7ﬁk/M’Yk’Yk/’
(i,j)eck ka/

car, E(”)ECMCU mim; = (ZZGCk 1)(ZJ€CU ;) = M. -si |u| > 2R + 1, alors
pour tout (¢, 7) € 34 X (Lx +u), ona |0 —7| > 1, si bien que, | Res(Ex(+), Sp ()3 )] > 1
et cette derniere fonction est (My, §,1,0)-transverse avec

My = (1 + Ju])™™ MYV T4 = YV TS

— sinon, |u| < 2R + 1 et chaque facteur est en | |5 plus petit que (2(R + 1))™™7. Donc
Res(Xk(A), B (A);u) est (2(1 + R)™e™s MYk §, cq,74)-transverse avec

C bd (Ve vpr )2r (Yevie
B T, 17 C
4 (ryk'yk,)QTQMmRmkmkl

En comparant a), b) on obtient la conclusion de la proposition. O

)'m'vk/M-l
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3.2.3. Séparation des racines.
3.2.3.1. Proposition. Si (\) = X (A) U --- U X (A) est une décomposition v-séparée
telle que \ — X(X) est (M, §)-bornée, alors pour tout i, j,u € {1,---,1}? x R
2) |xso (@l < b(1+ [u))™ (BRMy=1)*",
b) |A0(Si())le < (BMRv™1)T,
©) | Res(Si(-), 8;();u)ly < (L4 [ul)™™ (bRMv™)"T,
on § = b(RMv—1)=%§,
Démonstration. — Le lemme 3.1.4.3 montre que A — xx(.) est (bM, §)-bornée; le lemme
3.1.3 permet donc d’établir que les applications A — xx,(.y sont (M, 6;)-bornées avec

M, = (bR3 v~ M), & = bR GetD =22,

L’inégalité sur xs,)(u) est alors claire.
Montrons par exemple I’inégalité portant sur Res(2;(-), 3;(-); u)), les autres s’ établissant
de facon analogue. L’inégalité du lemme du 3 montre que,

| Res(xs, (X), xz, (X = u))lor < b(L+ |xs.]s)™ (L+ xz, (X = u)ls)™ (L + |uf)™™
< (14 Jul)™m™s (bR y=0" Ma)™i+ms
< (1 + [ul)™ ™ (bR =1 M)
< (14 |u)™™ (bRMp—1)5",
De méme |Ao(Zs)]s < b(1 + |xz,|s)?7 L < (bR?:q?,,—szq)zq < (bRMy—l)GqS' 0O

3.2.3.2. Proposition. Soit £(A\) = Z1(A)U - - - U X(N) une décomposition v-séparée sur
A telle que \ — () soit (M, 6, c,r)-transverse et vérifie £L.(As) C D(0,R) (R > 1).
Alors, la décomposition L(X) = L1(A) U --- U X (A) est (M, 8, ¢, r')-transverse avec

M’ = (bRMv=1)%¢ § = (bRMv~1)~%s§,
¢ = (bBRMy~ 161 7 =1,

Démonstration. — Pour Ag(X;(A)) il suffit d’appliquer le lemme 2.5 aux formules (3.6),
(3.8), (3.9). Ecrivons,

!
Ao(S()) = [T 20(=) [T Res(Zi(1), 5;()).
i=1 1<i#j<l
Le lemme 3.2.3.1 montre que Ag(Z;(-)) est (bRMy=1)5¢° §')-bornée avec
8 = (bRMv~1)~444,
et que les Res(¥;(-),%;(-)) sont ((bBRMv=1)59" §')-bornées. D’apres le lemme 2.5,
Ao(Zi(+)) ainsi que Res(;(-), $;(+)) sont donc ((bRMp~=1)74"§44 §' ¢y, r)-transverses
avec ¢; = (212(bRMy=1)59"6-1)="¢c > (bRMy—1§-1)=6¢"r¢,
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Pour xs,)(u).

si u est tel que v > R+ 1, alors dist(u, X(As)) > 1 et |xs,y(w)| > 1, si bien que
xs()(u) est d’apres 3.2.3.1.a ((1 + Jul)™ (RMy=1)3¢ &, 1,0)-transverse;

sinon u < R+ 1 et |xs,()(u)ls' < (24 R)™ (RMv=1)3¢" < (bBRMv=1)*",

Le lemme 2.5 montre donc que xs,()(u) est

1+ |u))™ (bRMv=1)*"  (bRMv~")"%6, ¢y, 7 )-transverse
(@+ b : e

avec ¢y = (A(BRMy~")*"671) e > (BRMy="671) "4 7,
—  Pour Res(Z;, Xj;u): écrivons, Res(XZ, Z;u) = H Res(3:, 3;; ).
1<4,5<1
— si |u| > 2R + 1, chaque facteur du produit précédent est évidemment (M’,¢’,1,0)
avec M' = (1+ [u])™™s (bRMv~1))3")20 < (1 + Jul)™™ (bRMv )",
- sinon, |u| < 2R+ 1, et

| Res(Zs, B3 u)|s < [2(R + 1)]™™ (bBRMv~1)5 < (bBRMy~1)"?.
Le lemme 2.5 montre alors que chaque terme est (M, §, c3, r)-transverse avec
cs = (22(bRMv~1)" §~1)"re > (bRMy~1671) "0,
La proposition est donc démontrée. O

N

3.2.4. Effet d’une perturbation. Nous considérons a présent la situation suivante.
Supposons que X(A) = X1(A) U... U X ()) soit v-séparée sur A vérifie (A) C (—R, R)
et soit (M, 6)-bornée. Nous désignerons par n(A) € C¢(A, R,[X]) une perturbation tres
petite. Soit ¥'(A) C C tel que xs(n)(X) = xzo)(X) + 7(A, X).

3.24.1. Lemme. Sous les hypothéses précédentes, supposons que X(\) = X;1(\) U
-+ U Xy(A) soit une décomposition (M, 6, c,r)-transverse, v-séparée sur A, telle que
Y(As) C D(0,R) et supposons que,

(3.33) Inls < (BR324 M),

alors, si on note ¥'(A) = S(xs) + n(A, X)), il existe une décomposition (M',8',c’,r)-
transverse, (V',(')-séparée, ¥'(A) = Zi(A) U --- U E}(N) telle que Ws(A) C D(0, R’)
avec .

M' = M + (bRMv~)*7 |n|s, 8 = (bBRMv~1)~4s,

1
Cl —c— (bMRV—16_l)11q4(r+1)'77'51, I/’ =y bMRSV—QInIg,,
1
R = R+bMR*v™2|n|g,.

Démonstration. — Ecrivons, Xsiy = x5 * (X — xs) + n(\)], et remarquons

que pour |XA — A| < 6 nous sommes dans les hypothéses du lemme 3.1.2 et pouvons
définir les X;(\):

2 5 2
X5 5y = Xzl < BMARM =20 )5,
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car |xs,|ls < bM; par conséquent pour tout u € R,
) 2 5 2
Ixs ) (@) = xz o (w)lsr < (14 |u)™bMIR* v =27 |n|s.

Les estimations sur |xs|s sont alors claires. En outre la formule précédente entraine:

Sup 105, Oy (9 () = Xm0 ()] < Ixm ) (1) = Xz, (W)l (8/2) 77,
Sgsr

< BMIRM v [l (1 + Jul)™ (BRMv ™) 496) ™"
< (1 ful)™ (bRMy =18~ 0+ D |,

Des inégalités (3.12), (3.13) il vient que si n vérifie I'inégalité (3.33), alors, Xi(As) C
D(0,R) avec R' = R+ bMR*~2|n|i (< R+ 1). Ainsi,

- siu> R +1, xs(u) est alors (M’,6',1,0)-transverse;

- sinon, xx;(u) est (M', 8, ¢y, r)-transverse avec

1 =c— (bBRMy=167 )8 D)) .

Les inégalités correspondantes pour Res(X}, ¥;u), Ao(X]) se démontrent de la méme
fagon. Faisons le pour Res(¥;, ¥%; u): Remarquons que |xsr|s < [xx.|s +1 < 2M;

- siu>2R+1 alors |Res(Xf, X};u)| > 1 et d’autre part d’apres le lemme du 3,

| Res(X5, 255 w)lsr < b(L 4 [ul)™™ (1 + Ixs: o)™ (1+ |xz
b1 [uf)™ms M
< (LA Jul)™ ™ M,

mi
&

et Res(X}, X%;u) est donc (bM 2a.§' 1, 0)-transverse.

T

— sinon, u < 2R + 1 et alors d’aprés (3.11)
sy (u) = Xz (Wlsr < (14 R)™ (bMRv™")*" [nlss < (bBMRv™")*" [n|s < 1,

et |X2(u)|6’ S (]. —+ R)quElg/ S (bRMV_1)4q2.
Ainsi d’apres (3.16),

| Res(33;, 5 u) — Res(Ss, 5j5u)lsr < bRy RIM)™* |n]sr < (bRv~ M) ).
Pour Ay(X}) il n’y a pas lieu de distinguer les deux cas précédents: il suffit de constater

que, |Ao(E]) — Ao(T)ls < (BRMv=1)1%¢|n]. Ainsi, Res(Z],T%5u) et Ag(%)) sont
(M', 8, co,r)-transverses avec

cy=c— (bRMu‘1)11‘14[n|<%) > c(bRMy~ 1671 M D) |
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3.2.4.2. Lemme. Sous les hypothéses précédentes, si la décomposition de ¥(\) =
Si(A) U U E(N) est (M, 6,c,r)-transverse, alors celle correspondant a Y'()) est
(M', &, c,r)-transverse avec

M' < M+ (bMRv=")"|ns,
§ > (bMRv=1)"5,
¢ >c— (BMRy~ 1571+ )

ou k,b > 0 sont des constantes.
La démonstration s’effectue comme précédemment. O

4. Algebre.

4.a. Nous considérons dans ce qui suit le cas ot G = SU(w + 1) est ’ensemble des
matrices unitaires de déterminant 1. Nous noterons diag(A1, . .., Ay+1) la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont Aq, . .., A,4+1. Les valeurs propres de v € SU(w+1) sont sur
le cercle unité. Le centre de SU(w + 1) est isomorphe a I’ensemble des racines w + 1-iéme
de I'unité. L’algebre de Lie de G = SU(w+1) est g = SU(w+ 1) I’ensemble des matrices
anti-hermitiennes de trace nulle et les valeurs propres des A € g sont imaginaires pures.
De fagon plus précise, si A € g il existe P € SU(w + 1) telle que

(V=T)e; - 0
(4.1) A=P : : Pt
0 (,/__1)ew+1

L’ensemble
(V=-Dpa - 0 w1

P—l’ /*LJERG ZNJ:0}7

0 o (VD =
sera appelé un tore maximal de A: c’est une sous algebre abélienne maximale de g
contenant A. Soit & présent H € t4 p dont les parties imaginaires des valeurs propres
sont dans I'écriture (4.1) e;(H),...,ew+1(H). Les e;(-) sont alors des formes linéaires
réelles sur ¢. Les valeurs propres de ad(H) € gl(g) sont alors les v/ —1(ex(H) — e;(H)),
1 <k,l <w+1, c’est-a-dire si nous notons «;(H) = e;(H) —e;41(H) 1 <3 < w, 0
avec multiplicité w et les £/—1 E;:k aj(H),1<k<I<w

Nous noterons AT C t* I’ensemble constitué des Z;:k aj, 1 <k <l < wet
A=At U(=A"). La famille (a1, ..., a,) est alors clairement une base de ¢t* que nous
noterons W et appellerons la base de Weyl (relative a ¢). Appelons (Hy,...,H,) Ctla
base duale pour le crochet de dualité (et non pas pour la forme de Cartan Killing) de la
base de Weyl (ag,...,a,). On a alors,

t=tap={P

| N
H; = Pdiag(1,...,1,0,...,0)P™" — w+lId’

ou les 1 occupent les j premieres places sur la diagonale; on peut aussi écrire,

7 . w+1
Hj =P} Eu - Z;_J+—1 S E)P € tap,
k=1 =0
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oll on a noté F;; la matrice dont les coefficients sont tous nuls sauf celui placé a la i-ieme
ligne et j-ieme colonne qui vaut 1. Considérons a présent la situation odt A € SU(w + 1)
admet 1’écriture suivante,

u, --- 0
A:P P—lv
o --- U

P appartenant 2 SU(w + 1) et od les U; sont anti-hermitiennes U; € u(m;),
Zl .m; = w+ 1. Nous noterons FE,...,E; les images des projecteurs hermitiens
associés, C! = E1®- - -®Fy, AlE; =U;et deﬁmrons V; comme étant I’ensemble des parties
imaginaires des valeurs propres de A|E; comptées avec multiplicités. On a alors, V; =

{e1(A),...e;,(A)}, Vo ={ei+1(A), ..., e, (A}, Vi = {ei,_1+1(A4), ..., ews1(A)}

Nous noterons I = {i1,...,4-1}, 50 = 1,4, = w+ 1. On a alors le lemme immédiat
suivant,

Lemme. Pour tout i,,is € I, ona [A,H; | =0et [H; ,H; ] =0.

4.b. Notons 74 le polyndme caractéristique de A € gl(w + 1,C) et xa celui de
ad(A) € gl(g):

w+1

74(X) =det(XId—A) = H(X —V=1N)
xa(X) = det(XId — ad(4)) = X¥ H (X — V=1a(A)).

a€A
Nous définissons alors
w+1
WA(X) (\/——) +17TA(\/—X) IIl(X_/\j)a
Xa(X) = — o %a(VTTX) = [[(X - a(4).

(\/:T)WXA al;!;(
Remarquons alors que si A, A’ € C§(A,g), |[A— A'ls <1, on a,
[Xa — Xarls < C.(L+|Als)"|A = A5
Par conséquent,
x4 = xals < C.(1+]A]s)"|A — A'ls
et de méme,
|Ta — marls < C(1+ |Als)"|A— A'ls,

ol k¥ > 0 est une constante ne dépendant que de w. Si A € g a toutes ses valeurs propres
distinctes, on sait qu’il ne passe qu’un seul tore maximal par A (on dit alors que A est
régulier) et tout A’ dans un voisinage de A posséde la méme propriété. Si on note ¢4 ce
tore, I’application A’ — ¢(A’) est alors analytique sur ce voisinage. Nous donnons 2 présent
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une généralisation classique de ce résultat dans le cas ou certaines de ces valeurs propres ne
sont plus distinctes. Il est alors impossible de suivre analytiquement ot méme continiiment
les tores (il peut d’ailleurs en avoir plusieurs passant par un méme A) mais il est possible
de contrbler la dépendance analytique de certains sous-espaces vectoriels des ¢ 4/.

4.1. Proposition. Soit A(X) € C{(A, su(w + 1)) et supposons que () = E(ma(x))
admette une décomposition $(A) = X1(A) U --- U Xy(A), v-séparée sur A, chacun des
Yi(X) étant (M, 6)-bornés. Alors, il est possible de trouver P € C¢ (A, SU(w + 1)) et des
matrices U;(\) anti-hermitiennes dans C§,(A) telles que,

(1) pour A € A,
Uy(\) -+ 0
AN =PN| PO
0 - U
(ii) les applications A — P(X) et X — U;(X) sont (M',8)-bornées avec
M’ = (bRMv= 1),  § = (bMRv™1)7"¢,
o k > 0 est une constante ne dépendant que de w.
(iii) pour tout 1 < j < let X € A, N(my,(n)) = L;i(A).

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser le fait que le projecteur hermitien sur la somme des
espaces propres associés a Y ;(A) est donné par,

Qi) = /(}\)(A()\) — z.1d)"lde,

ol () est un lacet entourant 3;(\) et le v-séparant des Y (), k # j. Il suffit alors de
procéder comme en 3.1.2 et 3.2.4. O

5. Elimination des résonances dans le cas SU(w + 1). Nous décrivons dans cette
section la procédure d’élimination des résonances dans le cas ot G = SU(w + 1). La
méthode s’inspirant fortement de [S] chap. 5, nous faisons auparavant quelques rappels.

Note. — Dans ce qui suit X(A) désignera ’ensemble des racines (des a(A), o € A)
de A € su(w + 1) comptées avec multiplicités et V(A) I’ensemble des valeurs propres
de A comptées avec multiplicités.

Remarque: Nous dirons que A € C¢ (A, g) admet des (X, V')-décompositions (M, 6, c,r)-
transverses, (v, {)-séparées s’il existe des décompositions

2(AN) =T (AU U (V) et V((AN) =Vi(Au---u Vi, (A)

qui sont (M, 8, c, r)-transverses, (v, ()-séparées.
5.1. Rappels. Rappelons que nous avons fixé w € CD(y,0) c’est-a-dire que,

-1

i
Vk € 2% — {0}, |(k,w)| > G
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Soient IV, K des réels positifs et P un entier plus grand que 1. Notons,

k
a — (ﬁ,w)\> K_lv},
et RS,(N,K,P) son complémentaire. Nous noterons, w étant fixé, ces ensembles

DS(N,K,P), RS(N, K, P).
Rappelons (cf. [S] chap. 5) les résultats faciles suivants:

DS,(N,K,P)={a€R, YO< |k| <N,

5.1.1. Lemme. Soient N' > N > 1:
(i) si K >21°yP(N')°, etsia € RS(N, K, P) alors il existe un unique ko € 74,0 <
|ko| < N tel que |o— (% ,w)| < K~ et dans ce cas, Ia (%,w)| € DS(N',K, P);
(i) sia€ DS(N,K,P) alors pour tout k € Z%, o — (£,w) € DS(N — |k|, K, P);
(i) si un (£,w) € DS(N,K,P) avec |k| < N alors k = 0.
Supposons donnés deux entiers g, D > 0 et un réel a > 0. Définissons pour tout entier
N > 0 une suite de g + 2 entiers, No = N, Ni,..., Ngy1 tels que,

(51) Ni+1 Z aNi, 0 S ) S q.

5.1.2. Déﬁnition Soient 1 < p < q un entier, Jies C {1,...,q} un ensemble d’indices
et k : Jeos — Z% une application telle que, |k;| < N, pour j € Jws (en notant

kj = ki(])) Nous dirons que (o1,...,0,) € R? vérifie lhypothese Ha,q.0(D, Jres; k)
(resp. Ha,q,0(P, Jres, k)) si pour tout j € Jiess On a |0 — (—g%,w)| < K™Y (resp.|o; —
(g;,w)| < 2K™1) et pour tout j € {1,...,q}\Jres 0n a 0; € DS(Np41, K, DP*Y) (resp.
0; € DS(Npt1,2K, DPTY)).

Si les conditions précédentes sont vérifiées pour une famille A — (o1(}), ..., g4(N)) A
décrivant A, nous dirons que I’hypothése est vérifiée sur A.

5.1.3. Lemme. Pour tout (01, ...,04) € R, il existe toujours 0 < p < q, Jyes, k, pour
lesquels I’hypothése H, q.p(D, Jres, k) est vérifiée (donc H aussi).

Considérons maintenant un espace vectoriel ¢ réel de dimension & sur lequel sont
définies ¢ > w formes linéaires {f1,...,0;} = Bet supposons que les {f, .. ,,6,,,,} 144
constituent une base du dual £*; nous noterons (H Ji<i<w C f une base duale de W. Faisons
en outre I’hypothese qu’il existe des entiers m;; € Z, (3,5) € {w+1,...,4} x{1,...,d},

w

tels que pour tout w+ 1 < i < §, B; = Zmi]ﬂj-

Si v est une matrice inversible extraite de la matrice (m;;), son inverse est a coefficients
rationnels; comme les v sont en nombre fini, on peut supposer qu’il existe des entiers
D >1et b > 1 tels que les coefficients de v sont de la forme % avec |z| < b, z € Z;
nous supposerons également b choisi assez grand pour que max(|m;;|) < b. Posons
& = 4(1 + b)2(G + 1)321+4°y D1+ et définissons pour tout entier N > 0, une.suite de
g + 2 entiers No, ..., Ngy1, tels que N;pq1 > aN;, No = N. Nous poserons également
Q = 242 + §)3.

Donnons nous (o1,...,04) € R4: Nous avons alors (cf. [5] chap. 5):

5.1.4. Proposition. Soit K > 20(q + 1)22M°yYN? et A € i; alors si (B1(A), ..., B3(4))
vérifie I’hypothése Ha 5.0 (P Jres, k), il existe des entiers ki€ 7% 1<i<d verzﬁant
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|I~c,| < QN,, et tels que si l'on pose A= A — Z(ﬁ,w)ﬁi, on ait pour tout j < §,
=1 Dr

Bi(A) € DS((1/2)Nyy1,2K, DP*1). En outre |A| < Q(1 + |A|) et les entiers ki ne

dépendent que des entiers k; = k(j) intervenant dans I’hypothése H; 4.0(P; Jres, k).

5.2. Applications. Donnons nous A € C¥ (A, su(w + 1)) qui admet une décomposition
V(AN) = Vvi(A) U --- UV, (), (v,()-séparée et (M, é,c,r)-transverse. On sait alors
quil existe P € C{(A,SU(w + 1)) et des U; € C¢(Au(m;)), 1 < i < Iy,
my + -+ my, = w+ 1 telles que,

Ui(A) .- 0
AN =PN| PO
0 e U (V)

nous notons encore C¥*! = E1(A) & --- @ Ey, ()\) la décomposition associée,
ANNE(N) = Ui(N), Sy, ) = Vi(N)

et notons I = {iy,...,4,—1} ’ensemble défini en 4. Fixons A € A, notons A =
A(N), 2 = E(A(N)),etc. et posons t = ta p,

Wi =(a1,...,ay),

1
By = {Zniai, 1<k<I<w, |nl < 2q},

i=k

oll ¢ = degX. Ceci permet de définir en reprenant les notations de la section 5.1, des entiers
Dy, ¢1 = q (g = degX), un réel a; > 0 et pour tout N > 0 des No(= N), Ny,..., Nyy1.
Nous noterons Q@ = Q1.

Nous pouvons toujours suivre continiment les éléments de S(A(X)) = (o1(}), ...,
o4(X)); nous dirons alors que A — A(X) vérifie I'hypothese Hq, ¢, (P, Jres, k) sur A si
elle est vérifiée pour tout (o1(A),...,04(A)), A € A.

Ceci étant on peut énoncer,

5.2.1. Lemme. Supposons que A € C¢(A,g) admette des décompositions L(A(N)) =
Ti(0uU--UEg(A) et V(A(N)) = Va(A) U=+ U Vi, (A), (M, 6, ¢, r)-transverses et (v, ()-
séparées. Supposons en outre que I’hypothése Mg, 4 (P, Jres, k) Soit satisfaite sur A et
que,

1
5.2 — K1
(5.2) ¢ < T00g

Alors, il existe pour tout 1 < i < ly, des H; € C§,(A, g) et des entiers ki e z? vérifiant,
() |kl < QNy;

(i) si on pose A(\) = A(\) — Z(%,w) H;()), on a, pour tout j < q,

j(A) € DS((1/2)Np11,4K, D7), JA()| < aa(1+ [A()]),

ou ay > 0 est une constante;
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(iii) il existe des entiers y7 € Z%, 1 < i <lg, ety) € 2% 1 < j < ly tels que
max(|y7], [y} |) < asN,

pour lesquels

lz; lV

E(XA(A)) = U(Ei()\) -7, Z(WA(,\)) = U(Vi()\) - y}/),

=1 j=1
les décompositions précédentes n’étant plus forcément séparées.
(iv) Les applications A\ — H;()\) sont (M',¢"), avec
= (bMRv™1)", § = (0MRv™)7"6, |A()|s < b(L+]A()]s),
ou a4, b, Kk sont des constantes positives.

Démonstration. — Reprenons les notations précédentes, fixons A € A et notons
A = A()),X = 3()), ete. Nous noterons A ’ensemble des racines de Alt.

Rappelons qu’alors, £(A) = {£> -, ax(4), 1 <1 <m < w} ol a = e — €41,
1 <k < w. Il en résulte donc que si 4 < t < ig41, (0 < k < w), alors ¢t ¢ T et,

(5.3) lae(A)] = led(A) — ea(A)] < G,

puisque chaque V; est de diametre < (. Considérons a présent la relation d’équivalence
sur I = {é1,...,%,-1}, ixRis si et seulement si il existe 1 < j < Iy tel que oy, (A)
et a;,,(A) appartiennent & X;, et notons Ji,...,J, les classes d’équivalence associées.
Ainsi on a une partition I = {7,...,4,-1} = JyU---UJ,. Notons j., 1 <r < sun
représentant dans chaque classe J,.: pour tout @ € A, si a(A) € J, on a,

(5.4) la(A4) — e, (A)] < ¢,

puisque les 3J; sont de diamétres inférieurs a (.

Posons
ty = V%Ct(Hjl,. .. 7Hjs)7

Wo={B1,...,Bs} = {eyy,..., 5, } C 5,
By = {n10j, + -+ nsaj,, 0 < |n.| <24#J,, 1 <r < s}

Remarquons que W, C By C t5 et que W, est une base de ¢3. La section 5.1 nous dit
comment construire des as, D2, ¢o. Comme Wg C Wi et By C By, ty C 14, il est clair que
I’hypothese Hal,ql p, implique I’hypothese ’Ha?,q2 D,. On peut en particulier appliquer la
proposition 5.1.4 dans ce contexte a,

Ay = "o (A)H;, €t,.
r=1

Il existe donc des entiers I~ei e 74, |l~cl| < @N,, tels que si I’on pose,
. i k,
A=A =) (e | Hi = A - Hy,
r=1
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on a V@ € By, B(A;) € DS((1/2)N,y1,2K, DP1). Définissons 2 présent,

s ];r
H= ; (Dp+1’w> Z Hu,

UGJ'P

et montrons que H satisfait aux conclusions de la proposition. Soit & € A*; on peut
Iécrire o = ap +---+ay, 1 <k <1l < w, c’est-a-dire,

o= Y oty Y an

tgl r=1 u€Jr
k<t<l k<u<l

donc, vu que si t ¢ I, oy(H) = 0, on a

a(A-H)= Y a(A)+) Y au(A-H).

tgl r=1 k<u<l
k<t<l Pri

Notons & = Y.._; #(J. N [k,1]).c,; alors

a(A-H)= Y oA+, Y (au(A-H)-0a;(A-H))

tegl =1
tefek,l] r=lueJ.nk,l

£ #00 [k D)o, (A — ).

de (5.3) on déduit,

Z ay(A)

tgl
t€[k,l]

< q¢,

et de (5.4),

S Y (auA—H) -y, (A- H»\s «@
]

r=1ueJ, N[k,
car pour tout v € J,. N [k,{], au(H) = «; (H). Par conséquent,
(5.5) (A - H) — (A - H)| < 24.

Remarquons que si on note n, = #(J, N[k,l]), onaa =Y _ n.a; € By, si bien
que, &(A; — H1) € DS((1/2)Np41,2K, DPF1), et donc

&(A— H) € DS((1/2)Np1,2K, D)
(&@(H) = &(H1)). Comme 2¢¢ < K~1/2, (5.5) montre que,

a(A— H) € DS((1/2)N,41,4K, DP11),
ce qui montre (i).
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Soient a présent a,a’ € A telles que a(A) et o/(A) appartiennent & un méme ;. Il
s’agit de voir que a(H) = o/(H), ne dépend que de X;: ce sera le réel y;-. Ecrivons donc,

1 v
azza]-, a':Zaj, 1<k<i<w, 1<k <l <w.

i=k =k

Par définition de B, on a clairement & — &' € B, puisque #(J,. N[k, 1))+ #(J,. N[k, V'] <
2#J,; par conséquent, comme (& — &' )(A — H) = (& — &')(A; — Hy), on a,

(5.6) (@ —&)(A—-H) e DS((1/2)N,41,2K, DPTY).

En outre d’apres (5.5), |(@ — &/)(A — H) — (@ — &)(A — H)| < 4¢¢, et comme
a(H),od'(H) € %, |a(A) — o’'(A)] < ¢, ce qui entraine,

(5.7) la(H) — o/ (H) — (& — &)(A - H)| < 5qC.
Mais, 5¢¢ < (1/2)K~! et par conséquent,
a(H) — o/(H) € DS((1/2)Np41,4K, DPT1).

Or par définition de H,

o) = 5 () = ()

K2

avec = € Z%, |z| < 2gQN, < (1/2)Np41, ce qui entraine d’aprés le lemme 5.1.1 que
z=0=«alH)-dH).
Le (ii) est donc montré avec y© = a(H) pour « tel que a(A) € X;. Le (iii) vient du
fait que H|E; est donc de la forme, y) .Id puisque chaque H; |E; est de cette forme.
(iv) D’aprés I’estimation du (i) pour A € A (réel) on a,

[AN) < aa(1 +[AN)).
Par ailleurs la proposition 4.1 montre qu’il existe M, 61,
M, = (bMRv™1)", 61 = (bMRy~1)™"6,
pour lesquels H;(-) est (M, 6;)-bornée. Par conséquent, quitte & changer les constantes
K, b, il est clair que A(-) est (bM1(1 + |Als)), 61)-bornée. Soit alors b2 < é; et appliquons

le théoreme des accroissements finis entre un point A € A et z € W, (A) (on fait usage
des inégalités de Cauchy) tels que |z — A| < é2; on obtient:

A(z) — A)| < (bMy(1 + |A|5>>.62.]‘j—11,

o . o 5 .
si bien que si 62 < 7\—/11_ on a |A(z)| < b(1+|Als), o b > 0 est une autre constante. Quitte

N 1 . .
a changer les constantes «, b ceci prouve (iv). O
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6. Lemmes de conjugaisons. Nous renvoyons le lecteur pour les démonstrations des
deux propositions qui suivent a [5] chap. 6 (cas G = SO(3) en classe analytique) et a [5]
chap. 5 (cas général en classe C*). Nous supposerons dans ce qui suit (et en reprenant
les notations de la section 5) qu’il existe un réel 7, > 0 tel que,

2'*°yPN;,, <K < N™.

6.1. Cas diophantien. La proposition que nous présentons est a la base de la méthode
KAM dont nous avons parlé dans 1’introduction.

6.1.1. Proposition. I/ existe des constantes az,b positives pour lesquelles ce qui suit est
vrai. Soient A C R un intervalle, A € C§(A,g), et F € Cy ((R*/PZ% x A, g) ou P > 1
est un entier. Supposons que:

a) |Als <T, o001 <T < M;

b) pour tout X € A, L 4(A\) € DS, (N, K, P);

c) (bTNP)* (,lil;:;;d < 1 (en particulier |F|,s < 1). Alors, il existe §' > 0,

Y € Cy o (RY/PZAx A, g), A € C5(A, g) et F' € Cf 5 (R*/PZ4 x A, g) tels que,

() & = b(NT)~"5,

(i) A"+ F'R(e¥)A+ F,

(i) A'(A) = AN + F(0,N),

@iv) pour tout 0 < h' < h,

—2r NP~ Y(h—h')

P2(bTN)e

4€
(h, _ h’)2d IF!i,é + bP

F s < e

|F|n,s-

6.2. Cas général. Dans tout ce qui suit nous supposons donné A(:) € CY(A,g) qui
satisfait ’hypothése H suivante:

Hypothese H.

a) A admet des décompositions L(A(N)) = Z1(A) U --- U X (N er V(A(N) =
Vit u---u Vi, () qui sont (M,86,c,r)-transverses (v,()-séparées, telles que
V(A(As)),2(A(As)) C D(0, R); en outre,

b) ¢ < oK,

¢) il existe (p, Jres, k) pour lesquels A(-) satisfait I’hypothése Ha, 4 p(D; Jres, k).

Soit en outre F' € Cy s(A x R*/PZ4,g); posons

B(\,0) = exp (— Z(P—;;ﬁ, 9)H1~(/\)),

=1

F(A,) = Ad(BA,).F ().

On a alors A+ FR(B)A + F.

Remarquons que F est PDP+!7Z4 périodique (B étant cg P DP+1Z4-périodique). On
peut alors appliquer le lemme 5.1 2 A + F pour obtenir A’ + F” conjugué 2 A + F avec
F' € C¥(A x RY/PDP*17% g). Si on prend en compte le paramétre A les estimations
sont données par la proposition suivante:
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6.2.1. Proposition. Soient A C R, A(-) € Cy/(A, g) satisfaisant I’hypothése H ci-dessus
et F € Cy s(A x R*/PZ%,g). Supposons que |Als < T < M et que

(6.2) (BNMPy=1)*"|F|,s(h — )% < 1,

puis posons §' = (BNMPy=1)=274,
Alors il existe, A’ € C3,(A,g), F,F' € Cy 5/(RY/DPHIPZY x A, g) tels que,

(i) pourtout X\ € A, A'+ F', A+ F et A+ F sont conjugués;
(i) pour tout \ € A,

A(X) € DS,((1/2)Np41,4K, DP*'P) = DS ((1/2)Npy1, 4K, DPT);

(iii) pour tout X € A, A'(\) = A(N) + F(0,));

(iv) pour tout h' < h, |F|p < be>™P~'D™"TVQN | B, on Q est Uentier intervenant
dans la proposition 5.2.2 (élimination des résonances);

(v) onal’ :=|A'ls <+ |ﬁ‘|h,5: , et pour tout 0 < h' < h,

o se-ramy P
[Pl < PRDMODEEN, . reire Mot Lt

Y
—2n(Npy1—QN,) L=h) £27QN

h
ppP+I P ppp+l

d nd(p+1) €
+ bPe D) oy |F s

Nous ne donnerons pas la démonstration de cette proposition qui résulte des estimations
de [5] chap. 6.

6.3. Controle de la transversalité. En utilisant les résultats de la section 3 on peut
préciser dans la proposition précédente le controle de la transversalité. Dans toute la section
6.3 nous supposerons les hypothéses de la section 6.2.1 vérifiées ce qui nous permet de
définir F', F’, etc. Par ailleurs pour simplifier les estimations nous supposerons, ce qui est
toujours possible, que r > 1.

6.3.1. Proposition (Accrétion et perturbation des racines). Supposons I’hypothése H
vérifiée sur A (ce qui suppose la donnée d’'un N) et supposons que:

d) €< (bBRMv™)™", ononanotée=|F|ys
e) v+2(<1

Alors, il existe une partition I1 de A en intervalles A et sur chaque A des décompositions
(', (')-séparée et (M',8',c,r')-transverses,

E(A'(V) = ) U+ Uy (),
V) = V) U UV (),
E(A'(R6), V(A'(R)) € DO, R')

pour lesquelles ce qui suit est vrai:
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(i) soit I, = ls, auquel cas Iy, = ly et on a alors,
R =b(R+ N), M' = (bR)*M + (bM Ri—1)"|n|s,
8 = (BMNRp™)™*6, d =c— (BMRNv~'671) " |nls,

7 — (OMRy™1)*nl5, ¢ =+ q(bMR™)"nl5,

T?

V/
7'/

on v = inf(v, §).
(i) Soit I, < lyx, et alors,
R =b[R+ N), M’ = (RM)* + (bMR>~)"|nls,
§ = b(MNRi~1)™"8, ' = ¢°r,
V' =0 — (OMRI)lf, ¢ =aC+ 0 + (BMRY |z,
(BMRN)~'60c)~" — (b MRO'NSE™)""|n|s,

C/

et il n’y a pas d’autres cas possibles. En outre,

#I1 < b(1 + |A|)(BNRMS™1)™.

Démonstration. — A) Séparation des amas accrétés: Le lemme 5.2.1 montre qu’il existe
des réels y7, 1 < i < lgety), 1< j <ly tels que, max(|y7|, |y} ) < aslN, et pour
3
lesquels,

S0vioy) = UM =38, Virin) = M) —5).
=1 =1

Notons, £;(A) = Z;(A) — 4%, V;(A) = V;(A) — y). Puisque £(\) C (~R,R) on a
3(A) = 2(x40) C (R, R) avec R = R+ maxi<iciy (J97]) < (14 ag)R.
Pour tout (4,5) € {1,...,Is}?, définissons,

E,;={)Ae€A, Res(2;()), f)j(,\)) = (2¢ + v)™™ 1y},

et posons E = U; ; E; ;; soit II ’ensemble des composantes connexes de A — E.
Nous verrons plus loin (voir E) plus bas) que E est fini et estimerons son cardinal.
Remarquons :

6.3.1.1. Lemme. Soit A € A. (i) si |Res(Zi()),%;(N)| > (2¢ + #)™™i "1, alors,
dist(X2;(A),3,(X)) > p. (ii) sinon, il existe (6,7) € X; x X; tel que,

—1__

_ 1
16— 7| < (2¢ +v)' " o

Démonstration. — (ii) est évident. Démontrons (i). Il suffit de remarquer que s’il

existait (Go,70) € X; X f]j tel que, |6p — 79| < v, alors on aurait pour tout
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(5,7) € i x 8j = {(60,70)}, |6 — 7| < |6 — Gol + |60 — ol + |70 — 7|, < 2( + v, car
par définition diam(X;) < (. Ainsi,

|ReS(i),()\),i]()\))| = I&O — 7"0| H |5-0 _ 7’:0| < (2( + V)mimj—lu.
(6,7)#(60,70)

O
Nous pouvons alors définir pour tout composante connexe A € II la relation définie par:
iRj si et seulement si | Res(Z;(X), £,(N\))] < (2¢ + #)™™i =1, ainsi que le graphe (non
orienté) I'; associé. Appelons Iy, < Iy le nombre de composantes connexes maximales
de ce graphe et définissons pour chacune de ces composantes connexes Ci, 1 < k < I§
I’ensemble, 34 ()) = U ().
1€Cy,
D’apres le lemme précédent,

diam($(X)) < (#CK)C + ((F#Cr) — 1)(2€ + )7 s
< q(¢+ 2+ ) T ) = ¢,

Ainsi, £(A) = 3;(A) U --- L 34()) est une décomposition (7, ¢)-séparée.

Remarquons cependant que si l§ = [s, chacune des ¢omposantes connexes maximales
du graphe 1"(.7&) est réduite a un seul élément et par conséquent, la décomposition obtenue
coincide avec la décomposition initiale en 3;()) et est donc (#, ¢)-séparée.

B) Etudions a présent les propriétés de transversalité de la décomposition (non
nécessairement séparée) X(\) = 21()\) ue---u ilz (A\). Tout d’abord déterminons la
transversalité des X;()\). Pour A\ € A € II Li(N) est déa ((1 + |ys,|)™ M, b)-
borné; on note & le & donné dans les propositions 6.1.1, 6.1.2 (nécessaire pour
pouvoir définir A), et § = (BMNv~1)"%§; en effet puisque xs,(w) = xz,(u +
y=.)s on a, |xg, (w)ls < (1+ |u+ys )™M, < (1+|ys,|)™ (1 + [u])™ M. En outre,

,\(Xz () = FHxsoy(u + ys,), pour tout 0 < j < r. Ainsi, B;(N)|; est
)™M, 8, ¢, 7)-transverse.
Déterminons 2 présent la transversalité de Res(£;()), £;())) pour tout (4, 4). On a,

Res(Z:()), Z5(\)) = Res(Zi(M) — s, B5(0) — ys,),
= Res(X:(A), Z;(A); Ys, — ys,)-

Or par définition, ceci est (M(1 + |yg, — ys,|)™ m; &, c,r)-transverse. 1l est donc
clair que la décomposition 1(A) Ui --- L £y (A) (qui n’est pas forcément séparée) est
(M(bR)? 6, c, r)-transverse (car les |yE V| sont plus petits que (1 + as)R).

C) Transversalité: Appliquons a présent le lemme sur ’accrétion des racines a la
décomposition, qui elle est séparée, L(A) = 3;(A) U --- U 5y(\). Comme (\) =
S1(A) LU (A) est (M(10R)T, 6, ¢, 7)-transverse, la nouvelle décomposition est,

((bRE M) 6, [(br MR(8) ™) c]*", ¢*r)

transverse.
D) Perturbation des racines. Résumons les résultats de A), B), C):
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1) —si Iy = If, alors (X}) = (5;) et la décomposition D(A) = £y(A) U--- U 1, ()
est (M,b,¢,#)-transverse (7, ()-séparée avec
M =M@®R)T, b6=OMNv)"™6 é=c,

~

f‘=7‘3 R:bR5 <=Ca

2) - si Iy < Ig, la décomposition, £(A) = Sy(A) U -+~ U Sy (A) est (M, 35,¢ q%)-
transverse et (#,()-séparée avec

M= (bRCM)T, §=(MNvY)"™6 é= [(brMR(3)‘1)""" JF
P = ¢?r, R=1bR, E=2¢2+ ) 7 ie,
ou Kk est une constante positive ne dépendant que de gq.
Notons ¥'(-) = xsar¢) = X5+ X3 B0,) = XE0) +n(+); nous pouvons appliquer & présent
le lemme de perturbation 3.2.4.1, pourvu que |n|s < (bRM =)=, et alors, il existe une
décomposition (v, ¢’)-séparée et (M’, 8, ¢, r’)-transverse de X'(A) = B (A)U- - -I_IE'jc (A)

avec: . . )
M' = (bR)” M + (bM R |y, & = (bRMi~1)~%5,

¢ =¢é— (bBMR5=1671)124" s, r =7,
A A 1 1
vV =0 —bMR D 2|n|{, ¢'= ¢+ gbMR 2|2,
R =bR,
les valeurs des variables avec des chapeaux étant celles que nous avons données
précédemment suivant que Iy, = Iy ou Iy < lx. Quitte & changer les constantes k,b

ceci donne les estimations de I’énoncé de la proposition (remarquer que si 7 > 1,
(r*r)<" < 2% si k' > K est suffisamment grand).

PN

E) Déterminons 2 présent le cardinal de,

E;; = {} € A, Res(Z;(V), Z;(N) = (2¢ + v)™™i 1.}
Comme, par hypothese, max(2¢ + v,v) < 1 et I < ¢, on déduit du lemme 2.2 que

(1+ADM(E/2)=+D)

#E; <1 (2R)7 27+1),

et donc que #E < (1 + |A|)(brRNM6~1v=1)"" ot k > 0 est une constante.

F) Enfin, remarquons que si Iy, = l§;, alors Iy, = [i,: ceci résulte immédiatement du fait
que les éléments o € 3 sont obtenus comme différence d’éléments de V. O

6.3.2. (Séparation plus fine des racines). Soit A € C%(A,g) telle que Z(A(/\)) et
V(A())) admettent des décompositions (M, 6, c,r)-transverses. Fixons en outre v' < c.
Il existe alors une partition TI de A en intervalles A et sur chaque A des décompositions
Z(AMN) = Zi(A) U - U B (), V(AW) = i) U -~ U Vi, (A), (Is,lv < g) ne
dépendant que de A, qui sont (M',8',c ,r")-transverses et (1/’, ¢')-séparées avec

M' =b(RMY' '67Y),  § =b(M~R™1W')"6,
d=0OBRIM W), r = ¢’
¢’ =10qv'.
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En outre #11 < b(MR§™1/"1)9(1 + |A]).
Démonstration. — Découpons A en (1 + |A|)(v/'((1 + R)M)(6/2))~ 1 intervalles d’égale

longueur au plus (¢’M~(6/2)(1 + R))™%. Soit A un tel intervalle et fixons Ao € A.’
D’apres la remarque qui suit la définition 3.1.1, il existe une décomposition 4v'-séparée
maximale de X(\g) = L1(Ao) U--- U Xz (No)s V(o) = Vi(Ao) U --- L Vi, (No) et donc
(4v', 4q1')-séparée. En outre, pour tout o;(Xg) € Z(Xo) et A € A,

EICE | HCETAC)

oc€X(})

est (M(1+ |oi(Xo)|)?, 8, ¢, r)-transverse et par conséquent (M (1 + R)?, §)-bornée. Donc,
Xz (9:(X0)) = X200 (0i(X0))| £ M(8/2)71|A = Xo|(1 + R)7,

et d’aprés la condition sur le diametre de A,

II lo =)l <v,

oc€X(N)

ce qui montre qu’il existe au moins un o; € X(A) tel que, |o; — 0;(Ao)| < V.

De méme, pour tout o;(A) € () il existe au moins un o;(Ag) € E(Ag) tel que
loi(A) — ai(Ao)| £ v/. Comme les racines de xs(x) et Xx(x,) sont en nombre égal (en
comptant les multiplicités), et comme les 3;(\o) forment une décomposition 41'-séparée,
il est clair que si I’on pose,

E,()\) =W, (Zz()‘o))a

onaX(A) =X (A)U- - -UX; (A) et pour tout (0, 7) € E;(A)xE;(A), |o—7| > 4/'-20 >
V. Ceci est la décomposition cherchée. On a alors diam(%;())) < 2/ +4qv’ < 2(1+42¢)V'.
On peut procéder de méme pour V;()).

Comme X(A) et V()) admettent des décompositions (M, §,c,r)-transverse, on sait
d’aprés la proposition 3.2.2.1 que X(-) et V(-) sont (M, 61, c1,r1)-transverses avec

M; = M7, 61 =6,
¢ = ((bMRT&'l)'"c)"T, r = q¢°r,

et par conséquent, les décompositions L(A) = E;(A) U --- U B (A) et V(A) =
Vi(A\)u---uV, (X) sont, en vertu de la proposition 3.2.3.2, (M’, 8, ¢/, r')-transverses avec

M’ = (bRMy/' ™ 1), § = (bRMyv/'~")~%46,

—1 7.5
d=ORMY §5H ey, v =1,

c’est-a-dire, quitte a changer les constantes « et b, la conclusion. O

Nous montrons a présent comment la transversalité permet de déduire que ’hypothése
‘H a lieu sur des sous-intervalles de A.
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6.3.3. Lemme. Soient L(A()X)) = X1(A) U - U Xy (X) une décomposition (M, 6, c,r)-
transverse sur A et (v,() séparée avec '

¢< %(wq“K)—I.

1l existe alors une partition Il..s de A en intervalles A et pour tout Ae Il,cs un entier
0 < p < q, un sous ensemble Jres C {1,...,1} et pour tout i € I cs un entier k; = k(i) € Z¢
tels que Ha, q,0(D; Jres; k) soit vérifie. En outre, :

#IL, < MRY§™1¢7(1 +|A)).

Démonstration. — Découpons A en M (1 + R)?(6/2)~'¢~9(1 + |A|) intervalles A de
longueur au plus,

IA] < (M(1+ R)?)7}(8/2)¢".

La démonstration du 6.3.2 montre que si A, Ao sont dans A alors dist(X;()), £:( X)) < C.
Fixons donc un )o dans chaque A. On sait d’aprés 5.1.3 que si K > 2'*7yDI*I N7,
il existe un entier 0 < p < ¢ un ensemble A, C X(Ao) et pour chaque o € A, un

entier k, € Z? tels que,
ko 1
o= ()|

k -1
0—<W,M) > K™

Remarquons qu’en fait pour tout 1 < 4 < [ et tout (0,7) € (X;(Xo) N Ares)?, ko = ki
En effet si ce n’était pas le cas on aurait,

— 81 0 € Apes, alors |k,| < Np, et

— sinon pour tout 0 < |k| < Np41,

ko — K,
K < -2yt peeny) < (B ) s le -l <
ce qui est impossible vu le choix qu’on a fait pour ¢. Donc si X;(Ag) N Ares # @ on peut
définir k; = k, si 0 € X; N Apes.
On a alors pour tout o € ¥;(Ao),

ks 1 5

Posons donc Jies = {7, Xi(Ao) N Ares # 0}. On a évidemment pour tout o € X;(Ag),

1 ¢ Jresa
k
o~ (5w)

Comme pour A € A, dist(X;(X), Zi(Ao)) < ¢ < K~1/4, on a clairement, pour i € Jyes
et 0 € X;(N),

V0 < |k| < Npy1, > K™

o - (g,,w) ‘S (5/9)K"+( < (3/2) K,
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et pour ¢ ¢ Jues, 0 € Ei(A) et 0 < |k| < Npg,

‘a - (%w) ‘> (3/4)K' — (1/4)K~ ' = (1/2)K 1.

Ceci conclut la démonstration du lemme 6.3.3. a

7. La procédure de récurrence. Dans ce qui suit a; > 0 est la constante intervenant dans
la section 5.2, a5 = min (1—010? (47)‘1D‘(‘1+1)), et ay est la constante des propositions
6.1.1 et 6.2.1.

7.1. Choix des suites.

7.1.1. Les suites N,,, K,,, h,, pour estimer F,,. Posons,

h

hn — _1’
gn—1

et soit ¢ > 0 suffisamment grand pour que si I’on pose

b(a —1 1
P1 = D_(q+1) ((—aQ——-—) - Q)v P2 = iQaqv

on ait, po > 2p; > 0.

Nous supposerons alors @ > a; (ou a; > 0 est la constante définie dans la section 5.2).
Notons alors p = ;’—j > 2, et choisissons,

0<pB<

1+2p

Définissons encore 3; = 208, B2 = pf1; on a alors,
0<fB<B<Pa<l—-p<1.

Nous introduisons a présent pour tout n > 1 et tout 5”7 > 1,

_ P+ 8"+ 8" pgrnm-n
" 27"th1 ’

et pour tout 0 < k < g,
Nox = a*N,.
Remarquons qu’avec les choix qui ont été faits pour (1, B2, p1, p2, 8, on a toujours,

ﬂ__b(N"qP"‘l - QN",P)(h’N - hn+1) + QNn,phn
Dia+D(n—1) Dpt1
2rNphy, n .
< P @D -1+ )" -8,

2

et,

QNn,Phn—f-l _ 1 27anhn ﬂl(l +/3)n + ﬂ// . .
T D=0 et~ %% plurne-n < P2 2 = P2(1+8)" + pB".

2
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Posons enfin,

Kn = 7~21+6aq+1.—2ﬂ”(1 + Ig)n .D(q+1)n)
2mhnp1

de facon que I’on ait

V2 Nog1 < Ku(S N).

Ainsi, les suites N,,, K,, dépendent de ”: plus la perturbation initiale Fy sera petite
plus 3” pourra étre choisi grand.

Mentionnons, avant de clore ce paragraphe, le lemme suivant dont on pourra trouver
une démonstration dans [5], chap. 6 (on peut aussi le prouver directement par récurrence).

7.1.2.1. Lemme. Soient I',,, €, (n > 1) deux suites positives telles que,

n

i n 1" b n "
€nt1 < W(IB//Fn)aweﬁz(1+,@) +pB Ei + F(ﬁ//)a-,e—ﬁl(1+ﬂ) -8
1

Tpi1 < BT, + beP2 (8" 408" ¢

(avec b,a7 > 0).

Alors, si, e < e~ " =~+B) o q pour tout n > 1, €, < e~ 1P e=(1+8)" o
T, < (20)"T'y1, pourvu que 3" > B := Cste.(%), la constante (positive) ne dépendant
que de b et ar.

7.1.2. Les suites (., s,, pour estimer la transversalité. Nous notons f = ¢~2. Posons,

_ 21+U,Yaq+1
O = (4g")a5 " —5——

et,
By = Log(2(1 + B)D"*);

on a donc,
(B")Cxle " Bx < (4¢7)tas Kt
Introduisons également la suite,
up = Ot exp(=(1 + (8/2))*"P¥),
et pour §” > 1,
Un = un(B") = (B") " 1uy,.
Définissons alors pour 5" > 1 les suites fn, Sn pour n > 0 de la facon suivante:
G G =1, = ((B)Cxle B)T, s, = 1; ainsi,
élf < (4¢7)asKit.
(i) Supposant construit s; pour 1 < i < n et éi pour 1 <z < s,, posons,
Sn+1 = 1+ max{s, +j, {{ < (499) 'asK '}

et,
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~

a) pour tout 0 < j < Spy1 — Sn» Ciga, = Co,-
2 1
b) (snpy = (ts,,,)7. Notons également

a=#{1<j<n, 5;<n}
On a alors, si on note Inj, I’itéré k-ieme du In (défini sur (z, c0), pour z assez grand),

7.1.2.1. Lemme. Pour tout entier k > 0 il existe une constante dépendant de k mais pas
de (" telle que &, = (cste)i Ing(n).

Démonstration. — 11 suffit de constater que d’apres les définitions de K, fn,

(/BI,)~1CI_{16_(1+g)2\/snB 2 (ﬁl/)—lCI;le—sn.‘.lB’

)2\/B_sn

c’est-a-dire s,1B > (1 + g , et donc en prenant les racines carrées,

8 VBsn
V B3n+1 2 (1 + 5) .

Le lemme est alors clair pour la suite /s, B, et donc également pour s,,. O

7.1.3. Estimations sur la décroissance de certaines suites. Nous étudions a présent
les propriétés de certaines suites définies par récurrence qui interviendront dans la section
suivante. Supposons données (sx)r>0 €t (4n)n>1 comme en 7.1.2 et donnons nous pour
tout k¥ € N des ensembles I C [sk,Sk+1) N N tels que #I; < ¢. Nous noterons I la
réunion des I et également I 1’application de N dans les parties de N a au plus ¢
éléments qui A k associe Ij. Posons pour 3" > 0,

€, = e (108" =148

et soit 7, une suite croissante d’entiers positifs que 1’on supposera plus grands que 1 (ce
qui est toujours possible) telle que,

Vn > 1, r, < g%
Fixons également VV* > 1,k > 1 des constantes positives et posons,
V(ﬁ”) =V = (ﬁ//)Z.V*.

Pour (¢, w) € (0,1)% et 8” > 1 définissons deux suites ¢,,w, au moyen de deux autres
suites intermédiaires %,,,, de fagon que la propriété suivante soit vérifiée:
Propriété B;(t,w,[").
)ty =t wy = w.
2-a) Pour n = sy, tn = (V " ptnw,)* " et iy = (V" "tpty) wy;
2-b) Pour s < n < Sg41, tn = tn, Wn = Wp.
3-a) Si n € I alors,

. n .1 L
tor = (V70 0,)" " = (VT 0n) ™" el et wpyr = (V7)) Wy,
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3-b) Si n ¢ I, alors,
tny1 = (V™ ")"“ (V‘"fnﬁzn)”'""eﬁ et wpyy = (V™ ", n) Wy,

Afin d’étudier les propriétés de ces dernieres suites nous introduisons une nouvelle
définition:

Propriété B;(t,w,3").

1t =1t w = w.
2-a) Pour n = s, t, = (V™ "tnun'wn) et Wy = (V MUnty) Wy
2-b) Pour s, < n < Sk+1 et t, = tn, Wp = Wn.
3-a) Sin € I alors, th,y1 = %(V“"fn'd)n)"r" et woy1 = (V") i,
3-b) Sin ¢ I, alors, t,41 = %(V‘")"fm et woy1 = (V) 1,
On peut alors énoncer:

7.1.3.1. Proposition. Pour toute valeur de t,w > 0, il existe une constante 3;" et une
constante Cs > 0 telles que, pour tout 3" > 3,", si les suites t,,, w, vérifient Br(t,w,3"),
on a,

2n = mln(’wn, ) > (,6”) —3C*n lnn( )C* lnn S> e (1+,3)

i
La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant:

7.1.3.2. Lemme. Pour toute valeur de t,w > 0 et tout 3" > 1 il existe une constante C*
indépendante de (3" telle que si les suites t,,w, vérifient B}(t,w, ") on a,

Zn = min(wy, t,) > (ﬂ”)‘g’c*"lnn[((V*)'lzl)u;]c*"‘m >> e~ (A",

Démonstration. — 11 est déja clair que si 0 < t,w < 1, alors 0 < t,, Wn,tn, W, < 1.

Posons alors . -
T, = —Int,, Z,=—Int,, Yn = — Inw,,

Jn=—lnw,, 2z, =max(zn,yn)

puis X,, = (x") et X, (x">
Yn Yn

_La propriété Bi(t,w,B3") se reformule de la fagon suivante: pour tout n > 1,
Xn = Uan + Sn, ou
. (K™ k™ _ (k™ (nInV +1In(u)) .
@) Un= K 1 et Sn = < k(nlnV +In(u; 1)) 1.7 = 8k,
Gi) U, = Id et S,, = 0 sinon.

Par ailleurs, X, 1; = A, X, + B, avec

(K™ K™ _ (In24+£k™hV .

a) A, = « 1 et B, = neln V ) sin €I,
(1 0 _ (In24+nlnVy\ .

b) A, = . 1) etBn_( wnlnV )snzgéI.

Notons Z,, = (TU{sk, sk <n})N[0,n]; on a #fn < &, + &, Pour fixer les notations
nous appelerons 0 < 73 < i < -+ < i, < 1 les éléments de Z,, avec m < (g + 1)&,.
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D’aprés ce qui précede on a toujours, X;i1 < A;X; + Bj, avec A; = A;U; et
Bj = Aij + B, et,

— si j € I, ||4;]] < 4K et ||Bj]| < 582 k(nln(2V) + In(u;')), od on a
noté || || deux fois la norme sup des matrices qui est une norme multiplicative
(14BI| < lAILIBID.

- sij¢In,A,-=Aj et B; = Bj.

Ainsi, puisque les matrices sont a coefficients positifs plus grands que 1,

Xn S (An—l o Al)

ou I'inégalité signifie que le coefficient (%, j) de la matrice de gauche est inférieur ou égal
au coefficient (i,7) de la matrice de droite.

Estimons cette expression en notant,
O1=4;,1- 4
O =A;_1--Ai 1

@m+1 =A,_1--- Aim+1;
on a d’une part,

An—l e Al = @m+1fiim ®m e Ailela

1 0
Gk = ((Zk - ’ik—l - 1)& 1)

et d’autre part,

Ainsi
m m+1
Aoy Ag| < JJ(as2) T 101l < (452 @+ D (260m)8n (o 1+1,
=1 =1
En outre,

n—1 m

ZBj < [Z 5677 k(i In(2V) + In(u; ! ]+ Z 2kn 1n(2V)

Jj=1 =1 j¢fn_1

<586, (g + DEk(n1n(2V) + In(u; b)) + 2nznln(2V).

Mais nous avons vu que &, décroit plus vite que n’importe quel itéré du logarithme et que
rn < (g)%"; par conséquent, il existe une constante C* indépendante de 3" pour laquelle

[| X, € Co"(In(Vurt) + X,).

Comme V = (3")2.V* et u;! = 8”(u;) ™!, on peut écrire, quitte & changer la constante
¢ >0,

_ * Ilnn *\ — * Ilnn
an 2 (7)) )T

ot C* ne dépend pas de §”.
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Ceci compléte la démonstration du lemme. a

La démonstration de la proposition se fait & présent par récurrence: Notons C* la
constante intervenant dans le lemme précédent et montrons déja que 1’on peut trouver
7 > 0 tel que pour tout 8" > B on ait pour tout n > 1,

(7.5) e e (A" (B 51)3C07 M (V)L < 172,
11 suffit pour cela de constater que (c’est un calcul facile),

— 1 n *nln’n 1 //z
maxle 2" (8721)3¢""] < (cste).eF N )"

et comme ma,anI[e—ﬁ(Hﬂ)" ((V*)—lu;)C*nl“ "

tel que,

] < o0, on voit qu’il suffit de choisir 3"

_%ﬂﬂ// l(ln(ﬂ//zl))i' < 1

(cste)e e2 =.

Il n’est pas difficile de voir que (cf. [5], chap. 6),
te
" cs
gz (),

Montrons maintenant par récurrence que les énoncés A, et A’,, sont vraies pour tout
n > 1.

, ~ rmy L
Enoncé A,: (V™"tpi,)~®m+e"el < 1/2.

convient.

Enoncé A',: Si (t*,w* % 02) sont les suites définies par la propriété B*(t,w) alors,

bty 2 U, wy 2> Wk, t, >, W, > W

Supposons donc A, A’,, vraies pour tout 1 < j < n, alors de A, on déduit aisément que
tnt1 >t ainsi que les inégalités analogues pour wy41, fn+1, Wn41. Par conséquent, les
estimations du lemme précédent montrent en utilisant (7.5) que 4,1 a encore lieu.

Ceci compleéte la démonstration de la proposition 7.1.3.1. O

7.1.3.3. Remarque. Si les sous-ensembles I, ne sont définis que pour & tel que sy < n,
et si les suites t;, w; vérifient Br(¢,w,3") (resp. Bi(t,w,3")) pour i < n, les estimations
données en 7.1.3.1 (resp. 7.1.3.2) restent valables pour 7 < n + 1.

7.2. La récurrence. Reprenons les notations de la section 7.1 et fixons quelques
quantités:
— si k1 = kK > 0 est la constante intervenant dans les énoncés des propositions de
la section 6, nous notons

(7.1) R = 10k;.

—  soit by une quantité plus grande que la plus grande des constantes b intervenant dans
les propositions et lemmes des sections 3 & 6 précédentes et soit b telle que,

(7.2) b > a1 D2t [950(1 4 B) DM,
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nous remarquons que
(7.3) Nygi1 <087

— Le lemme du 7.1.1 appliqué avec b = b nous fournit alors une constante 35 > 0.
— Notons V > 1 une constante telle que,

(7.4) V"> (5)%.[(20)" (1 + Ry)l;

- Si dans la section 7.1.3 nous posons V* = V et x = &, nous obtenons des suites
tny**,Wn, 2, (qui dépendent de 3"') et la proposition 7.1.3.1 nous fournit une
constante (7 > 0.

— En raisonnant comme nous 1’avons fait pour déterminer les conditions de validité de
la formule (7.4) on voit qu’il existe une constante 3, telle que pour tout 5" > (35

on a,

(7.5) e~ =" < (B)2H"(1 + Ry)2)F,

(76) (BN",Q+lz;2Dn(q+l))(hn - hn+1)_d€_(l+p)ﬁ”e_(1+:3)n < 1,
0o ~ o )

(7.7) (572" (14 BB < .
j=n

Nous choisirons alors 8" > 35 = max(8y, 51,05 ), et poserons,

(7.8) €0 = e—(1+p)ﬂ.'lxle_(1+ﬂ).

Soient A; € CZ(A,g) et Fi(-,-) € C{ , (A x R%/Z%g) telles que A;(-)
admette des X, V-décompositions (M7, 61, c1,71)-transverses et (v1, (1 )-séparées telles que
Y(A(Ws(A))), V(A(Ws(A))) soient inclus dans D(0, Ry) et posons, €1 = |F|s, r,. Les
suites N, p, Ky, hy, seront définies comme en 7.1. On a alors la proposition fondamentale
suivante:

7.2.1. Proposition P(m). Si, |F|s, n, < €o, alors pour tout m > 1 et tout n < m,
il existe, a) des suites €,,1'n,Rp, My, 60, CryTrsUn, G, ainsi que des suites Mn, ... ,fn,
de réels positifs, b) une partition Il,, de A en intervalles A, € II, et pour chacun
de ces intervalles, des suites A, € C§ (An,g), Fn € C§ , (An x RY/DTZ4,g),
Gn € Cg . (An X R?/cg D74, Q) pour lesquelles ce qui suit est vérifié:

1) Si on note €, = |Fyls,n, e I'n = |Asls, on a pour tout n < m, (i)
T, < (2b)"Ty et e, < e~ A8 e=(+A" (i) R, < (2b8")"(Ry + 1), (iii)
min(M;Y, 6, Vny CnyCn) > 2n et de méme, min(M7, 6, 0nyCnyn) > 2n. (iv)
rn < (¢®)% = O(Ingn). (v) On q,

#IL, < [C(1+ |A])za) 4",
ou C est une constante positive (dépendant de (3" ).
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2) Pour tout n < m, L(An(A)) et V(A,(X))) admettent des décompositions,
D(An(N) = BN U US, () et V(4a(N) = i) U+ L Vi (),
(My, 64, Cny 1) -transverses et (vy, (,)-séparées et

S(4a(A) = Z1(N) U= U S (), et V(An(N) =) U u Ve (V)

(Mn, b1y Cns Tn)-transverses et (U, fn) -séparées respectivement.
En outre, (A, (W5, (A))) C D(0, R ), et V(A,(Ws,(A))) C D(O,R,).
3) Pour toutn < m, ona, si f = q2

(o <4¢°f, e < (bR 'M,)F
Un + 26, <1, (BM,N,D"+D)ee (h, —h,1)7% < 1.

4) Pourtoutn <m-—1, A, € II,, et tout A\ € A,

An+1()\) + Fn+1()‘a )R(G )A ()‘) + F (’\7 ')7

QNn,pphnis

Fpy1 < H‘n + Een. m
€
(hn - hn+1)2d
(hn— nt )
—27(Nn,ppn+1—QNn p,,) D’Zq-}-l')l(n_ll) Dp"+1627"QN"‘Pn m
(hn - hn+1)d

#ln i1 < BMARESTIC (1 + AT,
5) Pour toutn <m —1, ona R,y1 < b(R, + N,), et
() pour si < n < Sit1, My = My, by = bn, G = Cpy Fn = Ty P = Min(Vy, Ca),

Cn—Cnrn—l

(i) pour n = s — 1,

h
— 27QN,, —_ it
ens1 < DHADOTDEL, N, 1) N men S0 pr

+bDin(a+) € €n-

Un wqcsk, bn = Cs, = 100,
M, = (bR, M, 671, b = (b7 Ry )6,

677, = ((BRnMn)—lﬁnéncn)krny f’n = q27'n7

les mémes estimations ayant lieu avec k1 = % < K — 2 a la place de k;

6) On a toujours 1,41 < l et,
i) Soit l,41 = ln, auquel cas ln 1= lV et alors,

My 41 = REM,, + (bMy R )en, b1 = (BN, R )%,
Cnt1 = é" - (I—)MnNanﬁglggl)Rf‘nen’ Unt1 = Vn - (bM Rnf/'_l)x 7%1
Cn+1 = é" + q(l—)Manﬁ;l)kegﬁ Tntl = fn?
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(i) soit l,41 < l~n et alors,
M1 = (DR, M,)* + (bM, R,i; ) ey,
Opt1 = (bM N.R, “1) R,
Cnsr = (BMuRuNo ) 16060) " — (BMu R, N8 1) e,
Upy1 = Up — (BJ\;I R, el
Cny1 = Q(Cn + Vﬁ’ ) + ¢(bM, R, e,
Tn4l = q Tno

les mémes estimations ayant lieu dans (i) et (ii) avec k1 = % < k—2alaplace

de K.

7) Posons pour k € N tel que s, <m, Iy, = {i € [sk,sk41) N [L,m —1], l;41 < l~,}
Si (tn,Wn)n<m vérifie I’hypothése Bi(t,w,B") pour tout n < m — 1, on t =
min(cl,yl,Mfl), w = 6y, alors on a pour tout n < m,

max(M,) < min(t,,w,)™" et min(c,,8n,v,) > min(t,,w,) > 0,

et les mémes inégalités sont vraies pour les variables « tildées ».

Démonstration. — Supposons la proposition P(m) vraie pour tout n < m et montrons
qu’elle est vraie a ’ordre m + 1. Partons donc de A,,(A) + F,,(A,-) défini sur A,, € II,,
et vérifiant les conclusions de la proposition. Ainsi A,, admet des décompositions
2(An(A) = Q) U U, A), V(An(A) = Vi(A) U -+ U Viy(A) qui sont
(M, Oy Cmy T )-transverses et (Vpm, (n) séparées.

e Si s < m < skgy1 on a alors d’apres ’hypothese de récurrence 3),

Cm < 4q°CL,
et par conséquent d’apres la définition de fm (cf. 7.1.2, (ii),
Cm S 4qq£nfz < a5K;Ll-

Nous pouvons alors appliquer le lemme 6.3.3 qui donne une partition IT,.(A,,) de
A, en intervalles sur lesquels I’hypothése Ho, o p(P, Jres, k) est vérifiée. Notons A,
un élément de Il,.s(A,,). L’hypothese H est alors satisfaite sur Am, par ailleurs
I’hypothese de récurrence 3) montre que I'inégalité (6.2) a lieu sur A,, et par
conséquent la proposition 6.2.1 s’applique et nous permet de construire A,, 1, Frt1
de facon que I’hypothese 4) soit vérifiée pour n = m. Par ailleurs, les points d) et e)
des hypotheses de la proposition 6.3.1 sont également vérifiés (d’apres 3). Les points
(i) et (ii) de la proposition 6.3.1 démontrent alors les estimations du 6) ou les valeurs
de Mn,gn,etc. sont celles données par 5-(i)

e Si sp = m, on applique la proposition 6.3.2 avec v = ﬁfsk. Nous obtenons alors

une partition II ., (A,,) de A,, en intervalles et sur chacun de ceuJS-ci, disons Am, nous
obtenons une nouvelle décomposition S(A(A)) = X (A)U---UX; (A), V(An(N)) =
Vi(A)U- - -UViy (A) qui sont (My,, 6m, Em, T )-transverses et (1(1)—‘1(?3,c , Cs, )-séparées et
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Mm, etc. vérifient 5-(ii). Nous pouvons maintenant sur Am reproduire la construction
décrite ci-dessus sur chaque intervalle de Iles(Ay,).

Dans tous les cas les points 2), 4) 5) et 6) sont vérifiés pour n = m.

N

Vérifions a présent 1-(iv) : c’est une simple conséquence du fait que si on note
I = {n € [sk,ysk+1) N [1,m], lpy1 < 1} on a #I; < ¢ en effet si les i,
sk < 4 < 42 < ... < i; < min(m,Sk41 — 1) sont dans I — {sx}, alors on a
1<l <lj;, <--<lx< I < g, ce qui entraine que j < ¢ (entre sp et Sgyq
il ne peut y avoir qu’au plus g accrétions de racines). Par conséquent, vu que pour
sk <4 < min(m, sg41 — 1), on a riy; < g2r;, on obtient pour n < min(m + 1, sx41),
rn < @31, et par conséquent r, < (g3).

Pour 1-(i): Ceci se déduit de 4) et du lemme du 7.1.1. 1-(ii) se démontre aisément en
utilisant les points 5,6) et le fait que N, .11 < (b8")".

Pour 7): Posons, t, = min(vy,,c,, M), w, = 6,, et définissons de méme %,, 1i,.
Un examen des estimations des points 5.(i), (ii) et 6.(i), (ii) montre que (tn,wn,fn,ﬁzn)
vérifient la propriété B;(t, w, ") pour n < m ou dans dans les définitions de B, B* on a
choisi &K = &, V* = V comme en (7.1), (7.4). Vérifions par exemple que,

a1 = Ml > [V + en(ta V)75,

> Vit >V — €u(t, V) "1 F2)
T 14 en(t, V) (mat) = oo ’

(ol on a utilisé que pour z > 0, (1+2)~! > 1 — ) et on a choisi & > x; + 2. Les autres
estimations s’établissent de la méme fagon. Ceci montre 7) pour n = m + 1.

1-(iii) est une conséquence immédiate de la proposition 7.1.3.1 vu le choix fait pour 8"
min(ty,, Wy, tn, Wn) > 2n. 1-(v) découle des estimations 1-(iii), 1-(ii) et du 4).
La deuxieme et la derniére inégalités de 3) résultent du choix fait pour 3”.
La premiere inégalité de 3) se démontre de la fagon suivante: Comme précédemment soit
I = {j € [sk,8k+1) NN, lj+1 < I;}. Supposons s < j <n < m+1;sij¢ I, ona alors
1
i1 = G +a(272(20)*" (1 + R1)B")%¢],

et si j € 1,
Cj—f—l = Q(Cj + 1/],;5) + q(zj*Q(Ql_))?n(l + Rl)ﬂ”)kff-

Par conséquent, vu que pour sj < j < Sg41, V5 < Csk.%, on a,

n—1 1
)+ ) a(z7%(20) (1 + Ri)B")%e)),
J=8k

i—s

1

i 1
Cn < %, + q%((gCs 7
n—1

<2¢°0% + ¢ (272(26)*" (1 + Ry)B") el

J=Sk

A présent, vu le choix fait pour 8" la formule (7.7) est bien vérifiée:

S (27 2(25)2 (1 + Ry)f")Rel < %un

JI=n
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c’est-a-dire pour s < n < Ski1,

1
a7

1
L . .
Cn <2¢°C5 +q%¢s, <4975,

ce qui est la conclusion recherchée.

Finalement la troisitme inégalité de 3) est immédiate d’aprés ce qui précéde. Ceci
termine la démonstration de la proposition 7.2.1. O

8. Théoréme en mesure positive. Rappelons le théoréme « classique » suivant dans le
cas g = su(w + 1) (¢f. [5] chap.4, chap. 3 ou [4] [3])

8.1. Théoréme. Soient w € CD(vy,0),h > 0, A(:) € C®(A,g), F € C*(A x
R%/PZ%,9) (P € N — {0}) et x > 0. Supposons que les valeurs propres \/—1a()) de
ad(A(N)) vérifient,

(8.1) |[Ora(A)| > x >0,

et que A vérifie,

(8.2) | sup AN < M.
AEA

Alors il existe eg = eo(M, h, P,x) > 0 avec

C'MP>_“

Py) = [ ———
60(M7h7 aX) ( Xh

ou C,pu > 0 sont des constantes, tel que si,

e= sup |SF(\)|n < eo,
j=0,1,2

AEA

Uensemble des X pour lesquels (2=, A(X) + F(X,+)) est non réductible sur (R?/PZ%) x G
est de mesure de Lebesgue inférieure a, C’.ﬁth;—P)“‘
La version usuelle de ce théoréme est donnée d’habitude pour P = 1.

8.2. Utilisation de la transversalité. Montrons maintenant comment on peut récupérer
une condition du type (8.1) a partir d’hypothéses de transversalité

8.2.1. Proposition. Supposons que A(-) ait des ¥ et V-décompositions (M, 6,c,r)-
transverses sur A C R. Alors il existe des constantes b > 0, k3 > 0 telles que pour toute
chaine d’inégalités 0 < x < (bMR§™1c™1)™%3, il existe un ensemble I, d’intervalles
de A avec

#IT, < (b(1 + |A)) MRS~ c™t)s,
mes(A— | ] Ag) < (b(1+ [ADMRS e}y

A2 €Il

sur lesquels la condition (8.1) est vérifiée.
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Démonstration. — La proposition 3.2.2.1 montre que X(A(-)) est (M‘12,6, ¢, ¢%r)-
transverse avec é = (bMRS~'c™1)~*"; en particulier, Ag(S(A(-))) est (M7, 6, ¢, ¢2r)-
transverse, et donc (M9 (§/2)~ ™1 ¢ ¢2r)-Pyartli: pour 0 < v/ < ¢ le lemme 2.2
montre que

Ei={XA€e A, A(Z(AN)) =}
est fini de cardinal inférieur a
#E1 < [2¢°r(1 + |A)MT (§/2)~ @ +De 1 4 1],

et la mesure de Lebesgue m; de {\ € A, A¢(E(A(N))) < '} est inférieure 2,

I
)eir.

my < (2(]27'(1 + IAI)Mq2 (6/2)_(2‘12"'1)6—1 + 1)2q21‘+2(

O>l:

Notons II; ’ensemble des composantes connexes de A — E; sur lesquelles
[Bo(Z(AM)] = /-

Ainsi, si, A € Ay € II;, on a,

H (o —7)| >V,

.
o, TES(N)
c’est-a-dire, vu que X(\)) € D(0, R), pour tout o,7 € X(A),
lo — 7| >V (2R)™¢ = V..

Par conséquent la décomposition en singletons,

SAam) =[] fo)

c€X(A(N))

est vi-séparée sur A; € II; et d’apreés la proposition 3.2.3.2, comme X(A(-)) est
2 A~
(MY, 6, ¢,q%r)-transverse, elle est (M’, &', ¢, r')-transverse avec

M' = (bM?¥ RV 1), §' = (bBRM? /1) =446,
c = (bR_lM_qz1/’1(5)7‘17ré7 r = ¢*r.
En particulier, cela signifie que pour tout v € R, A — o;(A) —w est (M'(1+|ul), &, ', r')-
transverse.

Découpons a présent chaque A; € II; en ¢/ 'M’'(1 4+ R)28'*(1 + |A,]) intervalles
de longueur au plus 2M’~ (1 + R)~16'¢/, ce qui fournit une nouvelle partition II,. Pour
A Ao € Ay € TIo, A — a(A) — 04(No) est donc (M'(1 + |oi(No)]), &', ¢/, 7")-transverse
c’est-a-dire (M'(14R), ', ¢/, r')-transverse et par conséquent (M’(1+ R)6'~" e, r')-
Pyartli; en outre,

|o3(A) = i(Ro)| < M'(1+ R)(6'/2)7H A = Xol,
<.
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Le lemme 2.2 s’applique alors & 95 (0;(A) — 0i(Ag)) = Oxa;(A) et on obtient que,
Ey = {X € Ay, [0rai(N)] > x},

pour x < ¢/2, a au plus

20 (1 + [Aal)(

M'(1+ R)s "+
o )+ 1]

composantes connexes et que la mesure de A, — F, vérifie

+ 122Xy

c/

M'(1+ R)§ '+
mes(Az — Ea) < [2r'(1 + |Ag]) Cha ,)

En majorant grossieérement il est possible de voir que pour des constantes k2,b > 0,
#II, < (b(1 + |ADMRS ety
mes(A — By) < (BMRS™1c™ 1) (V' + /"y 7).

Cette derni¢re expression admet un minimum pour,

427‘ 1
V= () £

ou elle vaut,

(bMR(S_lC_l)n;(l + )(q2/<;,27') K245r+1 642r(1+1~242r) .

K2q?r
Rappelons que v/ doit vérifier v/ < ¢&; or, comme
é> (MRS ™)™
cela est assuré si,
x < (BMR§™tc™1)™"s,
ou b, k3 > 0 sont des constantes. On obtient alors (quitte a changer les constantes b, x3),

mes(A — | J Az) < (BMR™ el w7,

A €Il

a

9. Démonstration du théoréme dans le cas G = SU(w + 1). 1l suffit d’appliquer les
propositions 7.2.1, 8.1, 8.2.1. Nous savons que pour n > 1, il existe une partition II,, de
A en intervalles A sur lesquels AA + F(), -) est conjugué sur (R¢/D@tD(n=D7zd) » G 3
Ap(A) + Fy(A,-), A, admettant des (2, V')-décompositions (M, 8, ¢, r)-transverses. Ainsi, -
d’apres les propositions 8.2.1 et 7.2, a chaque A € II,, on peut associer un ensemble II, 2
d’intervalles Ay C A sur lesquels, pour x vérifiant

(9.1) 0< xn < (DM, R,67 c;h) ™",
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on a
|Anls, S MT,  VYa€A,|0xao0 AN)| > xa > 0.
Le théoreme 7.1, appliqué a (5=, An(A) + Fr(A,-)), qui définit un flot sur
(Rd/D(‘”l)("'l)Zd) x G,

nous indique que I’ensemble NR,(A;) des A € A, ¢ A C A pour lesquels
(£, An(X) + Fo(),-))) n’est pas réductible sur (R?/D(*=D7d) x G est de mesure
de Lebesgue inférieure a

;2M32 6;2hT_LlD(q+l)n)”

mes(N R, (Az)) < (cste). (end " )

pourvu que

C’M,‘{26;2D(q+1)">"‘

. 072 <
(9.2) €, ° < ( T

Par conséquent si (9.1) et (9.2) sont vérifiées, ’ensemble N'R,,(A) des A € A pour
lesquels (£2,AA + F(),-)) n’est pas réductible sur (R?/DD("=1zd) x G est de
mesure inférieure a

(€, MY §-4h -1 D(a+Dn)n

my, = mes(NR,(A)) < (cste).#IL,. max #11,, 5(A).

Xn
+ #1I,,. max mes(A — U As)
A -
A2€M2,n(A)
— z;(q2+6)l¢ I 1
< (cste).z;%%.2, " et + (cste).z; %%z, % xnt ™,

n

et donc pour une constante k4 > K3,

n

—nK," . P 11‘
(9.3) my, < (cste).zn  * (;—" + XW)

Quitte a choisir k4 plus grande, il est clair que (9.1), (9.2) sont impliquées par,

Tn

(9.4) Xn < 2n*

(9.5) €n < xhznt.

Les estimations du 7 montrent alors que si on choisit X, = zﬁnnzn '“T’z‘, (9.4) est bien
vérifiée et (9.5) I’est pour n assez grand et qu’on a alors bien dans (9.3) m,, — 0 quand
n — o0o. Nous avons ainsi montré que pour presque tout A € A il existe un entier P
dépendant de A pour lequel AA + F est réductible sur (R?/PZ?) x G. Les propositions
1.2.5.1, 1.2.5.2 permettent alors de conclure la démonstration du théoréme 1.1 dans le
cas G = SU(w + 1).
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10. Démonstration du théoréme dans le cas général. On peut, en toute généralité,
supposer que le centre de G est réduit a I’identité, si bien que la représentation adjointe
G — Ad(G) C GL(g), u +— Ad(u) est fidele (injective).

Notons K(X,Y) = —Tr(ad(X).ad(Y)), X,Y € g la forme de Cartan-Killing sur g.
Le groupe G étant compact c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive (i.e. un
produit scalaire) sur g. Nous noterons K. la forme hermitienne associée sur g. = g ® C,
définie par

KC(X7Y) = K(X’Y)a ny € 9e;

on a alors K.|g = K. Si on note O(g),U(g) les groupes orthogonal et unitaire définis
respectivement par K et K., c’est-a-dire les groupes constitués des éléments de GL(g.)
qui préservent respectivement K et K., on a les inclusions,

G ~ Ad(G) C O(9) C U(g) € GL(gc),
et en notant o(g),u(g) les algebres respectives de O(g),U(g),

g ~ad(g) C o(g) C u(g) C gl(gc)-

La représentation adjointe étant fidele g et ad(g) d’une part et G et Ad(G) d’autre part
sont isomorphes (en tant qu’algebres d’une part et que groupes d’autre part). En outre les
valeurs propres de ad(X) € u(g), X € g (resp. Ad(e*™X) € U(g)), sont alors 0 (resp.
1) avec multiplicité dim¢ et les v/—1a(X), a € A (resp. e2™V~12(X)) Notons alors
ud = Ad(u) € U(g) si u € G et X9 = ad(X) € u(g), pour X € g. Les valeurs propres
des endomorphismes ad,(,)(X9) € gl(u(g)) sont donc les +v/—1a(X), a € A avec
multiplicité dim¢ et les v/—1(a1(X) — az(X)), a1, as € A. 1l est alors clair que, si (i)
pour tout o € A, a(A) # 0, et (ii) pour tous a;, s € A, a1(A) # az(A), la famille
AAY € u(g) vérifie les hypotheses du théoréme 1.1 dans le cas u(g).

Remarquons que ces conditions sont vérifiées pour presque tout A € g. Par conséquent
en utilisant le théoréme 8.1, on peut dire qu’il existe €9 > 0 tel que pour € < ¢, et presque
tout A € A, AA9+ F9(), ) est réductible dans u(g), i.e. pour Lebesgue-presque tout A € A
il existe M(#) € C*(A x T¢, Ad(G)) et Uy € u(g) pour lesquels,

Lo M(8).M(6)™" + M(6).(AA? + F9(A,8)).M(8) ™" = Uy = cste

Ainsi pour un tel A, le flot de (52, \A9 + F9) sur T x Ad(G) est relativement compact en
topologie C; le théoréme 1.2.5.1 montre qu’il est réductible modulo un x-revétement
(x¢ € N—{0}) i.e. sur R?/xcZ*x Ad(G) par un (0, M3), My € C°(R?¢/xcZ%, Ad(g)).
A présent si nous appliquons la proposition 1.2.5.2 & M, M, sur R¢/xgZ¢ x U(g), nous
en déduisons que MM~ est analytique, c’est-a-dire que M, I’est. En résumé nous
avons démontré que pour presque tout A € A, MA9 + F9 est analytiquement réductible
sur R?/xgZ? x Ad(G). Les représentations Ad, ad étant fideles on a la conclusion du
théoréme 1.1. O
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