YVES LAURENT

ZOGHMAN MEBKHOUT
Pentes algébriques et pentes analytiques d’un D-module

Annales scientifiques de I’E.N.S. 4° série, tome 32, n° 1 (1999), p. 39-69
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1999 4 32 1_39_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1999, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1999_4_32_1_39_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4° série, t. 32, 1999, p. 39 a 69.

PENTES ALGEBRIQUES ET PENTES
ANALYTIQUES D’UN D-MODULE

Par YvEs LAURENT er ZogimMaN MEBKHOUT

ABSTRACT. — The aim of this paper is to prove a bijection between the slopes of a holonomic D-module and
its characteristic exponants, and then to define its Newton Polygon. The slopes are rational numbers which are
calculated algebraically from the micro-characteristic varieties, while the characteristic exponants are related to
the growth of solutions. © Elsevier, Paris

RESUME. — Le but de cet article est d’établir une bijection entre les pentes d’un module holonome, qui sont
des nombres rationnels se calculant a partir des variétés micro-caractéristiques du module et les exposants qui
caractérisent la croissance des solutions, et de définir le polygone de Newton. © Elsevier, Paris
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40 Y. LAURENT ET Z. MEBKHOUT
Introduction

Soit (O, m) un anneau ncethérien local régulier de dimension 1 muni d’une dérivation
%, et P .= am(fz—m + ...+ ap un opérateur différentiel d’ordre m a coefficients dans O;

le nombre de Fuchs de P est I’entier positif ou nul

irrm(P) := max (k - vm(ak)) — (m — vm(am)).

0<k<m

Sa nullité caractérise une singularité réguliere.

Si O est I'anneau C{z} des séries convergentes a coefficients complexes, Malgrange
[14] a montré que irro(P) est égal a la différence x(P,C[[z]]) — x(P, C{z}) de I'indice
formel et de I'indice convergent; plus précisément, irro(F) est égal a la dimension de
I’espace d’irrégularité

Irro(P) := Ker(P, C[[z]]/C{z}).

La définition de Malgrange admet plusieurs généralisations.

Ramis [17] a étendu ce résultat en montrant que 1’on peut associer & P un polygone
de Newton qui est un sous-ensemble convexe de R? a sommets entiers. 1l se définit a
partir des valuations m-adiques des coefficients et on peut y lire la croissance des solutions
lorsque I’anneau est C{z}. Plus précisément, on considere pour s réel > 1, I’espace O,
des fonctions de classe de Gevrey d’ordre s, i.e. des séries formelles ) ., a,z" telles
que la série " a,z™/(n!)*~! est convergente. Alors Ramis montre que les espaces

Irro(s)(P) := Ker(P,0,/0)

constituent une filtration de I’espace Irro(P) dont les sauts correspondent aux pentes du
polygone de Newton par une transformation élémentaire. De plus, la multiplicité d’une
pente est égale a la multiplicité du polygone de Newton qui lui correspond.

Notre but, dans cet article, est de généraliser ces résultats en dimensions supérieures.
Soient X une variété analytique complexe, Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur
X et Dy le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre localement fini a coefficients dans
Ox. Si Y est une hypersurface de X, notons Oxy(o0) := O?IY le complété formel de
Ox lelong de Y. Pour s € [1, +00], nous définissons le sous-faisceau O x|y (s) de O)/ﬂ? des
sections qui s’écrivent localement au voisinage de tout point non singulier de Y comme une
série formelle Y a,t™, ol a,, est une suite de fonctions holomorphes sur Y au voisinage de
ce point, ¢ une équation locale de Y, et telle que la série Y a,,t™/(n!)*~! est convergente.
Nous considérons aussi le faisceau de cohomologie locale By = By x(1) := Hi (Ox)
muni de sa filtration par les sous-faisceaux By |x (s) définis de maniére analogue. On définit
By|x = Byx(0) := Hlly]((’) x) comme le faisceau de cohomologie locale algébrique de
Y a valeurs dans le faisceau Ox. Les faisceaux Ox y(s) et By x(s), s € [1,00] sont des
Dx-modules a gauche. Si M et F sont des Dx-modules & gauche, on note

Sol(M, F) := R Homp, (M, F)

8

le complexe des solutions de M a valeurs dans F. On a alors le résultat suivant [4] : si
M est un Dx-module holonome défini au voisinage de Y, le complexe

SOl(M, Ox|y(1))
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PENTES ALGEBRIQUES ET PENTES ANALYTIQUES D’UN D-MODULE 41

est constructible, et sa caractéristique d’Euler-Poincaré est donnée comme I’obstruction
d’Euler du cycle caractéristique de M. Plus généralement [12], si M est un Dx-module
holonome défini au voisinage de Y, les complexes

SOI(M,OX|y(s)) et SOI(M,By|X(S))

sont constructibles pour tout s € 1, 00], et leur caractéristique d’Euler-Poincaré est donnée
comme [’obstruction d’Euler des cycles micro-caractéristiques de M.

Pour un nombre réel s € [1, 0], définissons le faisceau Qy (s) a I’aide de la suite exacte

N

de Dx-modules a gauche
0— OX]Y s Ox|y(s) — Qy(s) — 0.

Rappelons que 1’on dit qu’un module holonome M est régulier le long de Y si le complexe
Sol(M, Qy(00)) est nul. On est amené a poser

Trry (s)(M) := Sol(M, Qy ().

On a alors les résultats suivants [15] : le complexe Irry (s)(M) est un faisceau pervers
sur Y, et on a un foncteur exact Irry(s) entre la catégorie abélienne des Dx-modules
holonomes et la catégorie abélienne des faisceaux pervers sur Y'; les faisceaux Irry (s)(M)
pour s € [1, oo[ constituent une filtration dans la catégorie des faisceaux pervers du faisceau
Irry (M) := Irry(00)(M). Les faisceaux gradués Gr(s)(Irry(M)) pour cette filtration
forment une famille localement finie définissant les pentes transcendantes de M, et leur
cycles caractéristiques sont positifs. Cette filtration permet comme nous le verrons ici, de
définir un polygone de Newton le long de chaque composante irréductible de la variété
caractéristique du faisceau Irry (M).

La théorie des variétés micro-caractéristiques [10] décrit géométriquement les cycles
caractéristiques des faisceaux Gr(s)(Irry(M)) et montre les propriétés d’intégralité du
polygone de Newton. La question est locale et nous pouvons supposer, ce qui est loisible par
la méthode du graphe, que Y est non singuliére. A tout D x-module cohérent M, on associe
ses cycles micro-caractéristiques X4 (s)(M) du fibré cotangent 7*A au fibré conormal
A := T¢ X. Les projections Iy (s)(M) sur Y de leurs composantes non bihomogenes
pour les deux actions naturelles de C* sont localement finies et sont indexées par des
nombres rationnels. On définit ainsi en tout point de Y les pentes algébriques de M.
Le théoréme de I’indice [12] montre que, pour un module holonome M, le support du
faisceau Gr(s)(Irry (M)) est contenu dans Iy (s)(M).

Les résultats principaux de cet article sont d’une part le théoreme de comparaison des
pentes, I’inclusion précédente étant une égalité, et d’autre part le théoréme d’intégralité,
la fonction constructible s.x(Gr(s)(Irry(M)) est a valeurs entieres. Les polygones de
Newton de M sont & coordonnées entieres. Le dernier résultat est I’analogue complexe a
plusieurs variables du théoréme de Hasse-Arf en arithmétique, conformément au «Principe»
de Deligne.

La démonstration est purement géométrique et repose sur les propriétés de I’espace T*A.
On peut oublier la définition de A comme fibré conormal pour ne retenir que sa stucture
de fibré de rang 1 sur Y. Alors T*A est muni de la structure symplectique homogene
d’espace cotangent et d’une deuxie¢me action de C* induite par la structure de fibré de A.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



42 Y. LAURENT ET Z. MEBKHOUT

Etant donné un rationnel r = p/q, avec pged (p,¢) = 1, on lui associe une action H, de
C*, combinaison pondérée par p et ¢ des deux précédentes.

A tout cycle ¥ de T*A lagrangien et homogéne pour H,, nous associons un cycle
Irry(E) homogene de T*Y qui mesure le défaut de bihomogénéité de 3. Nous montrons
alors que si le cycle 3 est positif, le cycle Irry(E) est positif et ses multiplicités sont des
multiples du dénominateur q. Il est nul si et seulement si 3 est bihomogene (i.e. homogene
simultanément pour les deux actions de C* sur T*A).

Si M est un module holonome, le cycle Irry(i,\(r)(/\/t)) est le cycle caractéristique
du faisceau Gr(r)(Irry(M)), ce qui redémontre de maniere purement géométrique sa
positivité.

Dans notre premiére approche de cette question, nous avons montré un théoréme de
Cauchy pour un module holonome M a valeurs dans les fonctions Ox|y(s) pour tout
s € [1, 00] simultanément : en dehors d’une partie de dimension nulle de Y, il passe en tout
point une hypersurface non singuliere telle que les solutions a valeurs dans les fonctions
de classe de Gevrey d’ordre s de la restriction de M sont les restriction de solutions a
valeurs dans les fonction de classe de Gevrey d’ordre s pour fout s [13]. Ceci entraine
que la filtration Irry (s)(M) commute 2 la restriction assez générale. Ce résultat est utile
dans I’étude analytique de lirrégularité.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que Y est une hypersurface; les résultats
se généralisent a toute sous-variété de X par un éclatement et peuvent également &tre
micro-localisés.

Pour compléter ces résultats, il resterait & montrer que si M est régulier le long de Y,
il est «1-spécialisable», c’est-a-dire que pour toute section u de M il existe un polynéme
non nul b et un opérateur différentiel P d’ordre inférieur ou égal au degré de b tels que

(b(tDt) + tP(.’E,t, Dz, tDt))’U, = O,

(z,t) étant un systeéme de coordonnées locales de X tel que ¢ est une équation de Y.

Dans [6], Kashiwara et Kawai ont montré que si M est régulier, ce qui équivaut a
régulier le long de toute hypersurface de X, alors M est «1-spécialisable» le long de
toute hypersurface, mais leur démonstration est difficile et ne s’applique pas au cas d’une
seule hypersurface.

CONJECTURE. — Pour un module spécialisable le long d’une hypersurface, il y a
équivalence entre étre 1-spécialisable et ne pas avoir de pentes le long cette hypersurface.

C’est 1a une question purement algébrique. Remarquons que pour un opérateur différentiel
spécialisable, son polygone de Newton est trivial ‘si et seulement si il est 1-spécialisable
et qu’un module spécialisable élémentaire est 1-spécialisable si et seulement si il n’a pas
de pentes.

Lorsque le module n’est pas 1-spécialisable, les propriétés de croissance des solutions sont
données par les polygones de Newton le long des composantes de la variété caractéristique
du faisceau Irry (M). Cette famille de polygones de Newton peut aussi étre vue comme
une fonction constructible sur Y a valeurs dans les polygones de Newton. Alors se pose
naturellement le probleéme de la semi-continuité de cette fonction.

Dans le paragraphe 1.4, nous nous sommes placés d’abord dans le cadre de la géométrie
analytique et les questions sont de nature locale. Nous avons transposé dans le paragraphe
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PENTES ALGEBRIQUES ET PENTES ANALYTIQUES D'UN D-MODULE 43

suivant les démonstrations dans le cadre de la géométrie algébrique au-dessus d’un corps
de base de caractéristique nulle. Par contre, la géométrie symplectique au-dessus d’un corps
de base de caractéristique positive présente des pathologies, et des phénomenes nouveaux
apparaissent qu’il faudra examiner.

A plus long terme, les résultats de cet article doivent avoir des analogues arithmétiques a
plusieurs variables aussi bien du point vue £-adique que du point de vue p-adique. Seul le
cas de la dimension 1, déja hautement non trivial est bien compris aujourd’hui. Le passage
de la dimension 1 a des dimensions supérieures semble nécessiter de nouvelles idées.

Les résultats de cet article ont été exposé dans [16], ou le lecteur pourra trouver d’autres
questions qui se sont posées.

1. Etude géométrique de Pirrégularité

1.1. Fibré cotangent a un fibré vectoriel

Dans tout ce chapitre, on considére une variété lisse Y et un fibré vectoriel A de
rang 1 sur Y. On se place soit dans le cadre de la géométrie algébrique sur un corps k
algébriquement clos de caractéristique nulle, soit dans celui de la géométrie analytique
complexe, k désignant alors le corps C des nombres complexes. On suppose Y de
dimension n — 1.

Rappelons que le fibré cotangent 7*A a une variété lisse A est muni canoniquement
d’une structure symplectique homogene, c’est-a-dire d’une 2-forme symplectique 2, et
d’une action Hy de £*. Cette derniére n’est autre que 1’action de £* sur les fibres T*A — A.

Lorsque la variété A est elle-méme munie d’une action h de k*, en particulier lorsque A
est un fibré vectoriel, il apparait une deuxieme action H., de k* sur T*A, a savoir
I’inverse de la transposée de la différentielle de h. Si (z1,...,Zn—1) est un systtme de
coordonnées locales de Y, (z1,...,%,_1,t) une trivialisation de A, et si (x,¢,&, 7) sont

les coordonnées correspondantes de T*A, on a :

Qp =) d& Ada; +dr Adt,
HU()‘) : ($,t,§,T) - (Il?,t, )‘ga AT)v
Hoo(A) : (z,1,€,7) — (2, M, 6,A717).

Soit 7 un nombre rationnel. S’il est non nul, on 1’écrit de maniére unique r = p/q avec
(p,q) € Z* x N*, p et ¢ premiers entre eux, et on pose co = 1/0 et 0 = 0/1. On peut
ainsi définir pour tout rationnel r une nouvelle action de k* sur 7*A par H, = H2_H{.

En coordonnées, on a donc :
H.(A) : (z,t,&,7) — (x, APt, A€, AT7PT)

L’action de k£* sur A munit le fibré conormal 7*A d’une hypersurface canonique Sy
que ’on peut définir de deux manieres différentes. On peut tout d’abord considérer le
champ d’Euler #, du fibré vectoriel A; c’est le champ de vecteurs défini & une constante
multiplicative prés par 85 f = qf pour les fonctions f homogenes de degré ¢ dans les
fibres de A — Y. Un champ de vecteurs est une section du fibré tangent, donc une fonction
sur le fibré cotangent a valeurs dans k, et par définition, Sy = 65 (0).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



44 Y. LAURENT ET Z. MEBKHOUT

On peut aussi appliquer la 2-forme canonique 2, aux deux champs de vecteurs ug et
Uso associés aux deux actions Hy et H,.. On obtient la méme fonction que précédemment
mais cette interprétation montre le résultat important suivant :

Proposition 1.1.1. — ([7], [9], [8]) Si X est un sous-variété de T* A\, lagrangienne et
bihomogene (i.e. invariante par les deux actions de k*), elle est contenue dans S,.

En effet, si ¥ est lagrangienne, 25 est nulle sur 1’espace tangent a la partie lisse de
Y, et si elle est bihomogene, les champs de vecteurs ug et u., sont a valeurs dans ce
tangent; ainsi, Q4 (ug,Uso) = 0 sur A.

Si A est un fibré de rang 1 sur Y, on a un résultat plus précis. En effet, dans ce cas, la
projection p : A — Y et le plongement j : Y — A définissent les applications suivantes :

T*Y 2 (T*Y) xy A5 T*A
T*Y & (T*A) xp A Z5T*A

En coordonnées locales, ces applications sont :

pi(z,&:t) = (2,8) et ji(z,§t) =(2,8,¢0),
pZ(xagvT) = (xag) et jZ(x7€37') = (.’L‘, Oa ga 7—);

on constate que S, est la réunion de j;p; H(T*Y) et de jop; *(T*Y). On a alors :

LemME 1.1.2. — ([11, Lemme 4.5.1.]) Si ¥ est une sous-variété lagrangienne de T*A
contenue dans Sy, il existe deux variétés lagrangiennes S1(X) et So(X) de T*Y telles que :

¥ = j1p7 'S1(2) U japs 1Sa(X).

En particulier, cette propriété est vérifiée si . est lagrangienne bihomogéne, et alors S1(%)
et So(X) sont homogénes (au sens usuel).

11 suffit de se placer en coordonnées locales pour remarquer que ¥ étant contenue dans
{tT = 0}, une de ses composantes irréductibles est contenue soit dans {¢ = 0 }, soit dans
{7 = 0}. Puisqu’elle est lagrangienne, si elle est contenue dans { ¢ = 0 }, elle est invariante
par le Hamiltonien de ¢, c’est-a-dire qu’elle est invariante par les translations en 7. De
méme, si elle est contenue dans { 7 = 0}, elle est invariante par les translations en ¢.

Considérons un cycle analytique ou algébrique S dont le support est une sous-variété
lagrangienne bihomogéne ¥ de T*A. Il s’écrit comme une somme X = ) m;[%;], ol les
m; sont des entiers et les 3J; les composantes irréductibles de X. D’apres le lemme, chaque
composante est du type jlpl“lsl ou jopy 1S,, et la décomposition du lemme s’étend donc
aux cycles :

COROLLAIRE 1.1.3. — Si & est un cycle analytique dont le support est une sous-variété

- lagrangienne bihomogéne de T* A, il existe deux cycles lagrangiens homogénes Sl(i) et
S2(X) de T*Y tels que

Y = j1.0iS1(3) + J2apiSa(D).
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1.2. Cones tangents et filtrations

Soit Or«, le faisceau structural de T*A. Pour (4,7) € Z2, on note O(r-a)(i,7) le
sous-faisceau de Or-, des fonctions homogenes de degré ¢ pour Hy et de degré j pour
H; (donc de degré pj + (¢ — p)i pour H,) et

O-n) = @ Or=)(4,4)

(4,5)€z?

On utilisera aussi le sous-faisceau O+, de Or-, des fonctions qui sont polynomiales
dans les fibres de T*A — Y. Si 7 : T*A — Y est la projection canonique, on a

Orr+a) = 71O a);

dans le cas algébrique, on a O~y = O(p-a).

On vérifie facilement que Ojr- 4 et Oy sont des faisceaux d’anneaux cohérents (cf.
par exemple [20], démonstration de la proposition 2.2.4).

Le faisceau O(r-4) est gradué par H.,, et donc muni de deux filtrations :

FfO@ ) = @;_j5i O (i, 1)
FyOeny = @i—jgk O=a(1,5)-

On vérifie facilement que ces deux filtrations sont «ncethériennes» au sens de [20],
avec la méme démonstration que dans [10, proposition 3.2.3.]. En particulier, le faisceau
d’anneaux Q- ») est cohérent, et si M est un O+ 5)-module cohérent muni d’une bonne
F* ou F~ filtration, c’est-a-dire d’une filtration localement de type fini, le gradué associé
est un O(r-p)-module cohérent.

Ces filtrations permettent de définir les cones CT et C~ associés 2 une variété ou a
un cycle.

Considérons tout d’abord le cas d’un sous-ensemble analytique ou algébrique irréductible
Y de T*A défini par des équations dans O(r- ). L’idéal de définition de X est

Is ={f €O | fle=0}.

11 est muni des filtrations F'* et F~ induites par celles de O(r-a) et on note I% les
gradués correspondants.

Plus explicitement, si f est une fonction de O(z- ), elle s’écrit comme une somme finie
> fi; avec f;; fonction de O(r«4)(i,7). Si k4 et k_ désignent respectivement la plus
grande et la plus petite valeur de i — j pour lesquelles f;; #Z 0, on pose

a*(f)= > fin
i—j=ky

et on a

Ig ={o"() | feI=}.

Rappelons qu’on associe a un Op-4-module cohérent M un cycle analytique positif de
la maniére suivante : Z = UZ; étant la décomposition du support Z de M en composantes
irréductibles, m; la multiplicité de M sur Z;, on associe 8 M le cycle

Z = Zmz[Zl]

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



46 Y. LAURENT ET Z. MEBKHOUT

Si M est un O(r+ »)-module cohérent, on lui associe le cycle de Or«p ®0, ., M.

De cette maniére, on associe aux modules quotients de O(r:x) /IEi deux cycles
analytiques positifs que nous noterons C*([X]). Leurs supports sont des sous-ensembles
analytiques C*(X) de T*A.

Si & est un cycle analytique de 7™A dont le support est défini par des équations
dans O(p-y,y, on définit Ci(E) par linéarité, c’est-a-dire que 1’on écrit ¥ sous la forme
> ni[X;], avec ¥; irréductible, et on pose

C*(E) = Y nCE ().

De méme, si ¥ est un sous-ensemble analytique de 7*A défini par des équations dans
O(r+a), on définit C*(X) comme la réunion des ensembles correspondants pour toutes
les composantes irréductibles de X.

Si % est le support de 3, le support de CE(X) est égal a C*(X), et il est invariant
par He

On peut aussi considérer un Oy 5y-module cohérent M quelconque et le cycle associé 5.
On munit M d’une bonne F'*-filtration et le gradué associé est un O(r+ 2)-module cohérent
qui définit le cycle CE(T).

Ces constructions sont tres voisines de celle du cone tangent de Whitney. Celui-ci peut se
définir de maniere géométrique [22] ou par filtration comme ci-dessus en remplagant F'* par

FRO@ay = EB O+ )(%,5);

i>k

en fait, dans ce cas, la filtration est la filtration par 1’ordre d’annulation sur A et se définit
sur Or«a tout entier.

En général, le cone tangent a une sous-variété de X le long d’une variété Y est un
sous-ensemble du fibré normal & Y dans X, mais ici T*A étant un fibré sur A, le fibré
normal & A s’identifie 8 T*A lui-méme et le cone tangent est définit dans T™*A.

On peut aussi considérer le «cone tangent a 'infini» en remplagant F° par

F Oy = @O(T*A)(ivj)'

i<k

Lorsque I’on applique ces définitions aux variétés invariantes par 1’action H,., on constate
que, pour 7 > 0, C*(X) est le cone le long de A, tandis que C~(X) est le cOne tangent
a linfini. Lorsque r < 0, les roles de C* et C'~ sont inversés (pour r = 0, il n’y a
aucune relation).

1.3. Cone tangent a une sous-variété lagrangienne

LEMME 1.3.1. — Si ¥ est un sous-ensemble lagrangien (algébrique ou analytique) de T* A,
son cone tangent le long de A C T*A est lagrangien.

Démonstration. — Rappelons que Whitney montre que si X est de dimension pure n, il
en est de méme de son cone tangent [22, 12.14.]. D’autre part, le cOne tangent a ¥ est
isotrope, donc lagrangien. Ce résultat a été démontré, au moins dans le cas homogene,
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par Kashiwara et Schapira [7, th. 10.5.2.]. Dans le cas général, on peut considérer la
déformation au coéne normal de A dans T*A et appliquer les résultats de Le Dung
Trang-Teissier [21, Prop. 1.2.6.].

O

La démonstration de [21] s’adapte facilement aux ensembles C* qui nous intéressent
plus particulierement ici.

ProposITION 1.3.2. — Soit ¥ un sous-ensemble de T*A défini par des équations dans
O(7+ ). Si ¥ est lagrangien, alors Ct(X) et C~(X) sont lagrangiens.

Démonstration. — On peut supposer que X est irréductible et se placer en coordonnées
locales comme dans le paragraphe précédent. Montrons tout d’abord que C~(X) n’a pas
de composante irréductible contenue dans {¢ = 0,7 = 0}.

Supposons en effet 1’existence d’une telle composante et considérons un point = de sa
partie lisse. Au voisinage de z, la fonction 7 s’annule sur C~(X); il existe donc dans Zyx,
une fonction de la forme

f(mat7£77—) =7"+ Z fij(l'vtaga'r)v
(4,4)
avec fij € O(r«p)(%,7) et j —i > m. Une telle fonction définie au voisinage de
{t = 0,7 =0} se développe en série entiere de t et 7 :

fij(x7t’§77-) = Z fa,ﬂ(w,g)ta’rﬂ.

Dans cette somme, on a 3 —«a = j — i > m; on peut donc factoriser 7%, Ainsi,
la fonction f s’écrit 7™(1 + 7¢(z,t,&,7)) et, au voisinage de z, ¥ est contenu dans
{7 =0}. Comme ¥ est lagrangien, il est alors invariant par les translations en ¢, et donc,
avec les notations du lemme 1.1.2, de la forme j;p;'S;. Il est alors égal 2 C~ (%), ce
qui contredit I’hypothese. )

On montrerait la méme propriété pour C*(X) en utilisant la variable ¢ 2 la place de 7.
Nous pourrons donc supposer dans la suite que ¢ # 0 ou 7 # 0.

Supposons ¢ # 0; alors une fonction de Oz+4)(4, j) s’ écrit sous la forme f(z,t,&,7) =
t=Ig(z, &, tr), tandis qu'une fonction de O(r-p) s’écrit comme un polyndme en t et
t=1 a coefficients holomorphes en (z,&,t7), les filtrations F'* étant données par I’ordre
en t. En effet, si

f($7t7€77-) = Z tkgk($7§7tr)’
ko<k<ky

on a

o (f) = tkog,CO (z,€,t7).

Notons ¢ : T*A — T*A P’application définie en coordonnées locales par ¢(z,t,&,7) =
(z,t,&,t1) et A= (XN {t#0}). On obtient C~(X) en prenant le cone tangent le long

de {t = 0} de ’adhérence A de A dans T*A.

Si X est définie par un idéal Z, cela revient a considérer 1’idéal 7 des fonctions de la
forme f(z,t,&,t710), pour f € Z, qui sont holomorphes en (z,t,¢,0) au voisinage de
t = 0, puis a considérer la filtration suivant les puissances de ¢.
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Comme A n’a pas de composante irréductible contenue dans {t = 0}, ses composantes
ont toutes la méme dimension n que . D’apres [22, 12.14.], le cone tangent a Ale long
de Z = {t = 0} a la méme dimension.

L’image par ¢ de la 2-forme canonique d§ Adz +d7 A dt est bien définie pour ¢ non nul
et vaut d€ Adz + ¢t 'do A dt; A est donc isotrope pour la forme Q = td¢é Adz +do A dt.

Notons L la déformation au cbébne normal de Z dans T*A, p : L — T*A et
p : L — A} les projections canoniques. On peut munir L des coordonnées locales
(z,&,t,0,u), et dans ce cas, les projections sont données par p(z,&,t,0,u) = (z, €, tu, o)
et q(z,&,t,0,u) = u. La forme 2 définit une 2-forme relative sur L/A}, qui s’écrit en
coordonnées Q' = tdé A dx + do A dt.

Soit A I’adhérence dans L de I'image inverse par p de A. On a p™'(u)N A = A
siw#0, et p1(0)N A est le cone tangent 2 A le long de Z. Toutes ses fibres ont
la méme dimension, et si u # 0, elles sont isotropes pour §; on peut donc appliquer
[21, Prop. 1.2.6.] qui montre que p~(0) N A est isotrope pour .

Si on prend I'image inverse du cone tangent par ¢, cette image est isotrope pour
la 2-forme canonique de T*A et de dimension n en dehors de {¢ = 0}. Nous avons
ainsi montré que C'~(X) est lagrangien en dehors de {¢ = 0}. On montrerait le méme
résultat pour Ct(X) en remplagant ¢ par ¢~!, puis pour C*(X) aux points ol 7 # 0,
en remplacant ¢ par 7.

O

1.4. Positivité de D’irrégularité : le cas analytique

Une sous-variété . de T*A sera dite r-homogene (r € Q) si elle est invariante par H,
et définie par un idéal de O(r-4), et bihomogene si de plus elle est invariante par Hy et
H., (donc par tout H,.). Un cycle sera dit 7-homogene ou bihomogene si son support 1’est.

Considérons un cycle r-homogene ¥ de T*A et les cones associés Ci(f)). Ces cones
sont homogenes pour Ho, et aussi 7-homogenes, donc bihomogenes. Si on suppose de plus
que ¥ est lagrangien, ils sont lagrangiens d’apres la proposition 1.3.2 et on peut définir les
cycles S;(C*(X)) pour i = 1,2. Notant, pour simplifier, C:F(X) = S;(C*(X)), on a donc

C*(2) = jupr CF(E) + 2y 'O (5).
Si ¥ est un cycle positif il en est de méme de chacun de ces quatre cycles.

DEFINITION 1.4.1. — Si 3 est un cycle lagrangien r-homogéne de T* A, on pose :

Ima(£) = 03 (£) - G5 (£) = €7 (£) + Cf ().

Par conséquent, I’application d’irrégularité Irr, définit un morphisme du groupe des
cycles lagrangiens r-homogenes de T A dans le groupe des cycles lagrangiens homogenes
de T*Y:

Irrp : Zy(T* A, lagr) — Z(T*Y ,lagr).

Le résultat principal du chapitre 1 est le théoréme suivant qui montre que ce morphisme

envoie les cycles positifs sur les cycles positifs et mesure la «non-bihomogénéité» des

cycles r-homogenes :
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THEOREME 1.4.2. — Soit T un nombre rationnel qui s’écrit sous forme irréductible r = p /q
avec q > 1. Soit ¥ un cycle lagrangien r-homogéne positif de T*A.

Alors IrrA(fl) _est un cycle lagrangien positif de T*Y a valeurs dans qZ, qui est nul si
et seulement si ¥ est bihomogene.

Ce théoréme est vrai aussi bien dans le cadre algébrique que le cadre analytique. Nous
ferons tout d’abord la démonstration dans le cas analytique et nous montrerons dans le
paragraphe suivant comment 1’adapter au cas algébrique.

Méme dans le cas analytique, nous utiliserons ce théoreme lorsque ¥ est algébrique
dans les fibres de 7*A — Y, ie. a des équations dans O[r- ), mais nous avons besoin
de coefficients dans O(z-,) pour pouvoir appliquer une transformation canonique au cours
de la démonstration. Celle-ci est reportée a la fin du paragraphe car nous allons étudier
auparavant le cas particulier ou le cycle d’irrégularité a pour support le conormal a un point.

Nous aurons besoin de généraliser 1égérement les définitions des paragraphes précédents
en considérant une sous-variété lisse Z de Y et les fonctions définies sur L = T*A xy Z
au lieu de T A. En fait, nous nous placerons en coordonnées locales et ces coordonnées
seront choisies de sorte que Z soit définie par les équations 2,1 = 0,...,x,_1 = 0 dans
Y. Cela revient a considérer des fonctions holomorphes de (z1,...,2p,¢,&1,...,6—1,T)
pour un entier p < n — 1, alors qu’auparavant on avait p = n — 1.

Les définitions de 1.1 se généralisent sans modification au cas p < n — 1 puisque les
variables z; sont toujours de poids 0. On considere en particulier le faisceau O(1)(,j)
des fonctions holomorphes sur L qui sont homogenes de degré ¢ pour Hy et de degré j
pour Hj, puis

Owy= P Owii)

(i,5)ez?
(Par contre, nous n’avons plus de structure symplectique et la propriété de décomposition
du lemme 1.1.2 devra étre ajoutée aux hypothéses.)

Soit ¢ I’application de L dans M = CP x C""1x C x C définie en coordonnées par
o(z,t,€,7) = (x,€,0 = tr,7). Cest un isomorphisme local en dehors de 7 = 0.

Soient ¥ un germe de sous-variété de L en un point a de LN {t=7 =0} et E son
image par . La restriction de = a 7 # 0 est une sous-variété définie sur un ouvert de
M* = CP x C"!x C x C* que I’on peut supposer de la forme U x V avec U un ouvert
de CP x C"~!x C et V un ouvert de C*.

LEMME 1.4.3. — Le germe ¥ est défini par des équations qui sont des fonctions de Oy si
et seulement si son image par o est la restriction a U x V d’une sous-variété de U x P1(C)
qui est conique dans les variables (§,0). -

Démonstration. — Une fonction holomorphe définie au voisinage de a se développe en
série de Taylor

f($,t,§,7') = Z fa,ﬂ(fl;’,g)taTﬂ.

(a,B)EN?

Si f estdans O(1)(4, ), fa,s est homogene de degré v = i—a = j— (3, la fonction f s’écrit

f(ZL',t,f, T) =7 Z fa(x,é.)(tT)aa

a€eN
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et la fonction )7\ fo(z,€)0® est homogene de degré i en (§,0).

Notons N = CP x C* 1 et O(ny le faisceau des fonctions holomorphes sur IV, sommes
finies de fonctions homogenes en (¢, o).

Une fonction holomorphe définie au voisinage de a est donc une fonction de O(y,y si et
seulement si elle s’écrit comme un polyndme en (7,77 !) a coefficients dans O ).

Si un germe de sous-variété de L en a est défini par des équations de Oz, son image
par ¢ est donc bien la restriction d’une fonction sur U x P;(C). Réciproquement, le lemme
de Chow montre qu’une sous-variété de U x P;(C) est algébrique en 7; ses équations sont
donc des polyndmes en (7,77!) et la variété initiale a ses équations dans Oz).

O

Dans la proposition suivante, on fixe p € N et on définit la sous-variété Z de Y par les
équations {zp41 = 0,...,.2,-1 = 0} et la sous-variété Z’ de Z par {z, = 0}. On note
L=T*Axy Z et ' = T*A xy Z’ les fibrés correspondants, = : L. — L’ la projection.
Pour £ > 0, on pose

Ve={(z,t,§,7) € L | |z| <& ] <eléul, ltr] < eléal},

et V! D'intersection de V. avec L'.

On se donne également un rationnel r qui s’écrit sous forme irréductible » = p/q avec
g > 1. Un sous-ensemble de L sera dit r-conique s’il est invariant par H,..

PROPOSITION 1.4.4. — Soit ¥ un sous-ensemble analytique r-conique de L défini sur I’ouvert
Ve, pour €q > 0 assez petit. On suppose que % est défini par des équations dans O y).

Si les cones Ct(X) et C~(X) sont contenus dans {z, = 0}, il existe € > 0 tel
que la restriction de la projection m a ¥ NV, soit finie et propre. Alors n(X NV,) est
un sous-ensemble analytique r-conique de L' défini sur I’ouvert V! par des équations
dans Or.

Démonstration. — Par hypothese, C*(X) est contenu dans { 2, = 0 }; donc, si on reprend
les notations du paragraphe 1.1, il existe N € N tel que xll,v € I, et ainsi il existe une
fonction f, € Iy telle que ot (fy) = xzﬂv . La fonction f, peut étre choisie homogene
pour H,, et elle s’écrit alors

— N § : B
)
f+(.’E t,é.,’l') IEP + aa,@"y(x’f)t T,
¥>B>0
g(atv)+p(B—7)=0

avec aqg, homogene de degré o en &, ou encore

T A —
,f+(.’17,t,§,7‘) Z‘T;?V_{_ Z a,@‘Y(mvg/gl)(z-—l'> ( I_IT)’Y ﬂ'

¥>B20

Remarquons que la relation g(a + ) + p(3 — ) = 0 entraine que v — § est multiple
de ¢ (car p et g sont premiers entre eux); par conséquent, (r — 1)(y — 3) est un entier
et Iexpression ci-dessus de f, ne contient que des puissances entieres (positives ou
négatives) de &;. )

La fonction f; est une fonction holomorphe de z, £/&1, t7/&; et €797 qui se met
donc sous forme d’un polyndme de Weierstrass en z, sur un domaine

Wee = {(2,t,6,7) € T"A | [z] <, [¢] < eléal, [tr] < eléal, Ir] < €'(J&)' ).
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La projection 7 est donc finie et propre sur ¥ N W, ..

Remplagant Ct par C~, on voit qu’il existe une fonction f_ de Zy telle que
o~ (f-) = z¥' et la fonction f_ sécrit :

f@ten) =2 + 3 aﬂy(a:,s/sl)(tl)v( ! )ﬁ

B>720 S/ \&G
et la projection 7 est finie et propre sur ¥ N W/ _, pour
W. .o ={(z,t,§,7) e T"A | |z] <&, €] < eléal, |tr] < eléa], |t] < €”(J&])" }

En réduisant au besoin €, on peut supposer € < €’c” et on a alors V. = W, ., UW/ _;
la restriction de la projection = & ¥ N V; est donc finie et propre. Alors 7(X N V,) est un
sous-ensemble analytique r-conique de L’ défini sur I’ouvert V..

Il reste a montrer qu’il est défini par des équations de O(./), et, pour cela, nous allons
utiliser le lemme 1.4.3. Si on reprend les notations de ce lemme, on voit qu’il existe une
variété ¥; de U x P1(C) dont Iintersection avec U x V' est I’image par ¢ de . Notons U’
I'intersection de U avec {z, = 0} et 7, la projection de U x P;(C) sur U’ x P1(C);
notons encore ¢’ la restriction a L' de .

Comme 7, o ¢ est égal & ¢’ o, il suffit de montrer que 7 est finie et propre sur ;.
Dans ce cas, 71(X;) est une sous-variété de U’ x P;(C) dont la restriction a U’ x C* est
égale a ¢’'(m(X)), et le lemme montre que 7(X) est définie par des équations de O(y).

Plagons-nous tout d’abord en dehors de 7 = 0; alors, dans les coordonnées (z,€,0,7),
la fonction f_ s’écrit

’ AN -8
f@ten) =z + 3 am(x,s/&)(g—l) (&)™

B>v2>0

Cette fonction peut se mettre sous forme de Weierstrass au voisinage de 0 = 0 et 7 = co.
Par conséquent 7; est finie et propre sur ¥; en dehors de 7 = 0. Au voisinage de 7 = 0,
il suffit de remplacer f_ par fi pour conclure.

a

LemME 1.4.5. — Soit & un cycle analytique de L dont le support vérifie les hypotheéses
de la proposition 1.4.4. Alors

CE(m3) = m,CE(D).

Démonstration. — Nous ferons la démonstration pour C*, le cas de C'~ étant identique.
Soit M un O(r)-module cohérent qui définit le cycle . Puisque 7 est fini et propre sur
Y, le module m, M est un O -module cohérent.

Si uy,...,un est un systtme local de générateurs de M, le O(y)-module 7. M est

engendré par une famille finie de générateurs de la forme xﬁ,uk.

Les filtrations définies par ces deux familles de générateurs sont les mémes parce que z,
est d’ordre 0 pour la filtration. On obtient ainsi une bonne F'*-filtration de M, considéré
comme O(r)-module, qui induit sur 7, M une bonne filtration de O(z)-module. On a alors
s gr(M) = gr(m.M), d’ot le résultat pour les cycles.

a
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Pour énoncer la proposition suivante, on conserve les notations de la proposition 1.4.4
et on suppose que le support ¥ de X est de dimension pure n.

Pour 7 = 1,2, on note S; = p; 1(T{”‘O}Y) les images inverses par les applications p; du
paragraphe 1.1 du conormal a 0 dans Y. En coordonnées, on a donc

Slz{(xat7§’7-)|$:0)7=0} et SQ={($,t,§,T)|:E=0,t=O}.

On suppose que chacun des cycles C’i(fl) se décompose en un cycle a support S; et
un cycle a support S, c’est-a-dire sous la forme

CE(Z) = pE[S1] + pE[Sa), (14.1)

ol les pf sont des entiers positifs ou nuls.
On peut définir I’irrégularité de ¥ comme le nombre entier

Ir(S) = p; —p3 —py +p¥-

ProposITION 1.4.6. — Irr(f)) est un nombre entier positif multiple de q; s’il est nul, ¥ est
contenu dans I’hypersurface canonique { (z,t,€,7) | tT = 0}.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que I’on peut se ramener au cas ou le nombre p
de variables z; est égal a 0. En effet, le lemme 1.4.5 montre que si X vérifie I'hypothese
(1.4.1), alors il en est de méme de 7. % et on a Irr(X) = Irr(.X). De plus, ¥ est contenu
dans I’hypersurface {¢r = 0} si et seulement si 7. % D’est.

Il suffit donc de montrer le résultat pour T3, Cest-a-dire pour p — 1. En itérant le
procédé, on se ramene a p = 0.

Lorsque p = 0, L est de dimension n+ 1, et le support X de 3 est donc une hypersurface
de L. Une équation de ¥ est une fonction de Oz qui s’écrit donc

FE&tT) = D fapa(OF°T,

a<y—pB<b

avec fo p,,(€) homogene de degré o en £. On peut supposer que f est r-homogene, et
donc que g(a + v) + p(B — ) est une constante A.

Une telle équation est définie sur un ouvert

Ve={(t,§,7) € L|[¢] <eléal,tr] <eléal },

et alors I’idéal Zx, est engendré par une fonction unique de ce type sur V..

On a supposé que CE(S) C {tr = 0}; o*(f) est donc de la forme u(¢)t*r*, avec
u(§) inversible, et f s’écrit

FEtT) =u@Un™"+ 3 fapa(OFT +0(O)tn) 7"

a<y—pB<b

ainsi on a Irr(S) = b — a. C’est donc un entier positif qui est nul si et seulement si

f(&,t,m) = u(€)(tr)* e,

c’est-a-dire si et seulement si ¥ est contenu dans {¢7 = 0}.
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De plus, si oy est ’homogénéité de uo et a; celle de w;, les nombres oy =
(r—1)a—fo— Aeta; = (r—1)b— 31 — A sont des entiers; donc, si r # 1, on a

-“—‘(al—ao+ﬂ1—ﬂo)=qal_ao+ﬁl_ﬂo‘

Irr(S) =
(8) = — P

Comme ce nombre est un entier et que g et p— g sont premiers entre eux, il est multiple de q.
O
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.4.2.

Le cycle Irr A@)) est lagrangien homogene d’apres la proposition 1.3.2 et le lemme 1.1.2.
D’autre part, si ¥ est bihomogene, Irry (2) est nul car alors CT(X) et C~(5) sont égaux.

Nous allons montrer que pour chaque composante irréductible de IrrA(E), la multiplicité
est positive et multiple de g, et que si cette multiplicité est nulle pour toutes les composantes,
alors le cycle ¥ est bihomogéne.

Soit Sp une composante irréductible de la réunion des supports des quatre cycles
Cﬁ(E). Pour calculer la multiplicité, on peut se placer en un point générique de Sy, et
donc supposer que Sy est lisse et que le support de chacun des quatre cycles C’fz(i) est
égal a Sy ou est vide au voisinage de ce point.

D’autre part, on remarque que le théoréme est invariant par transformation symplectique
homogene de T*Y . Plus précisément, si on choisit une trivialisation de A ~ Y x C, on a
T*A ~T*Y x T*C et les transformations symplectiques homogeénes de T*Y conservent
le faisceau Oz ), la structure symplectique de T*A et les actions Hy de C* sur T*A.

Si Sp n’est pas la section nulle de 7*Y, il existe (au voisinage du point générique)
une transformation symplectique homogeéne de T*Y qui transforme Sy en le conormal
a un point de Y.

Nous devons donc calculer la multiplicité dans le cas ou Sy est la section nulle et celui
ol Sy est le conormal a un point. Remarquons que cette multiplicité peut étre nulle, ce qui
signifie dans ce cas que Sy n’est pas une composante du support de Irry (X).

Lorsque Sy est le conormal a un point, on peut appliquer la proposition 1.4.6. On obtient
que la multiplicité est positive et multiple de g, et que si cette multiplicité est nulle, alors
la composante correspondante est contenue dans Sy = {t7 = 0}. D’apres le lemme 1.1.2,
cette composante se décompose sous la forme '

T = j1p7 "S1(T) U japs 1S2 (%),

et comme ¥ est r-homogene, cela implique que S;(X) et So(X) sont homogenes, et donc,
que X est bihomogeéne. Remarquons que I’on ne pouvait appliquer ce raisonnement dans
la proposition 1.4.6 car, a cause de la récurrence sur p, on avait abandonné la structure
symplectique.

Dans le cas ou Sy est la section nulle de T7*Y, la démonstration serait la méme en
remplagant la projection 7 par 7’ : (z,t,&,7) — (z,¢,7). En fait elle est plus simple, car
si C~(X) est a support dans { = 0, il est immédiat que 7’ est propre globalement en
(t,7); 7'(X) est donc algébrique en (t,7).
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1.5. Positivité de P’irrégularité : le cas algébrique

Le théoréme de positivité 1.4.2 est vrai dans un cadre purement algébrique. Dans ce
paragraphe, nous considérons une variété algébrique Y sur un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle k£ et A un fibré vectoriel de rang un sur Y. Nous allons démontrer
le théoreme 1.4.2 dans ce cas.

La question est locale. Soit Y’ une sous- vamete de Y et A’ I'image inverse du fibré
A. Considérons les diagrammes :

T*A < T*A x4 N 25 T*N
T*Y & T*Y xy Y' 25 T*Y!

Le premier diagramme est un diagramme de H,-espaces pour tout nombre rationnel
7. Si le cycle X est Ho.-homogene, alors il est bihomogene et le cycle IrrA(E) est nul.
Si le cycle ¥ nlest pas H.-homogene, il passe alors en dehors d’une partie de Y de
dimension nulle une hypersurface Y’ telle que le conormal T'{,A et et le cycle ¥ ne se
coupent que le long de la section nulle de T*A. Ceci implique que 73 Y et les cycles
Cl 22 ne se coupent que le long de la section nulle de T*Y. Dans ces conditions, on a
alors 1’égalité entre cycles de T*Y' :

pw Irrp (2) = Irrp (pw ™' 8).

Pour montrer le théoréme dans sa version algébrique, on se ramene par récurrence sur
dimY’, a calculer la multiplicité du cycle Irra (X) le long de du conormal 7)Y d’un point
de Y. Cet argument remplace les transformations canoniques. Remarquons cependant que,
dans cette situation, les transformations canoniques sont des transformations de Legendre
partielles et gardent un sens sur tout corps de caractéristique nulle. Le lecteur choisira le
point de vue qui lui convient.

ProposiTiON 1.5.1. — Soit §~un cycle lagrangien r-homogeéne positif de T*A. Alors la
multiplicité dans le cycle Irrs(X) de toute composante qui est le conormal a un point de' Y
est un entier positif qui est multiple du dénominateur q.

La démonstration est parallele a celle du cas analytique; le théoréme de connexion et le
«Main Theorem» de Zariski [2, §4.3.1 et §4.4.1] remplacent le théoreme de préparation de
Weierstrass. Nous rappelons ces résultats sous la forme que nous allons utiliser.

THEOREME 1.5.2. — Soit f : X — Z un morphisme propre de variétés algébriques sur
un corps k. Alors :

1) Le morphisme f admet une factorisation de Stein f'og : X — Z' — Z, ou le
morphisme f' est fini, et g est un morphisme propre dont les fibres sont connexes;

2) L’ensemble X' des points de X qui sont isolés dans leur fibre est un ouvert et la
restriction de g a X' induit un isomorphisme sur un ouvert de 7Z'.

Démonstration de la proposition 1.5.1. — La question est locale sur Y. Nous pouvons
supposer que Y = Spec A est un ouvert affine connexe assez petit au dessus duquel 7% Y
est la seule composante de Irry ( E) qui soit le conormal a un point. Nous pouvons supposer
que A = Spec A[t], T*Y = Spec A[¢],€ = (&1,...,&n—1) et T*A = Spec A[t, 7, £].

Soit Y I'adhérence de Y dans un espace projectif. Notons Z = Speck[t,,¢&],
X =Y Xy Z et 7 la projection X — Z qui est un morphisme H,-équivariant pour
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tout s. Nous pouvons supposer que ¥ est irréductible. Soit ¥ I’adhérence de ¥ dans X.
Nous notons encore par 7 le morphisme ¥ — Z induit par la projection 7, qui est donc
un morphisme H, équivariant.

Considérons la factorisation de Stein 7’ og : ¥ — Z’ — Z du Théoréme 1.5.2.
L’ensemble des points ¥’ de ¥ qui sont isolés dans leur fibre est ouvert en vertu du
Théoréme 1.5.2 et est non vide. En effet, il contient le point (z¢,0,0,£) qui est isolé
dans sa fibre pour £ général en vertu des équations de Y. au-dessus d’un voisinage de
xo. D’autre part, ¥’ est H, homogene. Par irréductibilité, I’adhérence de ¥’ dans Z’ est
égale 2 Z'. D’ott un morphisme fini ¥’ — Z H,-équivariant. En particulier I’image de &
par la projection 7 est irréductible de dimension dim ¥ = n. C’est donc une hypersurface
H,-homogene de 1’espace affine Z. '

Considérons le groupe de Grothendieck Ko(Gr” i'(OX)) des Gr” i(OX)-modules
cohérents filtré par le sous-groupe F1Ko(Grf (Ox)) engendré par les classes des faisceaux
a support de dimension au plus /. Notons Gr;Kq(Gr™ j_((’)X)) le groupe gradué associé
en degré .

Soit Z;(X,bih) le groupe des cycles bihomogenes de X purement de dimension I. Le
morphisme qui 2 une sous-variété irréductible C' bihomogene associé la classe de O¢ se
prolonge en un morphisme de groupes [3]

Z)(X,bih) — Gr,Ko(Gr" (Ox))

qui est surjectif et fonctoriel pour les morphismes propres bihomogenes. En particulier,
le diagramme

Z)(X,bih) — GrKo(Gr* {0x)))
1 7. 17,
Zy(Z,bih) — GrKo(Gr™ (07)))

est commutatif, les morphismes verticaux étant les images directes par un morphisme
propre.

Considérons le faisceau cohérent 7, Oy, sur I’espace affine. Ses sections globales forment
un module de type fini sur I’anneau k[t, 7, £]. On en déduit un morphisme :

G (7, 05) — m,GrFE(05).

Les faisceaux précédents sont a support de dimension au plus n, et définissent donc des
éléments de Gr,Ko(Gr” * (Oz))). D’autre part, le noyau et le conoyau de ce morphisme
sont portés par I’ensemble des points ol le morphisme 7 : ¥ — Z n’est pas fini. Cet
ensemble est de dimension au plus n — 1. On a alors démontré le lemme :

LEMME 1.5.3. — On a [I’égalité [Gr” }(71'*(’)2)]" = [r.GrF j>((’)g)]n dans le groupe
Gr.Ko(Gr™™ (02))).

Notons respectivement S; et S, 1’ensemble des points (xo,t,0,£) et I’ensemble des
points (zo,0,7,£) de X. Si on désigne par C*(E) le cycle associé 2 Gr¥ (Os) et par
pliSI + p;tsg son sous-cycle porté par S;,Ss, on a le lemme :

LEMME 1.5.4. — On a I’égalité 7,C*(X) = 7, (pES, + pESs) dans le groupe Z,,(Z, bih).
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Démonstration. — En effet toutes les composantes du cycle lagrangien C*(X) sont de
dimension n. L’image par = d’une composante qui ne se projette pas sur un point de Y
est de dimension au plus n — 1 et donc son image dans le groupe Z;(Z,bih) est nulle.
Si on note encore S; I’ensemble des points (¢,0,£) et S, I’ensemble des points (0,7, &)
de Z, on a I'égalité :

m.C*(S) = pi'S1 + p5 Sa.

En vertu du lemme 1.5.3, le cycle pfSl + pES, est composante du cycle associé
a Gr¥ 7ﬂ*02). Pour voir que p; — ps — p; + pf est un entier positif multiple du
dénominateur g, on est ramené au cas d’une hypersurface H, homogene dont on sait a
I’avance que ses cOnes tangents sont contenus dans t7 = 0, parce que c’est une question
au point générique. On est ramené au méme calcul que dans la situation analytique du
paragraphe précédent et on obtient la proposition 1.5.1 et le théoréme 1.4.2. algébrique.

a

1.6. Transformation monoidale

Nous allons, dans ce paragraphe, généraliser les résultats précédents au cas d’un fibré
vectoriel de rang quelconque ou d’une variété homogéne en nous ramenant au cas précédent
par un éclatement.

Soient A un fibré vectoriel complexe de rang £ sur une variété lisse Y et P le fibré
projectif associé a A, c’est-a-dire P = (A\Y)/k*.

La transformée monoidale de A est un fibré A’ de rang 1 sur P muni d’un isomorphisme
(A\ P) ~ (A\Y). On peut le définir par

N={(ENePxA| e}

Plus généralement, si A est une variété algébrique lisse sur un corps k£ ou analytique
sur k = C, sur laquelle £* agit librement de maniére algébrique ou analytique, on pose
encore P = A/k* et on définit A’ comme la réunion disjointe de A et de P. Alors A’ a
une structure naturelle de fibré de rang 1 sur P.

Les applications H,.(A) sont bien définies sur 7 A et sont compatibles avec le plongement
T*A — T*A\’. Si ¥ est une sous-variété lagrangienne r-homogene de T* A, son adhérence
Y dans T*A’ est encore lagrangienne 7-homogene et on peut donc considérer Irry(¥'),
qui est un cycle de T*P.

DeFNITION 1.6.1. — Si & est un cycle analytique lagrangien rT-homogéne de T*A, on
définit son irrégularité Trry(X) comme le cycle analytique lagrangien homogéne de T* P
égal a Irry(X'), on X' est le cycle de T*A' obtenu en prenant I’adhérence de chaque
composante de Y. .

Il est clair, d’apres 131 définition, que le théoréme 1.4.2 est encore vrai sans modification,
c’est-a-dire que Irry(¥) est un cycle lagrangien positif de T*P a valeurs dans ¢Z, nul si
et seulement si X est bihomogene.
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s 2. Pentes d’un D-module

2.1. Variétés et cycles micro-caractéristiques

L’irrégularité d’un module holonome se calcule a 1’aide de variétés micro-caractéristiques
auxquelles nous allons appliquer les résultats précédents. Auparavant, rappelons quelques
définitions. :

Comme dans le paragraphe précédent, on considére une variété X analytique sur
k = C ou algébrique sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle et une
hypersurface lisse Y de X de fibré conormal A = Ty X.

Suivant le cas, Ox désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X ou le faisceau
structural de X. On note Dx le faisceau des opérateurs différentiels sur X a coefficients
dans Ox.

Le faisceau Dx |y des opérateurs définis au voisinage de Y est muni de deux filtrations
canoniques. La premiére est la filtration usuelle par I’ordre des opérateurs que nous noterons
(Dx m)m>o0 et la seconde est définie [5] par

ViDx = {P € Dx|y/Vj € Z, PI} C T} "},

ol Zy est I’idéal de définition de Y et 74 = Ox sij <0.

N

Si r est un nombre rationnel supérieur a 1, d’écriture irréductible r = p/q, avec
p > q > 1, on définit les filtrations F.

FfDy= Y Dx,NVn.Dx.
(p—q)m+qn=k

Le gradué associé grp Dx est isomorphe au faisceau d’anneaux m,O(r- 5} [10].
Dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,2Z,-1,t) de X tel que Y = {(z,t) €
X |t =0}, un opérateur P € Dxly s’écrit : "

P(x,t,0:,0) = _ par()t'0f 0

et il est dans FNDx si p(k —1) 4+ q(|a| +1) < N quand paw # 0.
Si A = {(z,t,6,7) € T*X | £ = 0,7 = 0}, si T*A est muni de coordonnées
(z, 7,2, 7*), et si P = pori(z)t'OFO2 est un opérateur de FN Dy, alors la fonction

o (P) = > Paki(2) () (=7)"(@")"

p(k=)+q(la|+)=N

est bien définie sur T*A (i.e. est indépendante des coordonnées locales) et 1’isomorphisme
entre grp Dx et m,O[r-y) est donné par les fonctions o.(P).

Soit M un D x-module cohérent défini au voisinage de Y. Une bonne F.-filtration de M
est, par définition, une filtration sur M, compatible avec la filtration F,. Dy et localement
de type fini. On montre dans [10] que le gradué associé a une bonne F-filtration est un
grr, Dx = m.O|r+x) module cohérent qui définit un cycle analytique X 5(,)(M) sur T*A.

Ce cycle est indépendant du choix de la bonne filtration; c’est le cycle micro-
caractéristique de type () de M, son support X5 (r)(M) est la variété micro-caractéristique,
qui est, par définition, r-homogene.
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Si on est dans le cadre algébrique ou si, dans le cadre analytique on suppose que X est un
fibré vectoriel sur Y et que les opérateurs sont polyndmiaux dans les fibres de X — Y, on
peut étendre ces définitions a tous les rationnels 7. Nous renvoyons a [10] pour les détails.

On est donc dans la situation du paragraphe 1.1, et on peut considérer les cones c*
associés a Y (,)(M); suivant [10], on les note

CF(Eagry(M)) = Chy (M), O~ (Eam(M)) = Chygy(M). (2.1.1)

Les objets que nous venons de définir sont en nombre fini pour un module donné :

THEOREME 2.1.1. — Soit M un Dx-module cohérent défini au voisinage de Y. Localement
sur'Y, il y a seulement un nombre fini de variétés ¥ 5 (r)(M) distinctes.

Ce théoreme a été montré dans le cadre analytique complexe dans [10, théoréeme 3.4.1].
Une autre démonstration a été donnée dans [18, théoréme A.2.1.] qui est encore valable
dans le cadre algébrique.

Il existe donc une suite finie de rationnels, —oc0 < r; < ... < ry < 400, telle que
Y A(r)(M) est indépendant de r sur chacun des intervalles ouverts définis par cette suite
(dans le cadre analytique sans hypothése supplémentaire, la suite commence a r; > 1). Sila
variété ne dépend pas de r €]r;, r;11], elle est r-homogene pour r dans cet intervalle donc
pour tout 7 rationnel, autrement dit, elle est bihomogene. Il apparait donc deux familles
finies de variétés micro-caractéristiques X5 (r)(M), celles qui correspondent aux indices
r1,...,7n et celles qui correspondent aux intervalles ouverts définis par ces indices et
sont bihomogenes.

Si 7 n’est pas I'un des indices r;, on a EA(T)(M) = éth(r)(M) = GBA{T}(M)
(car YA (M) est bihomogene), tandis que si 7 est un de ces indices on a encore
ChA{r}(M) EA(T+€)(M) et ChA(T)(M) EA(T &)(M) pour € > 0 assez petit.

DEFINITION 2.1.2. —  Pour chaque nombre rationnel v > 1, Iy (r)(M) est I’adhérence
dans Y de la projection par T*A — Y de la réunion des composantes irréductibles non
bihomogénes de ¥ 5(r)(M). On dit que r est une pente algébrique de M en y € Y si
y € Iym(M). ’

D’apres le théoreme 2.1.1, ’ensemble des pentes algébriques est localement fini sur Y.
D’autre part, 5 (r)(M) étant algébrique dans les fibres de T*A — Y, Iy(,)(M) est un
sous-ensemble analytique fermé de Y.

Précisons encore que la notion de pente algébrique définie ici est 1égerement différente

de la notion de pente ou d’indice critique considérée dans [10] ou [12]. En effet, dans ces
articles, la notion de pente était relative & un ouvert de T*A.

Si M est un module holonome, alors les variétés ¥, (r)(M), et donc aussi les variétés
Cha(r)(M) et Chp{r}(M), sont lagrangiennes [10, corollaire 4.1.2.] et le théoreéme 1.4.2
s’applique :

COROLLAIRE 2.1.3. — Soient M un module holonome et r un nombre rationnel qui s’écrit
sous forme irréductible r = p/q, avec q > 1. L’ensemble Iy (r)(M) est égal a la projection
sur Y du support de IrrA(E A(r)(M)). Celui-ci est un cycle lagrangien positif de T*Y a
valeurs dans qZ.
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2.2. Irrégularité et Polygone de Newton

Le polygone de Newton est défini habituellement pour un opérateur ([17], [10]). C’est
un sous-ensemble de R? 2 sommets entiers. Dans le cas d’une variété analytique complexe
de dimension 1, il détermine la croissance et 1’indice des solutions [17].

Ce polygone se présente sous la forme de la figure 1 dans le cas algébrique. Lorsque
au moins un des coefficients de I’opérateur n’est pas un polyndme, toutes ses pentes sont
positives et il se termine a droite par une demi-droite verticale.

Fig. 1. Polygone de Newton «complet»

La famille des cycles d’irrégularité IrrA(i A@ry(M)) nous permet de généraliser cette
définition pour un module holonome en dimension quelconque et le corollaire 2.1.3. va
nous assurer qu’il a des propriétés analogues a celui d’un opérateur.

Le polygone de Newton est déterminé a une translation pres par la suite de ses pentes
et pour chacune d’elle par la hauteur du segment correspondant.

Donnons nous en effet le point le plus bas de ce polygone, que nous noterons
(f00, koo )> une suite de rationnels —oo < r; < ... < ry < +o00 (cas algébrique), ou
1 <7 <...<ry < +oo (cas analytique), et pour chacun d’eux, un nombre ¢(ry). On
définit pour [ = 1...N la suite de points :

=it ¥ (ra—Dolra) et ki=kot > @(ra).

I<a<N I<a<N

On obtient ainsi les sommets du polygone; il suffit de les joindre dans 1’ordre pour
obtenir une suite de segments de pentes 1/(r; — 1) et de hauteurs (7).

Etant donnés une hypersurface Y de X et un Dx-module holonome M au voisinage
de Y, on considére la réunion (finie) des supports des cycles lagrangiens Irr A(i Ay (M)
pour 7 €]1,+o00[. C’est un sous-ensemble analytique lagrangien homogene de T*Y que
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nous noterons &y (M). Pour chaque composante irréductible de &y (M), on note ¢ la
fonction qui a 7 associe la multiplicité de Irry (S A(ry(M)) le long de cette composante.
Cette fonction est nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de r, et définit donc une
suite r; et les nombres (7).

Il reste a déterminer le point (7o, koo ). Ce choix est un peu arbitraire. On pourrait prendre
(0,0), mais si on veut retrouver le cas de la dimension 1, on choisit de prendre pour i, la
multiplicité de S3(Chy()(M)) et pour ko celle de sl(éth(oo)(M)) - Sg(alA(m)(M)).

Rappelons que d’apres [11], Sg(évkl A(so)(M)) est le cycle caractéristique de (M)
(module des cycles évanescents de M) et Si(Ch A(oc)(M)) celui de U(M) (cycles
proches).

Ayant, pour chaque composante irréductible de &y (M), un point (is, ko) €t une
fonction ¢(r), on définit suivant la méthode donnée plus haut un polygone de Newton.

Le « polygone de Newton de M le long de Y » est donc la donnée d’un sous-ensemble
analytique lagrangien homogene Gy (M) de T*Y et, pour chaque composante irréductible
de cet ensemble, d’un polygone de Newton, c’est-a-dire d’un sous-ensemble convexe de R2.

Le corollaire 2.1.3 assure que la fonction ¢(r) est positive et que ¢(r) et (r — 1)p(r)
sont des entiers, et se se traduit donc de la maniere suivante :

COROLLAIRE 2.2.1. — Le polygone de Newton est convexe et ses sommets sont a coordonnées
entieres.

Si & est un sous-ensemble lagrangien homogene de 7Y, c’est une réunion d’ensembles
I7.Y ou les Y; sont des sous-ensembles algébriques ou analytiques de Y, et Ty Y
I’adhérence du conormal 2 la partie réguliere de Y.

Il existe donc une stratification Y = UY; telle que & = UT} Y et que les composantes
irréductibles de &y (M) soient précisément les ensembles T3 Y. On peut donc considérer
le polygone de Newton de M le long de Y comme la donnée d’un polygone de Newton
le long de chaque strate Y;. Pour chaque valeur de r, on peut lire sur ce polygone le cycle
positif Irr A(i‘ A(r)(M)); la hauteur du segment de pente 1/(r — 1) du polygone de Newton
en un point est égal & la multiplicité de la strate correspondante dans Irr (5 Ay (M)).

Par définition, si X = C et Y = {0}, le polygone de Newton associé au point Y est
le polygone de Newton de Ramis.

En résumé, nous avons donc associ€ a un Dx-module holonome défini au voisinage de
Y deux objets équivalents, son polygone de Newton et la famille (finie) Irry (X, ¢r)(M))
de cycles positifs de T*Y.

Les cycles IrrA(i A(ry(M)) étant invariants par dualité, il en est de méme du polygone
de Newton :

PRroPOSITION 2.2.2. — Le polygone de Newton du dual d’un module holonome est égal au
polygone de Newton de ce module.
11 reste a résoudre un cetain nombre de questions importantes comme le comportement
du polygdne par image directe ou inverse, et surtout les propriétés de semi-continuité du
- polygdne de Newton lorsque 1’on change de strate. Une réponse partielle & ces problemes
sera donnée dans [13].

Nous allons voir dans la suite que, comme en dimension 1, ce polygone donne la
croissance des solutions et leur indice lorsque le corps de base est C.
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2.3. Hyperfonctions holomorphes

Pour étudier l'irrégularité d’un systeéme d’équations, il est classique de comparer les
solutions formelles aux solutions convergentes. On peut aussi regarder les solutions
«hyperfonctions holomorphes». Ce point de vue est le dual du précédent, et il a I’avantage

de pouvoir se microlocaliser. Nous allons rappeler brievement la définition de ces faisceaux.
On considere une hypersurface lisse Y d’une variété analytique complexe X et on note
Ox |y la restriction a Y du faisceau Ox des fonctions holomorphes sur X et (9}7\“, son
complété formel le long de Y.
Si dans une carte locale Y = {(z,t) € X |t = 0}, une section de OE? s’écrit

u = ),50an(2)t", et pour tout r > 1, on lui associe la série

pr(w) = 3 an(@)e”/(nl) .

n>0

On définit alors Ox |y {r} comme le sous-faisceau de Oﬁ? des éléments pour lesquels la

série ,.(u) est convergente et Ox |y (r) comme celui des éléments pour lesquels la série
©-(u) a un rayon de convergence infini.

Par définition, Oxy = Ox|y {1}, et on note Ox |y (c0) = Ox|y{oc} = Oﬁ'

Le faisceau des hyperfunctions holomorphes de [19] est le faisceau de cohomologie de
Ox a support dans Y, c’est-a-dire B,y = Hi (Ox). Si j est le morphisme de plongement
X\Y — X, le faisceau By est donc le quotient j.j ~10x/Ox des fonctions ayant une
singularité sur Y par les fonctions holomorphes.

N

Si on remplace les fonctions a singularités essentielles par le faisceau Ox[xy] des
fonctions méromorphes a poles sur Y, on obtient le faisceau de cohomologie algébrique
By|X = H[ly](OX) = Ox[*Y]/Ox.

Pour tout réel r > 1, on désigne par By x(r) le sous-faisceau de Bg’f. y image des

fonctions de j,; !Ox qui sont majorées localement par une fonction Cy exp(C |t|ﬁ), ol
C et Cy sont des constantes positives et ¢ une équation de Y.

De méme, By x{r} est I'image des fonctions qui, pour tout ¢ > 0, sont majorées
localement par une fonction C. exp(e|t|r+1)_

On note encore Byx(o0) = By|x et Byx {1} = Bg’;’l - On obtient ainsi une famille
de Dx-modules décroissante en r > 1 :

By|x C Byx{r} C By|x() C By x-

Nous renvoyons a [10] pour plus de détails.

Si M est un Dx-module a gauche cohérent et F un Dx-module & gauche quelconque,
le complexe des solutions de M dans F est, par définition,

Sol(M, F) = RHomp, (M, F).

Les faisceaux de cohomologie de ce complexe sont les faisceaux Ext%x (M, F).

N

On dit que Sol(M,F) est a cohomologie constructible quand les faisceaux
Extp, (M, F) sont constructibles, c’est-a-dire localement constants sur une stratification
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de X et de dimension finie en tout point comme C-espaces vectoriels. On peut alors
considérer son indice :

X(M, F)y = > (=1) dime Extl (M, F),

Comme nous I’avons rappelé précédemment, un sous-ensemble analytique lagrangien
homogene X de 7" X est une réunion d’ensembles T; X ol les X; sont des sous-ensembles
analytiques de X.

Tout cycle Y de support ¥ peut s’écrire :

Y= ij [T}‘QX] avec m; € Z.
J

L’obstruction d’Euler locale de ¥ est une fonction sur X définie par

Bg(o) = 3 my(-1)= S, (0),

ol Ex;(z) est I'obstruction d’Euler locale de X; en z. (voir [1]).

L’obstruction d’Euler ainsi définie établit une bijection entre les cycles lagrangiens de
T*X et les fonctions constructibles de X. Elle est additive mais il faut prendre garde au
fait que 1’obstruction d’un cycle positif n’est pas une fonction positive au sens usuel.

Kashiwara a démontré dans [4] que si M est un D x-module holonome, alors le complexe
R Homp, (M, Ox) est a cohomologie constructible et son indice est donné par la formule

X(M’ OX)GB = E&](M)(CE),

ol (Aﬂl(M) est le cycle caractéristique de M.
On a un résultat analogue pour les hyperfonctions holomorphes :

TueorEME 2.3.1. — [12, Corollaire 4.3.2.] Soient M un Dx-module holonome et Y une
hypersurface de X. Pour tout r, les complexes

RHOmDX (M,By|X(r)) et RHOIHDX (M7BY|X{T})

sont a cohomologie constructible. Si 11,1 et T sont deux pentes algébriques consécutives
de M, on a pour tout r tel que r,_1 < T < T) :

R Homp, (M, Byx(ri)) = RHomp, (M, By|x(r))
= RHOI’I]'DX (M,By|X{r}) = RHOIH'DX (M,By|X{7‘k_1}).

En tout point © € Y et pour tout r € [1,4+00] on a :
MM B0 =gy, (o
XM, Byix(r)e = E5hA{r}(M)($)'

De plus, on remarque [12, corollaire 4.3.4.] que, M étant holonome, le cycle Ch Ay (M)
est lagrangien, et donc, se décompose suivant le lemme 1.2.1. sous la forme

Chagry(M) = j1p7 *81(Chagry(M)) + 5apy 1S2(Chary(M)).
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_ LemME 2.3.2. — Si un cycle lagrangien bihomogéne de T* A se décompose sous la forme
Y= jlpl_lsl + Jopy 1S,, son obstruction d’Euler est donnée par

Es,(z) — Es,(z) sizeY

Ex(z) = Es, (v) six € pl_l(T*Y) -Y
¥ ~Es, (2) siz€py(T"Y) =Y
0 six ¢ ST*A-

Démonstration. — 11 suffit, par linéarité, de considérer le cas ou Y= [Tg}0 A].

Reprenons les notations du paragraphe 1.1 et supposons tout d’abord que S est de la
forme jlpl_lsl. Cela signifie que Xy = p~1Y, pour une sous-variété Yy de Y et S; = TvY.
On a alors, par définition de I’obstruction d’Euler locale, Ex,, = Ey, et, puisque ¥, et
Y, ont méme codimension,

F~ = (—1)COdimEOEEO — (_1)codimY0EY0 — Esl-

=

Lorsque Y est de la forme Jops 1S,,ona ¥y =j (Yy); le raisonnement est le méme
que précédemment, mais la codimension de ¥, est égale a celle de Yy augmentée de 1,
et il apparait donc un changement de signe.

O
On obtient donc :
x(M, BYIX("“))w = Eéth(T)(M)(x) = Esl(ahA(r)(M))($) - ESQ(éVhA(r)(M))(:B)
X(M’ BYIX{T})E = EahA{r}(M)(x) = Esl(éth{r} (M))(:E) - ES2(6}’A{T}(M))(:E)
et donc, d’apreés la définition 1.4.1 et les formules (2.1.1),
X(M, By |x») = x(M, By|x(r}) = E R (2.3.1)

DErINITION 2.3.3. — Pour r € R, r > 1, et y € Y, la fonction d’irrégularité de type r de
M le long de Y est la fonction sur 'Y définie par

irr (n)(M)y = x(M, By|x()y — X(M, By|x{r})y
= X(M, Ox1y )y — X(M, Ox 1y {r})y,

et la fonction d’irrégularité de M est

irry (M) = irry ()(M).

r>1
Avec cette définition, les résultats que nous venons d’obtenir s’écrivent :

THEOREME 2.3.4. — (1) L’irrégularité irr (r)(M)Nde M est une fonction constructible
égale a ’obstruction d’Euler locale du cycle Irrp (X5 (M)).

(2) Le cycle Trrp (X () (M)) est un cycle analytique lagrangien homogeéne positif de
Y.

(3) La fonction rirr (r)(M) est a valeurs entiéres.

Démonstration. — Le point 1) vient d’étre démontré et les points 2) et 3) se déduisent
immédiatement du théoréme 1.4.2.

O
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Ce résultat montre que irr (»)(M) est nul si 7 n’est pas une pente de M et en particulier
que irr(M) = Y7 _, irr (-)(M) est une somme finie. De plus, si irr (-)(M) n’est pas nul,
r est un nombre rationnel.

On a des résultats identiques pour le complété formel des fonctions holomorphes en
remplagant By | x {r} par Ox |y () et en changeant le signe, c’est-a-dire [12], corollaire 4.3.6.

et donc
X(M’ OX'Y(T)) - X(M’ OX|Y{T}) = _EI!‘I‘A(EA(T)(M)).

(Les notations utilisées ici different un peu de celles de [12] ou le faisceau Ox |y {r}
était noté Ole(r).)

2.4. Le faisceau d’irrégularité muni de sa filtration Gevrey

Soit Y un espace analytique complexe. La catégorie des faisceaux pervers, notée
Perv(Cy), est une sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée des complexes
constructibles D%(Cy-). On sait que c’est une sous-catégorie abélienne dont les objets ainsi
que les morphismes sont de nature locale. De plus, tout faisceau pervers est localement
de longueur finie.

Supposons que Y est une hypersurface de X et soit » un nombre réel > 1 éventuellement
infini. On définit les faisceaux de Dx-modules a gauche Qy{r} et Ly {r} par les deux
suites exactes :

0— Oxly(l) — Ox|y{7‘} — Qy{'r‘} — 0
0 — Byix{r} = Byix(1) = Ly{r} —0.

On définit les foncteurs cohomologiques :

Irry (r)(M) = Sol(M, Qy{r})
Iery (r) (M) = Sol(M*, Ly {r}).

On a note M* le complexe dual d’un complexe de Dx-modules. On a alors les résultats
suivants [15] : Si M est un Dx-module holonome, les complexes Irry (r)(M) et
Irry (r)(M) sont des faisceaux pervers sur Y qui s’échangent par dualité de Verdier,
définissant des foncteurs exacts de la catégorie abélienne des Dx-modules holonomes
Mh(Dx) dans la catégorie des faisceaux pervers sur Y :

Irry (), It (r) : Mh(Dx) — Perv(Cy).

De plus les faisceaux Irry(r)(M) constituent une filtration croissante du faisceau
d’irrégularité Irry (M) := Irry(co)(M), et les faisceaux Irri (r)(M) une filtration
décroissante du faisceau Irrj,(M) := Irrj (c0)(M). Nous noterons Gr(r)(Irry ((M))
et Gr(r)(Irry(M)) les gradués pour ces filtrations.

On dit que r est une pente analytique de M au point y de Y si y appartient au support
de Gr(r)(Irry ((M)).
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On désigne par Ch(F) le cycle caractéristique d’un complexe constructible . Comme le
cycle caractéristique d’un faisceau pervers est lagrangien positif, cela est vrai pour les cycles

Ch(Irry (r)(M)),  Ch(Irry(r)(M)),
Ch(Gr(r)(Irry (M)), Ch(Gr(r)(Irry (M)).

L’obstruction d’Euler locale définissant une bijection entre cycles lagrangiens de T™Y et
fonctions constructibles sur Y, la formule (2.3.1) montre :

PrOPOSITION 2.4.1. — On a, pour tout v > 1, des égalités de cycles sur T*Y :

Ch(Gr(r)(Irry (M)) = Trrs(Sar) (M)
Ch(Irry (M) = 32,51 Irra(Za@) (M)

La positivité du cycle IrrA(i A(r)(M)), que nous avons montrée de maniére purement
géométrique dans le théoréme 1.4.2, apparait ici, lorsque le corps de base est C, comme
conséquence d’une propriété plus forte, la perversité de Gr(r)(Irry (M)).

Ces résultats peuvent étre résumés par la commutativité du diagramme suivant :

Mh(Dy) Srindrey) Perv(Cy )

EI-; al 1')1 Ei;l

ZH(T*A) — > ZH(T*Y)

La premi¢re fleche verticale et la deuxieme fleche horizontale admettent des descriptions
purement algébro-géométriques sur un corps de caractéristique nulle. Ceci fournit en
particulier une définition du cycle d’irrégularité en dimension supérieure dont la nullité
caractérise la régularité le long de Y.

Une conséquence importante du théoréme 1.4.2 est 1’égalité entre les pentes algébriques
et les pentes analytiques :

THEOREME 2.4.2. — Soient Y une hypersurface lisse de X, M un Dx-module holonome
défini au voisinage de Y, et y un point de Y. Pour tout point r €]1, 400, il y a équivalence
entre :

(a) T est une pente algébrique de M au point y;

(b) la fonction IrrA(fl Ay (M) n’est pas nulle au voisinage du point y;
(¢) RHomyp, (M, By|x () # RHomp, (M, By|x{r}) au voisinage de y;
(d) r est une pente analytique de M au point y.

Démonstration. — a)= c) d’apres le théoreme 2.3.1, et c)=> b) par définition. De méme,
les résultats de [12] montrent que a) = d) et d) = b).

N

Il reste a montrer que b)=- c), ce qui se déduit immédiatement des théorémes 2.3.4
et 1.4.2.

(|
Cela montre en particulier que 1’égalité

RHOIHDX (M, BYIX) = RHOIIIDX (M,B?/O!X)
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sur un ouvert de Y est équivalente a 1’égalité des indices
x(M, By|x) = x(M, By x)

sur cet ouvert et est équivalente au fait que M n’a pas de pentes.

Comme nous I’avons dit dans l’introduction, il resterait a démontrer que si M est
spécialisable et n’a pas de pentes, il est 1-spécialisable le long de Y.

2.5. Microlocalisation

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié I’irrégularité d’un Dx-module le
long d’une hypersurface. Nous allons montrer a présent que ces résultats se généralisent
aux modules micro-différentiels le long d’une variété lagrangienne homogeéne quelconque.
Dans le cas des Dx-modules, cela définit 1’irrégularité le long d’une sous-variété de
dimension quelconque.

Considérons donc une variété analytique complexe X et une sous-variété (lisse)
lagrangienne homogeéne A de T*X = T*X — X, et notons Ex le faisceau des opérateurs
micro-différentiels d’ordre fini de [19].

Les définitions du paragraphe 2.1 se généralisent aux €x-modules. 11 suffit de modifier
la définition de la V-filtration et de remplacer le faisceau Ojr-4) par le sous-faisceau de
O(r- ) des fonctions polynomiales dans les fibres de 7*A — A (voir [10]) pour les détails).

On obtient ainsi les cycles
Bamy (M), Chaey(M), - Chagry(M)

avec les mémes propriétés, et on peut définir les pentes algébriques de M. Pour cela,
il faut remplacer la variété Y par le quotient de A par I’action de C*. Nous noterons
PA ce quotient.

Les objets que nous venons de considérer sont tous invariants par transformation
canonique quantifiée. Si ¢ est une transformation symplectique homogene d’un ouvert
de T* X sur un ouvert d’un cotangent 7* X' qui transforme A en une variété lagrangienne
A’, elle induit un isomorphisme de PA sur PA’ et de T*A sur T*A’. Si on associe
une transformation canonique quantifiée a cette transformation, celle-ci transformera un
Ex-module cohérent M en un E£x.-module cohérent, et tous les objets que nous venons
de considérer seront transformés de maniére compatible.

Enfin, on montre dans [10] que si M est holonome, ses variétés micro-caractéristiques
sont lagrangiennes.

En utilisant les résultats du paragraphe 1.6, on peut donc définir pour tout 7 le cycle
Irra (Xay(M)) qui est un cycle analytique lagrangien positif de T*(PA), nul si et
seulement si r n’est pas une pente de M.

Ces résultats s’appliquent en particulier a2 un Dx-module holonome défini au voisinage
d’une sous-variété Y de X de codimension quelconque. L’irrégularité est ici un cycle
positif du fibré conormal projectif Pj X.

On peut aussi interpréter cette irrégularité en termes de solutions a condition de remplacer
les hyperfonctions holomorphes par les faisceaux Cy|x (r,s) de microfonctions holomorphes
dont nous allons rappeler la définition.
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Le faisceau £x(r,s) des opérateurs micro-différentiels a croissance Gevrey a été défini
dans [9] pour +00 > r > s > 1. C’est un faisceau d’anneaux sur 7™ X.

Si la variété X est munie de coordonnées locale (zi,...,z,) et son cotangent T*X
de coordonnées (z,£), une section P de Ex(r,s) sur un ouvert U de T*X est une série
formelle > jez Pi (z,€) de fonctions holomorphes sur U, f; étant homogene de degré j
en &, vérifiant pour +00 > r > s > 1,

(i) VK CC U, Vj > 0, ¥(2,¢) € K, |pj(z,8)] < 751
(1) VK CcC U, Vj < 0, V(z,€) € K, |pj(z,&)| < CTI(=4)!*
Si +00 > r = s > 1, on remplace (i) par

(/)VK cc U, Ve >0,Vj >0, ¥(z,§) € K, |p;j(z,8)| < Cssj(—]}T

et si r = +o00, par

("YVK cc U, 3k e Z,Vj >k, VY(z,6) € K, pj(z,§) = 0;
enfin, pour s = +o00, on supprime la condition (7).

En particulier, le faisceau Ex(c,1) est le faisceau des opérateurs micro-différentiels
d’ordre fini noté habituellement £x, £xa.1) est le faisceau £ des opérateurs micro-
différentiels d’ordre infini et £x (c0,00) est le faisceau g;( des opérateurs formels.

Si Y est une sous-variété de X, on définit le faisceau Cy|x des microfonctions
holomorphes sur T3 X. Si 7 est la projection T*X — X alors £x est un 7 'Dy
module et on a

Cyix = Ex Or-1py By|x-
On définit les faisceaux de microfonctions holomorphes a croissance Gevrey par

Cyix(rs) = Ex(rs) Qex Cyjx = Ex(r.s) Qr-1p, By|x-

En coordonnées locales, on a Ty X = {(z,t,&,7) € T*X |t = 0,6 = 0} et les
sections de Cy|x(r,s) sur un ouvert U de Ty X sont représentées par les séries formelles
> jez fi(x,T) qui vérifient les mémes majorations que les sections de Ex (r.s).

Remarquons encore que la restriction de Cy|x(r,s) 2 la section nulle Y de Ty X est
égale 2 By |x{r} si 7 = s et & By|x(r) si r > s. D’autre part, si ¥ est une hypersurface
et v >’ > s, on a, 7 étant la projection Ty X — Y

CY'X(T‘,S)/CY'X(T’,S) = 7(‘—1 (BYIX(T)/BYIX(T/) ) .

Plus généralement, si A est une sous-variété lagrangienne homogeéne quelconque de
T*X, on peut remplacer le faisceau Cy|x par un £x-module holonome simple N de
support A. Rappelons qu’une section d’un £y-module holonome de support A est dite non
dégénérée si I’idéal de Or-x engendré par les symboles principaux des opérateurs de £x
qui annulent u est I’idéal de définition de A. Un module holonome N de support A est
dit simple s’il est engendré localement par une section non dégénérée. On notera N (r.s)
le Ex(r,s)-module Ex(r,s) Rey N.

Soit ¢ est une transformation symplectique homogéne d’un ouvert de 7* X sur un ouvert
d’un cotangent 7* X’ qui transforme A en une variété lagrangienne A’ de T*X'. Si ®
est une transformation canonique quantifiée associée a ¢, elle définit un isomorphisme de
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Ex(rs) sur Ex:(r,s) et envoie un module holonome simple de support A sur un module
holonome simple de support A’. Si les deux modules sont donnés, on peut méme choisir
une quantification qui les échange. En particulier, on peut toujours transformer un module
holonome simple en un module Cy|x ou échanger deux modules de type Cy|x. On a, dans
ce cadre, un théoréme semblable au théoréme 2.3.1 :

TueorEME 2.5.1 ([12], Proposition 4.3.7.). — Soit M un Ex-module holonome défini au
voisinage d’une sous-variété lagrangienne A de T*X et soit N un Ex-module simple de
support N. Alors, pour tout (r,s) tel que +0co > r > s > 1, le complexe de solutions
R Home, (M, N (r,s)) est a cohomologie constructible sur A et

X(M’N(TYS))E - E&‘A{s}(M)(ﬂ-(ﬁ)) B EGhA(r)(M)(W(x)).

On peut donc poser la définition suivante :

DEFINITION 2.5.2. — Soient A une sous-variété lagrangienne de T*X et N un Ex-module
simple de support A. Pour tout Ex-module holonome M défini au voisinage d’un point x
de A et tout (r,s) tel que +oo > r > s > 1, on pose (avec v : A — PA):

irry (ra)(M)(7((2)) = =x(M, N (9)z
irrp (r)(M) = lima_,() irr (r+e,r—5)(M).

THEOREME 2.5.3.

(1) La fonction irry (r,s)(M) est indépendante du choix de N, elle est constante sur
les fibres de v : A — PA, a valeurs entiéres et invariante par transformation canonique
quantifiée. On la considerera comme une fonction sur PA.

(2) Pour tout r € [1,+00], irrp (rr)(M) = 0.

(3) Localement sur PA, irrp (r)(M) est nulle sauf pour un nombre fini de rationnels qui
sont exactement les pentes algébriques de M, et on a

irra (rs)(M) = Z irrp (£)(M).

s<t<r

(4) irrp (r)(M) est la caractéristique d’Euler du cycle positif Irrp (S Ay (M)) et donc
la fonction r.irr (r)(M) est a valeurs entiéres.

Ce théoreme se déduit immédiatement du théoréme 2.5.1 et des propri€tés du cycle
Irrp (X () (M)) établies au paragraphe 1.6.

On pourrait aussi remarquer que, par transformation canonique, il est essentiellement
équivalent au théoreme 2.4.2. On peut en effet se ramener par transformation canonique
au cas oll A est le conormal a une hypersurface.

Si Y n’est pas une hypersurface, le polygone de Newton se définit en remplacant Y
par P}, X. Plus généralement, on peut associer un polygone de Newton a un Ex-module
holonome défini au voisinage d’une variété lagrangienne A en remplagant P} X par PA.
L’objet ainsi défini est invariant par transformation canonique.
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