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FAISCEAUX PERVERS,
HOMOMORPHISME DE CHANGEMENT DE BASE
ET LEMME FONDAMENTAL DE JACQUET ET YE

Par Bdo Chau NcoO

ABSTRACT. — We give a geometric interpretation of the base change homomorphism between the Hecke algebra
of GL(n) for an unramified extension of local fields of positive characteristic. For this, we use some results of
Ginzburg, Mirkovic and Vilonen related to the geometric Satake isomorphism. We give a new proof of these
results in the positive characteristic case.

By using that geometric interpretation of the base change homomorphism, we prove the fundamental lemma of
Jacquet and Ye for arbitrary Hecke function in the equal characteristic case. © Elsevier, Paris

RESUME. — On propose une interprétation géométrique de I’homomorphisme de changement de base entre les
algebres de Hecke de GL(n) pour une extension non ramifiée de corps locaux de caractéristiques positives. Pour
cela, on utilise des résultats de Ginzburg, Mirkovic et Vilonen sur I’isomorphisme de Satake géométrique. On
propose une nouvelle preuve de ces résultats valable en caractéristique positive.

En utilisant cette interprétation géométrique de I’homomorphisme de changement de base, on démontre, dans
le cas d’égales caractéristiques, un lemme fondamental conjecturé par Jacquet et Ye pour une fonction de Hecke
arbitraire. © Elsevier, Paris

Introduction

Soient F' un corps local de caractérisitique p > 0, O son anneau des entiers et k = F,
son corps résiduel. Notons H ™t I’algebre des fonctions complexes a support compact dans

GL(n, F)* = GL(n, F) N gl(n, 0)

qui sont bi-GL(n, O)-invariantes. D’aprés Satake ([Sa]), on a un isomorphisme entre H*
et ’algeébre des polyndmes symétriques :

HY S Clay, ..., 2] .

Soient r un entier naturel, F,. I’extension non ramifiée de degré r de F', O, son anneau
des entiers et k. = F,~ son corps résiduel. Notons H;" I’algebre des fonctions complexes
a support compact dans GL(n, F.)* qui sont bi-GL(n,O,)-invariantes. On a comme
précédemment un isomorphisme de Satake

HESClty, ..., 0] ®n.
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620 Bédo Chau NGO

Compte tenu des isomorphismes de Satake pour H* et pour H;, I’homomorphisme de
changement de base b : H;” — H™T est défini par I’homomorphisme

Clts, -1 ta)®" = Clzy, . .., 2,] %"

qui envoie ¢; sur zj.
D’apres la décomposition de Cartan

GL(n, F,)* = I GL(n, 0,)@*GL(n, 0,)

A=(A12: 22, 20)

w?* étant la matrice diagonale diag (w™,...,w™"), les fonctions caractéristiques c, » des
doubles classes GL(n,O,)w*GL(n,0,) forment une base de ;. On ne connait pas
d’expression explicite pour les fonctions b(c,,») mis a part le cas trivial A = (0,...,0) ou
b(crn) = cx etlecas A = (1,0,...,0) ot b(c,») est la fonction de Drinfeld ([Laul]).

On sait d’aprés Lusztig ([Lus]) que (GL(n,F) N gl(n,0))/GL(n,0) s’identifie
naturellement a I’ensemble des points rationnels d’un schéma X qui est une
réunion disjointe de k-schémas projectifs X . L’action de GL(n,O) sur (GL(n,F) N
gl(n,0))/GL(n,O) se déduit d’une action d’un groupe algébrique de dimension infinie
G sur X, G agissant sur chacune des composante connexe X, a travers un quotient G4
de type fini sur k.

On peut paramétrer les orbites de X, par les n-partitions A = (A > Ao > --- > A, > 0)
de d. La décomposition en orbites X, = HI Aj=a X reflete bien entendu la décomposition
de Cartan. L’adhérence X, de 'orbite X, étant en général singuliere, il est naturel de
considérer son complexe d’intersection /-adique Ay = IC(X, Q). Le faisceau pervers
A, est alors défini sur k et G-équivariant.

On définit a la suite de Lusztig les fonctions

Qp X - X(kr) - QK

par
arx(z) = Tr(Fry, (Ax)z).

Choisissons ! une fois-pour toutes un isomorphisme @, ~ C. On peut alors considérer ces
fonctions a, » comme des éléments de H;}. La matrice de passage des fonctions Cr,\ AUX
fonctions a,. » étant triangulaire supérieure, les fonctions a, » forment aussi une base de HE.

Notre premier objectif consiste a interpréter géométriquement les fonctions b(a, ).

A la suite de Lusztig, Ginzburg, Mirkovic et Vilonen, on peut définir un produit de
convolution des faisceaux pervers de type Ay, et donc, pour chaque A, la r-iéme puissance
convolée

N =Ay ok Ay
r fois

Ce produit de convolution étant commutatif, on a un automorphisme «’ de A3" :

K L
K A/\,l * AA,Q O A)\,r-’A/\,r * A,\,1 *oee ok AA,T—I—’A)\,I * A,\,z Kook -A,\,r

(1) Ce choix n’est en fait pas important car toutes nos traces sont rationnelles.
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FAISCEAUX PERVERS ET LEMME FONDAMENTAL 621

ol Ay1,...,Ax, sont r copies de Ay, oll k est ’isomorphisme de commutativité de
Drinfeld, Ginzburg, Mirkovic et Vilonen et ou ¢ se déduit des isomorphismes évidents
Ay — Ay iy1, I'indice ¢ étant prise parmi les classes modulo 7. On définit pour chaque
A, la fonction ¢, € Ht comme la trace de Fr o s’ sur les fibres de A}" au-dessus des
points fixés par Fr.

THEOREME 3. — Pour toute n-partition X\, on a b(a, ) = ¢r .

On utilise ce théoréme 3 pour généraliser le résultat principal de [Ngol]. Pour 1’énoncer
précisément, fixons quelques notations.

Notons A le sous-groupe diagonal de GL(n) et N son sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures unipotentes. Notons 6 : N(F) — Q, le caractere

9(.’1,') =v (z_: xi,i+1)

o ¥ : F — Q) est un caractere additif de conducteur O.
Pour toute fonction ¢ € H™* et pour tout a € A(F'), posons

I(a,¢) = / (*T1072)0(21)0(x2)dx1dTo
N(F)xN(F)

ol la mesure de Haar normalisé dz de N(F) attribue & N(O) le volume 1.

Cette intégrale intervient comme une intégrale orbitale dans une formule des traces
relative de Jacquet. Il s’agit d’une intégrale de Kloosterman si ¢ est la fonction
caractéristique de GL(n,O).

Soient F» I’extension quadratique non ramifiée de F' et O, son anneau des entiers.
Notons 6’ : N(Fy) — Q) le caractere défini par

n—1
0 (z) =V (Z(l’i,iﬂ + fi,i+1))
1=1

ol z — Z est I’élément non trivial du groupe Gal (F3/F).

Soit S(F) 'ensemble des matrices g € GL(n, Fy) telles que *g = g. Le groupe
GL(n, F,) agit sur S(F) par g.s = ‘gsg. Notons H't I’espace des fonctions 2 support
compact dans

S(F)T = S(F)n gl(n, 0,)

qui sont invariantes sous I’action de GL(n, O3).
Pour toute fonction ¢’ € H'* et pour toute matrice diagonale a € A(F), posons

J(a,¢) = /N ¢ B0 @)

ol la mesure de Haar normalisée dz de N(F3) attribue & N(O) le volume 1.
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Soit b : HF — H* I’homomorphisme de changement de base. Soit b’ : H — H'"
’application définie par b'(f) = ¢’ ou

#(g') = /H o floman

ol H(O) est le sous-groupe de GL(n, ;) formé des matrices g telles que *g = ¢g~*. 1l
est clair que la valeur ’(g *g) ainsi définie ne dépend pas du choix de g. Si s € S(F) ne
s’écrit pas sous la forme s = g*'g, nous posons ¢'(s) = 0.

THEOREME 4. — Pour toute matrice
a = diag (a1,a7ay,...,a; a,) € A(F)

pour toute fonction f € HJ, on a

I(a,b(f)) = (=1)vi(@re2=22=1) (0, 0(f))

ou val est la valuation de F.

On démontre finalement le lemme fondamental de Jacquet et Ye pour 1’élément long wq
du groupe de Weyl G,,. Pour toute ¢ € H*t, pour toute ¢’ € H'" et pour tout élément
central a € A(Fy), on introduit, a la suite de Jacquet et Ye, les intégrales orbitales relatives

I(woa, ¢) = / d(*zwoaz’)0(zx')dz dz’ ;
N(F)XN(F)/(N(F)xN(F))®oe
J(woa, d’) = / ¢'(*zwoax)d’ (z)dz .
N(F2)/N(Fyz)Woe
THEOREME 5. — Pour un élément central a = diag (w?, @?,...,w?) € A(F,) pour toute

fonction f € HE, on a
I(woa, b(f)) = (=1)*H+2++0=D) J(woa, ' ().

Ces énoncés jouent le role d’un lemme fondamental dans une formule des traces relative.
Ils ont été conjecturés par Jacquet et Ye dans [JY] pour un corps local F' de caractéristique
arbitraire. Ils les ont démontrés pour n = 2 et n = 3 dans loc.cit. Dans [Ngol], sous
I’hypothése que la caractéristique de F' est positive, on a démontré le théoréme 4 dans le
cas particulier ob f est I'unité de I'algébre HJ.

Grice au théoréme 3, on sait interpréter géométriquement b. L application b’ étant définie
comme une intégrale le long des fibres, elle admet aussi une interprétation géométrique.

Ayant une traduction géométrique des applications b et b’, on démontre le théoréme 4 en
adaptant les arguments de [Ngol] et le théoréme 5 en utilisant la preuve d’une conjecture
de Frenkel-Gaitsgory-Kazhdan-Vilonen ([Ngo3]).

L’article est divisé en deux parties.

Dans la premicre partie, on propose une nouvelle démonstration valable en caractéristique
positive des résultats de Ginzburg, Mirkovic et Vilonen ([Gin],[M-V]) sur lesquels
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FAISCEAUX PERVERS ET LEMME FONDAMENTAL 623

s’appuierait notre théoréme 3. L’idée principale est de déformer en considérant une
situation globale. On exploite aussi une analogie avec la correspondance de Springer.

On rappelle en 1.1 la définition du schéma des réseaux de Lusztig ([Lus]) ou plutbt sa
variante globale. Désormais, on note O = k[w] ’anneau des polyndmes a coefficients dans
k et a une variable w, F' son corps des fractions, O, et F, leurs complétés en tw. Notons
Qg4 le k-schéma affine dont 1’ensemble des k-points est celui des polyndmes unitaires de
degré d a coefficients dans k. Soit X4 le k-schéma dont 1’ensemble des k-points est celui
des réseaux R C O" tel que dim(O™ : R) = d. On a un morphisme propre ¢ : Xg — Qg
défini par le déterminant. Ce morphisme est en général singulier en dehors de 1’ouvert
Qa,rss des polyndmes unitaires séparables. La fibre de ¢ en w? € Qq(k) qu’on notera
X4, s’identifie a la composante connexe indexée par d du schéma des réseaux R, C O,
considéré par Lusztig. C’est la fibre la plus intéressante.

On introduit en 1.2 en imitant [Lau], une résolution simultanée = : X4 — X, des fibres
de ¢. Le morphisme 7 est petit, génériquement un & 4-torseur, sa restriction a toutes les
fibres de ¢ est semi-petite : il est completement analogue a la résolution simultanée de
Grothendieck-Springer.

Ainsi, pour chaque représentation £-adique de dimension finie p de &4, on peut construire
un faisceau pervers A, sur X, dont les restrictions a toutes les fibres de ¢ sont encore
perverses, a décalage prés (1.3). Si V, est I’espace sous-jacent de la représentation p, A,
est un facteur direct du faisceau pervers

R, Q¢[dim(X,)](dim(X4)/2) K V.

Cette remarque treés simple se révele cruciale dans la suite de I’article.

Le but de la section 2 est d’établir une correspondance a la Springer pour X,. Si cette
correspondance est certainement connue des spécialistes, nous n’avons pas pu trouver de
démonstration détaillée dans la littérature. En 3.1 on démontre que les complexes A, sont
équivariants relativement a 1’action d’un schéma en groupes lisse G4 — (4. Grice a
cette propriété d’équivariance, nous montrons en 3.2 que les A, sont en quelques sortes
indépendants de n. En 3.3, on établit dans le cas n = d, le lien avec la correspondance de
Springer habituelle due & Lusztig, Borho et MacPherson ([Lus],[B-M]).

A la suite de Lusztig, Mirkovic et Vilonen, pour tous d’,d” € N tels que d' + d”’ = d,
on introduit en 3.1 le produit tordu Xy x X4 — X, a ’aide duquel est défini le complexe
produit de convolution A, * A, sur X4. Du fait que la résolution simultanée se factorise
a travers X4 X X4, le complexe A, * A, est un faisceau pervers. On définit en 3.3 un
isomorphisme de commutativité

K . AP’ * _Ap//—’V)AP/‘I * Ap'

en utilisant le prolongement intermédiaire a partir de ’ouvert Qg ,ss. Il est vraisemblable
que k coincide avec I’isomorphisme de commutativité défini de maniére différente par
Drinfeld, Mirkovic et Vilonen ([M-V]).

La section 4 est consacrée a I’étude du complexe R¢..A,. Le but est de démontrer que
ce complexe est complétement déterminé par sa restriction a n’importe quel ouvert dense.
En fait, il satisfait & un ensemble de propriétés plus précises que nous regroupons sous
le nom de la propriété (*). Un complexe borné C de faisceaux constructibles /-adiques

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



624 Béo Chau NGO

sur un schéma X de type fini sur k& a la propriété (x) si et seulement s’il vérifie les
propriétés suivantes.

o C = @ H(O)-1;

e pour toute immersion j : U — X d’un ouvert dense U de X, le morphisme

d’adjonction H(C) — 7,5*H?(C) est un isomorphisme ;

e Pour tout z € X (F,-), Fr" agit dans H*(C) comme la multiplication par ¢""/2.

Dans tous nos exemples, les faisceaux de cohomologie H*(C) sont aussi les faisceaux
pervers, et on peut remplacer le j, par le ji.. De plus, le complexe C est concentré en
des degrés ayant une parité fixe. Toutefois, nous n’avons pas besoin de ces renseignements
supplémentaires.

On démontre en 4.1 que la propriété (*) se conserve par passage aux facteurs directs, par
image directe par un morphisme fini et par le produit tensoriel externe. On évoque aussi
le théoréme de Jouanolou sur la cohomologie des fibrés projectifs qui vérifie la propriété
(*). On démontre en 4.2 le résultat principal de la section 4 :

THEOREME 1. — Le complexe RpA, a la propriété (x).

On démontre d’abord cet énoncé lorsque A, = Rm,Q,[nd](nd/2) en utilisant le théoréme
de Jouanolou. On peut en déduire le cas général parce que A, est un facteur direct de
Rm.Q[nd](nd/2) R V,.

Comme application du théoréme 1, on construit en 4.3 un isomorphisme

RT(Xg o ®k ky Ay * Ay )=
RPC(Xd/)w Rk TC, Ap') ® R]-_\c(Xd",w Rk ];;7 Ap“)

en prolongeant 1’isomorphisme évident sur I’ouvert Qg .ss. Ici X4 désigne la fibre de
X4 au-dessus de w? € Q4(k). Sur C, cet isomorphisme a été obtenu de maniére différente
par Ginzburg, Mirkovic et Vilonen.

La section 5 est consacrée a 1’étude cohomologique des termes constants. On note
N le sous-groupe de GL(n) des matrices triangulaires supérieures unipotentes, A son
sous-groupe diagonal, B = AN son sous-groupe de Borel standard. Soit H*t I’algebre
des fonctions & support compact dans GL(n, F,)™ qui sont bi-GL(n, O, )-invariantes.
Rappelons que le terme constant de f € H™' est une fonction A(O)-invariante

fB : A(F,) — Q, définie par

FB(wd) = g~ (&0 / f(wiz)da

N(Fz)
ou )
6= §(n—1,n—3,...,1—n),
ol wl = diag (w?,...,wi) € A(F,) et ol la mesure de Haar normalisée dz de N(F,)

attribue 2 N (O ) le volume 1. Pour tout d € N™ avec |d| = d, Mirkovic et Vilonen ont
introduit un sous-schéma localement fermé Sy de X4 tel que, si a, est la fonction
trace de Frobenius d’un complexe A, sur Xy, on a

af(wi) = q_@’&)Tr(Fr, RIc(S4, ®k k, A,)).
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On introduit en 5.2 une variante globale de Sy -, contenue dans le diagramme commutatif
suivant :

iq
Sd —_> Xd

)

QQT’Qd

ol Qg = Qg X -+ X Qq, et ot m : Qg — Qg est le morphisme défini par
m(Py,...,P,) = Pi...P,. La fibre de S; au-dessus de (w?,...,w%) € Qq(k)
s’identifie & Sy . On démontre en 5.2 le résultat principal de la section 5.

THEOREME 2. — Le complexe Rsq)i3.A, est concentré en degré —d + 2(d,6) et a la
propriété (x). N

En particulier

RI.(S4,e @k k, A [—d](—d/2))

est concentré en degré 2(d, ). Sur C, cette assertion a été démontré par Mirkovic et
Vilonen ([M-V]). De plus, I’endomorphisme Fr agit dans

H4O(Sy(w?) @ ky Ay[~d)(~d/2))

comme la multiplication par ¢‘¢®). La parité du degré 2(d, §) dépend uniquement de d, et
en fait égale a celle de d(n — 1). Par conséquent, si a, est la fonction trace Frobenius sur
A, = A,[—d](—d/2) restreint 2 X4(w?), la transformation de Satake de (—1)4"~Ygq,
est un polyndme symétrique dont les coefficients sont des entiers naturels. Cette assertion
a été démontrée par Lusztig de maniere différente ([Lus]).

En utilisant le théoréme 2, on démontre en 5.3 I’isomorphisme

RT(X,w ®k Ky Ap) > @D RTe(Saw ®k K, 4,)

deN
|d|=d

dii a Mirkovic et Vilonen sur C ([M-V]).
On démontre enfin en 5.4 qu’il existe un isomorphisme

RFC(SQ,W ®k I_ﬁ, Apl * Apn) = @ RI‘C(S_[!/’W ®k ];:, Ap’)
|£1_l|=d/, |§“|=d”
d'+d"=d

QR (Sgr w0 ®rk by Apr).

Si cet isomorphisme n’apparait pas explicitement dans [M-V], K. Vilonen m’a informé
qu’il sait le démontrer sur C. Cela m’a donné la confiance nécessaire pour chercher a
le démontrer sur F,.

Dans la seconde partie de I’article on propose certaines applications de la théorie de
Ginzburg, Mirkovic et Vilonen dans le probleme dit “lemme fondamental”.
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La section 6 est consacrée a la démonstration du théoréme 3 évoqué plus haut. Pour
cela, on introduit les “nouvelles” fonctions f, y € H; définies comme suit.

On peut identifier X, (k.) & ’ensemble des points fixés par 1’endomorphisme Fr o o
de X7 ou I’endomorphisme

0 XX XXog—= XX X Xg

W B
r fois r fois

est défini par
(21, .y @) = (B, T1y ey Tpe1)-
En effet on peut faire correspondre un élément z € X, (k,) a I’élément
(z,Fr(z),...,Fr" " '(z)) € Fix (Fro o, X7).

Pour chaque A, I’endomorphisme o se relevant naturellement sur le faisceau pervers AE;
au-dessus X7, on définit la fonction f,., € H;" comme la trace de Fr o o agissant sur la
fibre de A';&; au-dessus des points fixés par Fr o o.

On démontre ensuite ’identité b( f, x) = ¢, qui est I’analogue tordu du fait bien connu
suivant. Si on remplace F,. par le produit de r copies de F', ’homomorphisme b envoie
la fonction f; X --- X f,. sur la fonction f; * ---* f.. L’isomorphisme de la section 5.4
intervient de maniere cruciale dans la démonstration de I’identité b(f,. ) = ¢, .

On démontre finalement que f,. » = a,x en comparant leurs transformés de Satake.

A partir de la section 7, on ne considere que les extensions de degré » = 2. On peut
ainsi libérer la lettre » pour d’autres utilisations. On notera fy et ¢ pour fa x et ¢z x.

On prépare dans la section 7 les ingrédients nécessaires pour interpréter géométriquement
I’application b’ : Hi — M’ *. Notamment, on veut comprendre le comportement de la
transposition 7(g) = *g vis-a-vis des faisceaux pervers A,.

La transposition 7(g) = g n’étant pas définie sur le schéma des réseaux X, on doit
introduire en 7.1 le substitut g4 ,. Il s’agit d’un Q4 -schéma ot Q4 (k) est I’ensemble des
couples de polyndmes unitaires (P, R) avec P divisant R, qui sont de degré respectivement
d < r. L’ensemble des k-points de g4, au-dessus de (P, R) € Qq,-(k) est I'ensemble

gar (P, R)(k) = {g € gl(n,0/RO) | det(g) € P(O/RO)*}.

Les variables auxiliaires 7 et R sont nécessaires pour la finitude. Le morphisme naturel
g4 — Xq qui envoie g sur gO™ est lisse, a fibres géométriquement connexes et équivariant
relativement 2 1’action de G,.. On notera .4, I’image inverse de A, sur g,..

Puis, on définit le relevement 7, de 7 sur flp en imposant la condition que la restriction
de 7, a une fibre de ./i,, au-dessus d’un élément régulier, semi-simple et symétrique soit
I’identité. Sa définition apparemment simple cache certains aspects assez mystérieux de 7.
Mais on reportera cette discussion a la derniere section de I’article.

On étudie en 7.3 le produit de convolution de Ap sur g4 qui est compleétement analogue
au produit de convolution entre les fonctions. En fait, on démontre ainsi que le produit de
convolution entre les A, défini dans la section 3 correspond bien au produit de convolution
habituel via le dictionnaire faisceaux-fonctions de Grothendieck.
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On étudie en 7.4 le comportement des 7, vis-a-vis de ’isomorphisme de commutativité
k. Il s’agit en fait de traduire cohomologiquement le calcul bien connu suivant prouvant
la commutativité de 1’algébre de Hecke

(f % g)(z) = /G F(zy)g(w)dy

w

- / () g(y)dy
G(Fx)

- / oty f(y br)dy

= (g f)(*x)
= (9* f)(=).

On introduit dans la section 8 une autre réalisation géométrique des fonctions as y.
On peut identifier g4, ~(k2) & I'ensemble des points fixes de Fro o o (7 X 7) dans
9drw X @dr €0 envoyant un point € g4, (k) sur

(z, *Fr(z)) € Fix(Froo o (T X 7), §d,rw X Bdrw)-
On définit la fonction A Bdre — Q. par
@) =Te(Frogo (i x fa), (Are  Avw)@ F@))-
On introduit aussi la fonction ¢} : Fix (Fro 7, @24..o) — Q¢ définie par
$(2) = Te(Tro K" 0 7, (A,)z)
ol p est la représentation induite de Sqy

&
p=1Indg & (px X pr)

et oll k' se déduit de I’automorphisme de commutativité de A, = Ay x A,. Ces fonctions

| s’identifient naturellement 2 des éléments de H'*.

On démontre en utilisant la formule des traces de Grothendieck, I’identité b'( f§) = ¢). Le
résultat de la section 7.4 fournit la compatiblité des divers endomorphismes de Frobenius
tordus.

On démontre ensuite que f\, = f} en tant qu’éléments de M7 si bien qu’on a aussi
A 2
f;\ = ag’ A-
Puisque les a2 ) forment une base de 7-[;r , pour démontrer I’identité

I(a,b(f)) = (1)@= 10, ¥ ()

pour toute f € Hg, il suffit de démontrer

I(a,¢s) = (=)= I (a, ¢})

pour toute n-partition .
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Le triplet (X5 (a),h,T), od X(a) est un schéma de type fini sur k avec
X (a)(k) = {(z,2') € (N(Fz)/N(0x))* | ‘w1025 € gl(n, Oz},

ol h est le morphisme X (a) — G, défini par la formule

n—1

h(z, o) = res (zig41 + 7 141)
=1
et ol 7 est une involution de X (a) avec 7(z,2’) = (2, x) a été défini dans [Ngol].
Les complexes A, ne sont pas définis a priori sur X (a). Néanmoins, pour un entier 7
assez grand, on peut construire un diagramme

L
Xr,w(a) — Gd.rw

X (a)

oll ¢ est une immersion fermée et ol p, est morphisme lisse dont les fibres géométriques
sont isomorphes a des espaces affines. Du fait que les restrictions de Ap dans ces
fibres géométriques sont constantes, il peut se descendre en un complexe A, sur Xy (a).
L’involution 7, se descend aussi en une involution

Ty T A, = A,
Grice a la formule des traces de Grothendieck, on a alors

I(a, ) = Tr(Fro k, RT.(Xx(a) @k k, A, ® h*Ly))
J(a,¢}) = Te(Fro ko 7, RT (X (a) @k k, A, ® h*Ly))

ou p est la représentation induite

(]
p=Indg> ed(ﬂA X px)

avec d = |A| = d, /2. Rappelons que pour cette représentation p on a A, = A, * A,.

Le théoréme 4 résulte alors de I’énoncé géométrique suivant.

THEOREME 4A. — L’involution 7, agit dans RT' (X5 (a) Qk I_c,/l,, ® h*Ly)) comme la
multiplication par (—1)val=(3102.an-1)

La démonstration de ce théoreme occupe la fin de la section 9 et la section 10. Il s’agit

d’adapter les arguments de [Ngo1] a une situation plus générale. On renvoie a ’introduction
de loc.cit. pour les grandes lignes de cette démonstration.

Dans la derniére section 11, on propose un probléme combinatoire concernant un signe
€ dépendant de la partition ), inhérent a la définition du relévement 7. On utilise le
théoreme 4 pour montrer que pour A = (d,...,d) on a

£y = (_l)d(1+2+~~+(n-—l)).
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En combinant cette identité avec la preuve de la conjecture de Frenkel-Gaitsgory-
Kazhdan-Vilonen pour les groupes linéaires ([Ngo3]), on démontre enfin le théoréme S.

Je remercie K. Vilonen pour une correspondance treés utile. Je remercie Y. Flicker
de m’avoir signalé certaines fautes typographiques. Je remercie J.-L. Waldspurger dont
une question m’a permis d’améliorer sensiblement 1’énoncé du théoréme 3. Je tiens a
exprimer ma profonde gratitude envers G. Laumon qui m’a constamment encouragé durant
la préparation de cet article.

Partie I
La théorie de Ginzburg-Mirkovic-Vilonen

1. La situation géométrique

1.1. Le schéma des réseaux de Lusztig

Soient k le corps fini F, k sa cloture algébrique. Notons O 1’anneau des polyndmes 2
une variable w et a coefficients dans k et F' son corps des fractions.

Fixons un entier naturel n € N. L’ensemble des réseaux R C O™ s’identifie
naturellement & celui des k-points d’un schéma X localement de type fini sur k. En
fait, X est la réunion disjointe infinie des schémas X, de type fini sur & dont I’ensemble
des k-points est

Xy(k) = {R C O™ | dimy (O™ : R) = d}
= {gGL(n,0) € GL(n, F)*/GL(n, O) | deg(det g) = d}

ol le polyndme det g est bien défini modulo un scalaire inversible. Si on note ()4 1’espace
affine des polyndmes unitaires de degré d, le déterminant définit un morphisme

¢:Xd_’Qd-

Pour un polyndme unitaire P € Q4(k) et pour un réseau R € X4(P), d’apres le
théoréme de Cramer, on a O™ D R D (P)". Le réseau R est donc déterminé par son
image dans le quotient (O/(P))™ si bien que la fibre X,4(P) s’identifie naturellement au
schéma des sous-espaces vectoriels de codimension d de (O/(P))™ qui sont stables sous
la multiplication par w. En particulier le morphisme ¢ est propre.

Soient O le complété de O en w et F, son corps des fractions. L’ensemble des
réseaux R, C O tels que dimy (O : Ry) = d s’identifie naturellement a celui des
k-points de la fibre X, ., du morphisme ¢ au-dessus du k-point w? € Q4(k).

1.2. Une résolution simultanée, d’aprés Laumon
9

Le morphisme ¢4 n’est pas lisse. Ses fibres admettent néanmoins une altération
simultanément semi-petite au sens de Goresky et MacPherson, complétement analogue
a la résolution simultanée de Grothendieck-Springer. A la suite de Laumon ([Lau]),
considérons le schéma X'd avec

Xd(k) = {On =RoDRiD---D Rd | dimk(Ri_l Rz) = 1}
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et le morphisme 74 : X'd — X4 avec
Wd(Ro DRy D--- DRd) =R,

Soit ¢4 : X4 — A% le morphisme qui envoie le drapeau (Ro DRy D -+ DRy) surle
point de coordonnées (z1,...,z4) tel que le quotient R;_1/R; est supporté par le point
z;. On renvoie a [Lau] pour la démonstration de I’énoncé suivant ; voir aussi la fin de 2.3
pour une démonstration indirecte via la résolution simultanée de Grothendieck-Springer.

d_, Uouvert dense de A¢ constitué des points de coordonnées
(z1,...,2q) deux a deux différentes. Cet ouvert étant stable sous !’action du groupe
symétrique G4, posons Qurss = AL, /By

ProposITION 1.2.1. — Soit A4

1. Au-dessus de ’ouvert dense Qg ,ss, le diagramme

~ ¢
Xd —_— Ad
Xq —¢—> Qa

est cartésien.

2. Le morphisme quSd est lisse.

w

Le morphisme 7 est petit au sens de Goresky et MacPherson.

4. Pour tout point géométrique x de Ry, la fibre (Z)‘l(:c) est une altération semi-petite de
la fibre ¢~ (mo(x)). Si de plus x = (0,...,0) et 7g(z) = w?, c’est une résolution
semi-petite.

1.3. Les complexes A,

Il résulte de la proposition précédente que Xd,rss est un G,-torseur au-dessus de

N

Xirss- On peut donc associer a chaque représentation ¢-adique de dimension finie
p: 64— GL(V) une représentation du groupe fondamental de X s, et donc un systeme
local £, sur X .. Ce systeme local peut aussi étre défini par £, = (Wrss,*Qg X V)Gd,
Jles invariants étant pris relativement a I’action diagonale de &,. Notons A, le faisceau
pervers qui est le prolongement intermédiaire de £,[dim X,](dim X4/2).

CoROLLAIRE 1.3.1. — 1. Le complexe
R7.Qe[dim X,4](dim X,;/2)

est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction a I’ouvert X g ;5.
De plus, pour tout point géométrique x € Qq(k), la restriction de

R, @o[dim X, — d](dim X4/2 — d/2)

a la fibre ¢~1(x) est encore un faisceau pervers.
2. On a un isomorphisme A, ~ (Rm,Q, V)8a[dim X,](dim X4/2). De plus, pour
tout point géométrique x € Qq(k), la restriction de
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Ap[—=d](-d/2)
a la fibre ¢~1(x) est encore un faisceau pervers.

Démonstration. — L’assertion 1 résulte de la proposition 1.2.1. On déduit les mé&mes
propriétés pour (Rm,Q, V)®¢[dim X,4)(dim X,/2); celles-ci étant conservées par le
produit extérieur V' et pour les facteurs directs. Par la définition du syst¢me local £,
on a un isomorphisme ’

A, ~ (Rm, @, V)S¢[dim X,)(dim X,/2)

au-dessus de I’ouvert X, ,.»s. On en déduit I’isomorphisme sur X, entier par la fonctorialité
du prolongement intermédiaire. [

2. Une correspondance a la Springer
2.1. La propriété GL(n, O)-équivariante
Les fonctions traces de Frobenius des A, sont des fonctions sur
(GL(n, F) N gl(n, 0))/GL(n, O)
qui sont GL(n,O)-invariantes & gauche. Pour exprimer géométriquement cette propriété,

introduisons le schéma en groupes G4 — 4 dont la fibre au-dessus d’un point P € Q4(k)
a pour I’ensemble des k-points I’ensemble G4(P)(k) = GL(n,O/(P)).

LEMME 2.1.1. — Le schéma en groupes G4 — Qq est lisse a fibres géométriques connexes
de dimension n2d.

Démonstration. — Le schéma en groupes G4 est naturellement un ouvert du @)4-schéma
M, défini tel que pour chaque P € Q4(k) on a My, (P)(k) = gl(n,0/(P)). 1 suffit de
démontrer I’assertion pour My ,,. La dimension relative de My, est clairement n?d. Pour
démontrer que My ,, est lisse, il suffit de le faire pour n = 1. Par la division euclidienne,
chaque classe modulo (P) est représentée par un unique polyndme de degré strictement
inférieur & d si bien que My ; est isomorphe au fibré vectoriel trivial de rang d sur Q4.
En particulier le morphisme M1 — Qg est lisse. [J

Un réseau R € Xy(k) avec ¢(R) = P contient d’aprés le théoréme de Cramer le
réseau (P)" et donc est déterminé par son quotient R/(P)™ C O™/(P)™. On en déduit
une action naturelle

Gd XQd Xd — Xd.
COROLLAIRE 2.1.2. — Les faisceaux pervers A, sont naturellement G 4-équivariants.

Démonstration. — G4 agit aussi sur Xd. Au-dessus de I'ouvert Xd,rss cette action
commute a I’action de & si bien que le systéme local £, est naturellement G4-équivariant.
Considérons maintenant le diagramme

act Prx,
Xd — XdXQde B Xd

T

Qa +— Gq — Qg
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ol les deux carrés sont cartésiens. Le morphisme G, — (4 étant lisse et a fibres
géométriquement connexes, il en est de méme des morphismes act et pry,. Les images
inverses act*A, et pri, A, sont donc a décalage prés les prolongements intermédiaires
de act*L, et de pri,L,. L’isomorphisme act*L, — pr, L, induit donc par fonctorialité
un isomorphisme act*A, — pry,A,. O

2.2. La dépendance des A, en n

Ajoutons dans ce paragraphe l’indice n a toutes nos notations précédemment posées.
Pour tout m € N, I’homomorphisme GL(n) — GL(n + m) qui envoie g sur diag (g, 1d.,)
induit une immersion fermée X4, — Xgn4+m au-dessus de Q.

LEMME 2.2.1. — Le fermé X4 ,, est transverse a [’action du schéma en groupes G 4 4, SUr
Xd,m+n. Plus précisément le morphisme X g ,, X, Ga,m+n — Xd,m+n induit par I’action,
est lisse et ses fibres géométriques sont connexes. Si de plus n > d, il est surjectif.

Démonstration. — On démontre d’abord que 1’image géométrique de ce morphisme est
ouvert et que toutes ses fibres géométriques sont lisses, connexes et ont la méme dimension.
Fixons un polynéme unitaire P € Qq(k) avec

P(w) = [[(@ =)™

ol les \; € k sont deux a deux différents. Les orbites de Gq.,,(P)(k) (resp. G g n+m(P)(k)
dans Xy, (P)(k) (resp. Xgntm(P)(k)) sont paramétrées par la donnée d’une n-partition
Ai = (A1, -+, Ain) (resp. une n+m-partition A, = (A; 1,..., Ai n4m)) de m; pour chaque
1. L’ordre partiel défini par la relation d’inclusion d’une orbite dans 1’adhérence d’une autre
correspond 2 I’ordre habituel entre les partitions. De plus, 1’orbite dans X .4 (P)(k)
coupe Xd,n(P)(l_c) si et seulement si A; 41 = ... = Aj nym = 0 pour tout ¢ et dans ce
cas l'intersection est 1’orbite correspondant a (XA;1,...,Ain).

On déduit notamment que I’image géométrique du morphisme
Xd,n XQd Gd,n+m - Xd,n-l—m

est un ouvert dense lequel est X4 4, tout entier si n > d et que ses fibres géométriques
sont toutes lisses et connexes. Pour démontrer qu’elles ont la méme dimension, il faut
démontrer que si

X = (M, 0,...,0)
N——

m

pour tout 3, la différence entre la dimension de I’orbite dans X dntm(P)(k) de paramétre
A; et celle de I’orbite dans X, (P)(k) de parametre \; est une constante.

La dimension de I’orbite de paramétre \; est égale a
(n—1)d -2 (A,(0,1,...,n))

et celle de I’orbite correspondant a A, est égale a

(n+m—1)d=2> (X, (0,1,...,n+m))
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si bien que la différence des deux dimensions est égale a md du fait que A; pt1 = ...
)\i,n+m = 0.

Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de démontrer que la source du
morphisme est lisse. Le schéma en groupes Ggn+m — Qg 6étant lisse, il suffit de
démontrer le lemme suivant.

LEMME 2.2.2. — Le schéma X, est lisse et de dimension nd.

Démonstration. — On va couvrir X4, par des ouverts lisses.

Choisissons une n-partition A = (A1,...,A,) de d. Soit ey, ..., e, la O-base standard
de O™. Notons V' le sous-k-espace vectoriel de O™ défini par

n A—1

V= @ @ we;k.

i=1 j=0

Pour tout polyndéme unitaire P de degré d, V s’envoie injectivement dans le quotient
(O/(P))™. Pour tout réseau R € ¢~ (P), 'image de R dans (O/(P))" est de codimension
d. Génériquement ces deux sous-espaces vectoriels de (O/(P))™ se coupent donc en 0
notons U I’ouvert de X, ,, des réseaux R qui coupent V' en 0. On peut associer a chaque
point R € U n vecteurs vy, vs,...,v, € V tels que pour tout ¢, whie; +v; € R.

En fait ces we; + v; engendrent R. On a

@(w)"'ei + ’U,)O = gO™"

=1

ol pour tout 7 on a deg(g;;) = A; et pour tout j # 7 on a deg(g;;) < A; (le polynéme
nul ayant par convention le degré —oo). Un calcul de déterminant évident montre que
deg(det(g)) = i, Ai, et donc que dim(O"/gO™) = d. Mais gO™ C R, on a donc
go™ = R.

Le morphisme U — V™ est donc un isomorphisme. En particulier U est lisse est de
dimension nd. Quitte a changer la O-base de O, on couvre Xy, par des ouverts lisses
analogues a U. [

COROLLAIRE 2.2.3 . — Pour toute représentation p de G 4, notons A n,p le faisceau pervers
correspondant sur Xq . Sin < d, Agn,, est canononiquement isomorphe a la restriction
Agapl(n—d)d] a Xqpn. Sin > d, Agn,, est unique faisceau pervers défini a un unique
isomorphisme preés tel que pr* Ag 4,[(n — d)d] = act* Ay, , ou pr: XgaXg, Gan — Xaa
est la projection naturelle et act : X44 X, Gan — Xan est la restriction du morphisme
action.

2.3. Une correspondance a la Springer pour X,

Précisons davantage la construction précédente dans le cas d = n et A = (1,...,1).
Dans ce cas V = e1k @ - - - @ e, k. On a une immersion ouverte End (V) — X, ,, définie
par g — (g+wld)O™. La démonstration du lemme suivant est facile et sera omise. Notons
aussi que ce lemme est une variante d’une compactification de la variété des matrices
unipotentes due & Lusztig ([Lus]).

LemME 2.3.1. — 1. La restriction de ¢ a I’ouvert End (V') est 'application polynéme
caractéristique modulo la convention de signe.
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2. Pour tout P € Qq(k), toute orbite de G, ,(P)(k) dans ¢~*(P) coupe End (V) en
une orbite adjointe de GL(V') dans End (V). Cette correspondance est compatible a
la paramétrisation de ces deux sortes d’orbites par la donnée de n-partitions \; de
la multiplicité m; de chaque racine ~y; de P.

3. La restriction de Xn,n — Xn.n a End (V) est la résolution de Grothendieck-Springer
de End (V).
Rappelons que les représentations irréductibles du groupe symétrique &, sont
paramétrisées par les partitions A = (A; > A2 > ---) de d. Notons lg(A) le nombre
entier maximal n tel que A, > 0.

PRrOPOSITION 2.3.2. — Soient d,n € N arbitraires, A une partition de d, py la représentation
irréductible correspondant de & 4. Silg(\) < n alors la restriction de A,, [—d](—d/2) a la
fibre X4 o = Xq(w?) est isomorphe au complexe d’intersection de I’adhérence de I’orbite
de X\ o paramétrée par la n-partition obtenue de \ en tronquant les \; avec © > n (qui
sont nuls). Si 1g(\) > n, cette restriction est nulle.

Démonstration. — En combinant le théoréme de Borho-MacPherson ([B-M]) avec le
lemme précédent, on obtient le cas d = n. Le cas général s’en déduit grice au
corollaire 2.2.3. O

Notons aussi qu’en combinant les lemmes 2.2.1 et 2.3.1 on retrouve la proposition 1.2.1.

3. Le produit de convolution

3.1. Définition

A la suite de Lusztig, Mirkovic et Vilonen ([M-V]), considérons le schéma Xz x Xy~
dont I’ensemble des k-points est

Xq ;(an(k) = {O" DR DR | dnn(O”/R’) =d et dlm(R//R) = d//}

o R’ et R sont des sous-réseaux de O". Si g,9' € GL(n, F) tels que R = gO™ et
R/ = ¢'O™ alors ¢’ et g" = g'~'g appartiennent a gl(n, ©). Les déterminants P’ = det(g’)
— et P"” = det(g"”) sont respectivement des polyndmes de degré d’ et d’ indépendants des
choix de ¢’ et de ¢g”. On en déduit un morphisme Xy X Xgr — Qq X Qg

LEmME 3.1.1. — Au-dessus de l'ouvert U C Qg X Qg avec
Uk) = {(P', P") € Qu x Qur(k) | pged (P', P") = 1}
on a un isomorphisme
(Xar x Xar) XQux@u U= (Xa X Xar) XQux@un U
Démonstration. — Soient R’ € Xg et R"” € Xy tels que ¢(R') = P’ et ¢(R") = P".
Sous I’hypothese pged (P/,P”) = 1, si R = R'"NR” on a dim(O"/R) = d avec
d = d' + d”. On vérifie facilement que le morphisme
(Xd/ X Xd”) XQd/XQdu U - (-Xd’iXd”) Xle XQdN U

ainsi défini est un isomorphisme. [J
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Notons (Qa X Qa)rss 'ouvert des (P’, P"”) tels que le polyndome P'P” n’a pas de
racines multiples, (Xa X Xgv)rss son image réciproque. D’apres le lemme, on a deux
immersions ouvertes

j : (Xd’ X Xd")rss — Xg X Xan

et
j: (Xd’ X Xd”)rss — Xd’iXd”‘

Pour toutes représentations p’ (resp. p”’) de G (resp. de & 4n), la restriction de A, KA,
a (Xg x Xg)rss est a décalage pres la restriction du systeme local £, X £,.. Notons
A, X A, son prolongement intermédiaire & X4 X Xy

Ay B Ay = fig* Ay B Ay,
Notons p : Xg X X4+ — X4 le morphisme
wO"DO>R DR)=R.
Le produit de convolution est défini par
Ay % Ay = Ry (A B An).
3.2. La perversité du produit de convolution

Le résultat suivant est du a Lusztig, Ginzburg, Mirkovic et Vilonen ([Gin],[M-V]).

ProposITION 3.2.1. — Le convolé A, x A, est un faisceau pervers prolongement
intermédiaire de sa restriction a ’ouvert régulier semi-simple. Plus précisément, soit
_ G, / " < 3 " . . ~
p= Indsd/ <& (0 ®p")ond=d +d". Alors on a un isomorphisme Ay * A, =A,.

Démonstration. — Le morphisme 7 : Xy — X, se factorise en
~ " . u
Xd — Xd/XXdu — Xd.

Le morphisme 7 étant petit, il en est de méme de #’. Au-dessus de I’ouvert semi-simple
régulier, 7’ est un torseur en groupe G4 x G4 qui est par ailleurs isomorphe au torseur
Xy x Xy au-dessus de I’ouvert (X4 X Xgr)rss- On en déduit que A, XA, est un
facteur direct du faisceau pervers

RW;Qg X (Vpr & V;,n).

Plus précisément c’est le facteur direct invariant pour I’action diagonale de G4 x Gy
Par conséquent A, x A, est un facteur direct du faisceau pervers

RT['*QZ IX (‘/p/ ® ‘/ﬂ”)
et est donc un faisceau pervers prolongement intermédiaire de sa restriction a 1’ouvert
régulier semi-simple.
Il suffit donc de vérifier la proposition sur l’ouvert régulier semi- simple. Via
la description d’un systtme local comme une représentation du groupe fondamental,

I’opération image directe par p correspond bien a I’opération induction de Sy x &4
a 6, O
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3.3. La commutativité du produit de convolution

On a vu qu’au-dessus de ’ouvert ot le polyndme P = P’ P"” est séparable, les schémas
XX Xgn, Xy x Xgr et Xgnx Xy sont isomorphes. Cela induit un isomorphisme entre
Ay x Ay et Aynx A, au-dessus de cet ouvert. On appellera son prolongement intermédiaire

K . Ap' * Ap// :—)Apn * Ap//

I’isomorphisme de commutativité. II est vraisemblable que cet isomorphisme de
commutativité coincide avec celui de Drinfeld, Mirkovic et Vilonen ([M-V]).

De maniére analogue, on obtient un isomorphisme d’associativité
(Ap * Apl) * Apn—N—)’AP * (Apl * pr).

3.4. Restriction

Soit P = H;=1(w — ;)% avecy; € ket Y ; dj = d. L’énoncé suivant est une variante
du théoreme 3.3.8 de [Lau].

ProprosiTION 3.4.1. — Via I’isomorphisme
Xa(P) =[] Xa,((w = 1)),
j=1

on a un isomorphisme

Aplxap) = D Q) Avis lx,, (%)
i J

G, _ .
ReSGdlxMderp - @@pm’
i

chaque p; ; étant une repre’sentatibn irréductible de ;.
Démonstration. — Soient Qa = [[ Qa4 et m : Qg — Qg le morphisme

m(Py,...,P.)=Py...P,.

Soit Xi le QQ4-schéma dont I’ensemble des k-points au-dessus de
(P1,...,P) € Qu(k)
est I’ensemble des drapeaux
O"=RgDR1D---DR. =R

tels que pour tout ¢ = 1,...,7 — 1, le quotient R,_;/R; est de dimension d; comme
k-espace vectoriel et est annulé par P, comme O-module.

La résolution 7 : Xy — X, se factorise manifestement a travers 74 : Xq — Xj.
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LEMME 3.4.2. — Soit U 'ouvert dense de Q4 des suites (Pi,...,P.) telles que les P;
sont deux a deux premiers entre eux. La restriction a U de I'image réciproque T A, est un
Jfaisceau pervers prolongement intermédiaire de sa restriction a 'ouvert U X g, Q rss.

Admettons provisoirement ce lemme. Soit Xg = H;zl Xa,. Au-dessus de U, on a un
isomorphisme
Xi XQu U= Xi XQq U.
En admettant le lemme, la restriction a U de A, et de @, X;A,, , sont isomorphes
puisqu’ils sont isomorphes au-dessus de 1’ouvert régulier semi-simple. On en déduit que

(PiA) (wrytiy;, = D &) Ao s, (i)
i

d’ou la proposition. . O

Démonstration du lemme. — Formons le produit cartésien
X d = Ad Xx, X d-

Notons 7 : X d— Xi le morphisme évident. Au-dessus de 1’ouvert U, X 4 est la réunion
de |64/ T}, |S4,| composantes connexes dont chacune est isomorphe 2 Xy X, U. Par

conséquent, le morphisme 7 est petit au-dessus de 1’ouvert U. On en déduit alors par le
théoreme de changement de base pour un morphisme propre que 7;.A,|U est isomorphe

au faisceau pervers (R7,.Q, ® V,)%¢. 0O

4. L’étude de Ro.A,

4.1. La propriété (x)

Les complexes qu’on rencontre, comme par exemple R¢,.A,, vérifient un ensemble de
propriétés assez fortes qu’on regroupe sous le nom de la propriété (x).

DEFINITION 4.1.1. — Un complexe borné de faisceaux constructibles {-adiques C sur un
schéma X de type fini sur k a la propriété (x) si et seulement si les trois conditions
suivantes sont satisfaites

e on a un isomorphisme C = @, H/(C)[—1];

e pour toute immersion ouverte j : U — X d’un ouvert dense U, pour tout entier 1, le

morphisme naturel H'(C) — 4,5*H(C) est un isomorphisme ;

o pour tout v € X (F ), ’endomorphisme Fr" agit dans H'(C),, comme la multiplication

par q"¥/2.

Le complexe C a la propriété (x) renforcée si de plus les faisceaux H'(C) sont des
faisceaux constants.

Dans nos exemples, les faisceaux de cohomologie H*(C) sont en fait des faisceaux
pervers et on peut remplacer dans la deuxieéme condition le j. par le j.. De plus,
C est concentré en des degré ayant une parité fixe. Nous n’utilisons toutefois pas ces
renseignements supplémentaires.

LEMME 4.1.2. — 1. Si C a la propriété () alors pour tout d € Z, C[d](d/2) I’a aussi.
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Tout facteur direct d’un complexe C ayant la propriété () I’a aussi.

Soit f : X — Y un morphisme fini. Si un complexe de faisceaux C sur X a la
propriété (x) alors le complexe Rf.C I’a aussi.

Soient C et C' deux complexes de faisceaux respectivement sur X et X' ayant tous les
deux la propriété (), alors le produit tensoriel externe C R C’ I’a aussi.

Soient f : X — Y et f' :' Y — Z deux morphismes tels que Rf.Q, et Rf'Q, ont
tous les deux la propriété (x) renforcée. Alors R(f o f').Qq I’a aussi.

Démonstration. — La propriété sur I’action ponctuelle de Frobenius sur les faisceaux
de cohomologie se conserve de maniere évidente par rapport aux opérations passage
aux facteurs directs, I’image directe par un morphisme fini et produit tensoriel externe.
Examinons seulement la conservation des deux autres propriétés.

1.
2.

C’est évident.
Supposons que C = C' @& C". Alors on a H'(C) = H*(C') @ H*(C") pour tout i. Le
morphisme composé

@Hi(c') - @Hi(c);c -

induit un isomorphisme sur les groupes de cohomologie et est donc un isomorphisme
dans la catégorie dérivée.

Il reste 2 démontrer que si j : U — X est une immersion ouverte, alors pour tout
entier 4, le morphisme d’adjonction H*(C’) — j.j*H*(C’) est un isomorphisme. Pour
tout faisceau F sur X, on a la suite exacte habituelle

0= iyi'F = F — j,j*F —= 0

ou ¢ est 'immersion du fermé complémentaire de U dans X. L’assertion se déduit
de ce que

,1'C = 4,3'C' @ i,'C".
Le morphisme f étant fini, on a

Rf.C)= P H(RLC)

avec HY(Rf,C) = f.H!(C).
Soient j I’'immersion d’un ouvert dense U dans Y, jx : Ux — X son image
réciproque. Par le théoréme de changement de base, on a un isomorphisme

7" fH (€)= fu,. X H'(C).
En composant les isomorphismes suivants
j*j*f*Hi(C) - j*fU,*j;(Hi(c)
5 fuixsd5H(C)
= fH(C)
on obtient 1’isomorphisme recherché.

Les opérations j, et j* se comportent bien par rapport au produit tensoriel externe.
On utilise la formule de projection.
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LEMME 4.1.3. (Jouanolou)

1. Soit f : X — S un fibré projectif sur une base S de type fini sur k. Alors le complexe
Rf.Q. a la propriété (x) renforcée.

2. Soit f : X — S un fibré vectoriel de rang r sur une base S de type fini sur k. Alors
le complexe R fiQy a la propriété (x) renforcée. Plus précisément, la trace induit un
isomorphisme RfiQp — Qg[—27](—7).

On renvoie a [Jou] pour la démonstration de ce lemme.

La propriété (x) nous sera utile grice a 1’énoncé suivant. Sa démonstration est facile
et sera omise.

LEMME 4.1.4. — Soient C et C' deux complexes de faisceaux sur X ayant la propriété ().
Tout isomorphisme entre C et C' au-dessus d’un ouvert dense U de X se prolonge en un
isomorphisme sur X tout entier.

4.2. La propriété (x) du complexe R¢,A,
THEOREME 1. — Le complexe R, A, a la propriété (x).

Démonstration. — Rappelons qu’on a une résolution simultanée 7 : X4 — X, 1 suffit
de démontrer I’assertion en remplacant A, par Rm,Q, car A, est un facteur direct du
faisceau pervers

R7.Qg[nd](nd/2) RV,

ou V, est I’espace sous-jacent de p. Du fait que le diagramme

~ ¢
X, —— Al

™ } lﬂo
Xag —— Qu
est commutatif, on a
Ré.R71,Qr=Rrg R, Q.

Démontrons d’abord un lemme.
LeEMME 4.2.1. — Le morphisme (Z) est le composé de d fibrés projectifs de rang n — 1.

Démonstration. — Notons X'd,,- le schéma au-dessus de A? dont la fibre au-dessus de
(x1,...,14) € A%(K)
est ’ensemble des filtrations de réseaux
O"=RgDR1D---DR;

tel que pour tout j < %, le quotient R;_;/R; est un O- module de longueur 1, supporté
par x;.
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Démontrons que X’dﬂ-ﬂ — X’d,i est un fibré projectif de rang n — 1. En effet, on a
RiDRiv1 D (w - CL‘H_l)Ri.

Le réseau R; et ;41 étant fixés, la donnée de R, est équivalente a celle d’un sous-espace
vectoriel de codimension 1 de

Ri/(w — it1)R;

d’ou résulte le lemme. [

Fin de la démonstration. — Le morphisme ¢ étant un composé de d fibrés projectifs de
rang n — 1, le complexe R¢.Q, a la propriété (x) renforcée. 11 s’ensuit que le complexe
Rmg «Ré. Q. a la propriété (x) du fait que m¢ est un morphisme fini. [J

4.3. Cohomologie du produit de convolution

Soient p’, p” des représentations de G4 et de G v, A, et A, les faisceaux pervers
correspondants. Notons mq : Qa X Q4 — Qq le morphisme multiplication, ¢4 le
morphisme Xy — Q4 défini en 1.1, ¢4 et ¢4 les morphismes analogues.

ProposITION 4.3.1. — On a un isomorphisme
mQy*(Rqﬁd:,*Apf X R¢d/1’*Ap//);R¢d’*(Apr * Apu).
Démonstration. — Rappelons qu’on a un diagramme commutatif

~ ©
Xd’XXd” —_— Xd

bqr >~(¢d//\{( J{qﬁd

Qar X Qar o Qu
qui induit un isomorphisme
Mm@ R(bar X Par ) (Ap B Ayr) S Reba (A 5 Agr).
Rappelons qu’au-dessus de I’ouvert régulier semi-simple qu’on a un isomorphisme
(Xar X Xar)rss=(Xar X Xarr )rss

de (Qa X Qar)rss-schémas. Notons j et j les immersions ouvertes

j: (Qd’ X Qd")rss — (Qd’ X Qd”)
j : Qd,rrs — Qd'

On a alors un isomorphisme
7 (Rbar e Ay B R w Ay ) ST R(bar X par )u(Ay R A
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qui induit un isomorphisme
7*mouRar w Ay BRbar w Ay )5 mq R(ba X dar )« (Ay R Ayr),
donc un isomorphisme
7 mQ (R x Ay B R@ar x Ay )55 R, o (A x Apr).

Or, d’apres 3.4, mqg,«(Roa « Ay R Rear Ayr) et Rpa . ( Ay * A,yr) ont tous les deux la
propriété (x) d’ot se déduit la proposition. [J

COROLLAIRE 4.3.2. — 1. Pour toute représentation p de G4, on a un isomorphisme

RF(Xd,w Rk EaAp) = @Hi(Xd,w Ok EaAP)'

Ici X4 désigne la fibre de X, au-dessus de w? € Qq(k).
2. Pour toutes représentations p' et p" de &) et Gy, pour d = d' + d" et pour un
entier 1 arbitraire, on a

Hi(Xd,w ®k ]:I, Apl * Apu) ~ A B
= @ Hl (Xdl’w ®k k:’ Ap/) X E[Z (Xd”,w ®k k’ Apn),

i it =i

Sur C, ce corollaire est dii a Ginzburg, Mirkovic et Vilonen ([Gin],[M-V]).

5. Termes constants

5.1. L’isomorphisme de Satake

Soient N le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes de GL(n), A
son tore diagonal et B = AN le sous-groupe de Borel standard. Soit H* I’espace vectoriel
des fonctions a valeurs dans Q, et a support compact dans

GL(n, F,)" = GL(n, Fs) N gl(n,0y)

qui sont bi-GL(n, O )-invariantes. Le produit de convolution munit Hf d’une structure
d’algebre. A la suite de Satake ([Sa]) on définit I’application ® : Ht — Qq[z1,. .., 2,] par

o(f) = > fP(wh)at

deNrn

ol w? = diag(w®,...,w) € A(Fy) et od 2% = z{'...z%". Les termes constants
fB(w) sont définis par

B (wt) = 69 / f(wis)dz,
N(Fs)

oll la mesure de Haar dz normalisée attribue 2 N(Oy) le volume 1 et ol

1
6=§(n—1,n—-3,...,1—n).
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D’apres Satake, ® définit un isomorphisme d’algébres entre H* et la sous-algebre de
Qe[21,...,2n] des polyndmes symétriques.
Pour chaque d € N™ tel que

ld| =di +--- +d, =d,

a la suite de Mirkovic et Vilonen ([M-V]) considérons le sous-schéma localement fermé
S4w de Xy dont I'ensemble des k-points est celui des réseaux R, C OF tels que
pour tout 7 on a

i i—1 i—1 i—1
(R NP Oej)/ (R NP Oe) = (P Ot © Ow®es) /(D Oe;)
j=1 j=1 j=1 j=1

ol ey,...,e, est la base standard de OF.

PROPOSITION 5.1.1. — Soient A,  un complexe de faisceaux {-adiques sur X, - qui est
G 4(w?)-équivariant, a, sa fonction trace de Frobenius qui est de maniére naturelle un
élément de H*. Alors, on a

aB(wi) = q"@"s)Tr(Fr, R (84,0 ®k k, A, o))

p
Démonstration. — L’ensemble
{x € N(Fz)/N(Oz) | wir € g[(n,@w)}

s’identifiant naturellement  celui des k-points de S(w2), la proposition est une conséquence
de la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz. [

Lorsque A, -, est la restriction de A,[—d](—d/2) a2 X, ce complexe
RFC(SQ’W (33 E‘,Ap,w))

est en fait concentré en un seul degré. La dimension du groupe de cohomologie non trivial
peut étre calculée a partir de la donnée combinatoire associée a p. De plus, I’endomorphisme
de Frobenius agit dans ce groupe comme la multiplication par une puissance de q. Toutefois,
il semble difficile d’obtenir directement ces renseignements sans étudier au préalable la
situation globale.

5.2. Termes constants globaux

Notons Qg = []\, Qa, et mg : Q4 — Qg le morphisme produit
mé(Pl,,Pn) =P1Pn

Notons Sy le sous-schéma localement fermé de Q4 X, Xq dont 'ensemble des k-points
au-dessus de (Py,...,P,) € Qq(k) est celui des réseaux R C O™ tels que pour tout ¢ on a

(RN @ Oe¢;)/(RN @oej) = (6_5 Oe; ® opz-ei)/(@ Oe;).

Notons sq4 : Sq — (4 le morphisme structurel et 74 : Sg — X4 le morphisme évident.
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THEOREME 2. — Pour toute représentation p du groupe G, le complexe
RSQJ'LE.A,,

est concentré en degré —d + 2(d, ) et a la propriété (x).

Démonstration. — Rappelons qu’on a une résolution simultanée 7 : X; — X,. 1 suffit
de démontrer I’assertion en remplagant A, par Rm.Q,[nd](nd/2) car A, est un facteur
direct du faisceau pervers

R7,.Q¢[nd](nd/2) RV,

ou V, est I’espace sous-jacent de p.
Posons 4 = S4 xx, X4 et désignons aussi par w le morphisme Sq — Sy et par 54 le
composé s4 o . On va démontrer que le complexe

R34,Q¢ = Rsg R, Q,

est concentré en degré 2> " di(n — i) et a la propriété (x).
Soit (Py,...,P,) € Qa(k). L’ensemble des k-points dans la fibre de Si au-dessus de
(P1,...,Py;) est alors celui des filtrations complétes

O"=RogDR1D---DRq=R

d’un réseau R avec R € Sy(Py,...,P,)(k).
Pour tout /, le sous-quotient R;_1/R;, étant de dimension 1, intervient dans un unique

sous-quotient
i i-1
@ Oe;/ @ Oe;.
j=1 j=1
On en déduit une fonction

7:4{1,...,d} = {1,...,n}

telle que pour tout i € {1,...,n}, le cardinal de 771(7) est égal a d;.
Notons S’Q,T le sous-schéma de 5'4 constitué des points qui induisent la fonction 7. Pour
tout (z1,...,24) € A%(k), I'ensemble des k-points de Sy, au-dessus de (z1,...,24) est

celui des filtrations de réseaux
O"=RpDR1D--DRy=R

telles que pour tout [, le quotient R;_;/R; est supporté par x; et que I’entier minimal
¢ pour lequel

Ri-1 ﬂé(’)ej DRiN éBOej

Jj=1 Jj=1

est égal a 7(1). La restriction du morphisme 34 : Sg — Qg4 & Sg,- se factorise comme suit
~ gd,-r -
Sar—ATHQy
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71'.,.(.’1,‘1, ce ,.’L‘d) = (Ql; o 7Qn)
avec Q; = [[ic,-10)(@ — ).

. & Sdr s . .
LemMmE 5.2.1. — Le morphisme SQ,T—-—Ad est le composé de d fibrés vectoriels
successivement de rang

n—r7(n),n—7(n-1),...,n—7(1).

En particulier 34, est lisse et a fibres géométriques connexes et de dimension

IOE Zdi(n — ).

=1

Démonstration du lemme. — Notons S‘Q,T,l le schéma au-dessus de A¢ dont I’ensemble
des k-points au-dessus de (z1,...,zq4) € A%(k) est celui des filtrations

(’)”:ROD’R13-~DR1

telles que pour tout I’ < I, le sous-quotient Ry 1 /Ry est supporté par z; et intervient
dans @;(:ll) Oe;/ L) Oe,.

Jj=1
Fixons un k-point de Sy ;-1

(RoDR1D -+ DRy—1;%1,...,%a)

Au-dessus de ce point, la donnée d’un k-point de S’Q,T,l est la donnée d’un réseau R; tel
que le quotient R;_1/R; est supporté par z; et que 1’entier minimal ¢ tel que

Ri_1 N @Oej ODRiN @063‘
j=1 7j=1
est égal a 7([). En particulier, on a
Ri_1 DR D (’07 - .’El)Rl._l.

Notons V = R;_1/(w — x;)R;—;. La filtration
0C Oey C Oe; ® Oey C -+ C @ Oe;
=1

induit une filtration complete V,
ocvyc---CcV,=V.
La donnée de R; est équivalente a la donnée d’un sous- espace vectoriel de codimension
1 de V' qui contient V;.;)_; mais ne contient pas V,(;). L’ensemble de ces donnée constitue

visiblement celui des k- points d’un espace affine de rang n — 7(l).
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La donnée de V munie de la filtration V, définit un fibré vectoriel filtré sur 5’4,7,1_1.
Nous aurions terminé la démonstration de ce lemme si nous savions que ce fibré vectoriel
filtré est trivial. Cette trivialité résulte du lemme suivant.

LemME 5.2.2. — Soit R € S4(Py,...,P,)(k). Il existe des uniques vecteurs vy, ..., v,
qui engendrent R et qui ont la forme

v; = Pie; + Z Ri,jej
J<i
on deg(R; ;) < deg(P;).

Démonstration du lemme. — Le vecteur v; = Pje; appartient a2 R par ’hypothése
R € S4(Py,...,P,)(k). La méme hypothése implique aussi qu’il existe un vecteur de la
forme R, e; + Prey appartenant a R. En utilisant la division euclidienne, on démontre
qu’il existe un unique vecteur v, = Rs je; + Pres € R tel que deg(Rs,1) < deg(Py). En
continuant ainsi, on montre qu’il existe pour tout entier ¢ un unique vecteur

v; = Pie; + Z Ri,jej ER
i<t

avec deg(R;;) < deg(P;). Un calcul de déterminant montre que ces vecteurs
engendrent R. [

Fin de la démonstration du théoréme. — En combinant les lemmes précédents avec le
théoréme de Jouanolou sur la cohomologie a support propre des fibrés vectoriels, on déduit
que le morphisme trace

Rég,r,1 Qe — Qe[—2r](-)
ol r = Y, di(n — i), est un isomorphisme. En particulier, le complexe R34, Q¢ sur

A? est concentré en degré 2r et a la propriété (x) renforcée. Le morphisme 7, : A? — Qq
étant fini, le complexe

TrxR8g,r1 Qe

est donc aussi concentré en degré 2r et conserve la propriété (x).

Du fait que les complexes WT’*Rgi’T,!Qz sont concentrés en degré 2r, le complexe
R§i,!Q¢ I’est aussi. On a donc un isomorphisme dans la catégorie dérivée

R341Q¢ = R*54,Q,.

Or méme si les adhérences des strates Sy, ne sont pas disjointes dans S4, on a en
degré maximal un isomorphisme

R*34,Qc> @ R*34.+1Qp.
r:{1,...,d}—{1,....,n}
lr=1(0)|=d;

On déduit que R34,Q, a la propriété (x).
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Le complexe R34:Q([nd](nd/2) est donc concentré en degré

ZZn:di(n—i)—-nd: —d +2(d, 6)

=1
et a aussi la propriété (x). O

COROLLAIRE 5.2.3. — Le complexe RT'o(Sy o ®r k, A,[—d](—d/2)) est concentré en degré
2(d, 6) et Fr agit dans H2(%®) (S, @1k, A,[—d](—d/2)) comme la multiplication par q‘&*).

COROLLAIRE 5.2.4. — Soit a, la fonction trace de Frobenius du faisceau pervers restriction
de A,[—d|(—d/2) & X4,c. Pour tout d € N™ avec |d| = d, le terme constant aJ (w?) est
un entier naturel égal a la dimension du groupe de cohomologie

H2E) (Sé,w, Ap[-d|(=d/2)).

Lusztig a démontré que lorsque la représentation p = py est irréductible, a%(w?) est
égale au coefficient de Kostka K 4 ([Lus]) multiplié par le signe (—1)4™=1).

5.3. La cohomologie globale est la somme des cohomologie des termes constants

PrOPOSITION 5.3.1. — Pour chaque d € N"™ avec |d| = d notons mg : Qa — Qq le
morphisme
mg(Py,...,P,) = Py...P,.

Pour toute représentation p de G4, on a alors un isomorphisme

Rp. A, @ ma.RsarigA,.
denN”
ld|=d

Démonstration. — Ces complexes ayant tous les deux la propriété (x), il suffit de
construire I’isomorphisme au-dessus de 1’ouvert dense de Qq,rss de Qq. Au-dessus Xy s,
A, est par définition a décalage et torsion prés le systeéme local £,. Puisque £, provient
de Q4,rss, par la formule de projection, il suffit de traiter le cas ou p est la représentation
triviale et £, = Q. Il est aussi loisible de passer au revétement galoisien A%, de Qg ,ss-

Au-dessus de A4

78S

on a

Xd XQu Ad

Ts

s — Xd,rss~

La donnée d’un k-point de X au dessus de (z1,...,z4) € A%, (k) est équivalente 2 la
donnée pour tout 7 d’un sous-espace vectoriel de codimension 1 de V, = O™ /(w — z;)O".
La donnée de V; définit un fibré vectoriel V; de rang n sur A?. Les images de e, ..., e,
dans V; constituent une base de V; si bien que le fibré vectoriel V; est trivial. On a donc
un isomorphisme

TSs

Xd,rss;'qd X En_l X - X Pn-i

d
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Notons P}~ le I-eme exemplaire de P"~!. Chaque P?~! admet une décomposition

cellulaire .
Pt = | A
i=0

o les k-points de la cellule A7~ correspondent aux sous-espaces vectoriels de

codimension 1 de V, = @;;1 ke; qui contiennent (B’_, ke; mais ne contiennent pas
i+1

@'t} ke;. On a donc

Jj=1

Sa XQu Atys = I ﬁ AT,

7:{1,....,d}—={1,...,n} =1
IT_l(i)l=d1

‘La proposition se déduit donc de I’isomorphisme

n—1

RI(P"™, Q) > @D RI(A, Q)

=0
bien connu. O

COROLLAIRE 5.3.2. — On a un isomorphisme

RI(X4w ®k ky Ay)> @D REe(Syw @k K, A,).
deN™
|d|=d
Sur C, ce corollaire est dii a Mirkovic et Vilonen ([M-V]).

5.4. Termes constants du produit de convolution

PROPOSITION 5.4.1. — Soient d',d" deux entiers naturels, p' et p" respectivement des
représentations de G g et G y. Soient d = d' + d" et d € N" tel que |d| = d. Pour chaque
couple d',d" € N" tel que |d'| = d', |d"| = d" et d' + d’ = d on a un morphisme

ma a2 Qar X Qar — Qu
défini par
m4/74//(P1’, PP P =(PP],...,P.P").
Avec les notations de 5.2, on a un isomorphisme

RSQ,!iZ(Ap/ * .Apu>—:> @ mi/,é”,*(RSQ'»!iZ’AP’ X R,Sé”’gi:}u.Ap//).
Igl_/|=dl,|4”|:d”
d'+d"=d

Démonstration. — Les morphisme my 4+ étant finis, les deux complexes ont la propriété
(*) grace au théoréme précédent. Il suffit donc de construire I’isomorphisme au-dessus
d’un ouvert dense.
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Soit Qg,rss ’ouvert dense de Qg constitué des points (Py,. .., P,) tels que le polyndme
P, ... P, n’a pas de racines doubles. On démontre facilement que I’'image inverse de

54 %y Quras

dans
(XarxXar) X, Qarss = (Xar X Xav) X, Quyrss

est une réunion de composantes connexes dont chacune est isomorphe a
(Si' X Si”) XQi Qi,rss

avec |d'| = d',|d"| = d” et d' + d" = d, d’ot résulte la proposition.
Notons toutefois que les adhérences de ces composantes ‘dans

(XaxXar) X, Qa

ne sont plus disjointes. [
COROLLAIRE 5.4.2. — On a un isomorphisme
RI(Syw @i by Ay x Ap)> @ RE(Spw @ik, Ay)

|d'|=d’",|d" |=d"
.‘il‘i'é”:i

®RPC(S_¢N’W Rk ]_ﬂ, .Apn).

Cet isomorphisme est compatible avec I’isomorphisme de commutativité.

ProposiTION 5.4.3. — Le diagramme

deygi;(.Ap/ * .Ap/l) i @ Mg d'" « (RSQI,!i;/.Ap/ deuygi;uApn)
|d'|=d",|d" |=d"
4/+i//=g

Rsi,gi;(.pr * Ap/) g @ miﬂ,gl,*(RSQ’/J’IIZ//APN X del,giz/Ap/)

|d'|=d’,|d" |=d"
4/ +1”=§

out la fleche verticale a gauche est induite par 'isomorphisme de commutativité

Ap' * AP” L)Ap// * Apl

et ou la fleche verticale a droite est la somme des isomorphismes évidents
m_é"i//’* (RSQ’J'I:;/AP/ X RSQ"JZ.;/IAPN);mt_i",g”*(RSQ//,[iZHApH X RSi/’!'I:Zl.Ap'),
est commutatif.
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Démonstration. — 11 suffit vérifier la commutativité du diagramme au-dessus d’un ouvert
dense. Mais au-dessus de (Qq,ss, I’'isomorphisme de commutativité

Apl * ApN;ApN * Ap/
a été défini via les isomorphismes

(Xd’iXd”)rss = (Xd’XXd”)rss
(Xar X X )rss
(Xd”;Xd’)rss

[

Il est clair que 1’isomorphisme
(Xg X Xgn) (X x Xgn)
est compatible & 1’isomorphisme
Sq X San=841 X Sar
via lequel est défini 1’isomorphisme
Mg g «(Rsar i Ay B Rsgr vign Apn ) =mar g w(Rsar vign Ay B Rs g iy Ayr),
d’ou résulte la proposition.
Partie II
Applications
6. L’homomorphisme b : H} — H*

6.1. Rappel

Soient 7 un entier naturel, k. l’extension de degré r de k, F, o = k.((w)) et

N

O, = k.[[w]]. Soit H;} I'algébre des fonctions a valeurs dans Q, et a support
compact dans GL(n, F, ) N gl(n, O, ) qui sont bi-GL(n, O, ., )-invariantes. Rappelons
que I’isomorphisme de Satake correspondant

&, HY — Qlt1, ..., t.]C"

est défini par

&, (f) =Y P@h,

deNn

o =g [ fwtas
N(Fr)
la mesure normalisée dz attribuant & N(O, ) le volume 1.
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On définit I’homomorphisme de changement de base b : H* — H™ de telle maniere
que le diagramme

, _ s
HE ——— Quft1,..., ]

H+ _— Q([Zl, ey Zn]G"

dont la fleche verticale a droite envoie ¢; en 2], est commutatif.
Pour chaque n-partition A de d, on définit la fonction

arx Xaw(k:) — Qo
par
aT7A($) = TI'(FI'qv-, (A)\,w)m)'

Puisque les faisceaux pervers Ay . sont G-équivariants, les fonctions a, , s’identifient

naturellement a des éléments de H;. Le but de cette section est de donner une
interprétation géométrique pour les images b(a,. ») des fonctions a,. y par I’homomorphisme
de changement de base b : H}f — HT.

6.2. Les fonctions f, \ et ¢, »

Chaque fonction X (k) — Qy invariante relativement 2 I’action i gauche de G, (kr)
s’identifie naturellement a un élément de Hj . Toutefois, il vaut mieux considérer les
fonctions sur Resy /. Xa .o (k).

Soit o I’endomorphisme de X  défini par

o(x1, T,y L) = (Tpy Ty e o vy Tpm1)-
On peut identifier Xy (k,) & Fix (Fr o o, X4(w?)") en envoyant
z (2, Fr(z),..., Fr" H(2)).

Pour chaque n-partition A de d, notons Ay . le faisceau pervers qui est restriction de
Ax[—d](—d/2) a X4 . D’apres 2.3, Ay  est le complexe d’intersection de 1’adhérence
de l'orbite Gy ow” dans X .

Prenons r copies Axc1,..., A\, de Ay . L’endomorphisme o se releve
naturellement sur I’isomorphisme

g A)\,w,r X A/\,w,l XX A/\,w,r—l iy Ax\,w,l X A)\,w,2 X.. K Ak,w,r-

qui est le produit tensoriel externe des isomorphismes identiques Ay o — Ax =.it1,
I'indice ¢ étant pris dans les classes modulo 7. On définit la fonction f, : Fix(Fro
0, X3 o) — Qe par

fir(@) =Tr(Froo, (Ax o1 X KAN o.1)z)-

Pour tout )\, f, s’identifie naturellement a un élément de H;'.
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On définit pour chaque n-partition A de d une fonction ¢, € H* comme suit. La
r-&me puissance convolée

;,w = AA,w,l Hoew ok A/\,w,r
admet un automorphisme d’ordre r
K'/ : AA,w,l koew ok Az\,w,riA/\,w,r * A)\,w,l koeee ok Ak,w,7*—l—l;)v4)\,w,l Kooe ok A)\,w,r
ol Ay w1,...,Ax o, sont 7 copies de Ay o, oll k est I'isomorphisme de commutativité

et o ¢ se déduit des isomorphismes évidents Ay - ; — Ay - i+1 I'indice 4 étant prise dans
les classes modulo 7. Pour tout z € X, 4 (k), on pose

¢,.’,\(.77) = TI‘(FI‘ o K'/’ (AA,W koeweox A)\,w)m)'

ProposITION 6.2.1. — Quand X parcourt I’ensemble des n-partitions, les f, \ forment une
base de H}.

Démonstration. — Soit ¢y € H,;" la fonction caractéristique de la double classe

CGL(n, O )@ *GL(n, 0, ).

Les ¢y forment clairement une base de M, .

Du fait que Ay ., est le complexe d’intersection de 1’adhérence de I'orbite Gy ™
dans Xy, on a

for = q_w\’é)(@\ + Z ZxuCp),

p<A

avec zy,, € Qg. On en déduit que les f, » forment aussi une base de Hj’. O

PROPOSITION 6.2.2. — Pour toute n-partition A, on a b(f. ) = ¢, a.

Notons que si F). est le produit de r copies de F', I’isomorphisme de changement de
base est défini par

[l B frm freex fr

6.3. L’identité b(f.,) = ¢,

Il revient au méme de démontrer que pour tout d € N" on a
/ fra(wie,)dz, = / ¢,,’/\(wrix)dx
JN(Fr,=) JN(Fz)
et que pour tout d ¢ rN" on a
/ bra(wie)dz = 0.
N(Fz)

Suivant une idée de Serre, on peut appliquer la formule des traces de Grothendieck au
composé de I’endomorphisme de Frobenius avec un endomorphisme d’ordre fini.
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Plus précisément, soit ¢ un endomorphisme d’ordre fini d’'un schéma X de type fini
sur k = F,. Il existe alors un schéma X, de type fini sur k¥ muni d’un isomorphisme
X @, k = X, ® k tel que ’endomorphisme de Frobenius géométrique Fr' sur X ®; k,
induit par la k-structure X,, est égal & Fr o o, ou Fr est I’endomorphisme de Frobenius
géométrique induit par la k-structure X. Si de plus, o se reléve sur un complexe de
faisceaux f¢-adique C, c’est-a-dire étant donné & : 0*C — C, alors il existe aussi C, sur
X, muni d’un isomorphisme C ®j, k=C,k tel que l’action Fr’ sur C ® k induit
par C, est égale Fr o g.

En appliquant la formule des traces de Grothendieck ([Gro]) a la paire (X,,C,), on a

> Tr(Fro5,C,) = Tr(Fr o 6, RT.(X @y k,C)).
z€Fix (Froo,X (k)))

En appliquant la formule précédente a (o,5) agissant sur

(Saw X+ X Sty Arw B+ A, )

~~ e

r fois r fois

ol par abus de notation A) ., désigne son image réciproque par I’inclusion naturelle
iq : Sqw — X4, On obtient I’égalité

/ fr,A(wix,.)da:T = Tr(Fro d,RI'(Saq, ®% k, Arw)?").
N(Fy.w)

L’endomorphisme de Frobenius Fr agit dans RI'.(S4,o ®k l_c,.A,\,w)@T comme le produit
tensoriel de son action dans chacun des facteurs. L’endomorphisme & agit en permutant
circulairement ces facteurs

o RPC(SQ’W ®k ]—pr)\,w,'r) (%9 RPC(SQ’W ®k I_C,.A)\,w,l) K-
- RFC(SQ,W Rk E,A)\,w,l) 02 RFC(SQ,W Qk k:“‘l)\,w,Q) Q-

Appliquons maintenant la méme formule a la paire (Id, ') agissant sur

(Sg,w7'/4)\,w koo k A)\,w)-

~~
r fois

On obtient I’égalité

/ bra(@whe)dz = Tr(Fro #/, RI'.(S4,w ®k E Ay ook Ay ).

_——
r fois

Or, d’aprés 5.4.2, on a

RPC(SQJW ®k ka A)\,w,l kooe ok A/\,w,r))

v

r fois

- @ ®RFC(S%W ®k ky Ax,i)-
=1

di,ed

T

dl+"'+d_7‘=i
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Examinons I’action de Fr et de x’ dans ’expression de droite. L’action de Fr laisse stable
chacun des termes de la somme directe. En revanche, d’aprés 5.4.3, on a k' = ¢ o &,
ol K envoie le terme

RFC(SQ,W ke l_c, A)\,w,l) Q- RPC(Sd_T,w Ok E; A)\,w,r)
sur le terme

RFC(Sd_T,w Rk Ev A)\,w,r) ® RFC(Sd_l.,w Rk E)““A,w,l)
®: RFC(Sd_T;l_,w Rk ]?:7 A)\,w,r—l)7

lequel s’envoie lui-m&me par ¢ sur le terme

RFC(Sd_mw Sk Ea -A)\,w,l) ® RPC(Sd_],w Rk I;;a A)\,w,Q)
® -+ ®@RI(S4,_,,

w Rk ];:7 A)\,w,r)'

Si dy,...,d, ne sont pas tous égaux, la somme des r termes
r—1 r
@ ® RTe(84,; @0k0 Arw,i)

j=0 i=1

i + 7 étant pris modulo r, est stable par x’. Puisque I’automorphisme «’ y agit par une
permutation circulaire et que 1’endomorphisme de Frobenius laisse stable chacun de ses
termes, le composé Fr o k' est de trace nulle sur cette somme directe.

On en déduit que si d ¢ rN", on a
/ bra(whe)dz =0
N(Fx)

Si maintenant d = rd’, on a

/ fh)\(wilxr)d:vr = / d)r,,\(wix)dm
N(Fr =) N(Fw)

du fait que les actions de & et ' dans le terme
RFC(SQ',wvAWA)@r
sont égales.. [

6.4. L’identité a, , = f.»

PROPOSITION 6.4.1. — Pour toute n-partition A\, on a a, y = fr .

En combinant avec I'identité b(f, ) = ¢, , on obtient le résultat principal de cette
section.

THEOREME 3. — Pour toute n-partition X on a b(a, ) = ¢, .
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Démonstration de la proposition. — La transformation de Satake
o, H T — Qg[tl,...,tn]e"
étant un isomorphisme, il suffit de démontrer que

(I)r(a'r,)\) = (pr(fr,)\)~

On va donc comparer les termes constants de a, » et de f,. ». Il suffit donc de démontrer
que pour tout d € N" avec |d| = d, on a

Tr(Fr",RI(Sg. = @k ky Axw)) = Tr(Fro 6, RTe(S4,» ®x k, Ar=)?").

D’apres le corollaire 5.2.3, on sait que le complexe RI'.(S4, ®5 k, A, ) est concentré
en degré 2(d, é) et que Fr agit dans le groupe de cohomogie

V = H3<4’6>(Sg_,w Rk E,AA,W)

comme la multiplication par ¢{¢®). On est amené a démontrer que dim(V') = Tr(5, V&").
Choisissons une base de V et écrivons la matrice de & dans la base induite de V.
L’assertion en résulte immédiatement. [

7. La transposition

7.1. Les schémas ¢, .

Désormais, on ne considére que les extensions de degré » = 2. On peut ainsi libérer
la lettre r pour d’autres utilisations.

Pour chaque couple d’entiers naturels (d,7) € N? avec d < r, notons @4, I’espace
affine dont I’ensemble des k-points est celui des couples de polyndmes unitaires (P, R) de
degré respectivement d et r tels que P divise R. En fait, (4, est isomorphe & Qg X Q,_g4.

Soit g4, le Qg,-schéma dont I’ensemble des k-points au-dessus de (P, R) € Qq,(k)
est I’ensemble

{g € gl(n,0/(R)) | det(g) € P(O/(R))"}.

Pour chaque g € g4, (P,R)(k), si on note R le réseau image inverse de g(O/(R))"
par I’application O™ — (O/(R))", on a R € X4(P)(k). Cela définit un morphisme
P Bar — Xa

Notons G4, = G, Xq, Q4,r- Le Qa,-schéma en groupes G4, agit de deux cotés sur
gar par (hi,ha).g = highy .

LEmMME 7.1.1. — Le morphisme p est lisse et a fibres géométriquement connexes. Il est
invariant relativement a I’action a droite de G4,,.. Cette action est transitive sur ses fibres
géométriques. Enfin, le morphisme p est équivariant relativement a I’action a gauche de
Ga,r sur @4, et a laction de G4 sur X,.
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Démonstration. — Montrons d’abord que pour tout (P,R) € Qg.(k), pour tout
R € ¢~ Y(P) ou ¢ : X4 — Qg est le morphisme déterminant, le groupe G,(R)(k)
agit transitivement sur p~*(R)(k). Soient g et ¢’ dans gl(n,O/(R)) tels que

9(0"/(R)") = ¢'(O"/(R)") = R/(R)"

En utilisant le lemme de Nakayama, on peut relever g et ¢’ en § et §’ dans gl(n, O(ry),
oit O(g) est le localisé de O en (R), avec

90(r) = 9'O(r) = RO(n)-
Alors on a
i], = g_lgl € GL(n, O(R)).

11 est alors clair que gh = ¢’ ot h € GL(n,O/(R)) est la réduction de h modulo (R).

L’action de G, étant transitive sur les fibres de p, ces fibres sont automatiquement
lisses. Calculons leur dimension. Un réseau R € ¢~*(P)(k) étant fixé, la donnée de
g € gl(n,0/(R)) telle que g(O™/(R)") = R/(R)™ est équivalente a celle de n vecteurs
dans R/(P)™ qui engendrent ce module. La derni¢re condition étant ouverte, la fibre
p~}(R) est de dimension n(nr — d).

Pour démontrer que p est lisse, il suffit maintenant de démontrer que la source g4, est
lisse. Dans la démonstration du lemme 2.2.2, on a construit un recouvrement d’ouverts
lisses U de X; munis des sections U — @q,. En utilisant ’action transitive de Gg.,
on a un morphisme surjectif U X, Ga, — @a. On vérifie facilement que ses fibres
géométriques sont lisses et ont la méme dimension. Du fait que sa source est lisse, ce
morphisme est lisse. Il en est de méme de son but. [

Pour toute représentation £-adique p de &4, on notera ./ip = p*A,. On déduit du lemme
précédent que le complexe A, est bi-G4 -équivariant et est un faisceau pervers décalé.
7.2. Les relévements 7, de 7

Notons 7 : g4, — @4, U'involution définie par

(9,P,R) — (‘g,P,R).

Pour chaque représentation p du groupe symétrique &, on va relever T sur f{p comme Suit.
Soit Qq,rrss 'ouvert de 4, dont I’ensemble des k-points est celui des couples de

polyndmes (P, R) avec P séparable divisant R. Au-dessus de @4 r,rss = @d,r XQu., Qd,r,rss»
le complexe A, provient d’un systtme local £, sur Qg,,.s par I'image réciproque de
la projection évidente

Prgs - gd,rss - Qd,rss~
ou pr(g, P,R) = (P, R). Or puisque pr o 7 = pr, on a isomorphisme

T*pr:sscp - pr:ss‘cl’

qu’on étend par le prolongement intermédiaire pour obtenir
~ kA It
Tp: T A, = A,

Leur définition apparemment simple cache certains aspects assez mystérieux de ces 7,,.
On reporte cette discussion a la derniére section de I’article.
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7.3. Convolution

Soient d’, d”,r des entiers naturels tels que d’' +d” = d < r. Soit Qg 4 I'espace affine
dont ’ensemble des k-points est celui des triplets de polyndmes unitaires (P’, P”, R) de
degré respectivement d’, d” et r tels que le produit P’ P” = P divise R. En fait Qg4 4 , est
isomorphe & Q¢ X Qg X Qr—g —a. Notons mg : Qa4 » — Qg4 l& morphisme défini par

(P',P",R) — (P, R)
ou P = PP

Soit gar 4 » 1& Qar 4 »-schéma dont I’ensemble des k-points au-dessus de (P’, P”, R) €
Qa a4 (k) est I’ensemble

{d',9" € gl(n, O/(R)) | det(¢') € P'(O/(R))*,det(g") € P"(O/(R))*}.
On a aussi un morphisme m : a4 — @4, au-dessus de m¢ défini par
(¢',9";P',P",R) — (g9; P, R)
ol g = g'g" et P = P'P".

Notons Gy g7, = G, X, Qa,av,». Le morphisme m est invariant relativement a
laction a de Gg g7, Sur @q g, défini par

alh,(g',9") = (9'h™", hg").
Le quotient de g4 4, par cette action peut étre définie par
90 ar (k) ={(R',9) € X X ar(k) | R" D gO"}

ol gO™ désigne le réseau image inverse de g(O/(R))™ par ’application O™ — (O/(R))™.

LEMME 7.3.1. — Le morphisme 7o @ Qar.av .+ — g an . défini par
(g/7g/I,PI, P”,R) — ((gl(on,rpl),(glgll7 P/P”, R))

est lisse et invariant relativement a l’action o(Gg qv ). De plus, cette action est transitive
sur ses fibres géométriques.

Notons ¢ : ga'.a.r — Ba,r X Yar,» le morphisme défini par
(¢,9", P, P",R)— ((¢',P',R), (9", P", R)).

Notons p’ et p” les morphismes g4, — Xa et o — Xav.
LEMME 7.3.2. — Le morphisme composé (p' x p"') o q est lisse a fibres géométriquement
connexes.

Ces deux derniers lemmes se démontrent de maniere trés analogue au lemme 7.1.1. On
omet leurs démonstrations.

Pour toutes représentations ¢-adiques p’ et p” respectivement de Sy et de Gy, le
complexe image inverse ¢*(p’ x p”)*(A, W A,/) est donc, a décalage pres, un faisceau
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pervers. Ce complexe est clairement o(Gy 4 »)-équivariant si bien qu’il existe un faisceau
pervers décalé A, X* A, sur gg ;. . défini & un unique isomorphisme pres tel que

¢ (0 x ") (Ay B A)STE(Ay B A).
ProposiTION 7.3.3. — 1. Soit p* : @g) gn , — Xar X X g le morphisme défini par
(R',9,P,R) = (R, R),
avec R = gO™. On a un isomorphisme
P (AR Ay ) S A, R Ay,

2. Le diagramme

m*

Girarr — Bar

Xd/iXd// E— Xd
N

ot m® est le morphisme induit par le morphisme «-invariant
m: gd’,d”,r - gd,m

est cartésien.

3. On a un isomorphisme Rmff(flp/ X« Apu)i—».ﬂp ou p est la représentation induite

(G}
p = Indej,xs (0 ®p").

d/l
Démonstration.

1. Le faisceau pervers décalé p** (A, X A,) vérifie la propriété suivante : au-dessus
de gq' 47 on a un isomorphisme entre les faisceaux pervers décalés

q*(p/ > p")*(.Ap/ gAp”);ﬂ_a,*pa,*(Apllg Ap")-

En effet, au-dessus de 1’ouvert dense ou le polyndme P’P” est séparable, on a un
isomorphisme entre Xy x Xg4v et Xg x X4+, d’ot on déduit I’'isomorphisme

q*(p/ X P”)*(-Ap’ g.Ap”)—N*ﬂ'a’*pa’*(Aplg Ap")

au-dessus de cet ouvert. Puis on 'étend & gq,4,- par le prolongement intermédiaire.
Or, A, X A, est défini, par cette propriét€, a un unique isomorphisme pres,
d’ou D’assertion.

2. C’est trivial sur la définition des fleches du diagramme.

3. Rappelons qu’on a

Ay =p (A x Ay) = P*l:{ﬂ*(-Ap’g Apr)

d’apres la proposition 3.2.1. Il suffit d’appliquer le théoreme de changement de base
pour un morphisme propre au diagramme cartésien précédent. [
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Grace a cette nouvelle description du produit de convolution, on voit facilement que
cette notion correspond bien au produit de convolution habituel entre fonctions de Hecke,
via le dictionnaire faisceaux-fonctions de Grothendieck.

7.4. Commutativité revue

A T’aide des 7,, on peut traduire géométriquement le calcul habituel suivant

(f * g)(z) = / F(ay)g(y)dy

G(Fx)

- / () g(ty)dy
G(Fx)

- / gt f(ty )dy
G(Fx)

= (g% f)(*z)
= (g% f)(z)

qui démontre la commutativité du produit de convolution entre les fonctions de Hecke.
Considérons le diagramme cartésien suivant

o a

q ™ m
9o X Qary —— Baarr — B, —— Bdr
ao(r'xr”)Jv UTJ/ Jv (o1)* JVT
Gd”,r X gd/’r -~ gd”,d',‘l‘ —‘—'—>a gg”,d/,r — gd,r

o i mg

ol o est défini par (¢',g") — (g”,g'), ot 7' (resp. 7") est défini par g’ — ‘g’ (resp.
g"— tg",ouor(g’,9") = (9", *g’"), ot (67)* est le morphisme induit par le morphisme
a-invariant o7 et ol les indices 1 accolées aux morphismes de ligne inférieure sont destinées

a distinguer ces morphismes de ceux de la ligne supérieure.

Soient maintenant p’ et p” deux représentations /-adiques respectivement de G4 et de
G,4v. On a un isomorphisme canonique '

5’ N 0'*(Ap// E Ap/)—’v-)jp/ E Ap”'

Notons

OTp' xp" (UT)*QI(Ap” & Ap’);’q*(-’ip’ & AP”)

I’isomorphisme qui se déduit de (7,7 X 7, )od par ¢*. Cet isomorphisme étant a-invariante,
il induit un isomorphisme

oTory 1 (07) " (A B> A,)S(Ay B A).
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ProrosITiION 7.4.1. — On a un diagramme commutatif

T*Rm‘i*(jpu ReA,) —— 1A,

c—d—b 7" (k)
Rm&(or)* (A R A,) ™A,
Rm{ (o‘A;'Z/ xp!) i

Rm2 (A, B* A,) — A,

ot les deux fleches horizontales sont des isomorphismes de la proposition 7.3.3, ouc —d — b
est l'isomorphisme de changement de base pour le morphisme propre m®, ot p et p; sont
les représentations induites

p=Indg! s (0 @p") p=dg & (0" ®)
pour lesquelles on a
-’Z‘p =p"(Ay x Ayr) Apl =p (A x Ay)
et ou k se déduit de I’isomorphisme de commutativité
K Ap x Ay = Ay x Ay
Démonstration. — Les fleches du diagramme étant tous des isomorphismes entre faisceaux

pervers décalés, il suffit de démontrer que le diagramme commute au-dessus de 1’ouvert
@d,rrss OU le polyndme P est séparable.

Au-dessus de cet ouvert, les A,, A, A7 proviennent respectivement de Q,rss, Qar rss»
Qa,rs. Par construction, les 7, sont triviaux au niveau de Qgrss, Qa',rssr Qarr rrs. 11
s’agit de vérifier la commutativité du diagramme

leyQ:*(LP” @ Lp/) = Lp” * Lpr

RmQ‘* (5‘) K

R'HZQ’*O'*(Ep/ L:p//) = ‘Cp/ * ,Cpu

Mais c’est précisément la définition de I’isomorphisme de commutativité k.
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7.5. Compatibilité

Soient (P, R) € Qq,(k) avec P =[[;_,(w —v;)% et R=[[;_;(w — ;)" ol y; €k
et ou dj,r; € N avec d; < rj.
Soit p une représentation ¢-adique de G,. Sa restriction 8 G, x --- &, admet une

décomposition
6, — .
ReSGdl X'“Gdn p - @ ® pl’]
(N

ol chaque p; ; est une représentation irréductible de G;,.

PropoSITION 7.5.1. — On a un isomorphisme
gd,r(Pv R) = H gdjy”'j((w - ’Yj)dja (w - ’Yj)rj)
j=1

via lequel on a un isomorphisme

Aplgd,r(P»R) = @ ®Am,j

i j=1

Ba;r; (@73 (w—3)3)"

De plus I’action de 7, sur le membre de gauche s’identifie a I'action de (B, Q’_; 7y, ;
sur le membre de droite.

La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.4.1.

8. L’application b’ : Hy — H'*

8.1. L’identité b(f\) = ¢, : rappel

Soit ky I’extension quadratique de k contenue dans k. Notons F > = ko((w)) et
Og 2 = ka[[w]]. Soit H 1’algebre des fonctions a support compact dans gl(n, O 2) N
GL(n, F 2) qui sont bi-GL(n, O 2)-invariantes. Rappelons que b : Hf — H* désigne
I’homomorphisme de changement de base.

Le degré d’extension 7 = 2 sera désormais fixe, et on notera f et ¢ pour fa x et ¢ x.

On a construit dans la section 6, pour toute n-partition A, une nouvelle réalisation
géométrique fy de la fonction ay , € HJ de Lusztig. La fonction fy est définie comme
la trace de & o Fr sur les fibres de Ay - X A\ - au-dessus des points fixes de Fr o o.
La fonction ¢, = b(f\) peut alors étre définie comme la fonction trace de Fr o ' dans
les fibres de Ay  * A\ - au-dessus des points fixes de Fr, ol ' est I’automorphisme de
Ay o * Ax - qui se déduit de I’isomorphisme de commutativité x.

Cette construction reste valable avec les Ay ; décrivons-la brievement.

Soit A une n-partition de d’. Choisissons un entier 7 > d = 2d’. Notons g4 . -, la fibre
de ga, au-dessus de (w?,w"). Notons Ay o, la restriction de Ax[—d](—d/2) 2 Ga r.co-
Soient Ay 1 et Ay o2 deux copies de A .

L’involution o : @3, — @3 .. définie par o(g,9') = (¢',9) se releve en un
isomorphisme 5 ; 5 }

o U*(A)\yw’l X A)“w’z) - (AA,w,l X -A)\,w,Z)

qui se déduit de I'isomorphisme canonique Ay o 1 =45 o 2.
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Les points fixes de o o Fr dans g3 , ., sont de la forme (g,7) od g € Gu rw(k2)
et ol x — T est I’élément non trivial du groupe Gal (k2/k). La trace de & o Fr sur
les fibres de A)\,w71 X A,\,w,g au-dessus des points fixes de o o Fr définit donc une
fonction sur g4 , (k2). Le complexe A,\,w étant bi-G,. -équivariant, cette fonction est
bi-G,. (k2 )-invariante. Elle définit donc une fonction dans HF; c’est la fonction fy de
la section 6.

La fonction ¢, = b(fx) peut étre définie par la fonction trace de ' o Fr sur les fibres
de Ay 1 * Ax w2 au-dessus de g4, (k), ol ' désigne I’automorphisme

- - P ., . .
«4,\,1 * AA,2 - AA,2 * A,\,1—>AA,1 * A,\,z,

ol k désigne I’isomorphisme de commutativité et ot ¢ se déduit de I’isomorphisme
identique entre A ; et A, o.

8.2. Les fonctions f},#) et identité ¢’ (f3) = &

Soit S(F,) I’ensemble des matrices s € GL(n, F> ) telles que "Fr(s) = s. Le groupe
GL(n, F> ) agit sur S(F,) par g.s = *gsg ot x — T est 1’élément non trivial du groupe
de Galois Gal (Fs,/Fx).

Notons H’" I’espace des fonctions 2 support compact dans
S(Fu)™ = gl(n,025) N S(Fx)

qui sont GL(n, O, o )-invariantes. Soit b’ : Hy — H'* I’application linéaire qui associe
a chaque fonction f € HJ la fonction ¢/ € H'" définie comme suit. Si s € S(F.)
s’écrit s = g®g, on pose

#(s) = /H o Jaman

H(F,,) = {h € GL(n, Fy.) | 'Fr(h) = h~'}

et ou la mesure de Haar normalisée du sous-groupe unitaire H(F,) attribue 2
H(Og) = H(F5) N GL(n,05 ) le volume 1. Cette valeur ¢’(s) ne dépend pas du
choix de g. Si s ne s’écrit pas sous la forme g g, on pose ¢'(s) = 0. En fait s s’écrit sous
cette forme si et seulement si la valuation de son déterminant est un entier pair.

En utilisant la proposition 7.4.1 on peut interpréter géométriquement 1’application b'.
Les points fixes de

(7" x7)oooFr: g%, o — B0, w
(91, 92) — ("Fr(g2), Fr(g1))

sont de la forme (g, ‘Fr(g)) avec g € @arw~(k2), si bien qu'on peut identifier cet
ensemble de points fixes & gu o (k2).

Pour toute n-partition A de d’, 1a trace de (7, X 7») oo oFr dans les fibres de fl,\,w IXA,\,W
au-dessus des points fixes de (7' x 7’) o o o Fr définit donc une fonction sur gy . (k2) :

f;\(g) = TI“((%)\ X i‘)\) o0 o FI‘, (A)\,w X A)hw)(g’tl:‘r(g))).
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Le complexe Ay ., étant bi-G,. ., -équivariant, cette fonction est bi-GL(n, Oy o )-invariante.
Notons f5 I'élément de HJ ainsi défini. On verra dans la section suivante que fi n’est
qu’une nouvelle réalisation géométrique de la méme fonction ay ) de Lusztig.

L’ensemble des points fixes de 7 o Fr agissant sur g4, avec d = 2d' est ’ensemble

{3 € gd,r,W(kQ) | tFr(s) = 8}

N

qui s’identifie a2 un sous-ensemble de 1’ensemble des classes modulo " des éléments
de S(F,)™ .
Rappelons que pour la représentation induite de &,

p= Indgj@ed, (Px ® px)

ona A, = Ay * Ay. La trace de 7, o Fr o &/ sur les fibres de A, ,, au-dessus des points
fixes de 7 o Fr définit donc une fonction sur S(Fy)* :

#\(s) = Te(7, 0 k' o Fr, (A, )s)-
Le complexe A, étant bi-G,.-équivariant, cette fonction appartient a '*. Notons-la ¢),.
PROPOSITION 8.2.1. — Pour toute n-partition A de d', on a b'(f}) = ¢).
Démonstration. — Soit s un élément de Fix (7 o Fr, g4, ). Il faut démontrer que

> £(9) = Oh(9).

9E€B a1 o (k2)/ Hr, = (K)

g'Fr(g)=s
ou encore
Z Tr((7a X Ta,w) 0 6 o Fr, (AA X Ax)w)(g,tpr(g)))
9E€B 4! r,w (k2)/Hy o (k)
g9 'Fr(g)=s
=Tr(7,0Frox’,(A,)s)
ol

Hy.w(k) = {h € GL(1, 03,0 /w" O35 | *h = h~'}.

L’ensemble ou s’étend la sommation est celui des points fixes de (7" X 7’) o o o Fr
dans la fibre du morphisme

m® : @ ar = B
au-dessus de s. Considérons la k-structure rationnelle du couple
(85 @ v Ao B Ay o) @1 b
dont les endomorphismes de Frobenius associés sont
(r"x71)ogoFr:gg 4, Okk— 85 4, Ok
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et
(Fax)odoFr: (7' x7) x 0 x Fr)*(Ay o B Ay ) — Ay B A, .
Considérons aussi la k-structure rationnelle de
(Bars Ap) ©1
dont les endomorphismes de Frobenius associés sont
ToFr: gd,r®kl_€—> gd,r®k7€

et
T,0Frok: (1o Fr)*(fip@) — uzlp,w

Gréce a la proposition 7.4.1, on sait que le morphisme m® et I’isomorphisme 7.3.3

Rm2(Ay e B Ay o) = A,

N

sont compatibles a ces k-structures rationnelles.

La proposition résulte donc de la formule des traces de Grothendieck. [J

8.3. L’identité f\ = f}
1l revient au méme de démontrer 1’énoncé suivant.
PrOPOSITION 8.3.1. — Pour tout g € Qa,rw(k2), on a

Tr(5 o Fr, (Ax B Ay ) (g ie(g)) = Tr((Fa X 72) 05 0 Fr, (Ay BAL)(g, 1r(q)))

Démonstration. — Puisque les actions de 7, de ¢ et de Fr commutent dans un sens
évident, le diagramme

GoFr

A/\,g ® A)\,Fr(g) —_— A)\,g 02 A)\7Fr(g)
1Q7 1@7;

'A~)\,g ® AA,‘Fr(y) S — A/\,g ® A)\,tFr(g)

(7.',\ ><‘F,\)05‘0 Fr

est commutatif. La trace des deux fleches horizontales sont donc égales.
COROLLAIRE 8.3.2. — Pour toute n-partition A, on a as y = fr = f} et V'(az ) = ¢).
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9. L’interprétation géométrique d’une conjecture de Jacquet et Ye

9.1. Enoncé

Dans la section précédente, les applications linéaires
b:Hy — HY
/. + 1+
b Hy — H
ayant été interprétées géométriquement, nous sommes maintenant en mesure de donner

une traduction géométrique du lemme fondamental de Jacquet et Ye, puis de le démontrer
dans les méme lignes que [Ngol].

Notons A le sous-groupe diagonal de GL(n) et N son sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures unipotentes. Pour chaque
a=(a,...,an_1) € ()" !

notons 0, : N(F,) — Q le caractere

n—1
Oo(z) =19 (Z o,res (xi,i+1)dW)
=1

oty :k— Q} est un caractere additif non trivial qu’on fixe une fois pour toutes.

Pour toute fonction ¢ € H ™, toute matrice diagonale a € A(Fy ), pour tout € (K*)™~1,
posons

I,(a,a,¢) :/ H(*11079)00(21)04(72)dx1dTo
N(Fa)XN(Fa)

ol la mesure de Haar normalisé do de N(F) attribue 8 N(O) le volume 1.

Cette intégrale intervient comme une intégrale orbitale dans une formule des traces
relative de Jacquet. Il s’agit d’une intégrale de Kloosterman si ¢ est la fonction
caractéristique de GL(n,O).

Pour tout € (k*)"~1, notons @, : N(F, ) — Q le caractére défini par

n—1
0;(:1,’) =1 (Z Q;res (xi,,-+1 + ii‘i7i+1)dw) .

=1
Pour toute fonction ¢’ € H'*t, pour toute matrice diagonale a € A(F,,) et pour tout
a € (kX)""1, posons

Jo(a, a, @) =/ ¢'(*zax)b., (z)dz
N(F2,=)
ol la mesure de Haar normalisée dz de N(F3 ) attribue 8 N(O5 ) le volume 1.
THEOREME 4. — Pour toute fonction f € H3 pour toute
a = diag (a1,a7ay, ..., 0, a,) € A(Fy)
et pour tout o € (k*)"7%, on a
Io(a,0,b(f)) = (=1)=(00D) ] (a, 0,1 (f)).

Cet énoncé joue le rdle d’un lemme fondamental dans une formule des traces relative.
Jacquet et Ye ’ont conjecturé dans [JY] sans hypothése sur la caractéristique et 1’ont
démontré pour n = 2 et n = 3. Le cas ol f est 'unité de ’algébre de Hecke a été
démontré dans [Ngol]. '
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9.2. Sommes locales

Pour tout a € A(Fy), on a défini dans [Ngol] un triplet (X (a),h,7), ol Xx(a) est
un schéma de type fini sur k tel que

Xe(a)(k) = {(z,2') € (N(Fx)/N(0x))* | *waz’ € gl(n, 0x)},
ou le morphisme
h:Xg(a) x G — G,

induit sur les k-points 1’application

n—1

h(z,z',a) = Z ares (€41 + T 4 )dw

=1
et ou I'involution 7 : Xp(a) — Xy (a) est définie par 7(z,2’) = (2, x).
On peut écrire la matrice a sous la forme

: -1 -1
a = diag (a1,a] ag,...,a,_1Gy).

Pour que le schéma X, (a) ne soit pas vide, il est nécessaire que ay, ..., a, € O ([Ngol]).
Pour chaque entier r € N tel que

r > valg(ay) + -+ - + valg(an),
soit X -(a) le schéma de type fini sur k& dont ’ensemble des k-points est 1’ensemble
{g € gl(n,04/w" Og) | Ai(9) 2 a; mod w” pour tout i =1,...,n}

ou A;(g) est le déterminant de la sous-matrice de g faite des ¢ premieres lignes et des
¢ premieres colonnes.

La limite projective
X ,00(a)(k) = lim Xy - (a) (k)
s’identifie & 1’ensemble
{g € 8l(n,04) | Ai(g) = a; pour tout i = 1,...,n}.

Tout élément g € Xy oo(a)(k) s’écrit alors de maniere unique sous la forme g = ‘zaz’
avec z,x’ € N(F,) si bien qu’on a une application

Poo(k) : X 00 (a) (k) — X(a)(k).
ProprosITION 9.2.1. — 1. Sous la condition
r > valg(ar) + -+ + valg(ay)
on a un morphisme
Pr: X p(a) = Xe(a)

tel que I’application p (k) se factorise a travers p,.(k).
2. De plus, p, est un composé de fibrations vectorielles.
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Démonstration.

1. Soit g € gl(n,0,) tel que A;(g) = a; pour tout i = 1,...,n. Notons g; la sous-
matrice de g faite des ¢ premiéres lignes et des ¢ premiéres colonnes. On a pour

tout ¢+ = 1,...,n—1
o _ (G y{
gz+1—<tyi zi)

ou y; et y, sont des vecteurs colonnes de taille ¢ X 1 et ol z; € k. On a donc

; 0
girn = (%Z a'_%)x;

?

ol .
_(1di 97w
i=lo 1
et ol
t —1, 7
o = Id; ‘*g; "y
K 0 1
Si on pose
/ ! / !
r=T1r2...Tp-1 r =T 1Ty...Tp_1
alors on a
_t d —1 —1 /
g = "z diag(ai,ay ag,...,a,-ja,) .

Maintenant, si les y;,y; sont déterminés modulo w" avec
r > valg(ay ... a,),
en utilisant les relations de commutation, on montre que z et z’ sont déterminés
modulo N(O). L’application p,.(k) : Xp (a)(k) — Xo(a) ainsi définie provient
d’un morphisme p, : Xy ,.(a) — Xz(a).
2. On procede par récurrence sur n. L’assertion est triviale pour n = 1. Supposons

qu’elle soit vraie pour n — 1.
Notons a’ la matrice

o' = diag (ay, a7 ag,...,a; han_1) € GL(n — 1, Fy).
Par récurrence, on peut supposer que
X (@) X x_ () Xw(a) = Xs(a)

peut se factoriser en fibrations vectorielles.
La donnée d’un k-point de X (a') X x_ () Xw(a) est équivalente a la donnée de

( g 92—1)
tyn—l Zn—1
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g €Xpr(a)Cglin—1,0,/=")
ot y!,_; (resp. y,_1) est dans O™~ ! et est déterminé modulo g’ O™ (resp. tg’O~1)),
et oll z,_1 € O est déterminé modulo a,,_1O. 1l est clair que

Xw,r(a) — war(a') XXw(a’) Xw(a)

est un fibré vectoriel, d’ou ’assertion. [

Le schéma X ,(a) est naturellement une partie localement fermée de g4, .. ou
d, = valg(ay). Pour toute représentation p de Gdn, on désigne encore par A, sa
restriction & X .

ProposITION 9.2.2. — Posons
Apw = Rpy1A, o[2d,)(dy)
ou d, est la dimension relative de p,. Ce morphisme étant lisse on a un isomorphisme
Rp, Ay w=p} Ay [2d,](d,).
La fleche d’adjonction
p:Ap,w:Rp!rAp,w[_2dT](‘dr) - Ap,w

est alors un isomorphisme.

Démonstration. — Point par point, 1’isomorphisme résulte de ce que les fibres
géométriques de p, sont isomorphes & l’espace affine de dimension de d, et qu’elles
sont incluses dans les orbites de G, X G, - sur g4, au-dessus desquelles le complexe

A, est constant. [J
La fleche 7, : 77 A, — A, induit une fleche 7, : 7*A, — A,. On retrouve 7, comme
I'image réciproque de 7,.

COROLLAIRE 9.2.3. — Pour toute n-partition \ de d' = d, /2, on a

Io(a,a,¢y) = Tr(Fro &', RT.(Xx(a) @k k, A, @ b5 Ly));
Jo(a,a,¢y) = Tr(Fro &' o 7, RTo(Xn(a) @4 k, A, @ hELy)).

ot p est la représentation induite
_ Indszd’ ( ® )
p - Gd/XGdl p/\ pA
et ot Ly est le faisceau d’Artin-Schreier sur G, associé a i : k — Q.

Dans le cas on |A| # d', les intégrales précédentes sont nulles.

Démonstration. — Compte tenu de I’interprétation géométrique des fonctions ¢y et ¢,
c’est la formule des traces de Grothendieck. [

THEOREME 4A. — Pour toute représentation p de S, pour tout o € (k*)"~1, Uinvolution
7, agit dans RT (X5 (a) @1 k, A, @ b’ Ly) comme la multiplication par (—1)val=(a1-an-1),
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9.3. Sommes globales »

Soit d = (d;)7~; € N". Notons Q4 = [];—, Qa;- On a défini dans [Ngo1] un quadruplet
(X4, fa, ha, T4), ol le morphisme de type fini

fa: X4 — Qa
et tel que pour tout a = (a;)}; € Qa(k), on a
Xy(a)(k) = {(z,2') € (N(F)/N(0))* | ‘zaz’ € gl(n, 0)},

ol le morphisme

ha: Xy x Gt — G,
induit au niveau des k-points l’applicatiqn

n—-1

ha(z, o', o) = Z Q Z res (T iv1 + 77 41)dw,
i=1  wsoo

et oit 74 : Xy — Ay est I'involution 74(z,z") = (2, x).
Soit X le Q4-schéma dont 1’ensemble des k-points au-dessus de a = (a;)7_; € Qa(k)
est ’ensemble

{9 € gl(n,0/(R))| Ai(g) =a;mod R, i =1,...,n}

ot R = (ay...a,)? 1l nous faut choisir R strictement divisible par a; ... a,,.
Les assertions suivantes se démontrent exactement comme leurs analogues locaux.

PrOPOSITION 9.3.1. — On a un morphisme pq : ‘;E'gi_ — X4 qui, au niveau des k-points,
envoie la réduction modulo R de

g = ‘zaz’ € gl(n,O)

sur (zN(0),2'N(0O)) € (N(F)/N(O))> De plus, pa peut se factoriser en fibrations
vectorielles.

 PROPOSITION 9.3.2. — Posons
Ap = Rpr,!«“p[zdr](dr)a
out d,. est la dimension relative de p,. Ce morphisme étant lisse, on a un isomorphisme
Ry} A,~p; A, [24,)(d,).
La fleche d’adjonction
PrA~Rp A [~2d,)(~d,) = A,
est alors un isomorphisme.
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L’involution 7, : T* A, — A, descend aussi en une involution
Tp : Ti Ap — .Ap.
Voici la variante globale du théoréme 4A.

THEOREME 4B. — L’involution T, agit sur le complexe de faisceaux
R(fy x Idgn1)i(A, ® 3L,

comme la multiplication par (—1)%1+ Fdn-1

Cet énoncé se déduit de son analogue local en utilisant la formule de multiplicativité
énoncée dans la section qui suit.

Toutefois, comme dans [Ngol], on commencera par démontrer 1’énoncé global dans
le cas trés particulier d = (1,2,...,n), puis on en déduit ’énoncé local en utilisant la
formule de multiplicativité.

9.4. Compatibilité

Pour tout idéal maximal v de O = O ® k, pour tout a € Qq(k) et a € (K*)"1, on
a défini dans [Ngol] un triplet (X, (a), ha,v,7,) OU X,(a) est un schéma de type fini sur
k dont ’ensemble des k-points est I’ensemble

X,(a)(k) = {z,2" € N(F,)/N(O,) | ‘zaz’ € gl(n,0,)},
olt hyy : Ay(a) — Gg g est le morphisme

n—1

ha,v(l" x’) — Z airesv(:ci,ﬁl + 1172,,4_1)

=1

ol 7, est le morphisme 7(z,z’') = (2/,z). On renvoie a [Ngol] pour la démonstration
de I’énoncé suivant.

PROPOSITION 9.4.1. — Pour tout a € Qq(k), on a un isomorphisme

@)= J] (e

vlay...an_1

via lequel on a

hg(a) = Z h, et T14(a)= H To-

vlay...an—1 v|ay...an—1

Pour v ne divisant pas a; . ..an—1, X,(a) est réduit & un point.

Soit maintenant p une représentation de &, ot d,, = deg(a,,). Notons d,, ,, = val,(a,).
Onad, =5, duo

On décompose la restriction de p a Hvlan G4, en sommes de représentations
irréductibles. Celles-ci sont tous de la forme ), p, ol p, est une représentation
irréductible de &, ,.

vlan

vlay
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ProprosITION 9.4.2. — Supposons que

Pour tout a € Qq(k), on a
RT(Xa(a), A, @ hily) = @ RIu(Xo(a), A, , @ hiLy)
i vlaj...an

ou pour v ne divisant pas a,,, on prend pour p; ,, la représentation triviale. De plus, I’action

7, sur le premier membre est égale a celle de @, @, 4, Tp:., sur le second membre.

Dans le cas ou la représentation p est triviale, on retrouve la variante cohomologique de
la formule de multiplicativité pour les intégrales de Kloosterman (corollaire 3.2.3 [Ngol]).

Démonstration. — Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de démontrer que
via I’isomorphisme
Xaa)= [ X(a)
vlaj...an
on a un isomorphisme
A-D ® A
i vlay...an
Via 9.3.2, on se ramene a la proposition 7.5.1. O

PropoSITION 9.4.3. — Si v divise a; ... a,—1 avec la multiplicité 1, et si v ne divise pas
an, alors, dans la décomposition précédente,

ch(Xv(a’) Ok k7Api,v ® hiﬁw)

est un Qq-espace vectoriel de rang 2 placé en degré 1 dans lequel T, agit comme —1.

Démonstration. — La représentation p; , est triviale du fait que v ne divise pas a,. On
se rameéne donc a I’énoncé 2.4 dans [Ngol] et donc finalement & un théoreme de Deligne
sur les sommes de Kloosterman classiques ([Del]). O

10. Démonstration du théoréme 5

10.1. L’ouvert Uy

Soit Uy I'ouvert dense de Qg formé des suites a = (a;)j-; telles que le polyndme
produit []?_, a; est séparable.

ProposiTioN 10.1.1. — On a un isomorphisme
R(fa x Mdgpn-1)1(Ap ® h3Ly) |y, xon-1 = R(fa X Wgn1)1 BiLyly, xen1 © Pry, Ly

ou pry, : Uy — Uy, est la projection de Uy sur Uouvert Uy, C Qg, des polynomes
unitaires séparables a,, de degré d,, et ou L, est le systéme local associé a la représentation
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p de groupe de Galois &, du revétement étale galoisien A%, — Uy . De plus, 7, agit
dans R(fg X Idgn-1)1h3Ly |y wen—1 ® pryy, L, comme T @ pryy, Idg,.

Démonstration. — Par définition de A,, on sait que la restriction de Ap a l’ouvert
Xa X @, Ua est 'image réciproque de £,. La proposition résulte donc de la formule de
projection. [

L’énoncé suivant, extrait de [Ngo1] se déduit de la formule de multiplicativité.

ProposiTioN 10.1.2. — R(fg X Idgn-1)thiLyly;, «gn-1 est un systeme local de rang
2dittdn-t placé en degré dy + - - - + d,._; dans lequel 7 agit comme (—1)%++dn-1,

CorOLLARE 10.1.3. — L’involution T, agit dans
R(f % gy )i(Ay © 2Ly, o
comme la multiplication par (—1)4+Fdn-1,

10.2. Le cas d = (1,2,...,n)

On a démontré dans [Ngol] que pour toute suite a = (a;)?_, dont chaque membre a;
est un polyndme unitaire de degré 4, pour tous z,z’ € N(F) tels que ‘zaz’ € gl(n,0),
il existe une unique matrice de la forme + + Id,, @ avec v € gl(n, k) telle que

v+ 1Id,w € *N(O) ‘zaz' N(O).
L’application (z,z’) — ~ définit une section
v:glin) =&, — 2\71

via laquelle on a A, = L*/L,. En utilisant le lemme 2.3.1, on sait alors que .A,, est
un faisceau pervers équivariant pour ’action adjointe de GL(n) et qui est isomorphe
au prolongement intermédiaire de sa restriction a I’ouvert gl(n),., formé des éléments
réguliers semi-simples.

Identifions GL(n — 1) au sous-groupe
diag (GL(n — 1),1) C GL(n).
L’énoncé suivant se déduit immédiatement de la proposition 5.2.2 de [Ngol].

ProposiTioN 10.2.1. — Si K est un faisceau pervers sur gl(n) qui est GL(n — 1)-
équivariant et est isomorphe a son prolongement intermédiaire de sa restriction a ’ouvert
gl(n),ss, le complexe de faisceaux

R(fa % Wgp-)i(K ® hyLy)

est, a décalage prés, un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction a
Pouvert Uy x G2,
Compte tenu de ce résultat et du corollaire 10.1.3, on obtient 1’énoncé suivant.

CorOLLAIRE 10.2.2. — Lorsque d = (1,2,...,n), 7, agit dans
R(fy x Idgn-1)1(A, ® h3Ly)

comme la multiplication par (—1)'T2++n=1)
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10.3. Augmenter n

Pour déduire du corollaire 10.2.2 le théoréme 44, et donc aussi son analogue global 4B
I’astuce consiste a remplacer n par un entier assez grand.

LemMmE 10.3.1. — 1. Pour tout a, € A(Fy), pour o = 1 pour tout m € N, les données
(Xo(t), has T, Apy 7)ot (Xo(diag (Idm, a)), ha, 7, Ap, 7))

sont isomorphes.
2. Pour tous ay,a., € A(Fy) tels que pour tout i = 1,...,n,

a; = a;mod w
pour v = valg(ay ...ay,) les données
(Xw(aw)7 ho,T, Apa 7.-/3) et (Xw(a;z)7 ha,T, Apa 7.-p)

sont isomorphes.

Démonstration.
1. On a construit dans [Ngol], un isomorphisme

(Xo(aw), ha, )2 (Xe(diag (Idm, aw))s ha, 7).

L’isomorphisme entre les A, résulte du corollaire 2.2.3.
2. La construction de I’isomorphisme

(Xo(tw )y hay T) > (X (al,), ha, T)
dans [Ngol] fournit également un isomorphisme pour les Ap. O

Le lemme suivant est extrait de [Ngol].

LEMME 10.3.2. — Pour tout b, € A(Fy), pour un entier m € N assez grand, il existe une
suite a = (a;)*™ dont chaque membre a; est un polynéme unitaire de degré i a coefficients
dans k, qui satisfait les deux conditions suivantes

e si on écrit b = diag (Id,,, b)) sous la forme

b= (b1,b7 b2, ... b 1bimtn)

alorsonaa; = b;mod w” pourtouti =1,2... ,m+netpourr = valy(by ... bymyn);

e pour tout idéal maximal v de O @y, k différente de w, v divise a; . .. Omtn AVeC au
plus une multiplicité 1.

Fin de la démonstration du théoréme 5. — Soit b un élément quelconque de A(Fy).
Choisissons une suite a = (a;)7™ comme dans le lemme précédent afin que les données

(Xe(beo)s hay Ty Apy ) et (Xa(a), by Ty Ay, 7p)
soient isomorphes.
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Soit p une représentation de &,1_(a,.,..) qu'on peut supposer irréductible. Notons

P = Indg"‘” P,

valw(am+n)
ou on a identifié GWIW(GM +n) AU sous-groupe

6valw(am.;.n) X 6T+"‘Valw(am+n)
de Gm—l—n‘
Dans la formule 10.4.2,

RIo(Xy(a) @k by Ay @ h3Ly) = Q) RTo(Xo(a) ®k b, A, , @ hiLy)

i vlay...an

p est une des representations irréductibles p; ... Sachant que 7, agit dans le membre de
gauche comme la multiplication par (—1)!*2++(m+n=1) '] a5it de la méme maniére dans
tous les facteurs directs du membre de droite. Or dans chacun de ces facteurs directs,
d’apres 10.4.3, les complexes locaux en v # w sont des espaces vectoriels de rang 2
placés en degré 1 dans lesquels 7,, , agit comme —1. En utilisant la formule de Kunneth
on en déduit que 7, agit dans RT.(Xx(a), A, ® k% L) comme

(_1)valw(a1.4.am+n_1) — (_1)valw(b1--~bn_1)' O

11. D’autres remarques

11.1. Le signe €)

On a construit en 7.2 les relevements 7, de T sur /I,,. Rappelons cette construction dans
la situation plus habituelle de la correspondance de Springer. D’apres 2.2.3 et 2.3.1, la
définition de 7, dans 7.2 et celle qui suit coincident.

Soient g = gl(n) et 7: g — @ la transposition g — *g.OnadoT =g ol ¢: g — Qq
est le morphisme polynéme caractéristique.

Pour toute représentation p du groupe &, la restriction de .4, a I’ouvert des éléments
réguliers semi-simples g, provient d’un systeme local £, sur Q4 s, par I'image inverse
de ¢. On étend alors le morphisme évident

* [k *
T ¢rss£P - ¢7‘ss‘cl’
en un morphisme
.
TpiT A, = A,

par le prolongement intermédiaire.

Maintenant, si p est égale a p,, la représentation irréductible correspondant a une
partition A\ de n, la restriction de A, au cone Nil des éléments nilpotents est, a décalage
pres, le complexe d’intersection de Nily I’adhérence de 1’ orbite adjointe Nil, des éléments
nilpotents de bloc de Jordan de taille A ([Lus],[B-M]).
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En restreignant alors 7, a la fibre d’un élément = € Nily(k) qui est symétrique, on
obtient un automorphisme d’ordre 2 de Q,. Le signe €, ainsi obtenu ne dépend clairement
pas du choix de la matrice x.

Il est naturel de se demander comment calculer ¢, de fagcon combinatoire. Nous avons
le résultat partiel suivant.

ProPOSITION 11.1.1. — Soit V5 la représentation irréductible de &,, correspondant a la
partition A. Lorsque la trace de la permutation longue wy € S, dans V,, est non nulle,
son signe est égal a celui de € .

Démonstration. — Soit B la variété des drapeaux de GL(n). Rappelons que la résolution
simultanée de Grothendieck-Springer est définie par

g={(z,B)egxB|zreclie(B)} > g

La transposition 7 : § — @ se releve en une involution 7 : § — @ définie par
7(xz,B) = (*z, *B) si bien qu’on a un morphisme

7 :7*Rm,Qp — R, Q.
D’apres le théoréme de décomposition ([BBD]), on a

Rm.Q = @V,\ ® A,.
Y

LEMME 11.1.2. — L’action induite par I'involution ¥ : § — § sur Rm,Q, est égale a celle
de @, pr(wo) ® 7x agissant sur @, Vy @ Ax.

Démonstration. — Au-dessus de ’ouvert g,s5, on a, entre
§' ={(z,94) € g x G/A| g™ zg € Lie (A)}
et g le morphisme défini par
(z,94) = (z,9Bg7"),

qui est un isomorphisme. Ici G désigne GL(n) et A son sous-groupe diagonal. L’action
de W sur g, est déduite de son action sur §’ définie par (z,gA) — (z,gwA).

Soit maintenant x € A(k) régulier semi-simple. On sait que la restriction de 7y a la
fibre de £, au-dessus de x est I’identité. Il suffit donc d’examiner I’action de 7 dans la
fibre de @ au-dessus de x. Dans cette fibre, 7 agit par

(z,wBw™) - (‘z, {(wBw™))

1
’

twBw ™! = wwyBwow™

si bien qu’il agit dans (R7,Qy), comme I’action de wo d’ou se déduit le lemme. [
Fin de la démonstration. — On considére maintenant la fibre géométrique de 7 au-dessus
d’une matrice € Nily(k) qui est symétrique. Ses composantes irréductibles ayant la
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méme dimension dy, la contribution de (V) ® A)), dans (Rm,.Qy), est précisément le
groupe de cohomologie de degré maximal H2% (r~!(z)). Par I’application trace, on a
un isomorphisme

B (r " (2)) > D) Qu(~dy)

ceC

ot C est I’ensemble des composantes irréductibles de 7~1(z). L’action de 7 sur le
groupe de cohomologie de degré maximal H2?* (7=1(z)) se déduit de son action sur cet
ensemble C. Une composante fixée par 7 contribue une valeur propre 1 ; deux composantes
différentes permutées par 7 contribuent une valeur propre 1 et une valeur propre —1. Ainsi
la trace de 7 dans H2?* (7 ~1(x)) est toujours un nombre entier positif ou nul.

En comparant cette assertion au lemme précédent, on déduit la proposition. [

11.2. Les fonctions a/,

Les applications b : Hi — H* et b : Hf — H'" n’étant pas surjectives, les fonctions
¢ (resp. ¢}) n’engendrent pas H* (resp. H'™).

Pour toute n-partition A de d, la trace de I’endomorphisme de Frobenius sur les fibres
de A,\,w au-dessus des k-points de g4, définit un élément a, € H*. La trace de
Fr o 7, dans les fibres de A,\,w au-dessus des points fixes de Fr o 7 dans g4, o définit
un élément a), € H'".

Les fonctions caractéristiques ¢, € H* de la double classe

GL(n, O4)w*GL(n,04) C gl(n,0,) N GL(n, Fy)

forment une base de H*. D’aprés Lusztig ([Lus]), on a

ay = ¢ > (C)\ +> KA,;L(Q)C#>

<A

ou K, , sont des polyndmes a coefficients entiers naturels. En particulier, les a) forment
une base de Ht.

Notons c), la fonction caractéristique de 1’orbite de w” sous I’action de GL(n, O.)) dans
S(F5) N gl(n,Og). Ces fonctions ¢, forment une base de ’". On peut encore écrire

ay = q_2<)\’6>(5>\c>\ + Z K&,M(Q)CL)

<A

ou e, est le signe définie dans la section précédente.

L’énoncé suivant se déduit du théoréme 4A en utilisant la formule des traces de
Grothendieck.

PropPoSITION 11.2.1. — Pour tout a € A(Fg), on a
I(a,q,ay) = (=1)¥2l=(@1-an-1) J (g o a}).
En appliquant cet énoncé a
a = diag (w?, @?,...,@w?),

on obtient, de maniére sans doute trés détournée, le corollaire suivant.
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COROLLARE 11.2.2. — Lorsque \ = (d,d,...,d), on a
€)= (_1)d(1+2+~~~+(n—1)).

Lorsque d = 1, la représentation associée a A = (1,...,1) est la représentation signe.

On a bien
Sgn(wyp) = (—1)(1+2+""+("_1)).

Lorsque d = 2, n = 2, on vérifie que Tr(wo, V) = 0. Ainsi le corollaire 11.2.1 n’est pas
strictement contenu dans la proposition 11.1.1.
PROPOSITION 11.2.3. — Notons t : HT — H'Y Iapplication linéaire définie par
t(ay) = aj.
On a alors tob = b
Démonstration. — Soit A une n—partitiOél de d. Notons p la représentation induite
p= Indezdxed(pA X ,0)\)
On peut décomposer p en somme de représentations irréductibles
p= @ Pu® M,
|pl=2d

ou les multiplicités M, sont des Q,-espaces vectoriels de dimension finie. On en déduit
la décomposition 3 5
A= P A.oM,.
lul=2d

L’endomorphisme de commutativit¢ x de A, préserve les composantes isotypiques
A, ® M, et est donc de la forme

K= @ Id; ® Ky

lnl=2d

ol k, est un endomorphisme de M,. On a alors

by = Z Tr(ru, Mu) A,

|n|=2d

Du fait que 7, = @ T, @ Idy, on a
|nl=2d

A= Z Tr(ky, M)A,

|nl=2d

d’olu 1’assertion.

11.3. L’intégrale orbitale relative associée a w

Identifions la permutation longue wo € &,, 4 la matrice de permutation correspondant
dans GL(n). Pour un élément central

a = diag (@?,...,@?),
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pour toute fonction ¢ € H™T, a la suite de Jacquet et Ye, posons

I(woa, ¢) = / ¢(tzwoaz’)0(zz’)dx da’
(N(Fo)XN(Fx))/(N(Fg)XN(Fg))Wo?

et pour toute ¢' € H'", posons

J(woa, ¢") =/ ¢' (*Twoax)d' (z)dz
N(F2,)/N(Fa,o)w00

ol (N(Fg) X N(Fg))™® (resp. N(F3,o)" %) est le stabilisateur de N(F) x N(F)

(resp. N(F»)) en woa. Avec la normalisation habituelle attribuant la mesure 1 2

N(Og) x N(Og) (resp. N(O2.)), on a

I(woa, ¢) = Z P(woaz)b(z)
2EN(F%)/N(Ox)
wpax€GL(n,Fg)t

J(woa, ¢') = > ¢ (woa)t (x)
zEN(Fz)/N(Ox)
woaz€S(Fg)t

ProprosITION 11.3.1. — Pour la matrice a comme ci-dessus, pour toute n-partition A\, on a
I(woa,a,\) — (—l)d(1+2+"'+("_1))J(w0a,af\).

Démonstration. — Choisissons un entier r > dn. Considérons le sous-schéma fermé
S(,....d),c d€ @dn r dont I'ensemble des k-points est celui des matrices de la forme
Wox € Parw(k) avec

d
w T12 - Tin
0 wo? ... Tan
xr =
0 0 wd

ot z; ; € Og/w"Ogy. Soit h S(d,...,d),w — G, le morphisme défini par
. n—1
h(woz) = Z res o (@ AT iq1)-
=1
Soit Sy, le schéma de type fini sur k défini en 5.1. Le morphisme p : S(d,...,d),w —
Sd,....d),» défini par
p(woz) = 2O,

est lisse et a fibres géométriques isomorphes a 1’espace affine de dimension fixe qu’on note
d,. La fonction h provient en fait d’une fonction sur b : S(4,. 4),o — Ga.

Alors, en utilisant la formule des traces de Grothendieck, on a

I(woa,ax) = ¢~ Te(Fr,RT(S(a,...a) @k k, Ax ® L))
= ITI'(FI‘, RFC(S(d,...,d) (S ]:77 A)\ & h*£¢))
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La transposition 7 laisse stable S’(d,.,_,d)’w ainsi que la fonction A si bien qu’on a
J(woa,al) = ¢~ Tr(Fr o 75, RT(S(a,... 0y Ok Ky Ax @ h*Ly)).
Or, on a démontré dans [Ngo3] que pour A # (d,...,d), on a
RT.(S,..a) @k k, A\ @ h*Ly)) = 0;
donc ) o )
RI'.(Sw,....a) @k k, Ay @ h*Ly) = 0.
Dans ce cas, on a
I(woa, ay) = J(wpa,al) = 0.
Si maintenant A = (d, ..., d), on déduit du lemme 2.3 de [Ngo3] que le support de Ax

coupe Sy en un espace affine Sy dont les k-points sont de la forme wox avec
d

w Z12 -+ ZTin

0 o? ... Tan
T =

0 e 0 wd

ot les z; ;Os/w"O sont tous divisibles par w?. De plus, la restriction de A,\ a cet
espace affine est, a décalage pres, Q.
Sur So, on a un relévement évident
’?' . T *Qe — Q[
dont la restriction a une fibre d’un point fixe de 7 est ’identité. L’action de 7 sur Sy étant
homotope a I'identité, 7 agit sur RI'.(So ®% k, Q¢) comme I'identité. Comme 7y = )7
par définition de €, 7» agit sur ce complexe de cohomologie comme €.

Or, d’apres le corollaire 11.2.1, on a
£y = (_1)d(1+2+~~~+(n—1))
I(woa, ay) = (—1)30+2+(=1) (400, a}).
En combinant avec la proposition 11.2.3, on obtient le lemme fondamental de Jacquet
et Ye pour I’élément wo du groupe de Weyl.

THEOREME 5. — Pour toute fonction f € HJ, on a
I(woa, b(f)) = (=1)*H+2+-+0=D) T (woa, V().

Le lemme fondamental de Jacquet et Ye dans toute sa généralité concerne un élément
wyy du groupe de Weyl qui est I’élément le plus long du groupe de Weyl d’un sous-groupe
de Levi standard M D A ([JY]). Nous I’avons donc démontré dans les deux cas extrémes
w = 1 et w = wy. Nous espérons démontrer le cas général par une sorte de descente en
combinant les idées de démonstration de ces deux cas.

Récemment, Jacquet a démontré que si pour tout a € A(F) on a I’égalité
I(a, f) = (—1)rt=tee=r) ) (a, )
alors on a aussi ‘
I(wa, ) = £ J(wa, f)
pour w = wyy et pour a dans le centre de M. Sa démonstration est assujettie a 1’hypothese

que la caractéristique de F est nulle et celle de & est supérieure a n. Cependant, 1’énoncé
précédent devrait étre vrai sans ces hypotheses.
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