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LA CONDITION DE WALTERS

PAR THIERRY BOUSCH

ABSTRACT. — We discuss a regularity condition introduced by Walters in 1978 for the needs of the
thermodynamic formalism. We show that it is the “right” regularity condition to require in a large class
of problems, including the thermodynamic formalism as well as the study of maximising measures, and
the search of normal forms modulo coboundaries of continuous functioP801 Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

RESUME. — On étudie une condition de régularité introduite par Walters en 1978 pour le formalisme
thermodynamique. Nous montrons que cette condition est la «bonne » condition de régularité a imposer
pour une classe assez large de problémes, incluant aussi bien le formalisme thermodynamique que I'étude
des mesures maximisantes, ainsi que la recherche de formes normales modulo les cobords de fonctions
continuesO 2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Hypothéses, notations et définitions

Dans tout cet article, X, d) est un espace métrique compact muni d’une application continue
surjectiveT: X — X. SoitC(X) 'ensemble des fonctions continues HedansR. Pourn > 0,
on noteral,, (z,y) = maxocr<n d(T%2, T"y) €S, f = <), f o T*. On posera également
Sof =0.

Rappelons que le systéeme dynamig¥eT’) est dittransitif si pour toute pairé’, V d’ouverts
non vides deX, il existen € N tel queU N T~"V # (). Une propriété équivalente est I'existence
d’'une «orbite dense », c’est-a-dire d’un pointel quew(z) = X.

On dira qu'une fonctiorf € C(X) est uncobord topologiques’il existeu € C(X) telle que
f =wuoT —u. On dira simplement «cobord» pour abréger, dans tout cet article. On notera
Cob(X,T) I'ensemble des cobords, qui est évidemment un espace vectoriel réel, et on dira que
f, g € C(X) sontcohomologuesi leur différence est un cobord.

DEFINITION 1.—On dira quef € C(X) vérifie la condition de Walters (ou simplement que
f est Walters) si, pour tout> 0, il existen > 0 tel que :

On noteraWal(X, T') 'ensemble des fonctions Walters. C’est évidemment un espace vectoriel
réel, et on vérifie que la définition donnée ci-dessus ne dépend que de la topoldgjaitesi, Si
deux systemes dynamiques, T') et (X', T7) sont topologiquement conjugués, aldvsl( X, T')
etWal(X’,T') sontisomorphes.
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288 T. BOUSCH

PropPoOSITION 1. —Tout cobord vérifie la condition de Walters.

La démonstration est évidente, mais ce résultat est trés important.
Cette proposition conduit naturellement a s’intéresser a la structure de I'espace quotient

Wal(X,T)/Cob(X,T),

c'est-a-dire I'espace des classes de cohomologie, a chercher des éléments remarquables (en un
sens restant a définir) dans chaque classe de cohomologie.

Pour les systemes dynamiques dilatants ou hyperboliques (comme par exemple les décalages
de Bernoulli), il existe une condition suffisante simple pour vérifier fjest Walters :

DEFINITION-PROPOSITION 2. —On dira que f € C(X) est a variation sommable si son
module de continuité vérifie

1
h
/ (5) ds < o0.
S

0

En particulier, toute fonction holdérienne est a variation sommableXST") est hyperbolique,
alors toute fonction a variation sommable vérifie la condition de Walters.

En effet, deux orbites qui restentproches pendant un certain temps (avepetit) sont
obligées de se rapprocher exponentiellement dans la partie centrale de I'orbite, ce qui permet
de majorer|S,, f(z) — S, f(y)| par

2[h(n) + h(n/\) + h(n/A%) + -]

pour un certair\ > 1, et cette quantité peut étre bornée indépendammensdé est a variation
sommable. Ainsi, toute fonction & variation sommable est &nl$ X, 7).

La condition de variation sommable est d’une simplicité séduisante, et dailleurs on la
rencontre fréquemment dans la littérature. Bien que d’'une grande utilité pratique, la condition
de variation sommable présente le gros inconvénient de ne pas étre préservée par 'ajout d'un
cobord. Elle ne définit donc pas un espace naturel du point de vue des problémes que nous allons
considérer dans cet article.

La condition de Walters ne présente pas ce probleme car elle inclut naturellement les cobords,
et nous verrons au paragraphe 5 que I'espace des fonctions Walters dispose d’une structure
naturelle d’espace de Banach, du moins dans le cas d’'une dynamique hyperbolique. Ce n’est,
en revanche, ni une algébre, ni un espace de Riesz : le produit et le maximum de deux fonctions
Walters ne sont pas Walters en général.

DEFINITION 2.—On dira que la fonctioh: RT — R* U {400} est un module de Walters
pour f si h est croissante, nulle et continue a droite en zéro, et telle que

Vs eRT, V>0, Vo,y € X, dn(z,y) <s = |Suf(z) — Suf(y)| <h(s).

Il est clair quef est Walters si et seulement si elle admet un module de Walters.

2. Le lemme de Maiié, version dilatante

Soit M I'ensemble des probabilités boréliennesXugui sont invariantes par. Cet ensemble
est convexe et compact pour la topologie de la convergence vague. Ainsi, étanffdoii{&),
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LA CONDITION DE WALTERS 289

I'application ;. — [ fu atteint son maximum sub. Les probas invariantgs pour lesquelles
[ fu est maximum seront ditesaximisantegpour f).

Il est clair que les mesures maximisantes, ainsi que la valeur du maximum, ne changent pas
guand on ajoute @ un cobord. D’autre part, le lemme sous-additif entraine facilement le résultat
classique suivant :

%gle%)((snf(x) — l%%(/fu quandn — co.
Il est impossible de préciser davantage la vitesse de convergence sans faire d’hypothése
supplémentaire sur la fonctighou sur le systeme dynamique. On notéra max,.c o [ f -

Dans le cadre des flots lagrangiens, R. Mafw#r(13]) avait démontré que que sous certaines
hypothésesf — 3 pouvait s’écrire comme un cobord sur le support des mesures maximisantes
ergodiques. Ensuite, A. Fathi a donné dans [7] une forme forte de cet énoncé, permettant de
majorerf — (3 par un cobord suX entier, et avec une démonstration bien plus simple que celle
originale de Mafié.

Le cadre de cet article est différent, mais l'idée de majofer 3 par un cobord est
habituellement attribuée a Mafié, d'oul le nom générique de «lemme de Mafié » pour tout énoncé
de ce type, encore qu’on puisse trouver des résultats analogues, et antérieurs aux travaux de Mafié
et Fathi, dans la littérature consacrée au controle optivwat par exemple [3], théoréme 5.2,

p. 98). Le théoréme suivant entre dans cette catégorie. Avant de I'énoncer, il nous faut donner
une définition.

Notons/XC(X) I'ensemble des compacts non vides de muni de la distance de Hausdorff
ds;. Nous allons définir une condition technique, la propriétéddatation faible (« Weak
Expansion ») comme suit :

DEFINITION 3.-0On dira que X, d, T') vérifie la propriété de dilatation faible, ou propriété
(WE), si l'applicationT—!:K(X) — K(X) est 1-Lipschitz pour la distance de Hausdorff.
Autrement dit :

Vo,be X,3y e T7Hb), d(z,y) <d(Tx,Ty).

Cette condition est extrémement peu contraignante; elle inclut en particulier tous les sous-
décalages de type fini (quitte a modifier Iégérement la distdhcmais aussi des applications
aussi peu « dilatantes » que . ..les isométrieXdpar exemple une rotation irrationnelle sur un
tore).

THEOREME 1. -On suppose que le systeme dynami@ie?) est transitif et vérifie la
propriété de dilatation faibl§WE). Soientf € Wal(X,T') et 3 = max,cr [ fu. Alors il existe
u € C(X) telle que

YyeX, uly)=—F+ max(f+u)().

Remarquel. — Une formulation équivalente du théoréme ci-dessus (obtenue en posant
f+u—wuoT)consiste a dire qu¢ est cohomologue a une fonctiartelle que :

Yy € X, max (x)=0.

En particulier,h est Walters, eth < 3. Intégrant cette inégalité par une proba invariante
quelconque, il vient [ fu = [ hyp < 3, 'égalité étant atteinte si et seulementisk 3 presque
partout, autrement dit :

1 est f-maximisante<= supp(p) C h™1 ().
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290 T. BOUSCH

On note en particulier que la propriété guesoit maximisante ou non ne dépend que de

son support. Plus précisément, on a le «principe de subordination» suisantet v sont

deux probas invariantes telles que soit maximisante etupp(u) C supp(v), alors u est
également maximisantén particulier, Coelho a remarquéofr [4]) que le supportd’'une mesure
maximisante ne peut jamais étketout entier, sauf s est conomologue a une constante. Ces
résultats reposent de fagcon essentielle sur le «lemme de Mafié » ci-dessus, et donc sur I'hypothése
que f est Walters; sans cette hypothése, on peut mettre en défaut le principe de subordination
(voir la remarque au paragraphe 8).

Le lemme de Mafié est également d'un grand intérét pratigue pour la détermination
explicite des probas maximisantes dans des exemples particuliers, notamment les polynémes
trigonométriques de degré un sur le cerdeil [2]).

Démonstration. Pour A € [0, 1], définissong., comme I'opérateur (non linéaire) d&(X)
dans lui-méme défini par :

VyeX, [Laul(y) = max(f +Au)(z).

Cet opérateur est-Lipschitz pour la norme uniforme s@i(X ). PourX < 1, il est contractant;
soit uy € C(X) son unique point fixe. On veut déterminer le module de continujtée la
fonctionuy, a savoir

ha(s) = d(glg)ﬁsux(x) —ux(y)-

Soits > 0, etxg, yo € X deux points tels qué(zo, yo) < s. On peut construire par récurrence
une suite(z;);>0 prolongeant:, telle que :
VieN, z;,=Txi1 et ux(z;)=(f—+ A ur)(@ip1).
D’autre part, d'apres la propriété (WE) on peut construire une $yie-, prolongeant, telle
que:

VieN, yi=Tyir1 et d(@i,y) 2 d(@iv1,yiv)-
Des inégalités:y (y;) > (f + Aua)(yit1) on déduit

VieN, (@) —ua(yi) < fl@i) = f(yi) + Mua(@ivn) — un(yis)],

et par conséquent,

ux (o) — ux(yo) < Z A [f () = fya)]-

Appliguant la transformation d’Abel au membre de droite, on obtient la majoration

SON[F@) = F)] =@ =N DA flxi) — F(w)
i=0 n>0 i=0

n

<sup 37 f) - f(us)

n=0i—o

= sup Sn+1f(96n) - Sn+1f(i‘/n)

n=0

< hw(s),
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oU hyw est un module de Walters pofir

Ainsi, toutes les fonctions,, (pour0 < A < 1) admettent.yw comme module de continuité
commun. Toutefois, cette estimation d'équicontinuité est seulement lodalgs) peut étre
infini pour s assez grand.

Si on veut démontrer que la famillg, est précompacte dafg X)/R, il nous reste a majorer
l'oscillation dewy par une quantité indépendante XlePour cela, notons que 87, = maxuy,
alors I'équation fonctionnelle sur, implique

Vee X, (My—ux)(Tz)<O0sc(f)+ A (My—uy)(z)
< Ose(f) + (My — ) ().

Soit a > 0 tel quehw(a) < 1, et soitR un ensemble fini de boules fermées de rayon
recouvrantX. Soientb;, b, deux éléments d&®. CommeT est transitive, il existéz,n) €
X x Ntel quex € by etT"z € by. De I'inégalité

(My —u))(T"z) < nOsc(f) + (My —uy)(z),

on déduit

max  ux(s1) —ux(s2) < 2hw(a) + n Osc(f).
(31,52)eb1 X bo

En écrivant cette inégalité pour tous les cougles by) € R?, et notantV le maximum de
tous les entiera apparaissant ci-dessus, on obtient

YA€[0,1], Oscuy <2+ NOscf,

et les fonctions:, sont bien d’'oscillation bornée. Par conséquent, la fami{le= vy — minwuy
est précompacte dal¥ X) et vérifie

V)\G[O,l[, db) €R, u;‘\:—b)\—FL)\uj.

Siu € C(X) désigne une valeur d’'adhérence quelconque(dgs quand\ — 1, alors on aura
u= —b+ Liu, avec une certaine constante R.

Il reste & voir que cette constarfien’est autre ques = max,c ¢ [ fu. Pour cela, posons
h=f+u—uoT; cette fonction est cohomologuefaet vérifie

Vye X, b= maxh(z).

Trx=y

Commeh < b, on auraf fu = [hu < b pour toute proba invariante, donc3 < b. Mais
d’autre part, le compadt = h~1(b) vérifie TK = X, et ceci implique que le compact invariant
K = ﬂ@O T—"K est non vide. Il porte donc une proba invariaptepour laquelleh = b
presque partout, d'olf fu = [hu =0b, et donch < 8. On a donc bierb = 33, et le théoreme
est démontré. O

3. Propriétés de la limite projective

J'aurai besoin du résultat topologique suivant, dont la démonstration (un peu délicate) est
donnée en annexe.
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292 T. BOUSCH

PROPOSITION A. — Soientr: X — Y une surjection continue entre deux espaces topolo-
giques compacts, eh = {(z,y) € X* =(x) = n(y)}. On suppose qu’'on a une fonction
u € C(A) vérifiant la « relation de Chasles:»

Vo,y,z€ X, w(x)=ny)=m(2) = u(z,y)+u(y,z)+u(z,z)=0.
Alors il existef € C(X) telle que|| f|loc = 5[|u/|~ et
V(z,y) €A, ulz,y)=f(z) - f(y)

Rappelons que lamite projective(aussi appeléextension naturelledu systeme dynamique
(X,T) estun autre systéme dynamici, ') défini de la fagon suivanteX est 'ensemble des
suites(z; );en telles que, pour tout, z; = T'z;41, muni de la topologie induite par la topologie
produit dex™. L'ensembleX est donc un compact métrisable, que nous munirons de la distance

d[(xi)7 (yl)] = Tg§2ind(xn> Yn)-

L’applicationf:)? — X est définie par:

T{(Io,Ilw..ﬂ ZZCTIO7I0,I17”.)

Il est clair quef: X — X estune bijection, dont I'inverse est I'application de décalage, et que
le diagramme suivant est commutatif :

B

X
X
olim: X — X estla projection définie pat](z;)] = zo.

En particulier, il existe une injection naturelle @¢X) dansC(X), définie parf — f o,
et cette injection permet d'identifi€f(X) & un sous-espace d& X ). Cependant, il n’est pas

clair que cette identification soit compatible avec la condition de Walters : peut-on dire qu'une
fonction f € C(X) est Walters sans préciser si le systtme dynamique sous-jaceti &5}

ou ()?,f)? La proposition suivante répond par I'affirmative, ce qui légitime l'identification
Wal(X,T) = C(X)NWal(X,T).

PROPOSITION 3. —Soit f € C(X). Alors f € Wal(X,T) < f or € Wal(X,T).

Démonstration. £'implication = est une consequence directe de la semi-conjugaison entre

(X T) et(X,T). Soitn >0 etu, v € X guelconques, ef f om. Commer estl-Lipschitz,
ona

X
X

T
R

Vk € [0, n, d(Tkﬂ'u,Tkﬂ'U) = d(wfku,wfkv) < d(f’“u,f’“v) < dp(u,v)

etdoncd,, (ru, 7v) < d, (u,v). Et d’autre part,

Sufw)= 3" (fomoT™)(w)= Y (foT™)(ru)=Su(f)(mu).

0<k<n 0<k<n
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Ceci entraine immédiatement qfie Wal(X,T) —> f € Wal(X,T).

Limplication <= est plus délicate. Supposons cpﬁe Wal()A( f) Soite > 0 quelconque. On
peut trouver um > 0 tel que

Vn>0,Vu,ve X, dy(u,v)<n = ‘Snf(u)—Snf(v)‘ée
Choisissons un entigr> 1 tel que2~?diam(X) < n. Et soitr; €]0,7] tel que
Vn €[0,p[, Vzo,y0 € X, d(zo,40) <m = |Snf(x0) — Snf(yo)| <e
Alors j'affirme que
Vn >0, Vzo,y0 € X, dn(20,y0) <m = [Suf(@0) — Snf(yo)| <2

Vu la definition den,, il suffit évidemment de démontrer cette inégalité peue p. Soient
z,y € X tels querz = z ety = yo, et puisu = TP~ (z) etv = TP~ (y). Alors pour tout
seN,ona

d(fsu, fsv) = d(fs+p_1x, fs+p_1y)

= max 27K [ (T4 b))

< max [I]El}&;{ [27Fdiam(X)], ax 2hd [ (Totr=1-kg), W(fs-&-p—l—ky)]}

Smax{Q_pdiam(X),Orggx d(TS+p kg To+P=1=ky )]
<p

< max (1, dsip (0, Y0)]-
Par conséquent, pour tout> p, on a

dpn—p+1(u,v) <max(n,dn (0, 40))

Ainsi d,, (zo,y0) < m1 entrained,,_p41 (u,v) <n et

= |Su—pr1f() = Snpi1f(v)] <,

Z T zg — fT yq

p—1<k<n

ce qui, combiné avec

> fTha - fT | <,

0<k<p—1

donne bien]Snf(xo) —Snf(yo)] < 2¢. La fonction f est donc Walters, ce qui prouve la
réciproque, et termine la preuve de la propositiom.

Signalons un résultat analogue mais plus facile, dont la démonstration est laissée au lecteur :
PROPOSITION 4. —Soit f € C(X). Alors f € Cob(X,T) <= f o € Cob(X,T).

Les deux propositions précédentes entrainent I'existence d’une application injective naturelle
de

Wal(X,T)/Cob(X,T) — Wal(X,T)/ Cob(X,T);

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



294 T. BOUSCH

le théoreme suivant affirme que cette application est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

THEOREME 2. —Toute fonctionf € Wal()?,f) est cohomologue a (au moins) une fonction
de la formeh o 7, avech € Wal(X,T).

Démonstration. -Soit f € Wal(X, T“). Comme dans la proposition A, on note

A= {(x,y) € X2 m(x) :W(y)}.

Considérons la fonction € C(A) définie par :

V) €A, uley)=3 [T — jT7y.

n=0

Notons d’abord que cette définition a un sens. En effet(:8) = 7 (y), alors
d(f”x,f”y) < 27" ldiam(X).

Commef est Walters, la série ci-dessus est de Cauchy et donc convergenig(dsnpour la
topologie de la convergence uniforme. D’autre part, on a évidemment

Vo,y,z€ X, w(x)=n(y)=m(z) = u(z,y) +uly, 2) + u(z,2) =0.

En vertu de la proposition A, on peut trouver une fonctior C()?) telle queu(z,y) =
v(x) — v(y) pour tout(z,y) € A. Par ailleursy, vérifie également I'équation fonctionnelle

¥(z,y) €A, ulz,y) = f(z) - f(y) +u(Tz,Ty),
En termes de la fonction, cela s’écrit
Vo,ye X, m(z)=n(y) = f(x)+v(Tz)—v(@) = f(y) +v(Ty) —v(y).

Autrement dit, la fonctiorh = fH+wvo T — v est constante sur les fibres deElle peut donc
s’écrireh = h o 7 avech € C(X). La fonctionh est conomologue & donc Walters, et donk
est Walters également. Le théoréme est démontrg.

Coelho et Quas ont donné un analogue de ce théoreme pour les fonctions a variation sommable
quand( X, T') est un décalage de Bernoulidir [5], théoréme 2). Pour les fonctions Hélder, c’est
un résultat trés classique dans la théorie des mesures de @dlibsr( particulier [15]).

4. Le lemme de Mafié, version hyperbolique

Pour des systemes dynamiques inversibles, la propriété (WE) ne sera en général pas vérifiée
(parce que 'applicatioff’ sera dilatante dans certaines directions seulement) et on utilisera plutét
la propriété suivante, analogue mais plus faible :

DEFINITION 4.—On dira qué X, T) vérifie la propriété de produit local faibjeu propriété
(WLP), si pour touts > 0, on peut trouver; > 0 vérifiant la propriété suivante : quelles que

soient les orbitegz;)i<o et (v:)i>o telles qued(zo,yo) < 7, il existe une orbite z;);cz telle
que : pour tout < 0, d(z;, z;) < € et pour tout > 0, d(y;, z;) < e.
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Remarque2. — Dans la définition ci-dessus, on appelle «orbite » une famille indicgg: 4
d’éléments deX, ou A est une partie d&, telle queT'z; = ;41 pour touti tel quei € A et
i+1leA.

THEOREME 3. — On suppose quéX,T') est transitif et vérifie la propriété de produit local
faible (WLP). Soientf € Wal(X,T) et 3 = max,c [ fu. Alors il existew € C(X) telle que
f<f4+uoT —u.

Une formulation équivalente est qyeest cohomologue a une fonction (en I'occurrence,
h=f+4+u—wuoT) majorée pap. On a, en particulier, le « principe de subordination » discuté
plus haut.

Démonstration du théoréme 3 Quitte a translatef, on peut suppose? = 0. Dans ce cas,
nous avons vu que les sommes de Birkhoff vérifi%maxsnf — 0 quandn — oco. Nous
devons tout d’abord affiner cette estimation.

LEMME 1.- Sous les hypothéses du théoré®navecs = 0, les sommes de Birkhoff sont
uniformément majoréesl existe une constantk/ € R telle queS,,, f () < M pour tousz € X
etmeN.

Démonstration du lemme 4 D’apres la condition de Walters, on peut trouwer 0 tel que
Vo,ye X, Vn>0, dn(z,y)<e = |Snf(z) = Snf(y)| < 1.

Ensuite, appliquant deux fois la propriété (WLP), on voit qu’il existe 0 vérifiant la propriété
suivante : quelles que soient les orbites) o<i<b: (¥i)o<i<e €t(%i)c<ica telles quel(zy, yp) <n
etd(ye, z.) < n, il existe une orbitdt;),<i<q qui este-proche dgz;), (y;) et (z;).
La transitivité del” et la compacité d& 2 impliquent I'existence d’une partie fini¢de X x N
vérifiant
Ve,ye X, 3(z,0)e L, d(z,z)<n et d(y,Téz) <.
Posons alord, = max{¢: (z,¢) € L} et K = min{S¢f(2): (2,¢) € L}. Jaffirme que

VeeX,vn>0, S,f(z)<3-K.

Pour cela, on va démontrer que, pour toutn) € X x N, on peut trouvefz’,n’) € X x N tel
quen’ <2n+ L etS, f(a') > 2S,f(z) + K — 3. Il nest pas difficile de voir que ceci entraine
I'affirmation ci-dessus (exercice).

Soit (x,n) € X x N. On peut trouvefy, £) € £ tel qued(T"z,y) < n etd(x, T'y) < 7. Par
définition den, on peut recoller les trois orbites

(m,Tac, .. .,T”x),
(y?Tya te 7sz)7
(x, Tzx,..., T”x)

en une orbite(t;)ocicante telle qued,(z,to) < e, de(y,tn) < e et dy(z,tnre) < e. Par
conséquent, on aura les inégalités
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n+f—1
Yo )=k -1,
2n:~:ZiL1
Z f(ti) = Snf(z) -1
1=n-+~£

etdonc finalemen$s,, . f (to) > 25, f(z) + K — 3, ainsile coupléz’, n') = (to, 2n + ¢) vérifie
bien les propriétés requises. Ceci termine la preuve du lemme.

Revenons a la preuve du théoréme. Pour toute paived’ ouverts deX, définissons
a(U,V)=sup{Spf(z): n>0,z€U, T"z€V}.

Cette fonction est manifestement croissant&ezt V, elle ne prend pas la valewo a cause de
la transitivité der’, et elle est bornée supérieurementd’aprés le lemme 1. Définissons maintenant,
pour tout(z, y) € X2,

u(z,y) =inf{a(U,V): z€U, y € V,U etV ouverts.

Par constructiony est automatiquement une fonction semi-continue supérieuremeft dans
R U {—o0} vérifiantS,, f(z) < u(z,T™z) pour tousz € X etn > 0. En fait, il est facile de se
convaincre que est la plus petite fonction s.c.s. vérifiant cette propriété.

LEMME 2.- Onau(z,y) + u(y, z) <u(z,z) pourtousz, y, z € X.

Démonstration du lemme. 2 Soientz, y, z quelconques danX . L'inégalité ci-dessus est
évidente siu(x, y) ouu(y, z) vaut—oo, et nous supposerons donc que ce n’est pas le cas.
Soients > 0 et © > u(x, z) quelconques. Par définition deil existed, > 0 tel que

u(z, z) < a(B(z,260),B(z,26p)) < O.
D’autre part, d’aprés la condition de Walters, on peut troévejo, 6] tel que
Vp,g€ X, VneN, du(p.q) <O = [Suf(p) = Suf(@)| <e.

Et d’apreés la propriété (WLP), il existee |0,26] tel que, pour toute paire d'orbit€s;),<i<s,
(yi)p<i<e telles quel(xy, yp) < 7, il existe une orbitéz; ) ,<i<. qui estd-proche de(z;) et (y;).

Par définition dew, on peut trouver(s,n) € X x N tel que s € B(z,n/2), T"s €
B(y,n/2), Snf(s) =2 u(z,y) — e, et(t,p) € X x N tel quet € B(y,n/2), TPt € B(z,n/2) et
Spf(t) = u(y,z) — . Les deux orbites(s,T's,...,T™s) et (¢t,Tt,...,TPt) peuvent étre
approchées & pres par une orbitéa, T'cx, ..., T"Pa). On a en particulier,,(s,a) < 0 et
dp(t,T"a) <0, dou

etdonc

Spapfla) Zu(z,y) + uly, z) — 4e.

Mais d’autre part, on & € B(z,7/2 + 0) C B(x,2600) etT" Pa € B(z,1/2 + 6) C B(z,260),
donc

Snapf(a) < TL(B(I, 260),B(z, 290))
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et par suite
© 2 u(z,y) + u(y, z) — 4de.

Faisant tendre — 0 et © — u(z, z) il vient finalementu(z, z) > u(z,y) + u(y, z) etle lemme
est démontré. O

Pour terminer la preuve du théoréme, nous aurons besoin du résultat suivant, dont la preuve
est donnée en annexe :

PROPOSITION B. —SoientX un espace topologique compactietX? — R U {—co} une
fonction semi-continue supérieurement vérifiant

Va,y,z€ X, u(z,y) +uly, 2) <u(z, 2).
Alors il existef € C(X) telle que| f||oc = 3 (maxu) ™ et

Vl‘,yEX, u(m,y)gf(x)—f(y)

D’aprés cette proposition, il existe une fonctigre C(X) telle queu(z,y) < g(y) — g(x)
pour tousz,y € X. Alors f(z) = S1f(z) < u(z,Tx) < g(Tz) — g(x) pour toutr € X et le
théoréme est démontré (pagi=0). O

Indiquons une conséquence importante de ce théoreme, a savoir, une caractérisation des
cobords:

THEOREME 4. — On supposé X, T') transitif et vérifiant la propriété de produit local faible.
Soit f € C(X). Alors f est un cobord si et seulementfsest Walters et de moyenne nulle pour
toute proba invariante.

Démonstration. -tes deux conditions sont évidemment nécessaires ; montrons qu’elles sont
suffisantes. Soiff € Wal(X,T) telle que [ fr = 0 pour touty € M. On a donc3 =0 et
d'apres le théoréme 4 précédent, il existe C(X) telle quef < u o T — u. Appliquant le
méme argument a la fonctionf, on trouvev € C(X) telle que—f < v o T — v. Ajoutant ces
deux inégalités, il vienfu + v) o T' > u + v, ce qui n'est possible que 8i+ v est constante,
compte tenu de la transitivité @& On adoncf = uo T — u et le théoreme est démontré

Ce théoreme étend un résultat classique de Livéir ([12]), qui étudie le cas olf est
holdérienne, et X, T') est axiome A et transitif.

Remarque3. — Les deux conditions nécessaires et suffisantes pourfgaeCob(X,T),
a savoir que (i)f soit Walters et (i) de moyenne nulle pour toute proba invariante, sont
indépendantes en ce sens qu’'aucune des deux n'implique I'autre. En particulier, on peut trouver
des fonctions continues d’intégrale nulle pour toute proba invariante et qui ne sont pas Walters,
et donc ne sont pas des cobords (M. Zinsmeister, communication privée).

5. Normes sur I'espace des fonctions Walters
De fagon généraléVal(X,T) n'admet pas de topologie naturelle. Dans ce paragraphe, nous
allons voir comment le munir d’'une structure d’espace de Banach, moyennant une hypothése sur
la dynamique.
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DEFINITION-PROPOSITION 5. —Si X n’est pas réduit a un point, alors il existe un plus grand
réel S > 0 vérifiant la propriété suivantesi (xx )rez €t (yx)rez Sont deux orbites quelconques
pourT, alors

supd(zg,yr) < S = Vk €Z, ), = yg.

keZ
Cette constante sera appelée constante de séparation du systeme dyngkiguest notée
sep(X,d,T). Sid’ est une autre distance définissant la méme topologie, alors

sep(X,d,T) >0 <= sep(X,d’,T) > 0.

Démonstration. -Soit Z 'ensemble dess € R* vérifiant la propriété de I'énoncé. On voit
facilement qué est un sous-intervalle d&™ contenan®), majoré padiam X, et contenant son
supremum; on a donc bigh= [0, S] pour un certairt € R™. Quant a I'équivalence

sep(X,d,T) >0 <= sep(X,d’,T) >0,

elle découle de I'équivalence des structures uniformes définiesl petrd’; nous écrirons
simplementep(X,T") > 0 avec un abus de notation évident, et nous dirons que la dynamique
(ou l'application) estéparanté . o

Notons que cette propriété n’est pas affectée par le passage a la limite projéafive): est
séparant si et seulement(st,7T") est séparant. Il en est de méme du passage a I'application
inverse, quand la dynamique est inversible.

LEMME 3. -Soit(X,T) de constante de séparatiéh> 0. Alors pour touts € ]0, S|, il existe
une fonctiord, : N — R™ décroissante, tendant vebset telle que, quelles que soient les orbites

(i) a<i<h €t (Yi)a<ign, ON ait

rggi(bd(xk, yr) <5 = Vk € [a,b], d(zp,yr) < 0s[min(k —a,b—k)].

Démonstration. -Définissonsds(n) comme le maximum de(xo,yo) sur toutes les paires
d’orbites (z;) —n<i<n €t (¥i)—n<i<n VErifiant la conditionmax_,,<r<n d(@k, yx) < s. Il est
facile de voir qué; vérifie bien les propriétés annoncées:

CoOROLLAIRE 1.-Soit(X,T) de constante de séparatich> 0, et f € Wal(X,T). Alors la
guantité

su max Sn €T _Sn
sup max_ [Suf(z) = Suf ()|

est finie pour tous < S. En d’autres termes, tout élément Bél(X,T") admet un module de
Waltershw tel quehw (s) < oo pour touts < S.

PROPOSITION 6. —On suppose que la constante de séparattbmlu systéme dynamique
(X,T) estnon nulle. Alord8Val(X, T") muni de I'une quelcongue des norni&s définies par

Ws(f) =2 flloc +sup max |Snf(x) - Snf(y)|

n>0 dn(z,y)<s

avecs €0, 5[, est un espace de Banach. De plus, toutes ces normes sont équivalentes.

1Une telle dynamique est habituellement appeliéeansive mais ce terme est source de confusions, et sa définition
varie d’'un auteur a I'autre (selon que la dynamique est supposée bijective ou non).
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Démonstration. e lecteur vérifiera aisément que B4 sont des normes sWal(X,T') et
gu’'elles en font un espace complet. D’autre part, la majordfign< W, quands < ¢ implique
W, ~ W, en vertu du théoréme de Banach. Ainsi, toutes ces normes définissent la méme
topologie, que nous appellerongdgologie de Walters

Dans toute la suiteWal(X,T') sera supposé muni de cette topologie (sous réserve que la
dynamique soit séparante). Voici un premier résultat trées simple, et vrai en toute généralité,
justifiant I'introduction de cette topologie :

PROPOSITION 7. —0On suppose que la dynamique est séparante. Alors I'opérateur de cobord
ur—uoT —u est continu d&€(X) dansWal(X, T).

6. Un cas particulier, le décalage de Bernoulli

Ici nous considéronX = AY, ou A est un alphabet fini, muni de la distant:, b) = 27",
oun est le plus petit indice tel que, # b, eto: X — X est I'application de décalage. Cette
dynamique est transitive, séparante, et (WE) pour la distdnkea constante de séparation vaut
sep(X,d, o) =diamX = 1.

Soit£ I'opérateur de transfert particulier défini par :

weX, [Efy)= ﬁiA S f) = ﬁiA S flay)

or=y acA

et notonsWalz(X, T) 'ensemble desf € Wal(X,T) tels queEf = 0. Pour abréger, nous
omettrons l'indicef dans la suite.

THEOREME 5. — L'application

[C(AY)/R] x Wal' (AN, o) x R — Wal(4", o),
(u, f,b) — (uoo —u)+ f+0b

est un isomorphisme d’espaces de Banach. En particulier, on a la décomposition en somme
directe topologique

Wal(AY,0) = Cob(AY,0) @ Wal' (4, 0) @ R

et 'opérateur de cobord envoie isomorphiquem@nt™) /R sur Cob(AY, ).
COROLLAIRE 2.-L'espace quotient Wal(AY, o)/ Cob(AN,0) est isomorphe a
Wall (AN, o) @ R.

Démonstration du théoréme. 5 L'application est manifestement continue. Démontrons
d’abord l'injectivité ; supposons o o — u + f + b =0, avecu € C(X), f € Wal'(X,T) et
b € R. Soity € M la proba invariante d’entropie maximale (qui est aussi la mesure de Bernoulli
ou toutes les lettres dd sont équiprobables). Commeo o — u + f est de moyenne nulle
pour i, on doit avoirb = 0. D’autre part,f etu o o sont orthogonales daig (u), et l'identité
wo o + f =wuimplique donc, pour les normés,

lull® = [luo al® + L FII* = llull® + || £,
ce qui entraine qug est nulle ety constante. L'application est donc bien injective.
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Démontrons maintenant la surjectivité. Sgie Wal(X,T'); on veut trouver: € C(X) et
beRtelsqueg(f —b+u—uoo)=0.Cette équation s'écrit, de fagcon équivalente,

Vye X, u(y) ——b—&-—z (f +u)(ay).
a€A

Pour) € [0, 1], notonsL , I'opérateur deC(X ') dans lui-méme défini par :

LS (4 ) (ay).

Ve X, (L) =
acA

Cet opérateur est-Lipschitz pour la norme uniforme; notons, son unique point fixe pour
A €10,1[. Posond(z,y) = u,\(x) —ux(y). Alors, pour touse,y € X, ona

Z flax) — f(ay) + AH)x(az, ay)

aGA
< < max flaz) — flay) + AHx(azx,ay).
On en déduit
Hi(z,y) Smax ) A" [f(Orn---00z) — f(0n---Ooy)]
=max(1—=X) D A" f(0n-00x) — [ (0 Ooy)
pear m=0 n=0

.0 0,0
gré%;i%Zf ox) — f( oY)

X hW[ (x,y)/Q],

ou hw est un module de Walters poyr. On a vu au paragraphe précédent qu'on pouvait
toujours supposeliw(1/2) < oo. La famille u) est donc équicontinue et d’oscillation bornée
pour A — 1; on peut donc en prendre une valeur d’adhérence @ax9 /R, et on obtient ainsi
une fonctioru, € C(X) vérifiantu = —b+ Lyu, oub € R est une certaine constante. Ceci prouve
la surjectivité de I'opérateur donné dans I'énoncé du théoréme, et termine la preuve.

Remarque4. — Le théoréeme ci-dessus n’est pas vraiment spécifique au décalage de Bernoulli;
les seuls ingrédients nécessaires sont une dynamique dilatante, et un opérateur de transfert
& préservant les constantes (afin que I'opérateur dlaréserve une proba invariante). Par
exemple, dans le cas du cerdé muni de I'application de doublement de I'angle, on prendrait
l'opérateuré défini parEf:y — %sz:y f(x) et on aurait un théoreme de décomposition
parfaitement analogue.

Les énoncés qui vont suivre, au contraire, sont trés spécifiques au décalage de Bernoulli,
puisqu’ils concernent I'ensembléC(X) des fonctions localement constantes $0r Nous
allons nous attacher a démontrer que ce sous-espace est dense, et qu'une propriété analogue
est vraie dans la limite projective.

Donnons pour commencer un résultat classique du folklore, sur lequel nous reviendrons au
paragraphe 8.

PROPOSITION 8. —Soitu € C(AN). Alorsu € LC(AY) <= uoo —u e LO(AY).
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Démonstration. Posonsf = u o o — u, supposée localement constante ; elle admet donc un
module de Walterdiw avechw (1/2) < oo et hyw(s) = 0 pour s assez petit. De I'équation
fonctionnelle

WeX, )=z X+ Hia)

or=y

on déduit facilement
Vr,ye X, |u(x) —u(y)| < hw[d(z,y)/2]

et doncu est localement constante, ce qui prouve la propositian.

Voici une maniére simple de construire des approximations localement constantes d’'une
fonction continuef € C(X) donnée : soit une lettre distinguée de I'alphahét et définissons,
pourn € N, I'applicationr, : X — X comme suit :

Tn(io'rl"'xnflxnanrl"') = (xoxl...xnilaa...).
Alors les applicationsf,, = f o 7, sont localement constantes et convergent yepour la

topologie de la convergence uniforme. En topologie de Walters, on a un résultat plus faible :

THEOREME 6. —On suppose qu¢ vérifie la condition de Walters. Alors les fonctiofis=
f o7, convergent au sens de Cesaro vémsn topologie de Walters.

Démonstration. Soit f € Wal(AY, o) de module de Walterfsy, avechy (1/2) < oo. Posons
0, = hw(27™) pourn > 1; cette suite tend vers zéro. Nous devons démontrer que

n—1
%ka — f (Walters)
k=0

Posongy, = Z;é(f — fr) pourn > 1. La norme de Walters dg, vaut

1/2(9n) = 2]\ gn|l +Zg%dm(§3)}él/2! gn(2) gn ()|

Le premier terme ne pose pas de difficultef:— f,.||cc = o(1) donc||g,|lcc = o(n). Pour
estimer le second terme, donnons-neug € A" tels qued,,, (x,y) < 1/2 pour un certainn > 1
(en d’autres termes, les premiéres lettres de ety sont identiques). Posops= min(m,n).
Alors

m—1n—1

Simgn(x) — Smgn(y) = Z Z(f - fk)(aex) —(f- fk)(azy)
=0 k=0
= D (") - (o)

+ 30 Y f(ofz) = F(mota) = F(o'y) + F(meo'y) .-
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La quantitéd =n 7P~ f(o'z) — f(oy) estnulle sin < p (C’est-a-direm < n), et sinon
onalA| <nhw(27?)= n9 Dans les deux cas, ond| < nf,.
Pour estimerB, on posera% =o™P(x), g= 0™ P(y), Ts = 7T etys = 7.¢. On note que
dp(Z,9) <1/2. Alors
p—1ln—1
B=Y""f(c"%) = (0" Thsei) — (0" F) + (0" Tired))
=0 k=0
n+p—2 min(p—1,s)
= > > f(0'a) = f(o'a) — F(o'G) + f(o'Es) -

s=0 ¢=(s—n+1)*t

B(s)
Distinguonslescas<p—1lets>p.Sis<p—1, alors

f o) ‘ f o'zy) — f(03s)| < 2hw (2°77) = 20,_,.
Si au contraireg > p, alors
p—1 p—1
Bes)|<| > f(efE) = f(of@) |+ D f(0fG) — f(o'Ds)
L=(s—n+1)* l=(s—n+1)*
<2hw (2P717%) =20,_p 1.
On en déduit que
p—1 n+p—2 n+p—2
BI<IBG)+ 3 |B Z% PV
s=0 s=p

n—1
gizes +) 20, <4ZGS,
s=1 s=1 s=1

ce qui nous donne la majoration

sup ma; |Smgn ) - Smgn(y)| <nby, + 42 0s

m>=1 dm (wv"/)

et finalement

n
Wiy2(9n) < 2l|gnlloc +16n +4) 0.
s=1
Le membre de droite est urfn) quandn — oo, donc lesf,, convergent effectivement vefsau
sens de Cesaro dans la topologie de Walters, et le théoréme est démantré.

Remarqueb. — On notera I'analogie entre le théoréme ci-dessus et le théoreme de Fejér sur
les séries de Fourier. Si on se donne une foncfienC(T*) continue sur le cercle, et qu’on note
fn = f*D,, les sommes partielles de la série de Fourier, alorgJésndent verg en norme.?,
mais pour la norme uniforme on a seulement convergence au sens de Cesaro. En fait, le théoréeme
de Banach—Steinhaus (combiné au caractére non borné des noyaux de Didjghpetrmet de
voir que, pourf générique dan€(X), la suitef,, sera non bornée et donc a fortiori ne tendra
pas versf en norme uniformevir [14], probleme 5.11).
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Par des arguments tout a fait similaires, on peut démontrer que ¢uestdValters, leg o 7,
ne convergent pas versen général (en topologie de Walters). En effet, Sjt'opérateur de
Wal(AN, o) dans lui-méme défini p&,, f = f o 7,,. En regardant 'action d&,, sur les cobords,
il est facile de voir que cette suite d’opérateurs n’est pas uniformément bornée. Ceci entraine, en
vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, que pgénérique dan®al(A", o), la suitef o 7,
sera non bornée en norme de Walters, et donc ne convergera pds kEerse sens, le théoreme
gue nous venons de démontrer (convergence au sens de Cesaro) n'est pas vraiment améliorable.

COROLLAIRE 3.— Les espacesLC(AY) et £LC(A%) sont denses dandVal(AN, o) et
Wal(AZ, o) respectivement. En particuliéWal(AY, o) et Wal(A%, o) sont séparables.

Démonstration du corollaire .3- Le théoréme précédent implique évidemment la densité de
LC(AN) dansWal(AY, o), et d’autre part, la décomposition

Wal(A”% o) = Wal(A", o) + Cob(A%,0)

(démontrée au paragraphe 3) entraine la densit&tel”) dansWal(A4%, o). CommeLC(AY)
et LC(AZ) sont de dimension dénombrable, il en découle la séparabilitdVae¢A™, o) et
Wal(AZ,0). O

7. Un théoréme de Walters

Dans le fameux article [16] ou est définie la condition qui porte maintenant son nom, Walters
démontre notamment le résultat suivant, que nous énoncerons dans le cas du décalage de
Bernoulli :

THEOREME (Walters). -Soit X = AN, ol A est un alphabet fini, muni de I'application de
décalager, et f € Wal(X, o). Alors il existe une fonctioh cohomologue & et une constant®
telles que

Yy € X, Z @) = f,
or=y

La constanteP qui apparait ici n’est autre que la pression topologique deu deh). La
démonstration classique, due a Walters, consiste a démontrer que I'opérateur de transfert de
Ruelle£: C(X) — C(X), défini par :

VyeX, [LUly)= ) /@),

or=y

admet une fonction propre continue, a valeurs strictement positives. En efiet; si* est une
telle fonction propre, de valeur props€, alors on a

vyeX, o= Z exp(f+u—uoo)(x)

or=y

et donch = f + u — u o o répond bien au probléme posé.

Walters prouve I'existence d’une direction propre en construisant@gkis un cone convexe
invariant par£, dont I'ensemble des directions est compact. Dans [11], Kondah et al. utilisent
une autre approche, basée sur une suite de cdnes emboités, et le caractére contrag@nt de
leurs métriques de Birkhoff.
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Ici je propose une troisieme démonstration de ce théoreme, dans I'esprit des autres démons-
trations du présent article, et dont la principale originalité estel@asreposer sur l'itération
(méme implicite) de I'opérateur de transfert : la construction de la direction propfeséedait
grace a des approximants non linéairede

Démonstration. Pour A € [0, 1], définissons I'opérateur non linéaif@, : C(X) — C(X)
comme suit :

Vye X, exp[Taul(y) = > exp(f+u)(y) =Y exp(f + Au)(ay).

oTr=Y acA

Cet opérateur est clairemekiLipschitz pour la norme uniforme; soit, son point fixe, pour
A €[0,1[. Posondd ) (x,y) = ux(z) — ux(y). Alors, pour touse,y € X, ona

expuy(z) = Zexp(f + Auy)(ax)
acA

= > exp(f + Aun)(ay) exp | f(az) — f(ay) + A[u(az) — ux (ap)]
acA
<expun(y) - maxexp| f(az) - f(ay) + Afux (az) — ur(ay)
etdonc

Hx(z,y) < max f(az) — f(ay) + AHx(az, ay).

On en déduit, comme précédemment
Hy(z,y) <max Y X'[f(0n---00x) — f(On---00y)] < hw|d(z,y)/2].

Ici encore, les fonctions:, sont équicontinues et d'oscillation bornée quakd- 1. En
prenant une valeur d’adhérence dansX)/R, on obtient une fonctiom € C(X) telle que
u = —P + Tyu pour une certaine constante< R. Alors la fonctionh = f +u — u o o est
une solution au probléme posé, et le théoréme de Walters est démantré.

Remarqueb. — La trés grande similarité entre cette démonstration du théoréme de Walters, le
lemme de Mafé donné au paragraphe 2, et le théoréme de décomposifiai(dé’, o) donné
au paragraphe 6 n’est pas fortuite ; ces deux derniers énoncés peuvent étre vus comme des formes
limites du théoréme de Walters, aux basses températyires ) et aux hautes températures
(f <« 1) respectivement.

8. Verrouillage des mesures maximisantes sur les orbites périodiques

De nombreux auteurs ont observé indépendamment sur des exevoplésq], [8] et [2]) que
dans le cas d’'une dynamique dilatante ou hyperbolique, les mesures maximisantes avaient une
forte tendance a se « caler» sur des orbites périodiques de petites périodes.

Ces observations soulévent un certain nombre de questions distinctes. Premiérement, la
question de l'unicité de la mesure maximisante ; il semblerait que pour une fonction générique,
il n’existe qu’une seule mesure maximisante, pourquoi ?

La seconde question est celle du verrouillage proprement dit : les observations suggérent que
guandyu est une orbite périodique, 'ensemble dégour laquellex, est maximisante est un
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domaine d’intérieur non vide (intentionnellement, je ne précise pas la topologie pour le moment).
Au contraire, quang n’est pas une orbite périodique, ce domaine est d'intérieur vide, pourquoi ?

La troisieme question est de savoir si les intérieurs des « domaines de verrouillage » ci-dessus
sont denses dans I'espace fonctionnel considéré ; nous appellerons cette propriété la propriété de
«verrouillage générique ».

Ces questions ont été abordées dans [6] et [17] dans le cas d’'une application dilatante sur
le cercle, et d'une application axiome A sur une variété compacte, respectivement. Rappelons
briévement leurs principaux résultats. Contreras et al. considérent I'eSfs4c€) des fonctions
continuesf vérifiant

Ve>0,3n>0, d(z,y)<n = |f(y)— f(x)] <ed(z,y),

muni de la topologieC® (ainsi C'*(X) est un sous-espace fermé de codimension infinie de
C%(X)) alors que Yuan et Hunt se placent dans I'espace fonctioifieX ), plus commur .

Dans les deux articles, le verrouillage sur les orbites périodiques est démontré « a la main» : pour
chaque orbite périodique, on construit une fonctiorf atteignant son maximum précisément

sur l'orbite, et on démontre que toute fonction assez voising’ @gelmet encorg. comme
mesure maximisante. C’'est ensuite que les deux articles divergent. Au prix d’'une démonstration
particulierement difficile, et qui ne semble pas simplifiable, Yuan et Hunt arrivent a démontrer
gu’il ne peut pas y avoir verrouillage sur une orbite non périodique dahsX), et ils
n’obtiennent pas la propriété de verrouillage générique. De leur c6té, Contreras et al. obtiennent
sans difficulté aucune la propriété de verrouillage générique @4hsX), et comme sous-
produit I'impossibilité du verrouillage sur une orbite non périodique.

C’est ainsi qu’on se rend compte qG& (X ) et C*(X) sont en fait des espaces extrémement
différents et que, a tous points de vue, I'espac@(X) est celui qui a les meilleures
propriétés, en particulier du point de vue de I'approximation. Il est séparable, ses éléments
sont approximables par convolution, et les opérations du trgillisy = max(f,g) et f Ag=
min(f,g) sont continues dan€'“(X). Toutes ces propriétés sont fausses dansx). Le
mauvais comportement deé* (X ) du point de vue de I'approximation est certainement ce qui
explique I'extréme difficulté du probléme étudié par Yuan et Hunt.

Ici nous étudierons ces questions dans I'esp8éd(X,T), dans le cas particulier ou
(X,T) est un décalage de Bernoulli. Nous montrerons comment le verrouillage sur les orbites
périodiques, et plus généralement sur les sous-décalages de type fini, est une conséquence de Iz
condition de Walters. Puis nous ferons apparaitre le verrouillage générique comme conséquence
d’'un théoréme d’approximation daigal( X, T').

Pour f continue (ou davantage) on notekd,,..(f) I'ensemble des probas invariantes qui
maximisent l'intégrale d¢.

La premiére observation est que le phénomene de verrouillage n’existe pas(dahsune
mesure maximisante, périodique ou non, peut étre « cassée » par des perturbations arbitrairement
petites en norme uniforme :

LEMME 4. —Pour i € M quelconque, 'ensemble
{f e C(A"): pestf-maximisant
est un fermé d’intérieur vide dart( AY).

2 Je suggére de baptigeetit espace de Holdetgrand espace de HoldeFexposanix les espace€® (X) et C* (X)
respectivement.
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Démonstration. -Soienty € M et f € C(X) telles queu soit f-maximisante. Il existe une
suite (un)n>1 de probas invariantes, tendant vaguement yees$ étrangéres @, si bien que
|t — pn|(X) = 2. On peut donc trouver une suig de fonctions continues telles q{l&, || < 1
et [ gn(pn — p) = 1. Posons maintenant, = 1/n+ ([ f(1 — pn))* €t f, = f + angn. Cette
suite tend verg, mais

/fnun—/fnu:/f(un—u)+an/gn(un—u)

> [ H =10+ 00> 1n,
doncy n'est pas maximisante pouyy,, ce qui prouve le lemme. O

PROPOSITION 9. — Pour f générique dans’(AY), il existe une unique proba invariante
maximisante, et ce n’est pas une orbite périodique.

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer que pgugénérique dan€(X), la mesure
maximisante est unique. La démonstration donnée ci-dessous n’est guére spédifidieet
se généralise facilement a d’autres espaces fonctionnels.

Soit (e;)ieny une famille dénombrable d'éléments d¥ X), telle que I'espace vectoriel
engendré soit dense dai¥.X). Alors deux probasu, v seront égales si et seulement si
J ein= [ e;v pour touti € N, et donc

Q= {f € C(X): Mmax(f) nest pas un singletgn

~{rec00: 3u v e Munth). 30e, [entu-1)>0]

D D {fe C(X): I, v € Mumax(f), /en(u— v) > l/m}.

m=1n=0

Ceci montre qué2 est unFy, etil reste a prouver que les

Qo = {f € C(X): I, v € Muax(f), /en(u —v) > l/m}

sont d’intérieur vide. Pour cela, il suffit de remarquer qué si2,,, ,,, alors on aurd + re,, ¢
Q. pourr > 0 suffisamment petit; c’est une conséquence immédiate du lemme géométrique
suivant, appliqué au compact

o {(f o) o)

LEMME 5. — Soit K un compact non vide d&?, et pour toutr > 0, notonsk, 'ensemble
des pointgz,y) € K pour lesquels: + ry est maximum. Alors le diamétre @& tend vers zéro
quandr — 0.

Démonstration du lemme 5 Soitxz), I'abscisse maximum d’un point d&, ety le plus
grand réel tel quézys,yar) € K ; on noterall ce point. Posons maintenant

Ly ={(z,y) €R* r(y —ym) > @nr — >0}

On a manifestemenk’, ¢ K N L, ; mais lesK N L, forment une famille décroissante de
compacts quandr décroit, dont lintersection est réduite au singletdd/}; ainsi,
diam(K N L,) — 0, et par conséquediam K, — 0, ce qui prouve le lemme.O
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On a donc bien, génériqguement, unicité de la mesure maximisante.

D’autre part, pour toute orbite périodiquel’ensemble deg € C(X) tels quew € Mpax(f)
est un fermé d'intérieur vide, et I'ensemble des orbites périodiques est de cardinal dénombrable,
donc I'ensemble deg € C(X) admettant une mesure maximisante périodique constitug,un
d'intérieur vide. Ceci termine la preuve de la propositiom

Remarque?. — La proposition 9 ne permet pas d’apprécier pleinement toute la pathologie
de la situation générique daeg AY). En fait, par des arguments analogues a ceux donnés
dans le lemme 5, on peut démontrer que I'ensemble fdesC(AY) admettant une proba
maximisante dont le support évite un ouvert donné est d'intérieur vide ; en d’autres termes, la
proba maximisante est génériquement de support plein ddnhdnutile de dire que dans ces
conditions, le « principe de subordination » ne s’applique plus.

Avant d’entrer dans I'étude du comportement générique Béi§X, o), donnons un principe
général qui permet de simplifier IEgérement les énoncés. Nous le donnons ici dans le cadre de
Wal(X, o) mais le lecteur vérifiera qu'il s'applique aussi bien dars).

LEMME 6.— Soit M une partie convexe et fermée dé (pour la topologie vague Alors
les ensembles

{f € Wal(A",0): Muax(f) "My #0}

et

{f IS Wal(AN,J): Mpmax(f) C ./\/11}
ont méme intérieur dan&/al(AN, 7).

Démonstration. NotonsU et V' les deux ensembles ci-dessus. Ol @ V' doncU° D V°.
Inversement, soif € U°, et supposons gu'’il existey € M. (f) tel queuy ¢ M;. D'aprés le
théoréme de Hahn—Banaalo{r par exemple [1], corollaire 5.59), il existg € C(X) telle que
[ hopo =2 et [ hou < 0 pour touty € M;. CommeWal(X, o) est dense danS(X) pour la
topologie uniforme, on peut choisire Wal(X, o) telle que||h — hollo < 1/2, et donc

Ve My, /hu021+/h;¢.

Par conséquent, pour tout> 0 on a

Ve My, /(f+7’h)uo >T’+/(f+rh)u7

doncM ax(f +7h) N My = () pour des- arbitrairement petits, ce qui contredit 'hypothése que
f estdans l'intérieur d&. Nous avons ainsi prouvé qi& c V et doncU° C V°, et le lemme
est démontré. O

PROPOSITION 10. — Soit f € Wal(AY, o) localement constante. Alotd1 ... (f) est I'en-
semble des probas invariantes portées par un certain sous-décalage de type fini. En outre, pour
tout g suffisamment proche deen topologie de Walters, on aur®t ,,.x(9) C Mumax(f).

COROLLAIRE 4.— Soit K un compact invariant non vide K est supposé localement
maximal dansA, c'est-a-dire admettant un voisinageé tel que K = ﬂn>0 o~ "U. On note
M I'ensemble deg € M tels quesupp u C K. Alors 'ensemble

{f IS Wal(AN,J): Mupax(f) C MK}

est d'intérieur non vide dan®al(AY, 7).
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Démonstration de la proposition 18 Commencons par la deuxiéme partie de I'énoncé («en
outre ... »). Considérons une sujfg € Wal(X, o) tendant versf en topologie de Walters. Il
est facile de voir que leg, admettent un module de Walters comniug, avechyw (1/2) < oo
(ceci traduit la précompacité de I'ensemble ggsen topologie de Walters). D’aprés le lemme
de Mafié, il existe des fonctions, € C(X) telles que

Vye X, up(y)=—03n+ gr;i};(fn +up)(z),
avecg, — (3. De cette équation fonctionnelle on déduit, comme au paragraphe 6,

Vz,y € X, ‘un(x) — un(y)’ < hw [d(x,y)/Q].

Les u,, sont donc équicontinues et d’oscillation bornée. Par conséquent, il existe une suite
d’indices x(n) telle que la suiteu,,, converge en norme uniforme (modulo les constantes)
vers une certaine fonction continueElle vérifie

Vye X, u(y)=-0+ max(f+u)(x)

or=Yy

et commef est localement constante, ceci implique (par les mémes arguments que plus haut)
queu est localement constante. Posons alots f +u — uo o etV = h~1(3). LensembleV
est ouvert et fermé, et

Munax(f) = {pp € M: suppu C V}.
De méme, posarit,, = f,, + u,, — u, oo etV,, = h, ' (j3,), on obtient

Munax(fn) = {1t € M: suppp C Vp. }.

La convergence uniformi,,,) — h implique que tout voisinage dé contient lesV, ,,y pourn
assez grand. Maig' est un voisinage de lui-méme, doWig,,) C V' pourn assez grand, et

Mmax(fn) - Mmax(f)

pour une infinité den. Ceci est vrai quelle que soit la suitg,,) convergeant verg, donc
'ensemble

{g € Wal(X,0): Mmax(9) C Mmax(f)}

doit contenirf comme point intérieur. En passant, nous avons également prouvetgue(f)

était 'ensemble des probas invariantes contenues ass(),. 0"V, ou V' est un certain
ouvertfermé, c’est-a-dire un sous-décalage de type fini (ce résultat est classique, voir par exemple
[18]). La proposition est démontréen

Démonstration du corollaire 4- Par hypothésdy admet un voisinag# tel que

K= ﬂ o "U.

n=0

Quitte a restreindré/, on peut le supposer ouvert et fermé. Alors sa fonction caractéristique
x(U) est localement constante et vérifid [X(U)] = Mg, et on est ramené au probléme
précédent. O
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Remarque8. — Parmi les ensembles invariants localement maximaux, il y a en particulier les
orbites périodiques. SK est une orbite périodique (au sens ensembliste), aldis est un
singleton{v}, et on peut affirmer que

{f e Wal(AY,0): Muax(f) ={r}}
est d’intérieur non vide dan&al( AN, o). Il y a donc bien « verrouillage » sur I'orbite périodique
v en topologie de Walters.

THEOREME 7. —Soit P 'ensemble des orbites périodiques siff, considéré comme partie
de M. Alors il existe une familléU,, ), c p d’ouverts non vides d&al(AY, o), convexes, deux a
deux disjoints, dont I'union est dense, et tels que

Ywve P, VfelU,, Mna(f)={v}
En conséquence, poyt générique dandVal(AY, o), il existe une unique proba invariante
maximisante, et c’est une orbite périodique.
Démonstration. Pour toutr € P, définissons
V, ={feWal(4",0): v € Muax(f)},
W, ={f e Wal(4A",0): Muax(f) = {v}}.

On a vu plus haut qu¥, et W, ont méme intérieur, que nous noterdis La proposition 10
affirme queU, est non vide. L'ensembl&,, est un fermé convexe, donc son intériér est
convexe, et commg,, est d'intérieur non vide on &, = U,. LesU,, sont disjoints, puisqu’ils
sont contenus dans 1€, qui sont disjoints.

Pour montrer que le§,, sont d’'union dense, notons que

JuoUt=U

veP veP veP

et il suffit donc de montrer que 184, sont d’union dense.

Mais nous avons démontré plus haut que pgutocalement constanteM,.x(f) est
I'ensemble des probas invariantes portées par un certain sous-décalage de type fini, et donc
contient au moins une orbite périodique. Ainsi,

U v occa).

veP
Enfin, on a démontré au paragraphe 6 qu& A") était dense dan®al(AY, ) ; lesV,, sont
donc bien d'union dense, et ceci termine la preuve du théoréme.
Annexe A. Démonstration des propositions A et B

On pourrait prouver ces deux propositions séparément, mais il est plus intéressant de faire
apparaitre la proposition A comme un corollaire de la proposition B.

En effet, soientr: X — Y, A etu comme dans la proposition A, et s@it X? — RU {—oc}
la fonction définie par :

Ve,ye X, a(z,y) = {@_L(;”O Y) Z:ng%x) =7(y),
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Alors 4 vérifie les hypotheses de la proposition B. Si celle-ci est vraie, alors on peut trpaver
C(X) telle queu(z,y) < f(x) — f(y) pour tousz, y dans la méme fibre, ¢tf || = 3 maxu.
En permutant les rdles deety, et remarquant que(y, z) = —u(z, y), on voit que ceci entraine
u(z,y) = f(x) — f(y) pour tousr, y dans la méme fibre, ce qui prouve la proposition A.

La démonstration suivante de la proposition B est librement inspirée d’une idée d'Adrien
Douady, elle-méme librement inspirée des méthodes de Ernest Michael pour construire des
«selections continues ». Elle repose sur le lemme suivant.

LEMME 7.-SoientX et u comme dans la proposition B, et sdif > 0 une constante
majorantu. Alors on peut trouverf € C(X) tel que|| f|le < M/12 et maxu* < 5M/6, ol
la fonctionu* est définie pau*(z,y) = u(z,y) — f(z) + f(y).

Regardons d’abord pourquoi ce lemme implique la proposition B.1g0ik > — R U {—oo}
vérifiant les hypothéses de la proposition B,Mét= (maxug)™. D’aprés le lemme, on peut
construire par récurrenae, us, ... fonctions s.c.s. d&(? dansR U {—oc}, €t fo, f1, fo, - -
fonctions continues d& dansR telles que

VneN, upi1(2,y) =un(r,y) — fu(r) + fa(y) pour toutr, y,
maxu, < (5/6)" - M,
[ full < (5/6)™ - M/12.

La suite F,, = ZZ;(} fr converge donc uniformément vers un certaire C(X). En faisant
tendren — oo dans l'inégalité

VneN, Vae,y e X, wuo(z,y) — Fo(z) + Fu(y) = un(z,y) < (5/6)"M,
il vient

Ceci entraine en particulienax u < 2||F| . D’autre part, on a

1)l < 3" I fulloo < > (5/6)" - M/12 = M2
n=0 n=0

etdonc||F||- = M/2, et la proposition B est prouvée O

Démonstration du lemme Posons/ = maxu < M (le maximum existe puisqueest s.c.s.).
Le résultat est évident pouf < 0 (il suffit de prendref = 0) et nous supposerons donc que
J > 0. Définissons alord = {(z,y) € X?: u(z,y) > 2.J/3}, et soientA; = m A et Ay = mA
ses projections suk. La semi-continuité supérieure aegarantit que\ est fermé dans(?, et
doncA; etAs sont fermés dan¥ .

Jaffirme queA; et A, sont disjoints. En effet, supposons gue A; N A ; alors il existerait
x, z € X tels queu(x,y) > 2J/3 etu(y, z) > 2J/3, mais ceci entrainerait(x, z) > u(z,y) +
u(y, z) > 4J/3 > J, en contradiction avec la définition de

Puisqu'ils sont disjoints, on peut trouvére C(X) telle quefy, = J/12 et fj,, = —J/12,
etde normé| f| = J/12.

Posonsu*(z,y) = u(z,y) — f(x) + f(y). Si (z,y) € A, alorsu*(z,y) = u(x,y) — J/6 <
5J/6. Si au contrairgx,y) ¢ A, alorsu(z,y) < 2J/3 et par conséquent*(x,y) < 2J/3 +
2||fIl=5J/6.0n a donc biemaxu* < 5.J/6 etle lemme est prouvé.O
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