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SURFACES À COURBURE EXTRINSÈQUE NÉGATIVE
DANS L’ESPACE HYPERBOLIQUE

PAR JEAN-MARC SCHLENKER

RÉSUMÉ. – On prouve un analogue hyperbolique du théorème d’Efimov : il n’existe pas de surface
complète régulière à courbureK � −1 − ε < −1 dansH3. Des résultats similaires sont valables dansS3

et H3
1. Ils reposent sur la propagation des dégénérescences pour les solutions de certaines équations de

Monge–Ampère hyperboliques. 2001 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – We prove a hyperbolic analogue of Efimov’s theorem: there is no complete, smooth surface
with curvatureK � −1−ε <−1 in H3. Similar results are valid inS3 andH3

1. They rest on the propagation
of degenerations for solutions of some hyperbolic Monge–Ampère equations. 2001 Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Hilbert [6] a montré en 1901 que le plan hyperboliqueH2 n’admet pas d’immersion
isométrique régulière dansR3. Ce résultat a été généralisé en 1963 par N.V. Efimov [2], qui
l’a mis dans un cadre plus riemannien :

THÉORÈME D’EFIMOV. – Une surface(Σ, σ) munie d’une métrique complète à courbure
K � −ε < 0 n’admet pas d’immersion isométriqueC2 dansR

3.

Le résultat d’Efimov est beaucoup plus délicat à montrer que le théorème de Hilbert. On
pourra en trouver des présentations plus ou moins extensives par exemple dans [8,4,1] ou dans
[14]. Efimov [3] en a donné ensuite une variante concernant les surfaces dont la courbure peut
s’approcher de0, mais en ne variant pas trop vite. On peut noter que le résultat est « fortement
global » puisque tout domaine compact d’une surface à courbure négative admet une immersion
isométrique dansR3 [11]. On pourra aussi trouver des résultats d’existence d’immersions
isométriques pour des métriques complètes à courbure négative par exemple dans [17,7,21,12].

Il existe aussi une sorte de généralisation du théorème d’Efimov pour les hypersurfaces de
R
n à courbure de Ricci négative, due à Smyth et Xavier [20], dont la preuve est beaucoup plus

simple.
Nous allons donner un énoncé analogue au théorème d’Efimov (mais avec des hypothèses de

régularité un peu plus fortes) dans l’espace hyperbolique :

THÉORÈMEA. – Soit(Σ, σ) une surface riemannienne complète à courbureK � −1−ε telle
que‖∇K‖/|K|3/2 est bornée. Alors(Σ, σ) n’admet pas d’immersion isométriqueC3 dansH3.

On trouvera aussi un résultat dansS3 :

THÉORÈME B. – Si (Σ, σ) est complète à courbureK � −ε < 0 et telle que‖∇K‖/|K|3/2
est bornée, alors(Σ, σ) n’admet pas d’immersion isométriqueC3 dansS3.
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Il est nécessaire de supposer ici que la courbure est négative, et non pas seulement inférieure
à 1 ; en effet, le « tore de Clifford » est un tore plat plongé isométriquement dansS3, que l’on
peut obtenir comme suit :{

x ∈ R
4

∣∣∣∣ x2
1 + x2

2 = x2
3 + x2

4 =
1

2

}
⊂ S3.

Cette condition de courbure pour un analogue du théorème d’Efimov dansS3 a d’ailleurs été
conjecturée par B. Smyth [18] sur la base de résultats obtenus en dimension supérieure.

Voici enfin un résultat lorentzien dans l’espace anti-de SitterH3
1 :

THÉORÈMEC. – Si (Σ, σ) est complète à courbureK ∈ [−1+ ε,−ε] (ε > 0) et si‖∇K‖ est
bornée, alors(Σ, σ) n’admet pas d’immersion isométriqueC3 dansH3

1.

L’espaceH3
1 est lorentzien de dimension3 à courbure constante−1. Il est localement

isométrique àSL(2,R) muni de sa forme de Killing, ou au tangent unitaire àH2 muni de sa
structure lorentzienne naturelle.

Les problèmes analytiques sous-jacents aux questions sur les immersions isométriques de
surfaces concernent des équations de Monge–Ampère. Le symbole principal de ces équations
dépend de la seconde forme fondamentale de l’immersion. Ainsi, quand la courbure extrinsèque
de la surface immergée est négative (c’est-à-dire quand la surface a une courbure inférieure à la
variété ambiante), l’équation de Monge–Ampère associée est hyperbolique.

Les résultats que nous venons de décrire reposent sur un phénomène de propagation de
dégénérescence pour des solutions de ces équations de Monge–Ampère hyperboliques. En voici
une illustration, qu’on a formulée dans le cadre des immersions isométriques dansR

3 pour la
rendre plus concrète ;d0 est ici un réel positif fixé.

THÉORÈME D. – Soit µ une métrique riemannienne régulière à courbureK < −1 sur le
disqueD2, et soit(φn)n∈N une suite d’immersions isométriques de(D, µ) dansR

3 telles que
φn(0) = 0. Supposons que toutx ∈ ∂D est à distance au plusd0 de0, et que(φn) dégénère en
x0, au sens où il existe un segment géodésiqueγ0 avecγ0(0) = 0 tel que:

∀ ε > 0, ∃n∈ N,

ε∫
0

‖γ′0(s)‖IIIn ds� 1

ε
.

Alors, quitte à extraire une sous-suite de(φn)n∈N, il existe un segment géodésique maximalg 	 0
tel que(ψn) dégénère surg comme suit:

∀ ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n�N, ∀x ∈ g, ∃y ∈Bµ(x, ε), Hn(y)� 1/ε.

De plus,(ψn|g)n∈N convergeC0 vers une isométrie deg sur un segment géodésique deR
3.

Dans cet énoncé,IIIn est la troisième forme fondamentale de l’immersionφn (cf. le
paragraphe 2), etHn est sa courbure moyenne. Les hypothèses concernantd0 ne sont pas
vraiment nécessaires, mais ce théorème ne vise pas à l’optimalité. En revanche, il est nécessaire
de faire des hypothèses assez précises sur le type de dégénérescence, parce qu’il existe des
surfaces à courbure extrinsèque négative, dont la métrique induite est régulière, mais qui ne
sont pasC2 (voir l’exemple de Rozendorn [13]). Cette situation contraste singulièrement avec
celle qui se présente dans le cas convexe,cf. [9,15,10].

Il serait intéressant de savoir si les résultats subsistent si on suppose seulementK < −1
dans le théorème A, etK < 0 dans le théorème B. Techniquement, cela revient à supprimer
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la borne supérieureK2 sur la courbure de(Σ, III), ce qui risque de compliquer certains points de
la démonstration.

1. Schéma de la preuve

Les théorèmes A, B et C sont montrés en appliquant une version nettement plus précise du
théorème D àΣ munie non pas de sa métrique induite, mais de la troisième forme fondamentale
III d’une immersion. Un énoncé proche du théorème D suffirait si on savait par exemple que
(Σ, III) est une variété à bord, mais c’est loin d’être le cas : on peut seulement considérer le
complété métriqueΣ ∪ ∂IIIΣ deΣ pour III, et on ne peut a priori faire aucune hypothèse sur
la régularité de∂IIIΣ, ce qui est à l’origine de difficultés techniques qui apparaîtront dans les
paragraphes 3 à 7.

Donnons d’abord un aperçu très rapide de la stratégie à suivre. Le point de départ est l’étude,
menée dans le paragraphe 2, des propriétés géométriques de(Σ, III). On montre que, sous les
hypothèses des théorèmes A, B et C, c’est une surface riemannienne à courbureK̃ ∈ [K1,K2],
oùK2 � K1 > 0. Il faut alors montrer que, grâce au phénomène sous-jacent au théorème D, il
y a au voisinage de chaque point de∂IIIΣ beaucoup de segments « presque géodésiques » qui
restent « très proches » de∂IIIΣ. Ceci implique que∂IIIΣ est « convexe » (en un sens précisé plus
bas). Les bornes sur̃K impliquent alors que(Σ, III) est d’aire bornée, ce qui est impossible car
(Σ, σ) est d’aire infinie et le Jacobien de l’identité entre(Σ, σ) et (Σ, III) est contrôlé.

Précisons maintenant la démonstration, en laissant pour plus tard les démonstrations des
lemmes. L’étude de∂IIIΣ nécessite l’utilisation de propriétés un peu fines des courbes
asymptotiques au voisinage du bord, que nous allons tout d’abord décrire. On dit qu’une courbe
γ : [0,L]→ (Σ, III) paramétrée à vitesse1 est uneε-pseudo-géodésiques’il existe un champ de
vecteurs unitaireW parallèle surγ tel que

µ
(
{t ∈ [0,L] | |∠III(W,γ′)|� ε}

)
� ε,

oùµ est la mesure usuelle deR, et où∠III(u, v) désigne l’angle entre deux vecteursu et v pour
III. On dit aussi queW est unvecteur dirigeantdeγ.

Notons (cf. le paragraphe 2) qu’il existe surΣ deux champs de vecteursU etV , dits « asymp-
totiques », tels queII(U,U) = II(V,V ) = 0. On choisitU etV tels queIII(U,U) = III(V,V ) = 1 ;
commeΣ est simplement connexe, on peut aussi supposer qu’on a partout∠III(U,V ) ∈ ]0, π[.
Après des préliminaires techniques dans les paragraphes 3, 4 et 5, on montrera dans le
paragraphe 6 le résultat crucial suivant, décrivant les courbes asymptotiques au voisinage du
bord. C’est ici qu’intervient le phénomène de propagation introduit dans le théorème D.

LEMME E. –On reprend les hypothèses de l’un des théorèmes A, B ou C. Il existeL0 > 0 et
C0 > 1 comme suit. Soitγ0 : [0,L[→Σ un segment géodésique plongé dans(Σ, III) (paramétré à
vitesse unité) tel quelimL γ0 ∈ ∂IIIΣ ; on notegu :R → Σ ethu :R →Σ les courbes intégrales de
U et deV respectivement, paramétrées à vitesse unité, telles quegu(0) = hu(0) = γ0(u). Alors il
existe une fonction continueε : [0,L]→ R+ qui s’annule enL, et un recouvrement]0,L[= I ∪J
de]0,L[ par deux réunions disjointes de familles dénombrables d’intervalles ouverts(sans point
d’accumulation saufL), tels que:

1. pour s ∈ I (resp.J ), gs : [−C0L0,C0L0] → Σ (resp.hs : [−C0L0,C0L0] → Σ) est une
ε(s)-pseudo-géodésique de vecteur dirigeantWg (resp.Wh) ;

2. si s ∈ I ∩ J , alors |∠γ0(s)(Wg ,Wh)|� ε(s) ;
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3. si s ∈ ∂I ∩ ]0,L[ et siu ∈ [−L0,L0], alors

gs(u) ∈
⋃
t∈J

ht
(
[−C0u− ε(u),C0u+ ε(u)]∩ [−C0L0,C0L0]

)

et de même pourhs(u) lorsques ∈ ∂J∩ ]0,L[ ;
4. si, pouru ∈ I, ti(u) et ta(u) sont le min et le max dest tels quegu(t) ∈ γ0([0,L[), alors

ta(u)− ti(u)� ε(u), etg′u(ta(u)) et g′u(ti(u)) sont orientés du même côté deγ0([0,L[) ;
et de même pourJ .

Ce lemme peut paraître compliqué, mais les différents éléments qui y apparaissent sont
nécessaires plus loin pour contrôler le comportement de la surface(Σ, III) au voisinage du bord.
Pour le résumer simplement, on peut dire qu’il doit y avoir « beaucoup » de courbes centrées en
γ0(u), pouru proche deL, qui sont « presque » des segments géodésiques, et qui ne peuvent pas
trop se rencontrer. Plus précisément, ces courbes « remplissent » un voisinage deγ0, ce qui est
crucial pour interdire diverses pathologies de∂IIIΣ.

On donne aussi dans le paragraphe 6 la preuve du théorème D. On utilisera par ailleurs une
définition naturelle :

DÉFINITION 1.1. – SoitS une surface (non compacte) munie d’une métrique riemannienne
(non complète). On dira queS estconvexesi, quand(cn)n∈N est une suite de segments géo-
désiquescn : [0,L] → S telle que, pour toutu ∈ [0,L], (cn(u)) converge dansS, et quand
limn→∞ cn(u) ∈ ∂S pour unu∈ ]0,L[, alorslimn→∞ cn(v) ∈ ∂S pour toutv ∈ [0,L].

La preuve du point suivant, plus délicate qu’il n’y paraît, se trouve dans le paragraphe 7 ; elle
utilise seulement le lemme E.

LEMME F. –Dans les conditions des théorèmesA, B et C, (Σ, III) est convexe.

Finalement, on utilisera le résultat intuitivement simple suivant, prouvé dans le paragraphe 8 :

LEMME G. –Une surface convexe, à courbure comprise entre deux bornes strictement
positives, est d’aire borné.

On peut en déduire les preuves des théorèmes A, B et C. D’après le lemme F,∂IIIΣ doit, dans
chaque cas, être convexe ; le lemme G montre alors que l’aire de(Σ, III) doit être bornée. Mais on
en déduit en utilisant la formule de Gauss que l’aire de(Σ, σ) doit aussi être bornée (le rapport
des éléments d’aire entre les deux métriques est|Ke|, qui est minoré). Or, dans chaque cas,(Σ, σ)
est une surface complète simplement connexe à courbure négative, donc d’aire infinie.

Il est intéressant de comparer la preuve dont on vient de donner une esquisse à celle qu’avait
donnée Efimov [2]. L’idée générale de la preuve est la même, puisqu’il s’agit de se placer sur la
surface munie de sa troisième forme fondamentale et de montrer que son bord est « convexe » en
un certain sens. Mais dans le cas d’Efimov, cette métrique est à courbure constante1, si bien que
(Σ, III) peut se voir comme un « domaine ramifié » deS2. Efimov utilise alors de manière très
spécifique la structure deS2, pour se ramener à une question concernant les applications deR

2

dansR2 qui ont des propriétés particulières, ce qui lui permet de montrer que(Σ, III) ne peut pas
avoir de point « concave », ce qui implique qu’elle est « convexe ». Le phénomène de propagation
qui intervient ici, et qui est explicité dans le lemme E, n’apparaît donc pas dans son approche.

Dans le cas où on se trouve,(Σ, III) n’est plus à courbure constante, si bien que l’approche
utilisée par Efimov pour montrer la convexité du bord ne s’applique plus : il ne semble plus
possible de se ramener à une application d’un domaine deR

2 dansR
2, si bien que l’utilisation

de projections et autres outils euclidiens est exclue.
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J’ai donné récemment [16] une extension des résultats de ce papier au cas où l’espace d’arrivée
de l’immersion est riemannien et à courbure variable, mais comprise entre deux constantes.
La démonstration qu’on a donnée ici peut s’appliquer dans ce cas, avec une petite subtilité
supplémentaire : la connexion qu’il faut considérer sur(Σ, III) n’est pas la connexion de Levi-
Civita deIII, mais une autre connexion, compatible avecIII, mais à torsion non nulle. Il faut alors
montrer que, si la norme de cette torsion est majorée par une constanteτ0 qui vérifie une relation
donnée avec la borne inférieure de la courbure (τ2

0 < 4K1) et siΣ est « convexe » en un certain
sens pour la connexion en question, alors l’aire totale deIII est bornée. Ce point est plus pénible
à montrer qu’il ne peut paraître.

En fait, la démonstration proposée dans [16] est différente de celle qui est développée ici, et
se rapproche de celle d’Efimov, au moins en surface. Elle emprunte un « raccourci » qui permet
d’éviter une partie des difficultés techniques des paragraphes 5 et 6. Le prix à payer est que la
démonstration obtenue est peu limpide, et paraît artificielle, parce que la propagation décrite dans
le lemme E n’apparaît qu’indirectement. Elle utilise d’ailleurs de manière cruciale le résultat du
paragraphe 4 du présent article, qui est aussi un résultat de propagation mais dont l’énoncé est
assez technique.

2. Étude sur Σ

On donne dans cette section quelques résultats simples concernant les objets induits surΣ par
une immersion isométrique dans un espace (pseudo-) riemannienM de dimension3 à courbure
constanteKM (M seraH3,S3 ouH3

1). On note∇ la connexion de Levi-Civita de(Σ, σ) et∇M

celle deM .
Dans la suite, on suppose queΣ est contractile et orientée (sinon, on passe à son revêtement

universel). On peut donc choisir un champN de vecteurs unitaires normaux àΣ dansM , puis
définir un morphisme symétriqueB deTΣ, qui à un vecteurx associeBx := −∇M

x N . On en
tire la « troisième forme fondamentale » de l’immersion :

∀s ∈Σ, ∀x, y ∈TsΣ, III(x, y) = σ(Bx,By).

Le morphismeB vérifie les équations classiques (cf. [5] ou [19], vol. III) suivantes :

∀s ∈Σ, ∀x, y ∈TsΣ,
(
d∇B

)
(x, y) = 0,(1)

qui est l’équation de Codazzi–Mainardi, et l’équation de Gauss :

∀s ∈Σ, det(Bs) =Ke := εM (K(s)−KM ),(2)

où εM = 1 si M est riemannienne, etεM =−1 si M est lorentzienne ;K(s) est la courbure de
∇ ens.

On note∇̃ la connexion de Levi-Civita deIII, etK̃ sa courbure. Alors :

PROPOSITION 2.1. – Si X est un champ de vecteurs surΣ, ∇̃X = B−1∇(BX). De plus,
K̃ = εMK/(K −KM ).

Démonstration. – Pour le premier point, on vérifie que la connexion définie parB−1∇(BX)
est compatible avecIII, et sans torsion d’après (1). Pour le second, on choisit un repère mobile
orthonormé(e1, e2) pourσ, et on noteω sa1-forme de connexion. Alors(B−1e1,B

−1e2) est
un repère mobile orthonormé pourIII, et la définition dẽ∇ montre que sa1-forme de connexion
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pour∇̃ est encoreω. Les2-formes de courbures coïncident donc aussi, et donc

K dvσ =Ω= K̃ dvIII = K̃Ke dvσ,

doncK̃ =K/Ke = εMK/(K −KM ). ✷
On en tire en particulier la preuve du lemme E car on peut maintenant facilement vérifier que,

dans les situations des théorèmes A, B et C,K̃ ∈ [K1,K2] avecK2 >K1 > 0.
On poseB̃ :=B−1. On a alors un analogue de (1) mais pourB̃ sur(Σ, III). La démonstration

en est laissée au lecteur, elle provient de ce que∇ est sans torsion.

PROPOSITION 2.2. – On ad∇̃B̃ = 0.

Comme det(B̃) < 0, il existe en chaque point deux vecteursU, V appelés vecteurs
asymptotiques, unitaires pourIII, et tels que :

B̃U = kJIIIU, B̃V =−kJIIIV,

où JIII est la structure complexe associée àIII et k = |det(B̃)|1/2 = 1/
√
−Ke. CommeΣ est

contractile,U, V sont définis globalement. De plus, on a

I(U,U) = III(B̃U, B̃U) = III(kJIIIU,kJIIIU) = k2 =
1

|Ke|
∈
]
0,
1

ε

]
,(3)

où ε vient de l’énoncé des théorèmes A, B et C. Il en est de même pourV . Comme(Σ, I) est
complète, les courbes intégrales deU et deV ne rencontrent pas∂IIIΣ.

On notera dorénavantθ l’angle entreU et V pour III ; on supposeraθ ∈ ]0, π[. θ s’approche
de0 (ou deπ) quand l’immersion « dégénère » : la courbure moyenne de l’immersion deΣ dans
M est égale àcotg(θ)(|det(B̃)|)−1/2.

La proposition suivante et son corollaire décrivent un point important du comportement deU
etV sur(Σ, III) sous les hypothèses des théorèmes A, B et C :

PROPOSITION 2.3. –Il existeτ1 > 0 tel que:

‖∇̃UV ‖III � τ1| sin(θ)|,(4)

‖∇̃V U‖III � τ1| sin(θ)|.(5)

Démonstration. – D’après la proposition 2.2,(d∇̃B̃)(U,V ) = 0, et donc, en développant cette
expression et en notantωU = III(∇̃UV,JIIIV ), ωV = III(∇̃V U,JIIIU), on obtient

∇̃U (B̃V )− ∇̃V (B̃U)− B̃(∇̃UV − ∇̃V U) = 0,

donc

−∇̃U (kJIIIV )− ∇̃V (kJIIIU)− B̃(ωUJIIIV ) + B̃(ωV JIIIU) = 0,

et en utilisantsin(θ)JIIIU = V − cos(θ)U et sin(θ)JIIIV = cos(θ)V − U et en regroupant les
termes

ωV U + ωUV +

(
−(V · κ) + ωU

sin(θ)
− ωV cos(θ)

sin(θ)

)
JIIIU

+

(
−(U · κ) + ωU cos(θ)

sin(θ)
− ωV
sin(θ)

)
JIIIV = 0,
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avecκ= ln(k). En prenant le produit scalaire (associé àIII) de cette équation avecV puis avec
U et en utilisant la symétrie dẽB par rapport àIII, on trouve que

∇̃UV =
sin(θ)

2
(V · κ)JIIIV, ∇̃V U =− sin(θ)

2
(U · κ)JIIIU,

donc

‖∇̃UV ‖III �
∣∣∣∣ sin(θ)2

V ·K
2Ke

∣∣∣∣ � sin(θ)

2

‖∇K‖σ
|Ke|3/2

puisque‖V ‖III = 1, soit‖V ‖σ = 1/k. On obtient ainsi les majorations voulues.✷

3. Segments géodésiques près du bord

Cette section et les deux suivantes sont consacrées à la preuve du lemme F, qui utilisera
seulement le fait que(Σ, III) est à courbure positive bornée, et munie d’un endomorphismeB̃

du fibré tangent à déterminant négatif, tel queIII(B̃·, B̃·) est complète, et dont les directions
« asymptotiques »U et V vérifient (4) et (5). Dans la suite, on suppose donc ces hypothèses
vérifiées.

Résumons la situation. Dans tout ce paragraphe, on se place surΣ munie deIII, en particulier
toutes les longueurs et les angles sont relatifs àIII. On dispose d’un segment géodésique plongé
γ0 sur lequel on a deux champs de vecteursU etV ; pours ∈ [0,L[, on noteθU (s) et θV (s) les
angles enγ0(s) (pour III) de γ′0 avecU, V , et θ(s) = θV (s) − θU (s) = ∠III(U,V ). Un calcul
direct montre alors que :∥∥B̃γ′0(s)∥∥2

III
(6)

=
|detIII B̃|
sin2(θ(s))

[
sin2

(
θU (s)

)
+ sin2

(
θV (s)

)
+2cos

(
θ(s)

)
sin

(
θU (s)

)
sin

(
θV (s)

)]
.

On définit alors une mesurẽµ sur [0,L[ :

dµ̃=

[
sin2(θU (s)) + sin2(θV (s)) + 2 cos(θ(s)) sin(θU (s)) sin(θV (s))

]1/2
sin(θ(s))

ds.(7)

Comme(Σ, III(B̃·, B̃·)) est complète et|det(B̃)| ∈ ]0,1/ε], µ̃([0,L[) = +∞.
On considère des courbes asymptotiques tangentes àU ; les définitions et propriétés

correspondantes pour l’autre famille de courbes asymptotiques seront implicites. Si
γ : [0,Lγ]→Σ est une courbe asymptotique, on note :

δγ = π− sup
{
θ
(
γ(u)

)
− θ

(
γ(v)

)
| u, v ∈ [0,Lγ]

}
.

L’objet principal de ce paragraphe est de contrôler le comportement surγ0 des orientations de
U et deV de la manière suivante :

LEMME 3.1. – Pour toutc > 0, il existeρ > 0 tel que si[a, b]⊂ [0,L[ avec|b−a|� ρ, alors :
1. soit il existe une courbe intégrale deU , γ : [0,Lγ]→Σ, avecδγ � c,Lγ � c, etγ([0,Lγ])∩

γ0([a, b]) = {γ(0), γ(Lγ)} ;
2. soit il existeσU ∈ {−1,1} tel queµ̃({s ∈ [a, b] | σU sin(θU (s))< 0})� c.
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Le même résultat s’applique bien entendu àV . On montrera dans le paragraphe suivant
que la première alternative conduit à une « propagation » le long d’une pseudo-géodésique. Le
paragraphe 5 traitera l’autre cas.

On utilisera aussi le corollaire suivant de ce lemme :

COROLLAIRE 3.2. – Pour toutc > 0, il existeρ > 0 tel que si[a, b]⊂ [0,L[ avec|b− a|� ρ,
il existeN ∈ N et (si)1�i�N , (ti)1�i�N tels que:

1. a= t0 � s1 < t1 < s2 < · · ·< sN < tN � sN+1 = b ;
2. pour touti ∈ {0, 1, . . . ,N}, il existeσi ∈ {−1,+1} tel que:

µ̃
(
{s ∈ [ti, si+1] | σi sin

(
θU (s)

)
< 0}

)
� c;

3. pour tout i ∈ {1, . . . ,N} et toutr ∈ [si, ti], il existes ∈ [si, r], t ∈ [r, ti], et une courbe
intégraleγ : [0,Lγ]→Σ, deU avecδγ � c, Lγ � c, et{γ(0), γ(Lγ)}= {γ0(s), γ0(t)}.

Démonstration. – On applique le lemme précédent, et on voit que soit il existeσU ∈ {−1,1}
tel que µ̃({s ∈ [a, b] | σU sin(θU (s)) < 0}) � c, soit il existe une courbe intégrale deU ,
γ1 : [0,Lγ] → Σ, avecδγ1 � c, Lγ1 � c, et γ1([0,Lγ1 ]) ∩ γ0([a, b]) = {γ0(a1), γ0(b1)}, avec
a1 < b1.

Dans le premier cas, le corollaire est démontré ; dans le second cas, on applique encore le
lemme 3.1 aux intervalles[a, a1] et [b1, b], et on voit à nouveau que soit le corollaire est vrai avec
N = 1, soit il existe une nouvelle courbe intégrale deU , γ2 : [0,Lγ]→ Σ, avecδγ2 � c, Lγ2 � c,
etγ2([0,Lγ2 ])∩ γ0([a, b]) = {γ0(a2), γ0(b2)}, aveca2 < b2.

Puis on applique récursivement la même construction, pour obtenir un ensembleI ⊂ [a, b] qui
est réunion de courbes intégrales deU joignant deux points deγ0([a, b]), et ayant une longueur
et unδ majorés parc.

L’ensembleI reste une réunion finie d’intervalles à cause de la condition :δγ � c. En effet, si
une suite(si, ti)i∈N s’accumulait sur un points∞, le champ de vecteursU ne pourrait pas être
régulier enγ0(s∞). On peut avoirN = 0, la famille(si, ti)i∈NN est alors vide. ✷

Soitx, y ∈ [0,L[ ; on noteraLU (x) (resp.LV (x)) la courbe intégrale du champ de vecteurU
(resp.V ) issue deγ0(x), et de même poury. LorsqueLU (x) etLV (y) (resp.LV (x) etLU (y)) se
coupent, on noteraM+(x, y) (resp.M−(x, y)) leur point d’intersection, qui est nécessairement
unique. On notera aussiL+

U (x, y) (resp.L+
V (x, y)) le segment deLU (x) entreγ0(x) etM+(x, y)

(resp. le segment deLV (y) entreγ0(y) etM+(x, y)), et de même avec des exposants− pour les
quantités symétriques en échangeantU etV . On notera enfinλ+

U (x, y) la longueur deL+
U (x, y)

(orientée parU ) et de même pour les autres valeurs des indices et exposants.
On note∂x = ∂/∂x, ∂y = ∂/∂y, et on pose :

α(x, y) = ∂xλ
+
V (x, y), β(x, y) = ∂yλ

+
U (x, y).

Alors :

∂xM
+(x, y) = α(x, y)V

(
M+(x, y)

)
, ∂yM

+(x, y) = β(x, y)U
(
M+(x, y)

)
.

Mais ∇̃ est sans torsion, donc

(∂xβ)U − (∂yα)V + αβ(∇̃V U − ∇̃UV ) = 0.

On prend le produit scalaire (pourIII) de cette équation avecJIIIU et on obtient

sin(θ)∂yα= αβ
(
〈∇̃V U |JIIIU〉 − 〈∇̃UV |JIIIU〉

)
,
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Fig. 1.

ce qui montre avec (4) et (5) que :

|∂yα| � 2τ1
∣∣α∂yλ+

U

∣∣, |∂xβ|� 2τ1
∣∣β ∂xλ+

V

∣∣.(8)

Enfin, un calcul facile montre que, surγ0([0,L[), c’est-à-dire poury = x, on a :

α(x,x) =− sin(θU (x))

sin(θ(x))
, β(x,x) =

sin(θV (x))

sin(θ(x))
(9)

et on obtient par intégration sur[x, y] que, siM+(x, y′) existe pour touty′ ∈ [x, y], alors

∂λ+
V (x, y)

∂x
= α ∈

[
− sin(θU (x))

sin(θ(x))
e−2τ1λ

+
U

(x,y),− sin(θU (x))

sin(θ(x))
e2τ1λ

+
U

(x,y)

]

et il en est de même pourλ+
U (x, y) siM+(x′, y) existe pour toutx′ ∈ [x, y].

Il existe doncL1 > 0 tel que, si[x, y] est tel queM+(x′, y′) etM−(x′, y′) existent pour tout
x′, y′ ∈ [x, y], et si

max
(
|λ+
U (x, y)|, |λ+

V (x, y)|, |λ−U (x, y)|, |λ−V (x, y)|
)

� 4L1,

alors on a :

∂λ+
V (x, y)

∂x
∈
[
−1

2

sin(θU (x))

sin(θ(x))
,−2sin(θU (x))

sin(θ(x))

]
,

∂λ+
U (x, y)

∂y
∈
[
1

2

sin(θV (y))

sin(θ(y))
,2
sin(θV (y))

sin(θ(y))

]
,

(10)

ainsi bien sûr que le résultat symétrique pour∂λ−V (x, y)/∂y.
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Donnons maintenant un petit résultat qu’on utilisera plusieurs fois :

ASSERTION 3.3. – Pour toutt ∈ [0,L[, on a∣∣∣∣dµ̃dt −
∣∣∣∣2 sin(θU (t))sin(θ(t))

∣∣∣∣
∣∣∣∣ � 3.

Sidµ̃/dt > 5, alorssin(θU (t)) · sin(θV (t)) et cos(θ(t)) ont le même signe.

Démonstration. – On vérifie simplement que

sin2(θU ) + sin2(θV ) + 2 cos(θ) sin(θU ) sin(θV )− 4 sin2(θU )

= sin(θV − θU ) sin(θV + θU ) + 2 sin(θU ) sin(θ) cos(θV )

= 2 sin(θ) sin(θU + θV )− sin2(θ).

On remarque aussi que

|sin(θU + θV )|= |sin(2θU ) cos(θ) + cos(2θU ) sin(θ)|
� 2|sin(θU ) cos(θU ) cos(θ)|+ |cos(2θU ) sin(θ)| � 2|sin(θU )|+ sin(θ)

et on obtient donc∣∣∣∣
(
dµ̃

ds

)2

−
(
2 sin(θU )

sin(θ)

)2∣∣∣∣=
∣∣∣∣2 sin(θU + θV )

sin(θ)
− 1

∣∣∣∣� 2

∣∣∣∣2 sin(θU )sin(θ)

∣∣∣∣+ 2.

Posons pour simplifier :

a=
dµ̃

ds
, b=

∣∣∣∣2sin(θU )sin(θ)

∣∣∣∣.
Alors a, b � 0, et |a2 − b2| � 2a+ 2. On en déduit que|a− b| � 3. En effet, sinon,a � 3 ou
b� 3 ; dans le premier cas :

|a− b|=
∣∣∣∣a2 − b2

a+ b

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣2a+2

a

∣∣∣∣ � 2+
2

a
� 3

alors que, dans le second cas :

|a− b|=
∣∣∣∣a2 − b2

a+ b

∣∣∣∣ � 2a+ 2

a+ 3
� 2.

On en déduit donc bien que ∣∣∣∣dµ̃dt −
∣∣∣∣2 sin(θU (t))sin(θ(t))

∣∣∣∣
∣∣∣∣ � 3.

Pour la seconde assertion, on note simplement que, sidµ̃/ds > 5, alors

|sin(θU )|> sin(θ)

d’après ce qu’on vient de montrer. Ainsi,

sin(θU ) sin(θV − θ)> sin(θ)|sin(θU )|,
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et donc

sin(θU ) sin(θV ) cos(θ)> sin(θ)
(
| sin(θU )|+ cos(θV ) sin(θU )

)
� 0

comme annoncé.✷
En appliquant les majorations de cette assertion et l’équation (10), on trouve le :

COROLLAIRE 3.4. – Il existeL2 > 0, C2 > 0 tels que, si[x, y]⊂ [0,L[ avecµ̃([x, y]) � L2,
et siεx = sign(sin(θU (x))), εy = sign(sin(θU (y))), alors

−∂λ+
V

∂x
(x, y),

∂λ−U
∂x

(x, y) ∈
[
εx

(
1

C2

dµ̃

ds
(x)−C2

)
, εx

(
C2

dµ̃

ds
(x) +C2

)]
,(11)

∂λ+
U

∂y
(x, y), −∂λ−V

∂y
(x, y) ∈

[
εy

(
1

C2

dµ̃

ds
(y)−C2

)
, εy

(
C2

dµ̃

ds
(y) +C2

)]
.(12)

Démonstration. – Le seul point à vérifier est qu’on n’a en fait pas besoin de supposer, pour
obtenir (10), queM+(x′, y′) etM−(x′, y′) existent pour tousx′, y′ ∈ [x, y]. En effet, les courbes
intégrales deU et deV ne rencontrent pas∂IIIΣ à distance finie, si bien que, par exemple pourx′

fixé,M+(x′, y′) existe, quandy′ s’éloigne dex′, tant queλ+
U (x

′, y′) reste fini. Or c’est toujours
le cas, d’après (10) justement, quandx′, y′ ∈ [x, y] et µ̃([x, y]) est assez petit.✷

On en déduit un corollaire simple qui sera utile dans le paragraphe 5 :

COROLLAIRE 3.5. – Il existeε3 > 0 tel que, pour toutε ∈ ]0, ε3], il existeα > 0 tel que, si
a, b∈ [0,L[ avec|b− a|� α et

µ̃
({
u ∈ [a, b] | sin

(
θU (u)

)
< 0

})
� α,

alors
1. si c : [0,L]→ Σ est une courbe intégrale deU ou de−U telle quec(0) = γ0(x), c(L) =

γ0(y), aveca� x < y � b, et siC2L� L2−C2α, alorsµ̃([x, y])� ε,L� ε, et les courbes
intégrales deV issues deγ0([x, y]) rencontrentc après avoir parcouru au plusε ;

2. si c : [0,L2]→ Σ est une courbe intégrale deU ou de−U telle quec(0) = γ0(x), et si
sin(θU (x))< 0 et µ̃([x, b])� L2, alors il existet ∈ [0, ε] tel quec(t) ∈ γ0([x, b]).

Il est clair (par symétrie) que le même corollaire s’applique si on change l’orientation deU , et
aussi si on échangeU etV .

Démonstration. – On suppose par exemple quec est une courbe intégrale deU , la démonstra-
tion est essentiellement la même pour−U . Ainsi, λ+

V (x, y) = 0 etλ+
V (y, y) = 0, donc

y∫
x

(∂1λ
+
V )(z, y)dz = 0.

Pourz ∈ [x, y], on pose :

v+(z) := sup
(
0, (∂1λ

+
V )(z, y)

)
, v−(z) := sup

(
0,−(∂1λ

+
V )(z, y)

)
.

On a donc
y∫
x

v+(z)dz =

y∫
x

v−(z)dz.
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D’après le corollaire 3.4 :

(
1

C2

dµ̃

ds
−C2

)
sup(0, εz)� v−(z), v+(z)�

(
C2

dµ̃

dz
+C2

)
sup(0,−εz).

Ainsi,

µ̃([x, y])

C2
−C2|y− x|�

y∫
x

v−(z)dz =

y∫
x

v+(z)dz

�C2µ̃
(
{z ∈ [x, y] | εz =−1}

)
+C2|y− x|

si bien que

µ̃([x, y])�C2
2 µ̃

(
{z ∈ [x, y] | εz =−1}

)
+2C2

2 |y− x| � 3αC2
2

et donc, siα est assez petit, on a bieñµ([x, y]) � ε, et les courbes intégrales deV issues de
γ0([x, y]) rencontrentc après avoir parcouru au plusε.

En fait, si on prendα encore plus petit, on peut obtenir queC2µ̃([x, y]) + C2α � ε ; le
corollaire 3.4 montre alors queL� ε.

On passe au second point. Par hypothèse,sin(θU (x))< 0, donc, d’après (10),∂1λ
+
1 (y, z)> 0

pour y et z assez proches dex. Mais λ+
V (z, z) = 0, donc, pourz > 0 assez proche dex,

λ+
V (x, z) < 0. Soit y ∈ [x, b] tel queµ̃([x, y]) > 3αC2

2 , et queC2µ̃([x, y]) + C2α � ε ; un tel
y existe siα est assez petit.

On reprend les notationsv−, v+ introduites plus haut, on a :

λ+
V (x, y) =

x∫
y

∂1λ
+
V (z, y)dz =

y∫
x

v−(z)− v+(z)dz

� 1

C2
µ̃([x, y])−C2|y− x| −C2µ̃

(
{z ∈ [x, y] | εz =−1}

)
−C2|y− x|

� 1

C2
µ̃([x, y])− 3αC2 > 0.

Il existe doncz ∈ ]x, y[ tel queλ+
V (x, z) = 0, et alors la courbe intégrale deU issue deγ0(x)

(qui prolonge doncc) rencontreγ0 enγ0(z).
Comme on a supposé queC2µ̃([x, y]) + C2α � ε, on a aussiC2µ̃([x, z]) + C2α � ε, et le

corollaire 3.4 montre quec arrive enγ0(z) après avoir parcouru au plusε. ✷
On étudie maintenant les courbes asymptotiques dont les deux extrémités sont surγ0. On

utilisera l’assertion suivante, qui sera aussi utile plus loin :

ASSERTION 3.6. – Il existeω0 > 0 (qui dépend de la borne supérieureK2 deK̃) tel que, siΩ
est un domaine simplement connexe deΣ de diamètre au plusω0 à bord régulier par morceaux, et
siW0 est un vecteur unitaire en un pointx0 ∈ ∂Ω, alors il existe un champ de vecteurs unitaires
W surΩ tel queW (x0) =W0, que∇̃WW = 0, et queW est parallèle le long des segments de
∂Ω, oùW est dirigé vers l’intérieur deΩ. Si t, z ∈Ω, il existe une unique courbes plongéeC1

par morceaux dansΩ qui joint z à t et sur laquelleW est parallèle.

La courbe qui jointz à t et sur laquelleW est parallèle suit alternativement des segments de
courbe intégrale deW , et des segments de∂Ω sur lesquelsW est dirigé vers l’intérieur (voir
figure 2). Notons que, commeW est unitaire et̃∇WW = 0, la 1-forme duale deW est fermée.
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Fig. 2.

Démonstration. – On considère un domaineΩ′ ⊂ Ω et un champ de vecteursW ′ surΩ′ tels
que :

1. W ′ a, surΩ′, les propriétés demandées pourW ;
2. Ω′ ⊂Ω est connexe et borné par des courbes intégrales deW ′ ;
3. (Ω′,W ′) est maximal parmi les choix possibles, en d’autres termes, si(Ω′′,W ′′) vérifie les

mêmes propriétés avecΩ′′ ⊂Ω′ etW ′′ =W ′ surΩ′, alorsΩ′′ =Ω′.
Les courbes intégrales deW sont des segments géodésiques ; commeΩ est simplement connexe
et K̃ � K2, elles sont minimisantes sur leurs segments de longueur strictement inférieure à
π/

√
K2. Si ω0 < π/

√
K2, les courbes intégrales deW sont donc de longueur au plusω0. On

remarque alors queΩ′ =Ω car,ω0 étant petit etK̃ borné, il ne peut pas y avoir d’intersections
entre ces courbes.

Pour montrer l’existence des, on fixet ∈ Ω, et on noteΩ′ l’ensemble dez′ ∈ Ω qui peuvent
être joints àt par une courbeC1 par morceaux sur laquelleW est parallèle, et on supposeΩ′ �=Ω.
Alors ∂Ω′

� ∂Ω est composée de segments(si)i∈I de courbes intégrales deW . De plus, chacun
de ces segmentssi est issu d’un pointpi de∂Ω, ou bien est tangent à∂Ω en un pointqi ∈ ∂Ω. On
constate alors qu’il existe des points deΩ�Ω′ proches desi atteints par des courbes intégrales
deW issues d’un pointp ∈ ∂Ω proche depi ou deqi, avecp ∈ ∂Ω etW parallèle sur∂Ω entre
pi etp ou entreqi et p. DoncΩ′ =Ω.

Montrons enfin ques est unique. Dans le cas contraire, il existerait une régionD ⊂ Ω
d’intérieur non vide, bornée par des courbes intégrales deW et par des segments de∂Ω oùW
est dirigé vers l’intérieur.∂D ne contiendrait alors aucun point oùW est dirigé vers l’extérieur,
ce qui est impossible.✷

Maintenant, on peut exclure certaines situations :

PROPOSITION 3.7. – Il existe c3 > 0 tel que sig : [0,Lg]→ Σ est telle queg′ = U et que
g([0,Lg])∩ γ0 = {g(0), g(Lg)}= {γ0(a), γ0(b)}, aveca, b ∈ [0,L[, |b− a|< c3, et µ̃([a, b])�
c3, et sisin(θU (g(0))) · sin(θU (g(Lg)))� 0, alors sin(θV (g(0))) · sin(θV (g(Lg)))� 0.

Démonstration. – On va montrer que siθU (g(0)), θV (g(0)) ∈ [0, π] et θU (g(Lg)) ∈ [−π,0],
alorsθV (g(Lg)) ∈ [0, π] ; les autres cas s’en déduisent par des arguments de symétrie.
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On considère d’abord le cas oùθV (g(0)) ∈ [0, π/2]. On noteΩ le fermé deΣ borné parg et
parγ0 entreg(0) et g(Lg), eths le segment de courbe intégrale deV ou de−V issue deγ0(s)
qui est dansΩ.Ω est feuilletée par les(hs)s∈[a,b]. De plus, pours ∈ [a, b], hs a soit une extrémité
surγ0 et une surg, soit deux extrémités surγ0. D’après le corollaire 3.4 appliqué àhs, on a dans
les deux cas :

L(hs)�C2(c3 + |b− a|)� 2C2c3.

Notons que, pour la même raison, on a aussi :

Lg � 2C2c3.

Ainsi, Ω est feuilleté par des courbes de longueur au plus2C2c3 issues deγ0, donc, sic3 est
assez petit, son diamètre est majoré parω0.

On applique l’assertion 3.6 àΩ, avecW0 = JIIIγ
′
0 en un point deγ0 entreg(0) et g(Lg).

Notons que dans les cas « simples » (quandW est dirigé vers l’extérieur deΩ sauf surγ0), les
courbes intégrales deW sont simplement les intersections avecΩ des géodésiques orthogonales
àγ0.

CommeW est un champ de vecteurs unitaires avec∇̃WW = 0, W est le gradient d’une
fonctiony surΩ, et on peut choisiry = 0 surγ0. Pourt ∈ [0,Lg], on notey(t) := y(g(t)). On
définit aussiθV (m) = ∠(W,JIIIV ) et θU (m) = ∠(W,JIIIU). Alors y′(t) = sin(θU (g(t))). Pour
t ∈ [0,Lg], on note encore :

δ−y(t) :=

t∫
0

sup
(
−y′(s),0

)
ds, δ+y(t) :=

t∫
0

sup
(
y′(s),0

)
ds

de manière queδ−(Lg) = δ+(Lg), et :

δθV (t) :=

t∫
0

∣∣θ′V (s)∣∣ds
et on poseθS := sup[0,Lg] |θV |.

On note alors queδ+(Lg) � θSLg par définition deδ+, et parce que, lorsqueθU ∈ ]θV − π,
θV [, sin(θU )� |θV |. Donc|y(t)| � θSLg pour toutt ∈ [0,Lg]. Les courbes intégrales deW sont
donc de longueur au plus2θSLg. CommeW est parallèle sur les segments de∂Ω où il est dirigé
vers l’intérieur, et commẽK > 0, l’aire deΩ est majorée par2θSLg multiplié par la longueur
totale des segments de∂Ω où W est dirigé vers l’intérieur. Mais∂Ω est de longueur au plus
Lg+ |b−a|� Lg+ c3, si bien que l’aire deΩ est bornée par2θSLg(Lg+ c3). CommeK̃ �K2,
on en déduit que ∫

Ω

K̃ dA� 2K2θSLg(Lg + c3)

et, en appliquant le théorème de Gauss–Bonnet et l’équation (4) :

∀ t ∈ [0,Lg], |θV (t)|� θV (0) + 2K2θSLg(Lg + c3) + τ1

Lg∫
0

sin
(
θ(s)

)
ds.
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Or,

sin
(
θ(s)

)
�
∣∣ sin(θV (s))∣∣+ ∣∣ sin(θU (s))∣∣ � θS +

∣∣ sin(θU (s))∣∣
et, par intégration,

Lg∫
0

sin
(
θ(s)

)
ds� LgθS + 2δ+(Lg)� 3LgθS ,

ce qui montre finalement que :

∀ t ∈ [0,Lg], |θV (t)| � θV (0) +
(
2K2(Lg + c3) + 3τ1

)
θSLg(13)

et, par définition deθS = sup |θV | :

θS
(
1−

(
2K2(Lg + c3) + 3τ1

)
Lg

)
� θV (0),

et doncθS � 2θV (0) si c3 est assez petit pour assurer que(2K2(Lg + c3) + 3τ1)Lg � 1/2.
On utilise alors à nouveau la majoration (13) :

∀ t ∈ [0,Lg], |θV (t)− θV (0)|�
(
2K2(Lg + c3) + 3τ1

)
θSLg

pour montrer que2|θV (Lg)− θV (0)| � θV (0), et on obtient le résultat dans le cas oùθV (0) ∈
[0, π/2]. PourθV (g(0)) ∈ [π/2, π], on transformeU en−U et on change les orientations deΣ
et deγ0, et on se trouve dans la situation oùθV (g(0)) ∈ [0, π/2]. ✷

Finalement, on utilisera l’assertion élémentaire suivante :

ASSERTION 3.8. – Soita, b ∈ R, a < b, et soitf une fonctionC1 de [a, b] dansR. Notons
µ+ et µ− les mesures sur[a, b] de densitéssup(f ′(x),0) et sup(−f ′(x),0). Supposons que
µ+([a, b])� ε etµ−([a, b])� ε. Notons:

Af (ε) =
{
x ∈ [a, b] | ∃y ∈ [a, b]� {x},

(
f(y) = f(x)

)
et (µ+([x, y])� ε)

}
.

Alors

µ+

(
Af (ε)

)
� ε.

Démonstration. – On note :

Bf =
{
x∈ [a, b] | ∃y ∈ [a, b]� {x}, f(y) = f(x)

}
.

Supposons quef(b) � f(a). Soit x ∈ [a, b] tel quef ′(x) > 0. Alors soit f(x) � f(a), soit
f(x)� f(b). Sif(x)� f(a), le théorème des valeurs intermédiaires assure qu’il existey ∈ [a,x[
tel quef(y) = f(x). Si f(x) � f(b), il existey ∈ ]x, b] tel quef(y) = f(x). Dans tous les cas,
x∈Bf . Doncµ+(Bf ) = µ+([a, b])� ε.

Supposons maintenant quef(b)� f(a). Soitx ∈ [a, b] avecf ′(x)> 0. Si x /∈Bf , alors (par
le même raisonnement que ci-dessus)f(x) ∈ ]f(a), f(b)[, et de plusf−1(f(x)) = {x}. Donc
µ+([a, b]�Bf )� f(b)− f(a), et donc

µ+(Bf )� µ+([a, b])−
(
f(b)− f(a)

)
.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



94 J.-M. SCHLENKER

Mais, par définition deµ+ et deµ− comme mesures de variation def ,

µ+([a, b]) = µ−([a, b]) +
(
f(b)− f(a)

)
et donc

µ+(Bf )� µ−([a, b])� ε.

Ainsi, µ+(Bf )� ε dans tous les cas.
Si Bf = Af (ε), l’assertion est démontrée. Sinon, il existe(x0, y0) ∈ [a, b]2 avecf(y0) =

f(x0) et µ+([x0, y0]) � ε. L’ensembleE des couples(x, y) ∈ [a, b]2 tels quef(y) = f(x) et
queµ+([x, y]) � ε est compact (et non vide) donc il existe(x1, y1) ∈ E qui minimise|y − x|.
Commef(y1) = f(x1), µ−([x1, y1]) = µ+([x1, y1])� ε. En appliquant ce qu’on a vu plus haut
à [x1, y1], on voit que l’ensembleB′ desu ∈ [x1, y1] tels qu’il existev ∈ [x1, y1] � {u} avec
f(v) = f(u) est tel queµ+(B

′)� ε.
Mais, siu ∈ ]x1, y1[ etv ∈ [x1, y1] avecf(v) = f(u), alorsµ+([u, v])� ε, car sinon on aurait

(u, v) ∈ E et |v − u| < |y1 − x1|, ce qui serait contraire à la minimalité de|y1 − x1|. Donc
B′ =]x1, y1[∩Af (ε), doncµ+([x1, y1] ∩Af (ε))� ε, et doncµ+(Af (ε))� ε. ✷

On utilise maintenant les résultats ci-dessus pour la :

Démonstration du lemme3.1. – On suppose que la seconde alternative n’est pas vérifiée, par
exemple pourU ; ainsi,

µ̃
(
{s ∈ [a, b] | sin(θU )< 0}

)
> c, µ̃

(
{s ∈ [a, b] | sin(θU )> 0}

)
> c.

Notons alorsν+ (resp.ν−) la mesure dont la densité est2 sup(sin(θU )/ sin(θ),0)ds (resp.
2 sup(− sin(θU )/ sin(θ),0)ds). Si ρ est assez petit, on a aussi d’après l’assertion 3.3 :

ν+([a, b])� c− 3ρ, ν−([a, b])� c− 3ρ,

donc, siρ est assez petit :

ν+([a, b])� c

2
, ν−([a, b])� c

2
.(14)

On note maintenantE+ l’ensemble desx ∈ [a, b] tels quesin(θU ) > 0 et qu’il existey ∈
[a, b]� {x} avec

4ν+([x, y])� ν−([x, y])� c/4.

On note encoref la fonction définie sur[a, b] par f(x) = 4ν+([a,x]) − ν−([a,x]). On peut
appliquer àf l’assertion 3.8, qui montre que4ν+(E+) � c/4 ; cette assertion minore en fait
même la mesure pour4ν+ desx tels qu’il existey �= x tel que4ν+([x, y]) = ν−([x, y])� c/4.

Or, six ∈E+ et siy �= x est tel que4ν+([x, y])� ν−([x, y])� c/4, on a d’après (10) :

(
∂λ−V (x, s)

∂s

)∣∣∣∣
s=x

< 0

et
y∫
x

∂λ−V (x, s)

∂s
ds� 1

2
ν−([x, y])− 2ν+([x, y])> 0
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si bien qu’il existez ∈ ]x, y] avecλ−V (x, z) = 0. De plus, d’après (10) et l’assertion 3.3,

|λ−U (x, z)|�
z∫
x

2
| sin(θV )|
sin(θ)

ds�
z∫
x

2
| sin(θU )|
sin(θ)

ds+ 6ρ.

Donc, siρ est assez petit,

|λ−U (x, z)|� 2ν+([x, y]) + 2ν−([x, y]) + 6ρ� c.

On a donc une courbe intégraleg deU de longueur au plusc joignantγ0(x) à γ0(z). Dans la
suite, on noteφ(x) := z, en supposant de plus queg ne rencontreγ0 qu’en ses extrémités (si ce
n’est pas le cas, on peut remplacerg par un de ses segments).

On va montrer qu’on peut choisirx de manière queδg soit petit. Siz ∈ [a, b], il existe au plus
deux points dont l’image parφ peut êtrez – les premières intersections avecγ0 de la courbe
intégrale deU passant parγ0(z), de chaque côté deγ0(z).

Par définition deφ, on aλ+
V (x,φ(x)) = 0 ; en dérivant par rapport àx, on obtient que :

(∂1λ
+
V )

(
x,φ(x)

)
+ φ′(x)(∂2φ

+
V )

(
x,φ(x)

)
= 0,

où ∂1 et ∂2 sont les dérivations par rapport à la première et à la seconde variables. Maintenant,
un raisonnement géométrique élémentaire montre que, siλ−V (u, v) = 0, alors

(∂1λ
−
V )(u, v) = (∂2λ

+
V )(u,u).

Maisλ+
V (u,u) = 0 pour toutu, et on voit, en dérivant par rapport àu, que

(∂1λ
+
V )(u,u) + (∂2λ

+
V )(u,u) = 0

et donc, lorsqueλ−V (u, v) = 0, on a

|(∂1λ
−
V )(u, v)|= |(∂1λ

+
V )(u,u)|.

Ainsi,

|(∂1λ
+
V )(x,x)|= |φ′(x)| ·

∣∣(∂2λ
−
V )

(
x,φ(x)

)∣∣,
donc, avec (10)

1

4

| sin(θU (x))|
sin(θ(x))

� |φ′(x)| | sin(θU (φ(x)))|
sin(θ(φ(x)))

� 4
| sin(θU (x))|
sin(θ(x))

,

donc on a surE+

| sin(θU )|
4 sin(θ)

dµ� φ∗
(
| sin(θU )|
sin(θ)

dµ

)
� 4| sin(θU )|

sin(θ)
dµ.

Maisν+(E+)� c/16, donc, d’après l’assertion 3.3,∫
E+

|2 sin(θU )|
sin(θ)

ds�
∫
E+

2| sin(θU )|
sin(θ)

ds− 6ρ� c

16
− 6ρ,
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donc ∫
φ(E+)

2| sin(θU )|
sin(θ)

ds� c

64
− 24ρ

et donc, quel que soitc > 0, on peut prendreρ assez petit pour s’assurer qu’il existex ∈ E+

tel quesin(θ) � c/2 enx et enφ(x). En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait décomposer
E+ = F ∪G, avecsin(θ(x)) > c/2 surF et sin(θ(φ(x))) > c/2 surG, et alorsµ(F ) ouµ(G)
devrait être plus grand queρ si ρ est assez petit.

On peut alors utiliser la proposition 3.7, qui montre quesin(θU ) · sin(θV ) a des signes opposés
enx et enφ(x), et la seconde partie de l’assertion 3.3, qui montre quecos(θ) a des signes opposés
enx et enφ(x). Doncδg � c. ✷

4. Courbes asymptotiques

On s’intéresse dans cette section et la suivante aux dégénérescences de solutions des équations
de Codazzi–Gauss, qu’on étudie par l’intermédiaire des courbes asymptotiques. On sait (cf. [13])
queB̃ peut admettre une singularité isolée, i.e. sa trace peut tendre vers l’infini en un pointx0

alors queB̃ est régulière dans un voisinage dex0 (en dehors dex0). On va montrer qu’on a quand
même « propagation » si on fait des hypothèses assez fortes sur la nature des dégénérescences.
Les résultats présentés ici sont moins simples que ceux qu’on connaît dans le cas elliptique
(voir [9]).

Pour la première alternative apparaissant dans l’énoncé du lemme 3.1, on va montrer un
résultat de propagation en présence de courbes asymptotiques ayant des propriétés géométriques
particulières. Dans le paragraphe suivant, on traitera l’autre cas dans le lemme 3.1.

Dans toute la suite du papier, sic : [a, b]→ Σ est une courbe régulière par morceaux, et si
W ∈Tc(a)Σ, on noteΠ(c;W ) le transporté parallèle deW enc(b) suivantc.

LEMME 4.1. – Il existeT0 > 0 tel que, pour toutβ > 0, il existe unε > 0 tel que, sig est
une courbe intégrale deU de longueurLg � ε avecδg � ε, si on notehu : [−2T0,2T0]→Σ la
courbe intégrale deV avechu(0) = g(u), alors :

1. pour toutu ∈ [0,Lg] et toutv ∈ [−T0, T0], l’angle entreV (hu(v)) etΠ(hu|[0,v];V (hu(0)))
est au plusβ (en valeur absolue) ;

2. pour toutv ∈ [−T0, T0], la courbe intégrale deU issue deh0(v), notéegv, rencontrehLg ;
si on la considère jusqu’à cette intersection, elle est telle queδgv � β et queLgv � 2Lg ;

3. il existeu ∈ [0,Lg] tel que, pour toutv ∈ [−T0, T0], θ(hu(v)) � β.

On montre ainsi que la courbeg se «propage » le long deV , c’est-à-dire que, quand on se
déplace suivantV , les courbes intégrales deU correspondant àg ont encore de petites valeurs
deδ. Mais on utilisera seulement dans la suite la première assertion du lemme.

La preuve de ce lemme utilisera la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. – Il existe LM > 0 et des fonctionsφ, Φ: [0,LM ] × [0,LM ] → R+

continues, telles que, pourL ∈ [0,LM ], φ(0,L) = 0, et Φ(0,L) = Φ(L,0) = 0, avec les
propriétés suivantes. Sig0 : [0,L0] → Σ et g1 : [0,L1]→ Σ sont des courbes intégrales deU ,
si h0 : [0,L

′
0] → Σ et h1 : [0,L

′
1]→ Σ sont des courbes intégrales deV , avecg0(0) = h0(0),

g0(L0) = h1(0), g1(0) = h0(L
′
0) et g1(L1) = h1(L

′
1), et si L0 � LM et L′

0 � LM , alors
L1 � φ(L0,L

′
0), L

′
1 � φ(L′

0,L0), et l’aire du domaine borné parg0, g1, h0 et h1 est au plus
Φ(L0,L

′
0).
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Fig. 3.

Démonstration. – Soientu ∈ [0,L0] et v ∈ [0,L′
0]. CommeΣ est simplement connexe, un

raisonnement topologique simple montre que la courbe intégrale deV issue deg(u) rencontre la
courbe intégrale deU issue deh(v). On notegv(u) leur intersection. On a alors :

d

dv
gv(u) = α(u, v)V,

d

du
gv(u) = β(u, v)U

etα etβ vérifient, d’après un calcul identique à celui qui mène à (8) :

|U ·α| � 2ατ1, |V · β| � 2βτ1.(15)

De plus,α(0, v) = 1 etβ(u,0) = 1.
On peut intégrer (15) surgv pour obtenir que

α(u, v)� exp
(
2τ1L(gv)

)
.

On utilise alors à nouveau (15) et on trouve que :

d

dv
L(gv) =

d

dv

L0∫
0

β(u, v)du=

L0∫
0

α(u, v)(V · β)du

�
L0∫
0

α(u, v) · 2τ1β(u, v)du� 2τ1

(
sup

u∈[0,L0]

α(u, v)
) L0∫

0

β(u, v)du,

et donc

d

dv
L(gv)� 2τ1 exp

(
2τ1L(gv)

)
L(gv).(16)
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Il suffit d’intégrer cette équation différentielle pour obtenir la majoration deL1 annoncée ; la
majoration deL′

1 est obtenue de la même manière, en échangeantu et v. Enfin, la majoration
d’aire s’obtient aussi en utilisant les majorations deL(gv) et desupu∈[0,L0]α(u, v) qu’on a
trouvées. ✷

On en déduit facilement le :

COROLLAIRE 4.3. –Soientx, y, z ∈ Σ tels qu’il existe une courbe intégrale deU (ou de
−U ) de longueur au plusLM joignant x à y, et une courbe intégrale deV (ou de−V ) de
longueur au plusLM joignantx à z. Alors la courbe intégrale deU passant parz rencontre la
courbe intégrale deV passant pary.

Démonstration. – En effet, les intersections entre les courbes en question restent à distance
bornée tant que les longueurs des courbes intégrales deU et de V joignant x à y et à z
restent inférieures àLM , et les courbes intégrales deU et deV ne rencontrent pas∂IIIΣ (cf.
paragraphe 2). ✷

On a maintenant tous les éléments pour la preuve du lemme 4.1.

Démonstration du lemme4.1. – Soientu∈ [0,Lg] etv ∈ [−T0, T0]. D’après la proposition 4.2,
si T0 etLg sont intérieurs à une constante fixée, alors la courbe intégrale deU issue deh0(v)
rencontre la courbe intégrale deV issue deg(v). On notegv(u) leur intersection, etA(u, v)
l’aire du domaine deΣ borné parg, g[0,t](Lg), gt, g[0,t](0). Toujours d’après la proposition 4.2,
pourT0 � LM fixé, pour toutL0 > 0 et toutA0 > 0, il existeε0 > 0 tel que, siLg � ε0, alors
L(gv)� L0 etA(u, v)�A0 pour toutu ∈ [0,Lg] et pour toutv ∈ [−T0, T0]. On suppose dans la
suite qu’on a ces majorations, pour des valeurs deL0, A0 qu’on va préciser.

Par définition deδg, il existeu0, u1 ∈ [0,L] tels queθ(g(u0)) − θ(g(u1)) � π − δg. Alors
θ(g(u0))� π− δg etθ(g(u1))� δg . On pose, pourv ∈ [−T0, T0] :

δ′v = π−
(
θ
(
gv(u0)

)
− θ

(
gv(u1)

))
.

On aδ′v � δgv par définition deδgv donc, pour majorerδgv , il suffit de majorerδ′v.
On va montrer que, siT0 � τ1/8 et siL(g) et ε sont assez petits, et si, pour touts ∈ [0, v],

δ′s � ε, alorsδ′v � ε/2. Ceci montrera que, pour toutv ∈ [−T0, T0], δ′v � ε.
On appelleCv la courbe ferméeg0([u0, u1]) ∪ g[0,v](u1) ∪ gv([u0, u1]) ∪ g[0,v](u0). On

note W le champ de vecteurs surCt égal àV sur g0([u0, u1]) ∪ gv([u0, u1]) et à U sur
g[0,v](u1) ∪ g[0,v](u0). D’après le théorème de Gauss–Bonnet, la rotation totale deW surCt
(i.e. l’intégrale de〈∇̃W,JW 〉 plus les termes correspondant aux coins) est−Kv, où Kv est
l’intégrale deK̃ sur l’intérieur deCv . Mais :

– les termes correspondant àg0([u0, u1]) et àgv([u0, u1]) sont majorés parτ1L0 d’après (4) ;
– les termes surg[0,v](u1) et g[0,v](u0) sont bornés parτ1ε|v| exp(2τ1L0) par (5), et parce

quesin(θ)� ε sur ces courbes ;
– |Kv| �K2A0.

Donc

∣∣θ(g0(u0)
)
− θ

(
g0(u1)

)
+ θ

(
gv(u1)

)
− θ

(
gv(u0)

)∣∣ � 2τ1L0 +2τ1ε|v| exp(2τ1L0) +K2A0,

et donc

δ′v � δg + 2τ1L0 +2τ1|v|ε exp(2τ1L0) +K2A0.
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Supposons queT0 � 1/8τ1. Alors on peut trouverL0,A0, δ tels que

δ+ 2τ1L0 +2τ1T0ε exp(2τ1L0) +K2A0 � ε/2.

Ainsi, si ε est assez petit et siδg � δ, on aura

(∀ s ∈ [0, v], δ′s � ε)⇒ (δ′v � ε/2),

si bien queδ′v � ε pour toutv ∈ [−T0, T0], ce qui prouve la seconde assertion du lemme 4.1. La
borne surLgv vient de la proposition 4.2.

Soient maintenantu ∈ [0,Lg] et v ∈ [−T0, T0]. D’après (5), l’angle entreV (g(u)) et
Π(g|[u0,u];V (g(u0))) est au plusτ1L0, et l’angle entreV (gv(u)) etΠ(gv([u0, u]);V (gv(u0)))
est au plusτ1L0. De plus, on vient de voir que l’angle entreV (gv(u0)) etΠ(g[0,v](u0);V (g(u0)))
est au plus3ε. Enfin,Kv �K0. On voit donc en appliquant le théorème de Gauss–Bonnet que
l’angle entreV (gv(u)) etΠ(g[0,v](u);V (g(u))) est au plus2τ1L0 + 3ε+K0, ce qui montre la
première assertion du lemme 4.1 siL0 etK0 sont assez petits.

Finalement, le dernier point est une conséquence simple du second (en diminuantε si
nécessaire), il faut prendreu= u1. ✷

5. Propagation de dégénérescences

On reprend dans cette section le cadre du paragraphe 3. On considère donc un segment
géodésiqueγ0 : [0,L[→ Σ tel quelimL γ0 ∈ ∂Σ, et les autres éléments qui interviennent dans
le lemme E. On va préciser la situation dans les régions de[0,L[ sans courbes asymptotiques
ayant une petite valeur deδ. On en déduira dans le paragraphe suivant la preuve du lemme E.

LEMME 5.1. – Pour toutL5 et toutL6 suffisamment petits, et pour toutε > 0, il existec ∈
[0, ε[ etρ ∈ [0, ε[ avec la propriété suivante. Soit[a, b]⊂ [0,L[, supposons que|b−a|� ρ et qu’il
n’existe aucune courbe intégraleγ deU , de longueurLγ � c et avecδγ � c, dont les extrémités
sont des points deγ0([a, b]). Soitt ∈ [a, b] tel queµ̃([a, t]) � L5 et queµ̃([t, b]) � L5. Alors les
courbes intégralesgt deU centrées enγ0(t) de longueur2L6 sont desε-pseudo-géodésiques.
De plus, sis ∈ [a, b] est tel quesin(θ(s)) � c et queµ̃([s, t]) � L6, alorsΠ(γ0|[s,t],U(γ0(s)))
est un vecteur dirigeant degt.

Dans la suite, le lemme 5.1 sera utile pour contrôler le comportement des courbes asympto-
tiques hors des régions de[0,L[ correspondant à la situation décrite dans le paragraphe précédent.

La preuve de ce lemme repose sur les deux propositions suivantes ;L5 etL6 sont encore des
réels qui doivent être choisis assez petits (on précisera comment dans la preuve).

PROPOSITION 5.2. – Pour toutα > 0, il existeβ > 0 tel que sia, b ∈ [0,L[ avecµ̃([a, b])�
L5 et0� b− a� β, et si

µ̃
(
{s∈ [a, b] | sin

(
θU (s)

)
< 0}

)
� β, µ̃

(
{s ∈ [a, b] | sin

(
θV (s)

)
< 0}

)
� β,(17)

alors la courbe intégralega deU issue deγ0(a) de longueurL6 est uneα-pseudo-géodésique.
De plus, sit ∈ [a, b] est tel quesin(θ(t)) � β et queµ̃([a, t]) � L6, alorsΠ(γ0|[t,a],U(γ0(t)))
est un vecteur dirigeant dega.

PROPOSITION 5.3. – Supposons de plus quesin(θ(b)) � β. Soitgb : [0,L5]→ Σ la courbe
intégrale deU issue deγ0(b). Supposons encore que, pour toutu ∈ [0,L5],∣∣∠(

U
(
gb(u)

)
,Π

(
gb|[0,u],U

(
gb(0)

)))∣∣ � β.
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Alors, pour toutt ∈ [a, b], la courbe intégrale deU issue deγ0(t) de longueurL6 est une
α-pseudo-géodésique. De plus, sis ∈ [a, b] est tel quesin(θ(s)) � β et queµ̃([s, t])� L6, alors
Π(γ0|[s,t],U(γ0(s))) est un vecteur dirigeant degt.

On n’a pas énoncé ici les résultats obtenus à partir de ceux-ci par des symétries évidentes : en
remplaçantU par−V , ou en échangeanta et b et en remplaçantU parV ou par−U .

On va donner d’abord la preuve du lemme 5.1 à partir des propositions 5.2 et 5.3, puis
s’attaquer aux preuves de ces propositions.

Démonstration du lemme5.1. – Soit ε > 0. Choisissonsα > 0. On applique d’abord le
corollaire 3.2 (en remplaçantU parV ) et on voit que, sic est assez petit, il existeN ∈ N et
(si)1�i�N , (ti)1�i�N tels que :

– a= t0 � s1 < t1 < s2 < · · ·< sN < tN � sN+1 = b ;
– pour touti ∈ {0, 1, . . . ,N}, il existeσi ∈ {−1,+1} tel que

µ̃
({
s ∈ [ti, si+1] | σi sin

(
θV (s)

)
< 0

})
� α;

– pour touti ∈ {1, . . . ,N} et tout r ∈ [si, ti], il existe s ∈ [si, r], t ∈ [r, ti], et une courbe
intégraleγ : [0,Lγ]→Σ deV , avecδγ � α, Lγ � α, et{γ(0), γ(Lγ)}= {γ0(s), γ0(t)}.

Par ailleurs, le lemme 3.1 montre aussi que, sic est assez petit, il existeσU ∈ {−1,1} tel que

µ̃
({
s ∈ [a, b] | σU sin

(
θU (s)

)
< 0

})
� α.

On supposera donc queσU = 1, sinon le raisonnement est similaire.
Soient a′, b′ ∈ [a, b] tels queµ̃([a, a′]) = µ̃([b′, b]) = L5. Soit r ∈ [a′, b′]. Si r ∈ [si, ti]

pour uni ∈ {1, . . . ,N}, alors il existe une courbe intégraleγ deV telle que{γ(0), γ(Lγ)} =
{γ0(s), γ0(t)}, avecLγ � α, δγ � α et s � r � t. Le lemme 4.1 montre que, siα a été choisi
assez petit, alors les courbes intégrales deU de longueur2T0 centrées sur des points deγ([0,Lγ])
sont desε-pseudo-géodésiques. Or le corollaire 3.5 montre que, siα (doncLγ) est assez petit,
alorsµ̃([s, t]) est petit, et la courbe intégrale deU issue deγ0(r) rencontreγ après avoir parcouru
une distance au plusT0/2. Si c (et donc|t− s|) est assez petit, et si on a prisL6 � T0/2, on voit
ainsi que la courbe intégrale deU centrée enγ0(r) de longueur2L6 est uneε-pseudo-géodésique.

Si a′ � r � s1, la proposition 5.2 montre que, siσ0 = 1, la courbe intégrale de−U issue de
γ0(r) de longueurL6 est uneε-pseudo-géodésique; siσ0 =−1, c’est vrai de la courbe intégrale
deU issue deγ0(r). De même, sitN � r � b′ et siσN = 1, la proposition 5.2 montre que la
courbe intégrale deU de longueurL6 issue deγ0(r) est uneε-pseudo-géodésique, et la même
chose est vraie de la courbe intégrale de−U issue deγ0(r) si σN =−1.

Soit i ∈ {1, . . . ,N}. Par définition desi, il existe t ∈ ]si, ti] et une courbe intégrale
γ : [0,Lγ]→ Σ de V , avecδγ � α, Lγ � α, et {γ(0), γ(Lγ)} = {γ0(si), γ0(t)}. Choisissons
β > 0. D’après le point 3 du lemme 4.1, siα est assez petit, il existe une courbe intégraleg deU
centrée sur un point deγ sur laquelleθ reste dans]0, β[. Le corollaire 3.5 montre que, siα (donc
c) est assez petit,̃µ([si, t]) � β et g rencontreγ0([si, t]) en un pointγ0(bi) après une distance
au plusβ. Ainsi, si β est assez petit, les hypothèses de la proposition 5.3, concernant la courbe
intégrale deU issue deγ0(b), sont satisfaites lorsqu’on prendb= bi.

La proposition 5.3 montre ainsi que, siti−1 � r � si, et siσi−1 = 1, alors la courbe intégrale
deU issue deγ0(r) de longueurL6 est uneε-pseudo-géodésique, et la même chose est vraie
de la courbe intégrale de−U si σi−1 = −1. Si ti � r � si+1 pour un i ∈ {1, . . . ,N} et si
σi = 1, on peut appliquer le même raisonnement, mais pour une courbeγ : [0,Lγ]→ Σ telle que
γ(Lγ) = γ0(ti) ; on voit alors que la courbe intégrale de−U issue deγ0(r) de longueurL6 est
uneε-pseudo-géodésique siσi = 1, et la même chose est vraie de la courbe intégrale deU si
σi =−1.
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Il reste à remarquer que les courbes intégrales deU et de−U (resp. deV et de−V ) issues de
γ0(r), r ∈ [a′, b′], peuvent être « recollées », et qu’on obtient ainsi (quitte à remplacerε par2ε)
desε-pseudo-géodésiques de longueur2L6 centrées enγ0(t). Ceci est dû aux caractérisations
des vecteurs dirigeants dans les propositions 5.2 et 5.3, qui montrent que les vecteurs dirigeants
pour les deux courbes sont proches.

Ces différents cas montrent le lemme 5.1 pour toutes les positions possibles des ∈ [a′, b′]. ✷
La suite de cette section est consacrée aux preuves des propositions 5.2 et 5.3. Introduisons

quelques définitions utiles. On pose :

e+U (x, y) =

∫
L+

U
(x,y)

| sin(θ)|ds=
y∫

y1=x

∣∣ sin(θ(M+(x, y)
))∣∣∣∣∣∣∂λ+

U (x, y1)

∂y1

∣∣∣∣dy1,(18)

e+V (x, y) =

∫
L+

V
(x,y)

| sin(θ)|ds=
y∫

x1=x

∣∣ sin(θ(M+(x, y)
))∣∣∣∣∣∣∂λ+

V (x1, y)

∂x1

∣∣∣∣dx1(19)

et de même avec un exposant− pour les quantités analogues obtenues en échangeantx et y.
Pour simplifier les notations, on note

e(x, y) := max
(
|e+U (x, y)|, |e

+
V (x, y)|, |e

−
U (x, y)|, |e

−
V (x, y)|

)
.

Enfin, six, y ∈ [0,L[, on noteC(x, y) le domaine deΣ borné parL+
V (x, y), L

+
U (x, y), L

−
V (x, y)

etL−
U (x, y), etK(x, y) l’intégrale deK̃ surC(x, y) (voir la figure 1).

On reprend les hypothèses de la proposition 5.2. La proposition suivante permet de contrôler
la croissance des grandeurs que l’on vient d’introduire :

PROPOSITION 5.4. – Il existeL7 ∈ ]0,L2] tel que, pour toutε > 0, il existec > 0 avec la
propriété suivante. Supposons quex0, y0 ∈ [a, b] avec0 < y0 − x0 � c, θ(x0) � c, θ(y0) � c,
µ̃([x0, y0])� L7, et que

µ̃
(
{s ∈ [a, b] | sin

(
θU (s)

)
< 0}

)
� c, µ̃

(
{s ∈ [a, b] | sin

(
θV (s)

)
< 0}

)
� c.(20)

Alors

max
(
|θU (x0)− θU (y0)|,K(x0, y0), e(x0, y0)

)
� ε.

Démonstration. – Soitε′ > 0, qu’on précisera plus loin suivant les besoins de la preuve. On
noteI := [x0, y0]. On pose

I0 = {s ∈ I | θ(s)� ε′}, Ir = I � I0.

Alors Ir = I1 ∪ I2 ∪ I3, où

I1 :=
{
s ∈ I | θ(s) ∈ ]ε′, π− ε′[

}
,

I2 :=
{
s ∈ I | θ(s) ∈ [π − ε′, π[ et sin

(
θU (s)

)
sin

(
θV (s)

)
< 0

}
,

I3 :=
{
s ∈ I | θ(s) ∈ [π − ε′, π[ et sin

(
θU (s)

)
sin

(
θV (s)

)
� 0

}
.

Si s ∈ I1, alorsdµ̃/ds � 2/ε′ ; donc µ̃(I1) � 2c/ε′. Si s ∈ I2, sin(θU ) < 0 ou sin(θV ) < 0,
et chaque possibilité correspond à uneµ̃-mesure au plusc par (20). Donc̃µ(I2) � 2c. Enfin,
µ̃(I3)� 5c d’après l’assertion 3.3. Ainsi,̃µ(Ir)� 2c/ε′ + 2c+ 5c. Quitte à choisirc assez petit
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(par rapport àε′), on a donc̃µ(Ir)� ε′/4C2 (oùC2 provient du corollaire 3.4), ce qu’on suppose
dans la suite.

D’après l’énoncé (sic� ε′), x0 ∈ I0. Notons

y1 := inf
(
{y � x0 | e(x0, y)� ε′} ∪ {y0}

)
.

On va montrer que, siy1 �= y0, alorsµ̃([x0, y1])� L2/4. On suppose donc quey1 < y0. On prend
y2 ∈ [x0, y1], et on va majorere+U (x0, y2) et e+V (x0, y2).

D’après le corollaire 3.4 :

e+U (x0, y2) =

y2∫
y=x0

sin
(
θ
(
M+(x0, y)

))∣∣∂yλ+
U (x0, y)

∣∣dy

�C2

y2∫
x0

sin
(
θ
(
M+(x0, y)

))
µ̃(dy) +C2

y2∫
x0

sin
(
θ
(
M+(x0, y)

))
dy

�C2µ̃(Ir ∩ [x0, y2]) +

∫
I0∩[x0,y2]

sin
(
θ
(
M+(x0, y)

))
µ̃(dy) +C2c,

donc

e+U (x0, y2)� ε′

4
+

∫
I0∩[x0,y2]

sin
(
θ
(
M+(x0, y)

))
µ̃(dy) +C2c.(21)

Soit y ∈ [x0, y2]. On définit un champ de vecteursW sur ∂C(x0, y) par W := U sur
L+
V (x0, y) ∪ L−

V (x0, y) etW := V surL+
U (x0, y) ∪ L−

U (x0, y). D’après le théorème de Gauss–
Bonnet, la rotation totale deW sur∂C(x0, y) (i.e. l’intégrale de〈DW,JW 〉 sur les segments
réguliers de∂C(x0, y), plus les termes correspondant aux coins) est2π−K(x0, y) ; comme cette
rotation sur les segmentsL+

V (x0, y),L
+
U(x0, y),L

−
V (x0, y) etL−

U (x0, y) est majorée d’après (4)
et (5), on a∣∣θ(M+(x0, y)

)
− θ(x0) + θ

(
M−(x0, y)

)
− θ(y) +K(x0, y)

∣∣� 4τ1e(x0, y)

et, commey � y1, e(x0, y)� ε′, donc

θ
(
M+(x0, y)

)
+ θ

(
M−(x0, y)

)
+K(x0, y)� θ(x0) + θ(y) + 4τ1ε

′.

Mais chaque terme est positif etθ(x0)� ε′. Si y ∈ I0, alors on a aussiθ(y)� ε′, on obtient donc
queθ(M+(x0, y)), θ(M−(x0, y)) etK(x0, y) sont majorés par(2 + 4τ1)ε

′.
Il reste à intégrer cette majoration dans (21) pour obtenir que, siµ̃([x0, y2])�L2/4, alors

e+U (x0, y2)� ε′

4
+ (1 + τ1)L2ε

′ +C2c,

donc, quitte à modifierL2 pour avoir(1 + τ1)L2 � 1/8 et à supposer quec est assez petit pour
queC2c� ε′/8, on voit que

e+U (x0, y2)� ε′/2.

On obtient de même quee+V (x0, y2) � ε′/2, et pareillement avec−, si bien que (siε′ et c sont
assez petits) siy1 < y0, alorsµ̃([x0, y1]) � L2/4. On a donc bien montré que soity1 = y0, soit
µ̃([x0, y0])� L2/4.
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Mais, si on prendL7 � L2/4, alors y1 = y0, donc e+U (x0, y0) � ε′ ; si bien que l’angle
entreV (M+(x0, y0)) et le transporté parallèle deV (γ0(x0)) suivantL+

U (x0, y0) est au plus
τ1e

+
U (x0, y0)� τ1ε

′. De plus, on a vu plus haut qu’on a

θ
(
M+(x0, y0)

)
� (4τ1 + 2)ε′.

L’angle entreU(M+(x0, y0)) et le transporté parallèle deU(γ0(x0)) suivantL+
U (x0, y0) est

donc au plus

τ1e
+
U (x0, y0) + θ

(
M+(x0, y0)

)
+ θ(x0)� τ1ε

′ + (4τ1 + 2)ε′ + ε′ � (5τ1 + 3)ε′.

On sait aussi que l’angle entreU(M+(x0, y0)) et le transporté parallèle deU(γ0(y0)) suivant
L+
V (x0, y0) est au plusτ1ε′. Enfin, on a vu plus haut queK(x0, y0)� (4τ1+2)ε′. En appliquant

le théorème de Gauss–Bonnet, on trouve donc que|θU (x0) − θU (y0)| � (10τ1 + 5)ε′, qui est
plus petit queε si ε′ est assez petit.

Si ε′ est assez petit, on obtient les majorations voulues dee(x0, y0) et de|θU (x0)− θU (y0)|.
Enfin, on a trouvé ci-dessus une majoration deK(x0, y0). ✷

On peut maintenant démontrer la proposition 5.2.

Démonstration de la proposition5.2. – On suppose donc que0< |b− a| � β. Soity0 ∈ [a, b]
tel queµ̃([a, y0]) = L7 (� L2) ; alors, d’après le corollaire 3.4,

λ+
U (a, y0)� L7

C2
−C2β,(22)

d’où une minoration deλ+
U (a, y0) par une constanteL6 > 0 si β est assez petit.

On choisit encoreα′ > 0, sur lequel on précisera plus loin des conditions. On pose encore :

J0 = {s ∈ [a, y0] | θ(s)� α′}, Jr = [a, y0]� J0.

D’après le raisonnement fait plus haut pourIr , µ̃(Jr) � 2β/α′ + 7β, donc, d’après le
corollaire 3.4, la courbe (non connexe)

L+
U,r := {M+(a, y) | y ∈ Jr}

a une longueur majorée parC2(µ̃(Jr) + β), donc parC2(2/α
′ + 8)β. Si β est assez petit, cette

longueur est majorée parα. La courbe (non connexe)

L+
U,0 := {M+(a, y) | y ∈ J0}

est donc de longueur au moinsL6 − α.
Il existex0 ∈ J0 ⊂ [a, y0] tel queµ̃([a,x0]) � µ̃(Jr) � α′. On suppose queβ est assez petit

(par rapport àα′) pour que(2/α′ + 8)β � α′. On va montrer quega est alors uneα-pseudo-
géodésique dont un vecteur dirigeant estΠ(γ0|[x0,a];U).

Par hypothèse,̃µ([a,x0]) � α′. De plus, pour toutx ∈ [a,x0], λ
+
U (x, y0) � C2(L7 + β). On

peut alors utiliser le corollaire 3.4 et un argument d’intégration élémentaire pour montrer que :

Aire

( ⋃
x∈[a,x0]

L+
U (x, y0)

)
�C2(L7 + β) ·C2(α

′ + β).
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On peut faire le même raisonnement pour montrer que

Aire

( ⋃
x∈[a,x0]

L−
V (x, y0)

)
�C2(L7 + β) ·C2(α

′ + β).

Ainsi,

A(a, y0)−A(x0, y0)� 2C2(α
′ + β) ·C2(L7 + β) = 2C2

2 (α
′ + β)(L7 + β),

donc

K(a, y0)−K(x0, y0)� 2K2C
2
2 (α

′ + β)(L7 + β).(23)

Soit maintenanty ∈ J0. Appliquons la proposition 5.4 à(x0, y). On obtient que|θU (x0) −
θU (y)| � α′, K(x0, y)� α′, et quee(x0, y)� α′. Notons encore

Wa =Π
(
γ0|[x0,a];U

)
,

Wy =Π
(
γ0|[x0,y];U

)
,

WM+(x0,y) =Π
(
L+
V (x0, y);Wy

)
,

WM+(a,y) =Π
(
L+
V (a, y);Wy

)
,

W =Π
(
L+
U (a, y);Wa

)
.

Alors ∣∣∠(
U(y),Wy

)∣∣= ∣∣θU (x0)− θU (y)
∣∣ � α′.

En appliquant (5), on en déduit que

∣∣∠(
WM+(x0,y),U

(
M+(x0, y)

))∣∣ � α′ + τ1e
+
V (x0, y)� α′ + τ1α

′.

Comme le segment deL+
V (a, y) entreM+(x0, y) etM+(a, y) est de longueur au plusC2(α

′+β)
(d’après le corollaire 3.4), (5) montre encore que

∣∣∠(
WM+(a,y),U

(
M+(a, y)

))∣∣ � α′(1 + τ1) + τ1C2(α
′ + β)� α′(1 + τ1 +C2τ1) + τ1C2β.

Enfin, le théorème de Gauss–Bonnet montre que∣∣∠(
W,WM+(a,y)

)∣∣�K(a, y)�K(x0, y) +
∣∣K(a, y)−K(x0, y)

∣∣
� α′ + 2K2C

2
2 (L7 + β)(α′ + β).

Finalement,

∣∣∠(
W,U

(
M+

(
a, y

)))∣∣ � α′(2 + τ1 + τ1C2) + τ1C2β + 2K2C
2
2 (L7 + β)(α′ + β).(24)

Si α′ et β sont assez petits, cette quantité est majorée parα. On a ainsi montré que, pour tout
m ∈L+

U,0(a, y0), l’angle entreU(m) etW (m) est au plusα, alors que la longueur deL+
U,r(a, y0)

est au plusα. Ceci montre queL+
U (a, y0) est uneα-pseudo-géodésique de vecteur dirigeantW .

Si maintenantt ∈ [a, b] est tel quẽµ([a, t])� L6 et queθ(t)� β, on applique la proposition 5.4
à(x0, t) et on voit que|θU (x0)−θU (t)|� α. Donc, quitte à remplacerα par2α,L+

U (a, y0) admet
aussi comme vecteur dirigeantΠ(γ0|[t,a];U). ✷
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Fig. 4.

On peut aussi donner une proposition parallèle à la proposition 5.4, mais pour la proposi-
tion 5.3. On introduit pour cela des notations similaires à celles qu’on a utilisées ci-dessus,
mais en remplaçantγ0(y) par gb(u). On note ainsiLU (x) la courbe intégrale deU issue de
γ0(x), LV (x) la courbe intégrale deV issue deγ0(x), LV (u) la courbe intégrale deV issue de
gb(u), LU (u) = gb, K(x,u) l’intégrale deK̃ sur le domaine délimité parLU (x),LV (x),LU (u)

et LV (u), et de même pour les autres notations.M
+
(x,u) est l’intersection deLU (x) et de

LV (u). On appelleθU (u) etθV (u) les angles engb(u) entre le transporté parallèle deγ′0 suivant

gb([0, u]) etU etV respectivement. Enfin, on noteL
+

U (x,u) le segment deLU (x) entreγ0(x) et

M
+
(x,u) etL

+

V (x,u) le segment deLV (u) entregb(u) etM
+
(x,u).

On utilisera la proposition suivante, qui est un analogue adapté à notre situation du
corollaire 3.4 :

PROPOSITION 5.5. – Il existeL2 > 0 tel que si les longueurs deL
+

U (x,u) et deL
+

V (x,u)
sont majorées parL2, alors

∥∥(∂1M
+
)(x,u)

∥∥ �C2

(
dµ̃

dx
+1

)
,

∥∥(∂2M
+
)(x,u)

∥∥ �C2.

Démonstration. – La preuve est similaire à celle du corollaire 3.4. Pour la première inégalité,
il faut utiliser (9) et (8) (ou (15)) ainsi que l’assertion 3.3. Pour la seconde inégalité, il suffit
d’appliquer (15). ✷

On reprend maintenant les hypothèses de la proposition 5.3. On suppose donc encore que
|b− a|� β, quegb est presque une géodésique dans le sens de l’énoncé de 5.3, et que

µ̃
(
{s∈ [a, b] | sin

(
θU (s)

)
< 0}

)
� β, µ̃

(
{s ∈ [a, b] | sin

(
θV (s)

)
< 0}

)
� β.
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Pourx ∈ [0, b[ et u ∈ [0,L2], on note encoreA(x,u) l’aire du domaineΩ(x,u) délimité par
gb([0, u]), LV (u), LU (x) etLV (b) = LV (0), etK(x,u) l’intégrale deK̃ surΩ(x,u). Alors :

PROPOSITION 5.6. – Il existeL7 > 0 tel que, pour toutε > 0, il existec > 0 tel que siβ � c
et siu ∈ [0,L7], x0 ∈ [a, b] et si µ̃([x0, b])� L7, alorsK(x0, u)� ε. Si de plusθ(x0)� c, alors

θ(M
+
(x0, u))� ε.

Démonstration. – On choisitε′ > 0 (on précisera plus loin sa valeur). On note encore

I0 := {x ∈ [x0, b] | θ(x) � ε′}, Ir := [x0, b]� I0.

Le début de la preuve de la proposition 5.4 montre queµ̃(Ir)� ε′ si c est assez petit.
On note alors

u1 := inf
{
u∈ [0,L7] | ∃x∈ I0, θ

(
M

+
(x,u)

)
� ε

}
∪
{
L7

}
.

On veut montrer queu1 = L7. On choisit doncx ∈ I0 et u � u1, et on va prouver que
θ(M

+
(x,u))� ε/2.

La proposition 5.4 appliquée à(x, b) montre queθ(M+(x, b)) � ε′ et quee(x, b) � ε′. On

utilisera ces majorations pour contrôlerθ(M
+
(x,u)). D’après la proposition 4.2, siL7 est assez

petit, la courbe

CU (x,u) :=
{
M

+
(x, v) | v ∈ [0, u]

}
est de longueur au plus2u � 2L7. Par définition deu1, θ � ε en chaque point deCU (x,u).
D’après (4), ∣∣∠(

V
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
CU (x,u);V (M

+(x, b))
))∣∣ � 2τ1L7ε.(25)

Commee(x, b)� ε′, on voit aussi que

∣∣∠(
U
(
γ0(b)

)
,Π

(
L+
V (x, b);U(M

+(x, b))
))∣∣� τ1ε

′.(26)

Par ailleurs, une hypothèse de la proposition 5.3 affirme que

∣∣∠(
U
(
gb(u)

)
,Π

(
gb|[0,u];U(γ0(b))

))∣∣ � β.(27)

Enfin, la proposition 5.5 montre que les courbes

L
+

V,0 :=
{
M

+
(x′, u) | x′ ∈ I0

}
, L

+

V,r :=
{
M

+
(x′, u) | x′ ∈ Ir

}
ont des longueurs majorées parC2(µ̃(I0) + c)�C2(L7 + c) et parC2(µ̃(Ir) + c)�C2(ε

′ + c)

respectivement. Commeθ � ε surL
+

V,0 (caru� u1), on obtient avec (5) que

∣∣∠(
U
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
L

+

V (x,u),U(gb(u))
))∣∣ � τ1

(
εC2(L7 + c) +C2(ε

′ + c)
)
.(28)

Pour contrôler l’aireA(x,u), on utilise la proposition 5.5 et le fait queθ(M
+
(y, v)) � ε

lorsquey ∈ I0 pour obtenir que
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A(x,u)�
u∫

v=0

b∫
y=x

sin
(
θ
(
M

+
(y, v)

))∥∥(∂1M
+
)(y, v)

∥∥∥∥(∂2M
+
)(y, v)

∥∥dy dv

�C2

u∫
v=0

( ∫
y∈I0

sin
(
θ
(
M

+
(y, v)

))∥∥(∂1M
+
)(y, v)

∥∥dy+ ∫
y∈Ir

∥∥(∂1M
+
)(y, v)

∥∥dy)dv
�C2u

(
εC2(µ̃(I0) + c

)
+C2

(
µ̃(Ir) + c)

)
�C2

2L7

(
ε(L7 + c) + (ε′ + c)

)
.

L’intégrale deK̃ surΩ(x,u) est donc au plus

K(x,u)�C2K2L7

(
εC2(L7 + c) +C2(ε

′ + c)
)
.(29)

On note maintenant que

θ
(
M

+
(x,u)

)
� θ

(
M+(x, b)

)
+
∣∣∠(

U
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
CU (x,u);U(M

+(x, b))
))∣∣

+
∣∣∠(

V
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
CU (x,u);V (M

+(x, b))
))∣∣.

Or, d’après le théorème de Gauss–Bonnet,∣∣∠(
U
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
CU (x,u);U(M

+(x, b))
))∣∣

�
∣∣∠(

U
(
γ0(b)

)
,Π

(
L+
V (x, b);U(M

+(x, b))
))∣∣+ ∣∣∠(

U
(
gb(u)

)
,Π

(
gb|[0,u];U(γ0(b))

))∣∣
+
∣∣∠(

U
(
M

+
(x,u)

)
,Π

(
L

+

V (x,u),U(gb(u))
))∣∣+K(x,u).

Commeθ(M+(x,u))� ε′, on peut utiliser (25), (26), (27), (28) et (29) pour obtenir que

θ
(
M

+
(x,u)

)
� ε′ + 2τ1L7ε+ τ1ε

′ + β + τ1
(
εC2(L7 + c) +C2(ε

′ + c)
)

+C2
2K2L7

(
ε(L7 + c) + (ε′ + c)

)
.

SiL7 est choisi assez petit, et siε′ et c (et doncβ carβ � c) sont assez petits par rapport àε, on
trouve que

θ
(
M

+
(x,u)

)
� ε/2.

Ceci nous assure que, pour toutu � u1 et pour toutx ∈ I0, θ(M
+
(x,u)) � ε/2. Ainsi,

u1 = L7. ✷
On peut en déduire la proposition 5.3 à peu près comme plus haut pour la preuve de la

proposition 5.2 à partir de la proposition 5.4.

Démonstration de la proposition5.3. – Soitt ∈ [a, b]. Si µ̃(t, b)) � L5, la proposition 5.2
permet de conclure. Sinon, sa démonstration permet de montrer queL+

U (t, b) est uneα-pseudo-
géodésique, mais sa longueur peut être inférieure àL6 et d’autres arguments sont nécessaires.
Pouru ∈ [0,L7], on note encore

CU (t, u) :=
{
M

+
(t, v) | v ∈ [0, u]

}
et on remarque que, siL7 est assez petit, d’après la proposition 4.2,CU (t,L7) est de longueur au
moinsL7/2, donc au moinsL6 siL6 aussi est assez petit. Il suffit donc de montrer queLU (t,L7)
est uneα-pseudo-géodésique pour pouvoir conclure. On fixe pour celaα′ > 0.
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D’après la proposition 5.2 appliqué à(t, b), si β est assez petit,L+
U (t, b) est uneα′-pseudo-

géodésique de vecteur dirigeantW . De plus, la preuve de la proposition 5.2 montre que, comme
θ(b)� β, ∣∣∠(

W,U
(
M+(t, b)

))∣∣ � α′.(30)

Soitu ∈ [0,L7]. On décompose à nouveau

[t, b] = I0 ∪ Ir,

où

I0 :=
{
s ∈ [t, b] | θ(s)� α′}, Ir := [t, b]� I0.

Le même argument qu’au début de la preuve de la proposition 5.4 montre que, siβ est assez
petit, alorsµ̃(Ir)� α′. Alors, d’après (4) et la proposition 5.6, on a

∣∣∠(
U
(
M

+
(t, u)

)
,Π

(
LV (t, u),U(gb(t))

))∣∣
� τ1

b∫
t

sin
(
θ(M

+
(s, u))

)∥∥∂1M
+
(s, u)

∥∥ds
� τ1C2(b− t) + τ1C2

∫
I0

sin
(
θ
(
M

+
(s, u)

))
dµ̃(ds) + τ1C2µ̃(Ir),

si bien que

∣∣∠(
U
(
M

+
(t, u)

)
,Π

(
LV (t, u),U(gb(t))

))∣∣ � τ1C2

(
(b− t) + α′L7 + α′).(31)

Mais le théorème de Gauss–Bonnet indique que

∣∣∠(
U
(
M

+
(t, u)

)
,Π

(
CU (t, u),U(M

+(t, b))
))∣∣

�
∣∣∠(

U
(
M+(t, b)

)
,Π

(
L+
V (t, b),U(gb(0))

))∣∣+ ∣∣∠(
U
(
gb(u)

)
,Π

(
gb,U(gb(0))

))∣∣
+
∣∣∠(

U
(
M

+
(t, u)

)
,Π

(
LV (t, u),U(gb(u))

))∣∣+K(t, u).

Enfin, la proposition 5.6 montre que, siβ est assez petit,K(t, u)� α′, alors que l’énoncé qu’on
cherche à démontrer affirme que

∣∣∠(
U
(
gb(u)

)
,Π

(
gb,U(gb(0))

))∣∣ � β.

On voit donc en appliquant deux fois (31) que

∣∣∠(
U
(
M

+
(t, u)

)
,Π

(
CU (t, u),U(M

+(t, b))
))∣∣ � β + 2

(
τ1C2(b− t) +α′L7 + α′)+α′.

Si α′ et β sont assez petits, ceci assure queL
+

U (t,L7) est uneα-pseudo-géodésique. Pour
vérifier que le transporté parallèle deU(γ0(s)) est bien un vecteur dirigeant, on procède comme
plus haut à la fin de la preuve de la proposition 5.2.✷
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6. Preuve du lemme E

On passe maintenant à la preuve du lemme E. Il nous faut encore une proposition qui limite
la proximité, surγ0, entre les courbes intégrales deU et deV qui vérifient les hypothèses du
lemme 4.1.

PROPOSITION 6.1. – Il existeL8 > 0 etC8 > 0 tels que, siγU : [0,LU ]→ Σ etγV : [0,LV ]→
Σ sont des courbes intégrales respectivement deU et deV , avec

max(LγU ,LγV , δγU , δγV )�C8

siγU (0) = γ0(xU ), γU (LU ) = γ0(yU ), γV (0) = γ0(xV ) etγV (LV ) = γ0(yV ), et si|yU−xV |�
C8, alors µ̃([yU , xV ])� L8.

Démonstration. – On suppose le contraire, on va montrer que c’est impossible siL8 etC8 sont
assez petits.

Le corollaire 3.4 montre que, siL8 est assez petit, la courbe intégralecV deV issue deγ0(yU )
rencontre la courbe intégralecU deU issue deγ0(xV ) à distance au plus̃µ([yU , xV ])C2 +C8C2

deγ0(yU ) ; cette distance est inférieure àT0/2 (oùT0 vient du lemme 4.1) siL8 etC8 sont assez
petits.

D’après le second point du lemme 4.1 appliqué àγU , le segmentsU decU centré encU ∩ cV
de longueur4C8 a une petite valeur deδsU . En effet, siL8 est assez petit, cette courbe contient
un segments′U qui coïncide avec une courbegv obtenue en prenantg = g0 égal àγU dans le
lemme 4.1. D’après le second point du lemme 4.1,δs′

U
est petit, doncδsU est petit.

Cela contredit le premier point du lemme 4.1 appliqué àγV , car, pourL8 assez petit,sU est
dans une courbe intégrale deU issue d’un point deγV . ✷

Démonstration du lemme E. – On prendC0 =C2, etL0 =min(T0/2,L5/C0,L6). Rappelons
queC2 vient du corollaire 3.4,T0 du lemme 4.1, etL5 etL6 du lemme 5.1. On considère quatre
cas, suivant les positions deU et deV le long deγ0.

1er cas.Il existeε0 > 0, s0 ∈ [0,L[ tels que siγ est une courbe intégrale deU ou deV dont
les extrémités sont dansγ0([s0,L[), alorsLγ > ε0 ou bienδγ > ε0.

D’après le lemme 3.1,

lim
s→L

µ̃
{
t ∈ [s,L[ | sin

(
θV (t)

)
< 0

}
= 0

(ou la même chose en remplaçantV par−V , mais ça ne change rien au raisonnement), et il en
est de même pourU .

Le lemme 5.1 va permettre de montrer le lemme E, avec simplementI = ∅ et J =]0,L[. En
particulier, le point 1 de la définition en est une conséquence immédiate.

Les points 2 et 3 du lemme E sont clairs parce queI = ∅. Enfin, le point 4 est une conséquence
du corollaire 3.5. En effet, le premier point de ce corollaire montre que les intersections deshu
avecγ0 sont proches, alors que le second point montre que leshu sont orientées du même côté
queγ0 en leur première et en leur dernière intersection.

2ème cas. Il existe ε0 > 0, s0 ∈ [0,L[ tels que, siγ est une courbe intégrale deV dont les
extrémités sont dansγ0([s0,L[), alorsLγ > ε0 ou bienδγ > ε0, mais l’analogue pour les courbes
intégrales deU est faux. Donc, pour toutε0 > 0 et touts0 ∈ [0,L[, il existe une courbe intégrale
deU , g, qui a ses extrémités surγ0([s0,L[) et telle queLg � ε0 et queδg � ε0. On va montrer
que le lemme E est vérifié, avecI = ∅ etJ = [0,L[.

On choisit une suite(εn)n∈N∗ deR
∗
+ qui tend vers0. Soient(cn)n∈N∗ et (ρn)n∈N∗ des suites

qui lui sont associées par le lemme 5.1, i.e.cn et ρn sont associés àεn par l’énoncé de ce
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lemme pour toutn ∈ N
∗. On choisit une suite(an)n∈N∗ croissant versL telle que, pour tout

n ∈ N
∗, il n’existe aucune courbe intégraleγ deV de longueurLγ � cn et avecδγ � cn dont les

extrémités sont des points deγ0([an,L[), et telle queL− an � ρn. On note(a′n)n∈N∗ la suite
telle quea′n > an et queµ̃([an, a′n]) =L5.

Le lemme 5.1 montre que, pour toutn ∈ N
∗, les courbes intégrales deV de longueur2L6

centrées en un point de[a′n,L[ sont desεn-pseudo-géodésiques, ce qui prouve le point 1 du
lemme E. Les points 2 à 4 sont faciles à vérifier comme dans le premier cas ci-dessus.

3ème cas.Comme pour le deuxième cas, mais après échange deU et deV ; le raisonnement
est le même, et le lemme E est vérifié avecI = [0,L[ etJ = ∅.

4ème cas.Aucun des trois premiers cas ci-dessus n’est vérifié. Ainsi, pour toutε > 0 et tout
s0 ∈ [0,L[, il existe une courbe intégrale deU , g, qui a ses extrémités surγ0([s0,L[) et telle que
Lg � ε et δg � ε, et la même chose est vraie pourV .

On raisonne comme dans le deuxième cas ; on choisit une suite(εn)n∈N∗ de réels qui décroît
vers 0, et on note(cn)n∈N∗ et (ρ′n)n∈N∗ les suites qui lui sont associées par le lemme 5.1.
Puis on note(ρ′′n)n∈N∗ la suite associée à(cn)n∈N∗ par le lemme 3.1, et on pose :ρn =
min(ρ′n, ρ

′′
n). Quitte à diminuer éventuellement lesεn, on suppose queρ1 � C8 (où C8 vient

de la proposition 6.1). Enfin, on notean := L − ρn et bn l’unique élément de[an,L[ tel que
µ̃([an+1, bn]) = 1.

Pourn ∈ N
∗, on applique le corollaire 3.2 sur[an, bn], et on obtient deux familles finies

(sn,1, . . . , sn,kn) et (tn,1, . . . , tn,kn) croissantes de points de[an, bn] telles quesn,k < tn,k <
sn,k+1 et que, pour toutr ∈ [sn,k, tn,k], il existe une courbe intégrale deU ayant une extrémité
surγ0([sn,k, r]) et une extrémité surγ0([r, tn,k]), et qui est de longueur et deδ au pluscn. Enfin,
il existeσn,k ∈ {−1,1} tel que

µ̃
({
s ∈ [tn,k−1, sn,k] | σn,k sin

(
θU (s)

)
< 0

})
� cn.

En ordonnant les familles obtenues pourn croissant, on obtient deux suites(sp)p∈N et(tp)p∈N

croissantes dans[0,L[ et une fonctionn :N → N croissante tendant vers l’infini telles que :
– sp < tp < tp+1 ;
– pour toutr ∈ [sp, tp], il existe une courbe intégrale deU ayant une extrémité surγ0([sp, r])

et une extrémité surγ0([r, tp]), et qui est de longueur et deδ au pluscn(p) ;
– il existeσp ∈ {−1,1} tel que

µ̃
(
{s ∈ [tp, sp] | σp sin

(
θU (s)

)
< 0}

)
� cn(p).

On fait de même en remplaçantU parV , et on obtient aussi des suites(s′p)p∈N et (t′p)p∈N

croissantes dans[0,L[ et une fonctionn′ :N → N croissante tendant vers l’infini telles que :
– s′p < t′p < t′p+1 ;
– pour toutr ∈ [s′p, t

′
p], il existe une courbe intégrale deV ayant une extrémité surγ0([s

′
p, r])

et une extrémité surγ0([r, t
′
p]), et qui est de longueur et deδ au pluscn′(p) ;

– il existeσ′
p ∈ {−1,1} tel que

µ̃
(
{s∈ [t′p, s

′
p] | σ′

p sin
(
θV (s)

)
< 0}

)
� cn′(p).

Utilisons la proposition 6.1. Commec1 � C8, si s′q > sp, alors [sp, tp] ∩ [s′q, t
′
q] = ∅, et

µ̃([tp, s
′
q]) � L8. Ainsi, il existe deux suites(pi)i∈N, (qi)i∈N strictement croissantes d’entiers

telles que

· · ·< t′qi−1
< spi < tpi < spi+1 < tpi+1 < · · ·< spi+1−1

< tpi+1−1 < s′qi < t′qi < s′qi+1 < · · ·< t′qi+1−1 < spi+1 < tpi+1 < · · · ,
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Fig. 5.

avec de plus̃µ([t′qi−1
, spi ])� L8 et µ̃([tpi+1−1, s

′
qi ])�L8.

Quitte à diminuerL5, on suppose que3L5 <L8 (oùL5 provient du lemme 5.1), et on note

xi ∈ [t′qi−1
, spi ] tel que µ̃

(
[t′qi−1

, xi]
)
= L5,

yi ∈ [tpi+1−1, s
′
qi ] tel que µ̃

(
[yi, s

′
qi ]
)
= L5,

x′i ∈ [tpi+1−1, s
′
qi ] tel que µ̃

(
[tpi+1−1, x

′
i

]
r) = L5,

y′i ∈ [t′qi+1−1, spi+1 ] tel que µ̃
(
[y′i, spi+1 ]

)
=L5.

Puis on poseI =
⋃
i]x

′
i, y

′
i[, J =

⋃
i]xi, yi[.

Le lemme 5.1 montre que le point 1 du lemme E est vérifié. Le point 2 provient de la définition
des vecteurs dirigeants dans le lemme 5.1. Le point 3 est une conséquence du corollaire 3.4 et
de la construction deI et deJ , qui montre que les intervalles maximaux deI ∩ J ont desµ̃-
mesures au moinsL5. Enfin, comme pour le premier cas encore, le point 4 est une conséquence
du corollaire 3.5. ✷

Par ailleurs, la preuve du théorème D est une conséquence des lemmes 4.1 et 5.2, qui font
apparaître une suite de segmentsεn-pseudo-géodésiques, avecεn → 0. La courbure moyenne est
« souvent grande » sur ces segments car elle est proportionnelle àcotg(θ), et θ y est « souvent »
petit. On utilise ensuite un argument de compacité immédiat pour trouver une sous-suite qui
converge vers un segment géodésique avec les propriétés demandées.

7. Convexité

L’objectif de cette section est de montrer le lemme F, que nous rappelons ici :

LEMME F. –Dans les conditions des théorèmesA, B et C, (Σ, III) est convexe.

On raisonne par l’absurde, on suppose donc que(Σ, III) est à bord géodésique mais non
convexe. Rappelons qu’on notẽ∇ sa connexion de Levi-Civita. Soit(γn)n∈N∗ une suite de
segments géodésiquesγn : [0,L]→Σ telle que(γn(u)) converge vers une limiteγ0(u) ∈Σ pour
chaqueu ∈ [0,L], et qu’il existeu ∈ ]0,L[ tel queγ0(u) ∈ ∂IIIΣ, alors queγ0(0) ∈ Σ. On note
alors

u0 = inf
{
u ∈ [0,L] | lim

n→∞
γn(u) ∈ ∂IIIΣ

}
.

Ainsi, u0 � d(γ0(0), ∂Σ) > 0. De plus,γ0|[0,u0[ est un segment géodésique deΣ tel que
limu0 γ0 ∈ ∂Σ, on lui applique le lemme E. On obtient ainsi deux ouvertsI, J ⊂ [0, u0[ et
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deux familles de courbes intégrales(gu)u∈[0,u0[, (hu)u∈[0,u0[ deU et deV respectivement telles
que, pouru ∈ I (resp.u∈ J ), gu (resp.hu) est uneε(u)-pseudo-géodésique de longueur2C0L0

centrée enγ0(u), avecε(u)→ 0 quandu→ u0.
Il faut d’abord donner quelques résultats utiles sur la géométrie des domaines simplement

connexes, suivant la géométrie de leurs bords. C’est une extension de l’assertion 3.6, et la preuve
est similaire.

ASSERTION 7.1. – Il existeω1(K2)> 0 tel que, siΩ est un ouvert deΣ simplement connexe
à bord régulier par morceaux, de diamètre au plusω1, et si∂Ω= ∂cΩ∪∂rΩ, avec∂cΩ connexe,
d’intérieur non vide, et localement concave, alors il existe un champ de vecteurs unitairesW sur
Ω∪ ∂rΩ tel que:

– les courbes intégrales deW sont géodésiques;
– si g est une courbe intégrale deW qui arrive en un pointm ∈ ∂cΩ, alors la géodésique

orthogonale àg enm est une géodésique de support de∂cΩ ;
– en tout point de∂rΩ oùW est dirigé vers l’intérieur deΩ, W est parallèle le long de∂Ω.

Pour toutm ∈ Ω, il existe une unique courbe régulière par morceaux joignantm à ∂cΩ dans
Ω ∪ ∂rΩ, constituée de segments intégraux deW et de morceaux de∂rΩ sur lesquelsW est
dirigé vers l’intérieur deΩ. W est donc parallèle le long de cette courbe.

Démonstration. – On considère un domaineΩ′ ⊂ Ω et un champ de vecteursW ′ surΩ tels
que :

– W ′ a les propriétés demandées surΩ′ ;
– Ω′ ⊂Ω est connexe, et borné par des segments de courbe intégrale deW ′ ;
– (Ω′,W ′) est maximal parmi les choix possibles, i.e. si(Ω′′,W ′′) a les mêmes propriétés,
Ω′ ⊂Ω′′ etW ′ =W ′′ surΩ′, alorsΩ′′ =Ω′.

Si ω1 est assez petit, les géodésiques deΩ sont minimisantes, et deux géodésiques issues de
∂cΩ ne peuvent pas se couper. Par maximalité,Ω′ contient donc toutes les géodésiques issues
de∂cΩ, et dont les normales sont des droites de support à∂cΩ. De même, il ne peut pas y avoir
d’intersection entre deux courbes intégrales deW issues de points de∂rΩ assez proches oùW
est vers l’intérieur deΩ. Donc, toujours par maximalité,Ω′ =Ω.

Montrons que, pour toutm ∈ Ω, il existe une courbesm dansΩ ∪ ∂rΩ joignantm à ∂cΩ,
composée de courbes intégrales deW ou de segments de∂rΩ oùW est vers l’intérieur. On note
Ω′ l’ensemble desm ∈ Ω pour lesquels une telle courbesm existe, on supposeΩ′ �= Ω. Alors
∂Ω′

� ∂Ω est composée de segments(si)i∈I de courbes intégrales deW . De plus, chacun de
ces segmentssi est issu d’un pointpi de∂rΩ ou de∂cΩ, ou bien est tangent à∂Ω en un point
qi ∈ ∂Ω. On constate alors qu’il existe des points deΩ�Ω′ proches desi atteints par des courbes
intégrales deW issues d’un pointp ∈ ∂Ω proche depi ou deqi, avecp ∈ ∂cΩ, ou bienp ∈ ∂rΩ
etW parallèle sur∂rΩ entrepi et p ou entreqi etp. DoncΩ′ =Ω.

Finalement, il faut montrer quesm est unique. Dans le cas contraire, il existerait une région
D⊂Ω d’intérieur non vide, bornée par des courbes intégrales deW et par des segments de∂cΩ
ou par des segments de∂rΩ où W est dirigé vers l’intérieur.∂D ne contiendrait alors aucun
point oùW est dirigé vers l’extérieur, ce qui est impossible.✷

On va maintenant borner l’intégrale dẽK sur le domaine borné par uneε-pseudo-géodésique
et par la courbe minimisante qui joint ses extrémités.

PROPOSITION 7.2. – Il existeω2 > 0 avec la propriété suivante. SoitΩ′ un ouvert simplement
connexe à bord régulier par morceaux dansΣ, de diamètre au plusω2 (au sens intrinsèque
surΩ′). Alors :
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1. pour toutα> 0, il existeε > 0 tel que, siγ : [0,L]→Ω′ est uneε-pseudo-géodésique avec
L � ω2, et sis est la courbe minimisante qui jointγ(L) à γ(0) dansΩ′, alors l’intégrale
deK̃ sur la réunion des domaines bornés parγ et pars est au plusαL ;

2. si c : [0,L]→ Ω′ est une courbe à courbure géodésique|k| � K2ω2, alors L � 3d(c(0),
c(L)).

Démonstration. – Quitte à déformer un peuγ, on peut supposer queγ rencontres en un
nombre fini de points0 = t0 < t1 < · · · < tn = L. Il suffit de montrer le résultat pour les
différents intervalles. On suppose donc queγ et s ne se rencontrent qu’enγ(0) et enγ(L).
γ et s bordent donc un domaineΩ ⊂ Ω′. Commes est minimisante,∂Ω = ∂cΩ ∪ ∂rΩ, avec
∂cΩ= γ([0,L]) concave.

On applique d’abord l’assertion 7.1 àΩ, on obtient un champ de vecteursW surΩ, tel que
∇̃WW = 0. Ainsi,W ∗ est fermée, doncW ∗ = dy, oùy est une fonction telle quey = 0 sur∂cΩ.
De plus, pour toutt ∈ [0,L], il existe une unique courbest, joignantγ(t) à un pointmt ∈ ∂cΩ,
composée de segments intégraux deW et de morceaux deγ oùW est vers l’intérieur. On note
Wγ un vecteur dirigeant deγ. Pourt ∈ [0,L], on appelle :

– θ0 :=∠(−JW,Wγ) enγ(0) ;
– θ(t) :=∠(−JW,γ′) ;
– k(t) l’angle entre−s′t en s(u(t)) et le transporté parallèle delims→0+ W (c(s)) en s(t)

suivants([0, u(t)]) ;
– K(t) l’intégrale deK̃ sur le domaine borné parγ([0, t]), st et∂cΩ entreγ(0) etmt ;
– y(t) := y(γ(t)) ;
– θc(t) :=∠(Wγ , γ

′(t)).
Il est facile de vérifier quemt est continue par rapport àt, et varie de manière monotone. Si

mt n’est pas localement constante ent, alorsst est un segment de courbe intégrale deW .
De plus,y′(t) = sin(θ(t)), alors que le théorème de Gauss–Bonnet, appliqué au domaine borné

parγ([0, t]), st et∂cΩ entreγ(0) etmt, montre que

θ(t) = θ0 + k(t)−K(t) + θc(t).

Ainsi,

y′(t) = sin
(
θ0 + k(t)−K(t) + θc(t)

)
.

Soit t0 ∈ [0,L] un point oùy : [0,L] → R atteint son maximum.k est croissante, donc soit
θ0 + k � 0 sur [0, t0], soitθ0 + k � 0 sur [t0,L]. On suppose queθ0 + k � 0 sur [0, t0], sinon il
suffit de remplacer[0, t0] par [t0,L] dans le raisonnement qui suit. Comme la fonction sinus est
1-lipschitzienne, on a sur[0, t0] :

y′(t) = sin
((
θ0 + k(t)

)
−
(
K(t)− θc(t)

))
� sin

((
θ0 + k(t)

)
+ |K(t)|+ |θc(t)|

)
� |K(t)|+ |θc(t)|.

Mais |θc(t)| � ε sauf sur un sous-ensemble de[0,L] de mesure au plusε, donc

max
[0,L]

y = y(t0)� L
(
max
[0,L]

K + ε
)
+ ε.

Le même type de raisonnement permet de minorery sur [0,L]. En effet, sit1 ∈ [0,L] est tel
quey(t1)< 0, alorsst1 ne peut pas être composée simplement d’un segment de courbe intégrale
deW joignantγ(t1) à ∂cΩ. Il existe donc un intervalle[t2, t3]⊂ [0,L] contenantt1, maximal,
tel que, pour toutt ∈ [t2, t3], mt =mt1 . Ainsi, pour toutt ∈ [t2, t3], k(t) = k(t1). De plus,st2
etst3 sont des segments de courbes intégrales deW , ety(t2)� 0, y(t3)� 0.
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Supposons par exemple queθ0+k(t1)� 0 (sinon la minoration est similaire, il faut remplacer
[t2, t1] par [t1, t3] dans ce qui suit). Alors le même calcul que plus haut montre que :

y(t1) = y(t2) +

t1∫
t2

y′(t)dt� y(t2) +

t1∫
t2

sin
((
θ0 + k(t1)

)
+
(
θc(t)−K(t)

))
dt

�
t1∫
t2

−
(
max
[0,L]

K + ε
)
dt− ε� −L

(
max
[0,L]

K + ε
)
− ε

si bien que

min
[0,L]

y � −L
(
max
[0,L]

K + ε
)
− ε.

Par ailleurs, quandt varie, la variation deK(t) est majorée parK2 multipliée par la variation
de l’aire du domaineDt borné parγ([0, t]), st et∂cΩ entreγ(0) etmt ; et la dérivée de l’aire de
Dt est contrôlée par la longueur du segment intégral deW maximal dest qui arrive enγ(t). Ce
segment est de longueur au plusmaxy−miny. Siω2 est assez petit,K(t) est donc lipschitzienne
de rapport2K2(max[0,L] y−min[0,L] y), si bien que

max
[0,L]

K � 4K2L
2
(
max
[0,L]

K + ε
)
+ 4Lε

et donc

max
[0,L]

K � 4K2L
2ε+ 4Lε

1− 4K2L2ε
.(32)

On en tire le premier point.
On passe maintenant au second point. On note encores : [0, d]→ Ω′ la courbe minimisante

joignantc(0) à c(L) dansΩ′. On veut montrer queL� 3d. Quitte à déformer un peuc, on peut
supposer quec ne rencontres qu’en n + 1 points0 = t0 < t1 < · · · < tn = L. Il suffit alors
de démontrer l’inégalité pour chacun de ces segments. En fait, il suffit même de la montrer en
supposant queti − ti−1 � 3ω2 ; en effet, siti − ti−1 > 3ω2, alors on peut appliquer le résultat
sur [ti−1, t], où t= ti−1 + 3ω2, et on voit qued(c(ti−1), c(t)) � ω2, ce qui contredit le fait que
Ω′ est de diamètre inférieur àω2.

Pour simplifier un peu les notations, on va montrer l’inégalité pouri= 0, donc pour l’intervalle
[t0, t1] = [0, t1]. c([0, t1]) rencontres en c(0) = s(0) et c(t1) = s(u1) seulement ;s([0, u1]) et
c([0, t1]) délimitent un domaine simplement connexeΩ0, et ∂Ω0 est concave le long des. On
peut appliquer l’assertion 7.1 àΩ0, on obtient un champ de vecteursW surΩ0 � s dont les
courbes intégrales sont géodésiques et « orthogonales » às, et qui est parallèle sur les segments de
c sur lesquelsW est vers l’intérieur. Pour toutt ∈ [0, t1], il existe une unique courbest joignant
c(t) à s([0, u1]) dansΩ0 ∪ c([0, t1]), formée de segments intégraux deW et de segments dec
sur lesquelsW est vers l’intérieur. Soity la fonction telle queDy =W et quey = 0 surs.

On reprend les notations de la première partie de la preuve, en remplaçantγ par c. Pour
t ∈ [0, t1], on note encoreκ(t) l’intégrale de la courbure géodésique dec sur [0, t]. Ainsi,
|k′(t)| �K2ω2.

On remarque alors que

y′(t) = sin
(
θ(t)

)
,(33)
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alors que le théorème de Gauss–Bonnet, appliqué au domaine borné parc([0, t]), s([0, u(t)]) et
st montre que

θ(t) = θ0 + k(t) + κ(t)−K(t).(34)

SoityM le maximum dey sur [0, t1], et soittM ∈ [0, t1] tel quey(tM ) = yM . Alors y′(tM ) = 0,
doncθ(tM ) = 0, etκ(tM )� −K2ω2tM . Ainsi,

0� θ0 −K2ω2tM + k(tM )−K(tM )

et donc

θ0 + k(tM )�K2ω2tM +K(t1).(35)

Mais, pour toutt ∈ [0, tM ], on a

y′(t)�max
(
0, θ(t)

)
� θ0 + k(tM ) +K2ω2tM(36)

si bien que, commetM � t1 � 3ω2,

yM = y(tM )�
(
θ0 + k(tM )

)
tM +K2ω2t

2
M �

(
K2ω2tM +K(t1)

)
tM +K2ω2t

2
M

�
(
3K2ω

2
2 +K(t1)

)
3ω2 + 9K2ω

3
2 � 18K2ω

3
2 + 3K(t1)ω2.

Soit maintenantym := min[0,t1] y et tm tel quey(tm) = ym, il existe alorst− ∈ [0, tm] et
t+ ∈ [tm, t1] tels quey(t−) � 0, y(t+) � 0, et y′(t−) = y′(t+) = 0. En appliquant le même
raisonnement que pouryM mais sur[t−, t+], on trouve que

ym = y(tm)�−18K2ω
3
2 − 3K(t1)ω2.

Par ailleurs, le même raisonnement que dans la première partie de la preuve montre que, siω2

est assez petit, on a

K ′(t)� 2K2(yM − ym)

si bien que

K(t1)� 2
(
36K2

2ω
3
2 + 6K(t1)K2ω2

)
t1 � 72K2

2ω
3
2t1 + 12K(t1)K2ω2(3ω2).

Si ω2 est assez petit, on en tire que

K(t1)� 72K2
2ω

3
2

1− 36K2ω2
2

t1 � t1.

Toujours pourω2 assez petit, on en déduit en utilisant (35) que

θ0 + k(tM )�K2ω2tM +K(t1)� 6ω2 � π/8;

(34) montre alors que, pour toutt ∈ [0, tM ]

−π

4
� θ(t)� π

4
(37)

et on voit aussi quek(tM )� 2t1.
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Le même résultat s’applique de manière symétrique sur[tM , t1], si bien que (37) est valide
pour toutt ∈ [0, t1], et quek(t1)� 4t1.

On déduit en particulier de (37) quec est un « graphe » au-dessus des, i.e. lesst sont des
segments de courbes intégrales deW . Un raisonnement élémentaire montre alors que (siω2 est
assez petit)

u′(t)� 1√
2
cosθ(t)− y(t)k′(t)

si bien que, avec (37),

u′(t)� 1

2
− yMk′(t).

Ainsi,

u1 � t1
2
− 4yM t1

et donc, siω2 est assez petit, on a bien3u1 � t1. ✷
On va aussi utiliser un « feuilletage » des domaines simplement connexes par les courbes

minimisantes vers un point fixé.

PROPOSITION 7.3. – Il existeω4 > 0 (ω4 � ω2) et une fonctionη : [0, ω4]→ R+ continue
s’annulant en0, avec les propriétés suivantes. SoitΩ un domaine simplement connexe à bord
régulier par morceaux deΣ, et soitm0 ∈ Ω à distancer(m) � ω4 de tous lesm ∈ Ω (pour la
distance intrinsèqued deΩ). Alors :

1. pour toutm dans l’intérieur deΩ, il existe une unique courbesm de longueurd(m0,m)
joignantm0 àm. sm estC1 par morceaux, et géodésique en dehors de ses points de contact
avec∂Ω ;

2. siX0 est un vecteur unitaire enm0, et siX enm ∈Ω est le transporté parallèle deX0 en
m suivantsm, alorsX est Lipschitz de rapportK2d(m0,m) ;

3. si Y := JX , il existe deux fonctionsλ etµ presque partout continues surΩ telles que

|λ(m)− 1|� η
(
r(m)

)
, |µ(m)− 1|� η

(
r(m)

)
et telles queλX∗ etµY ∗ admettent des « primitives »x et y surΩ.

Ici, x est une primitive deλX∗ au sens où, pour toute courbe régulièreγ : [0,1] → Ω,
x(γ(1)) − x(γ(0)) =

∫ 1

0 〈λX,γ′(s)〉ds. X est Lipschitz, au sens où l’angle entreX en γ(1)
et le transporté parallèle enγ(1) deX en γ(0) suivantγ([0,1]) est majoré par une constante
multipliée par la longueur deγ. Cela implique queX est presque partout différentiable.

Démonstration. – On montre facilement que, pour chaque couple(m,m′) de points deΩ, il
existe un chemins qui les joint et qui est de longueurd(m,m′). Supposons que ce chemin n’est
pas toujours unique. Soit(mn,m

′
n)n∈N∗ une suite de couples pour lesquels le chemin minimisant

n’est pas unique, et tels qued(mn,m
′
n) tend vers la borne inférieure des valeurs possibles. Quitte

à extraire une sous-suite, on peut supposer quemn →m∞ et quem′
n →m′

∞. Un raisonnement
classique montre alors que :

– soit il existe deux courbes minimisantes joignantm∞ àm′
∞, qui sont dans des directions

opposées enm∞ et enm′
∞ ;

– soit il existe un unique chemin minimisants∞ joignantm∞ àm′
∞, et un champ de vecteurs

v régulier par morceaux le long des∞, qui s’annule enm∞ et enm′
∞, et qui induit une

variation nulle de la longueur des∞ au premier et au second ordre.
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Dans le premier cas, par simple connexité deΣ, les deux chemins en question forment (ensemble)
une courbe fermée concave deΩ, de longueur au plus2ω4. D’après le théorème de Gauss–
Bonnet, cette courbe borne un domaine concave. Mais, siω4 est assez petit, une telle courbe ne
peut pas exister (parce quem0 est à distance au plusω4 de tous les points deΩ).

Dans le second cas,v doit s’annuler aux points oùs∞ n’est pas géodésique (sans quoi la
variation de longueur des∞ induite parv au premier ordre ne serait pas nulle). Il doit donc
exister deux points conjugués le long d’un segment des∞ qui est dans l’intérieur deΩ. C’est
impossible siω4 est assez petit. On a donc montré que, siω4 est assez petit, il existe un unique
chemin minimisantsm joignantm0 à chaque pointm ∈Ω.

Il est clair quesm est géodésique dans l’intérieur deΩ ; sm est doncC1 en dehors des points
de∂Ω, où∂Ω n’est pasC1, doncsm estC1 par morceaux.

On passe maintenant au second point. Pour toutm ∈ Ω, on noteDr le vecteur unitaire en
m dans la direction desm (Dr est aussi le gradient de la distance àm0). Dr est un champ de
vecteurs continu surΩ, et différentiable sauf aux pointsm tels quesm est tangent à∂Ω. Par
définition,∇̃DrX = 0.

La variation deX quand on se déplace dans la directionJ Dr est donnée par le théorème de
Gauss–Bonnet, appliqué à des triangles dont un côté est une « petite » courbe intégralec deJ Dr
et les autres sont des courbes intégraless et s′ deDr. CommeK̃ � K2 et le diamètre deΩ est
petit, les aires de ces triangles sont majorées parL(c) ·L(s). On en déduit le second point.

Pour le troisième point, on définit une fonctionω surΩ comme suit. Soitm ∈ Ω. On note
γ : [0,Mr[→ Ω la courbe intégrale deJDr issue dem. Pour t assez petit, on noteD(t) le
domaine deΩ borné parsm, sr(t) etγ([0, t]), puis on pose :

ω(m) = lim
t→0+

1

t

∫
D(t)

K̃ da.

Ainsi, ω est continue sauf aux pointsm tels quesm est tangente à∂IIIΣ. En dehors de ces points,
le théorème de Gauss–Bonnet montre que

ω =−
〈
∇̃J DrX,Y

〉
(38)

et la définition deω indique que

|ω|�K2d(m0,m).(39)

Soit λ et µ deux fonctions différentiables le long des courbes intégrales deY et deX
respectivement.λX∗ etµY ∗ admettent des primitivesx et y si et seulement si

dλ(Y ) = ωλdr(Y ), dµ(X) =−ωµdr(X).(40)

Pour le vérifier, on remarque queλX∗ admet une primitive si et seulement si son intégrale sur
chaque « carré » dont les côtés sont des courbes intégrales deX ou deY est nulle. L’intégrale
deλX∗ sur les courbes intégrales deY étant nulle, il suffit que les intégrales sur les courbes
intégrales deX se « compensent », donc que la variation deλ le long des courbes intégrales de
Y compense la variation de la longueur, le long des courbes intégrales deX , entre les points
d’intersections avec des courbes intégrales fixées deY . Ceci se traduit par

dλ(Y )− λ〈∇̃YX,Y 〉= 0,
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donc, d’après (38), par

dλ(Y ) + λω〈Y,JDr〉= 0,

d’où (40) pourλ. L’argument est presque le même pourµ.
Pour définirλ, on considère les courbes intégrales deY . Chacune a une courbure géodésique

bornée parK2ω4 d’après (39), et la seconde assertion de la proposition 7.2 montre qu’elles sont
de longueur au plus3ω4. Soit cY l’une de ces courbes ; on remarque que la distance decY à
m0 est réalisée en un unique pointm1 ∈ cY . En effet, sism est la courbe minimisante joignant
m ∈ cY àm0, il est facile de vérifier que (pourω4 assez petit) la distance entrem0 etm est une
fonction convexe surcY . De plus,m1 dépend continûment decY . On définit alorsλ surcY par
λ(m1) = 1 et par (40). Par définition,λ est différentiable le long des courbes intégrales deY .

Soitm ∈ cY , tel que la longueur decY entrem1 etm estt. Alors

d(m1,m)� d(m1,m0) + d(m0,m)� 2d(m0,m).

Ainsi, t� 3d(m0,m)/2, donc| log(λ(m))| � 3K2ω4d(m0,m)/2, ce qui implique les contrôles
annoncés surλ. Les résultats analogues pourµ sont obtenus de la même manière, mais pour les
courbes intégrales deX . ✷

On utilisera aussi le corollaire suivant de cette proposition, qui concerne le cas oùΩ n’est
plus exactement un domaine deΣ à bord régulier par morceaux, mais où au contraire∂Ω peut
rencontrer∂Σ.

COROLLAIRE 7.4. – Soit Ω ⊂ Σ simplement connexe, et soitm0 ∈ Ω. Supposons qu’il
existe un segment géodésiquec0 issu dem0 dansΩ (i.e. c0 est limite d’une suite de segments
géodésiquescn dans l’intérieur deΩ qui ont une extrémité enm0) tel que∂Ω � c0 est une
courbe(pas nécessairement connexe) régulière par morceaux deΣ. Alors la conclusion de la
proposition7.3s’applique aussi àΩ.

Démonstration. – Lescn sont des segments géodésiques dansΩ ; si ω4 est assez petit, ils sont
minimisants entrem0 et chacun de leurs points. On en déduit quec0 est aussi minimisant entre
m0 et chacun de ses points. En effet, sinon, il existeraitm ∈ c0 �{m0} tel que la distanced0 entre
m etm0 surc0 estd(m,m0) + ε, avecε > 0. Mais il existerait une suite(mn) convergeant vers
m, avecmn ∈ cn et d(m0,m)→ d0 + ε. Pourn assez grand, on auraitd(m,mn) � ε/2, d’où
d(m0,mn)� d(m0,m)+d(m,mn)� d0+ε/2, ce qui est impossible. Doncc0 est minimisante
entrem0 et chacun de ses points.

On suppose maintenant quec0 est maximal, c’est-à-dire qu’on ne peut pas le prolonger en un
« segment géodésique » au sens qu’on a défini. On noteΩ0 la composante connexe deΩ � c0
dont l’adhérence contientm0, et (Ωi)i∈I les autres composantes connexes deΩ� c0.

On raisonne d’abord sur lesΩi, i ∈ I. ChaqueΩi est simplement connexe. Pour chaquei,
soitmi le point dec0 ∩Ωi le plus proche dem0. Pourm ∈ Ωi, on définitsm comme la courbe
constituée du segment dec0 entrem0 etmi, et de la courbe minimisante dansΩi entremi etm.
Commec0 est minimisante entrem0 etmi, on vérifie que, pour chaquem ∈Ωi, la longueur de
sm est égale à la distance entrem0 etm.

On peut donc appliquer la construction utilisée dans la preuve de la proposition précédente,
mais en définissantX etY dansΩi à partir demi. On définit d’abordX etY surc0 par transport
parallèle le long descn, et en prenant la limite quandn→∞ ; puis on définitX et Y surΩi à
partir demi. Il est clair queX et Y sont alors continus surc0, et ils restent donc lipschitziens
surΩ.
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On étudie maintenantΩ0. On a supposé quec0 est maximal, donc

Ω0 =
⋃
n∈N

Ωn,

oùΩn est égal àΩ0 privé du « secteur angulaire » bordé parc0 et parcn. On peut appliquer la
proposition 7.3 àΩn, et on obtient des champs de vecteursX etY ; de plus, comme lescn sont
minimisantes, les courbes minimisantes entre un pointm ∈ Ω0 � Ωn etm0 ne rencontrent pas
cn, si bien que les champs obtenus pourm> n coïncident avec les champs correspondant àn.
On a donc des champs de vecteursX etY surΩ0 lipschitziens comme annoncé dans l’énoncé.

Puis on définitλ etµ encore comme dans la preuve de la proposition précédente, et on obtient
à nouveau des fonctions presque partout continues (hors des courbes intégrales deY et deX
respectivement qui sont tangentes à∂Ω) et telles queλX∗ et µY ∗ admettent des primitivesx
ety. ✷

On suppose maintenant queΩ est le domaine décrit dans la proposition 7.3, et que
c : [0,L]→ Ω est uneε-pseudo-géodésique de vecteur dirigeantW . On notet0 := d(c(0),m0),
et on appellex et y les primitives deλX∗ et deµY ∗ qui s’annulent enm0.

PROPOSITION 7.5. – Il existeω5 > 0 tel que, pour toutα ∈ ]0,1], il existeεα > 0 tel que, si
ε � εα, L � ω5, et si on noteθ(t) l’angle entreX etW en c(t) et θ0 = θ(0), alors, pour tout
t ∈ [0,L] : (

1− η(t+ t0)
)
t cos(θ0)−K2t0t

2 − 2ε− 2αt2(41)

� x(t)− x(0)�
(
1 + η(t+ t0)

)
t cos(θ0) +K2t0t

2 + 2ε+ 2αt2,

(
1− η(t+ t0)

)
t sin(θ0)−K2t0t

2 − 2ε− 2αt2(42)

� y(t)− y(0)�
(
1 + η(t+ t0)

)
t sin(θ0) +K2t0t

2 +2ε+2αt2.

Démonstration. – Montrons d’abord la majoration de (41), la minoration correspondante est
très similaire. Pour touts ∈ [0, t], on noteθc(s) :=∠(W,c′(t)). Alors

x′(s) = λ
(
c(s)

)
cos

(
θ(s) + θc(s)

)
.

Mais le théorème de Gauss–Bonnet montre que

|θ(s)− θ0| �K(s),

oùK(s) est l’intégrale deK̃ sur le domaine borné parc([0, s]) et par les courbes minimisantes
sc(0) etsc(s) entrem0 d’une part etc(0) et c(s) d’autre part.

La proposition 7.2 montre que, siεα est assez petit, l’intégrale dẽK sur le domaine borné par
c([0, s]) et par la courbe minimisantems entrec(0) et c(s) est au plusαs ; par ailleurs, l’aire du
« triangle » de côtéssc(0),ms etsc(s)) est majorée part0t (si ω5 est assez petit), et l’intégrale de

K̃ sur ce triangle est donc au plusK2t0t. Ainsi, |θ(s)− θ0| � αs+K2t0t.
Commec est uneε-pseudo-géodésique, on a

|θc(u)|� ε

sauf sur un ensembleU ⊂ [0, t], qui est de mesure au plusε. Ainsi,

|x′(s)| � λ
(
c(s)

)
(43)
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surU , alors que, pours ∈ [0, t]�U ,

∣∣x′(s)− λ
(
c(s)

)
cos(θ0)

∣∣ � λ
(
c(s)

)(
ε+ |θ(s)− θ0|

)
.

D’après la proposition 7.3,λ(c(s)) est compris entre1− η(t) et1+ η(t) et, siω5 est assez petit,
on peut supposer que|η(t)| � 1/2 pourt� ω5. On voit ainsi que, pour touts ∈ [0, t]�U ,

∣∣x′(s)− λ
(
c(s)

)
cos(θ0)

∣∣ � 2(ε+ αs+K2t0t).(44)

En intégrant (43) et (44), on trouve que

x(t)�
(
1+ η(t)

)
t cos(θ0) + 2εt+αt2 + ε+K2t0t

2.

Si εα est assez petit, on a2εt� αt2 + ε, et la majoration dex suit. La minoration est obtenue de
la même manière, et le même raisonnement montre aussi (42).✷

On revient maintenant dans le cadre décrit au début du paragraphe, on va considérer des
domaines particuliers attachés àγ0.

DÉFINITION 7.6. – Soientu1, u2 ∈ [0, u0[ etd > 0. On note

Ω(u1, u2;d) =

( ⋃
u∈[u1,u2]∩I

gu([−d, d])
)
∪
( ⋃
u∈[u1,u2]∩J

hu([−d, d])
)
.

L’ensembleΩ(u1, u2;d) ne rencontre pas∂IIIΣ ; et, si u1, u2 sont assez proches deu0 et
d� ω5/3,Ω(u1, u2;d) est de diamètre au plusω5. En revanche,Ω(u1, u2;d) n’est pas très adapté
aux constructions qui vont suivre, parce qu’il n’a pas de raison d’être simplement connexe. Ceci
nous conduit à introduire un objet analogue mais simplement connexe. On utilisera pour cela la
proposition suivante.

PROPOSITION 7.7. – Soit Ω1, . . . ,ΩN des ouverts simplement connexes d’une surfaceΣ.
Pour 1 � i � N , soit Ωi,0 ⊂ Ωi un ouvert tel queΩ0 :=

⋃
iΩi,0 soit simplement connexe.

NotonsΩ̃ le relevé universel de
⋃
iΩi, etπ : Ω̃→

⋃
iΩi la projection canonique. Choisissons une

composante connexeΩ0 deπ−1Ω0, et appelonsΩi la composante connexe deπ−1Ωi contenant
(π−1Ωi,0) ∩ Ω0. Alors Ω :=

⋃
iΩi est une surface simplement connexe à bord régulier par

morceaux.

Démonstration. – En raisonnant par récurrence, on voit qu’il suffit de montrer la proposition
pourN = 2. Dans ce cas,Ω1 et Ω2 sont des ouverts simplement connexes dont la réunion est
simplement connexe, doncΩ est simplement connexe.✷

On peut maintenant définir le domaine simplement connexe analogue àΩ(u1, u2;d) qu’on
utilisera. On écrit pour celaI ∩ [u1, u2] (resp.J ∩ [u1, u2]) comme une réunion finie d’intervalles
ouverts disjoints,I ∩ [u1, u2] =

⋃
i Ii (resp.J ∩ [u1, u2] =

⋃
j Jj ). Pour chaquei, on pose :

Ωi =
⋃
u∈Ii gu([−d, d]), et Ωi,0 est unε′-voisinage deγ0 dansΩi (pour ε′ assez petit). De

même,Ω′
j =

⋃
u∈Jj

hu([−d, d]), etΩ′
j,0 est uneε′-voisinage deγ0 dansΩ′

j . Puis on pose

Ω(u1, u2;d) :=

(⋃
i

Ωi

)
∪
(⋃

j

Ωj

)
.
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On va considérer surΩ(u1, u2;d) les objets géométriques relevés de ceux dont on dispose
surΩ(u1, u2;d), i.e. la métrique, les champs de vecteursU et V , etc ; on utilisera les mêmes
notations surΩ(u1, u2;d) pour les objets relevés.

On choisit un vecteur unitaireY enm0 := γ0(u1), et on considère le champ de vecteursY sur
Ω(u1, u2;ω5/3) qui lui est associé par transport parallèle le long des courbes minimisantes vers
m0, suivant la proposition 7.3. On noteθY l’angle entreγ′0 et Y le long deγ0([u1, u2]). y est
encore la primitive deµY ∗ qui s’annule enm0.

COROLLAIRE 7.8. – Il existe β1 > 0 et yM > 0 tel que, pour touty1 � yM , il existe
T1(y1) > 0 tels que, siu2 − u1 � β1, alors, pour toutu ∈ [u1, u2] ∩ I, si ε(u) � β1 et
|θg(u)− θY |� β1, alorsy(gu(T1))− y(gu(0))� y1 − 3ε(u). De plus,limy1→0 T1(y1) = 0.

Démonstration. – gu est uneε(u)-pseudo-géodésique, donc il suffit d’utiliser la minoration
de (42). ✷

La même chose est bien sûr vraie pour leshu quandu ∈ J . On va en déduire en particulier dans
la proposition suivante que les anglesθg(u) ne peuvent pas varier trop rapidement. Ceci n’est
possible que parce qu’on a évité les situations trop pathologiques grâce au corollaire précédent.
Dans la proposition suivante,β1 vient du corollaire précédent, etε(s) du lemme E.

PROPOSITION 7.9. – Pour toutc2 > 0, il existeε2 > 0 tel que siu1, u2 ∈ I avec:
– u0 >u2 � u1 � u0 − ε2 ;
– pour touts ∈ [u1, u2], ε(s)� ε2 ;
– pour touts ∈ [u1, u2]∩ I, |θg(s)− θY | � β1 ;
– il existe θY tel que, pour touts ∈ [u1, u2] ∩ I, |θg(s) − θY | � β1, et, pour tout
s ∈ [u1, u2]∩ J , |θh(s)− θY | � β1 ;

alors |θg(u2)− θg(u1)|� c2.

Démonstration. – On considère d’abord le cas oùgu1 et gu2 ne sont pas disjointes. D’après
le point 4 du lemme E, on peut alors supposer queγ0(u2) = gu1(td), avec|td| � φ(ε2), où
lim0 φ= 0. Alors pour toutt ∈ [0, ω5/3− td], gu2(t) = gu1(t+ td), si bien que, si|td| est petit,
x et y sont très proches surgu2 et surgu1 . On applique alors l’assertion 7.5 àΩ(u1, u2;d) et on
constate que, si|td| est petit,|θg(u2)− θg(u1)| doit être petit, ce qui implique la proposition.

Supposons maintenant quegu1 et gu2 sont disjointes. Fixonsε2 > 0 qu’on rendra petit par la
suite. Soity1 ∈ ]3ε2, yM ]. Considérons

Ω′ =
{
m ∈Ω(u1, u2;ω5/3) | y(m)� y1 − 3ε2

}
;

Ω(u1, u2;ω5/3) est simplement connexe etdy �= 0, donc chaque composante connexe deΩ′ est
simplement connexe. De plus, d’après le corollaire 7.8,gu1([0, T1(y1)]) et gu2([0, T1(y1)]) sor-
tent deΩ′. On peut donc considérer la composante connexe deΩ′ délimitée pargu1([0, T1(y1)]),
gu2([0, T1(y1)]) etγ0([u1, u2])), on la noteΩy1(u1, u2;ω5/3).

Par définition deΩy1(u1, u2;ω5/3), ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3) peut se décomposer en quatre
réunions de segments :

∂0(y1) = ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3)∩ γ0([u1, u2]),

∂1(y1) = ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3)∩ gu1([0, T1]),

∂2(y1) = ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3)∩ gu2([0, T1]),

∂+(y1) = ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3)�
(
∂0(y1) ∪ ∂1(y1)∪ ∂2(y1)

)
.
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Un point important est qu’il existey2 > 0 (y2 � yM , oùyM provient du corollaire 7.8) tel que,
si y1 � y2, alorsy = y1−3ε2 sur∂+(y1). En d’autres termes, les points de∂+(y1) correspondent
à la valeur maximale dey, et non pas à desgu ou deshv pouru ∈ ∂I ouv ∈ ∂J .

Pour le montrer, on note

yi = inf{y(m), m ∈ ∂+(y1)}.
On raisonne par l’absurde, et on suppose queyi < y1−3ε−2. Il existemi ∈ ∂Ωy1(u1, u2;ω5/3)
tel quey(mi) = yi. Ainsi, mi ∈ gu([0, T1]), pour unu ∈ ∂I (ou bienmi ∈ hv([0, T1]), pour un
v ∈ ∂J ). D’après l’assertion 7.5,gu (resp.hv) atteintmi après avoir parcouru une distancet qui
est petite siy2 est petit. Le point 3 du lemme E montre alors que

mi ∈ hJ([−C0t− ε2,C0t+ ε2]) (resp.mi ∈ gI([−C0t− ε2,C0t+ ε2])).

Dans les deux cas,mi est dans l’intérieur deΩy1(u1, u2;ω5/3), ce qui est exclu. Ainsi,
y = y1 − 3ε2 sur∂+(y1).

L’ensembleΩy1(u1, u2;ω5/3) est simplement connexe et∂+(y1) ∩ ∂0(y1) = ∂1(y1) ∩
∂2(y1) = ∅. De plus,∂0(y1) est connexe. On en déduit que∂+(y1) contient exactement un
segments+(y1) qui joint un point degu1([0, T1]) à un point degu2([0, T1]), sans quoigu1 devrait
rencontrergu2 dansΩy1(u1, u2;ω5/3), ce qui est exclu (∂+(y1) peut aussi contenir des segments
joignant deux points de∂1(y1) ou bien deux points de∂2(y1)). Commey = y1−3ε2 surs+(y1),
dx ne s’y annule pas ; on en déduit que, pour touty1 ∈ ]3ε2, y2], il existe m1 = gu1(t1) et
m2 = gu2(t2) (pourt1, t2 ∈ [0, T1(y1)]) tels que

y(m1) = y(m2) = y1 − 3ε2 et x(m1)< x(m2).(45)

On choisit maintenantα > 0, et on suppose queε2 est plus petit que leεα qui lui est associé
par la proposition 7.5. D’après (42), on doit avoir

y1 − 3ε2 = y
(
gu1(t1)

)
�
(
1 + η(t1)

)
t1 sin

(
θg(u1)

)
+ 2αt21 + 2ε2.

On en tire une minoration det1 ; par contre (en ajoutant les termes correspondant ày(γ0(u2)),
qui n’est pas nul ici) :(

1− η
(
t2 + (u2 − u1)

))
t2 sin

(
θg(u2)

)
−K2(u2 − u1)t

2
1 − 2αt22 − 2ε2 + y

(
gu2(0)

)
� y

(
gu2(t2)

)
= y1 − 3ε2.

Si T1(y1) est assez petit (donc siy1 est assez petit), commet ∈ [0, T1(y1)] on en déduit une
majoration det2.

De manière similaire, (41) montre que

(1− η(t1)t1 cos
(
θg(u1)

)
− 2αt21 − 2ε2

� x
(
gu1(t1)

)
< x

(
gu2(t2)

)
� (1 + η

(
t1 + (u2 − u1)

)
t2 cos

(
θg(u2)

)
+K2(u2 − u1)t

2
1 +2αt22 +2ε2 + x

(
gu2(0)

)
.

Si θg(u2) > θg(u1) + c2, ces inégalités sont incompatibles, pourα et ε2 assez petits, avec la
minoration det1 et la majoration det2 obtenus grâce ày.

En répétant la même preuve, mais avecU etV remplacés par−U et par−V , on montre de la
même manière qu’on ne peut pas avoirθg(u1)> θg(u2) + c2. ✷

On peut voir maintenant que les « directions » des courbesgu ethu convergent enu0 :
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LEMME 7.10. –Si u0 ∈ I , alors θg(u) tend vers une limiteθL quandu → u0, u ∈ I. De
même, siu0 ∈ J , alorsθh(u)→ θL quandu→ u0, u∈ J .

Démonstration. – C’est une conséquence directe de la proposition précédente et de la
condition 2 du lemme E. ✷

On va maintenant raisonner différemment suivant queθL = 0 ou queθL ∈ ]0, π[ ; les autres
cas s’en déduisent par symétrie. On va d’abord exclure le cas oùθL = 0.

On raisonne pour cela par l’absurde, et on suppose queθL = 0. On suppose aussi queu0 ∈ I ,
sinon il faut remplacer lesgv par leshv dans la suite de cette démonstration. On peut choisir
u1 ∈ [0, u0[ tel que, pour toutu ∈ [u1, u0[, on ait|θg(u)−θL|� β1 si u∈ I, et |θh(u)−θL| � β1

si u∈ J .
Soitu2 ∈ [u1, u0[∩ I. Le point 4 du lemme E montre qu’on peut supposer (quitte à bien choisir

u2) que

gu2([−ω5/3, ω5/3])∩ γ0(]u2, u0[) = ∅.

On choisitu3 ∈ ]u2, u0[, et on pose

2εm = d
(
γ0([u3, u0[), gu2([−ω5/3, ω5/3])

)
.

Ainsi, εm > 0 par compacité degu2([−ω5/3, ω5/3]).
On considère dans la suite unu′ ∈ [u3, u[ fixé (d’une manière qu’on précisera dans la suite)

et unu ∈ [u3, u0[∩I qui tendra versu0. On applique la proposition 7.3 àΩ(u2, u;ω5/3), avec
m0 ∈ γ0([u3, u]) etY = γ′0. On considère la courbe suivante :

su′ :=
{
p ∈Ω(u2, u;ω5/3) | y(p) = y

(
γ0(u

′)
)}

su′ �= ∅, carγ0(u
′) ∈ su′ . Le segment desu′ issu deγ0(u

′) doit rencontrergu([−ω5/3,0]) si u3

est assez proche deu0. En effet,gu([−T1(u− u′),0]) contient au moins un pointgu(tu,u′) où
y = y(γ0(u

′)) d’après (42), il suffit donc de montrer que ce point est sur le segment desu′ issu
deγ0(u

′).
On pose pour cela :

Ω′′(u2, u;ω5/3) :=
{
m ∈Ω(u2, u;ω5/3) | |y(m)|� u2 − u

}
.

CommeΩ(u2, u;ω5/3) est simplement connexe etdy �= 0, Ω′′(u2, u;ω5/3) est simplement
connexe.

D’après le corollaire 7.8, siu2 est assez proche deu0, gu2 et gu sortent deΩ(u2, u;ω5/3),
doncΩ′′(u2, u;ω5/3) � (gu2 ∪ gu) a une composante connexeΩ′′

0(u2, u;ω5/3) dont le bord
rencontregu2 etgu. Ainsi,

∂Ω′′
0(u2, u;ω5/3) = ∂u2 ∪ ∂u ∪ ∂− ∪ ∂+,

où ∂u2 = ∂Ω′′
0(u2, u;ω5/3) ∩ gu2 , ∂u = ∂Ω′′

0(u2, u;ω5/3) ∩ gu, et où ∂− et ∂+ sont les
composantes connexes de∂Ω′′

0(u2, u;ω5/3) � (∂u2 ∪ ∂u). On les choisit de manière quey =
±(u2 − u) sur∂± ∩ ∂u.

Le même raisonnement que dans la preuve de la proposition 7.9 montre alors quey = u2 − u
sur∂+ et quey =−(u2 − u) sur∂−. Commegu(tu,u′) ∈ ∂u ∩ su′ , il nous suffit de montrer que
su′ ne peut pas rencontrer∂u2 entreγ0(u

′) et gu(tu,u′).
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Fig. 6.

Or x(gu(tu,u′)) ∈ [−εm, εm] si u3 est proche deu0, d’après (41) et le fait quelimu0 θg =
limu0 ε = 0. su′ ne peut donc pas rencontrergu2([−ω5/3, ω5/3]) avantgu([−ω5/3, ω5/3]).
Donc le segment desu′ issu deγ0(u

′) rencontregu([−ω5/3,0]).
Maintenant, (41) montre quelimu→u0 x(gu(tu,u′)) = 0, si bien quelimu→u0 gu(tu,u′) =

γ0(u
′) ∈Σ. Ceci contredit le point 4 du lemme E, et on conclut queθL ne peut pas être nul.

On sait maintenant queθL �= 0, mais on va montrer que c’est impossible aussi, ce qui terminera
la preuve du lemme F. On donne d’abord directement la preuve principale, en laissant de côté les
démonstrations des propositions utilisées, qu’on donnera ensuite. Il faut d’abord se restreindre à
un domaine convenable.

PROPOSITION 7.11. – Il exister0 > 0 tel que, pour toutr ∈ ]0, r0], B(γ0(u0), r)� γ0([0,L])
a une composante connexe, notéeB+(r), qui est simplement connexe et qui contientγ0(u0) dans
son bord, mais qui ne rencontre pas∂Σ� γ0([0,L]).

Heuristiquement, commeγ0 est limite d’une suite de segments géodésiques,B+(r) est limite
d’une suite de demi-disques dont les diamètres sont lesγn. On suppose dans la suite queB+(r)
est « au-dessus » deγ0 et queθL ∈ ]0, π[, si bien que, pouru ∈ I assez proche deu0, le vecteur
dirigeant degu en0 est dirigé versB+(r) (la même chose étant vraie pourJ et leshu). Alors :

PROPOSITION 7.12. – Il existe ε3 > 0 et T3 > 0 tels que, pour toutu ∈ [u0 − ε3, u0[,
gu(]0, T3]) (si u0 ∈ I) ethu(]0, T3]) (si u0 ∈ J) ne rencontrent pasγ0([u0,L]).

Notons que, dans cette proposition,ε3 etT3 dépendent de toutes les données « géométriques »,
et non pas seulement des constantesK2, τ1, etc. On peut maintenant conclure la preuve en
remarquant que, siθL ∈ ]0, π[, les (gu)u∈I , doivent converger vers une limite contenant des
points intérieurs àΣ. Plus précisément :

PROPOSITION 7.13. – Siu0 ∈ I, il existeT4 > 0 tel quegu([T4/2, T4]) reste, quandu→ u0,
u∈ I, dans un compact deΣ (qui ne rencontre pas∂Σ).

La même chose est bien sûr vraie pour leshu si u0 ∈ J . C’est à nouveau en contradiction
avec le point 4 du lemme E. On a montré qu’on ne pouvait avoir niθL = 0, ni θL �= 0 ; cette
contradiction conclut la preuve du lemme F, modulo les preuves des trois propositions qui restent
à montrer.

Démonstration de la proposition7.11. – Soitc une courbe régulière qui relieγ0(0) à γ0(L)
dansΣ. Par compacité dec, on peut poser :r0 = d(c, γ0(u0))/2, etr0 > 0.

Il existe une unique composante connexeΩ0 deΣ � (c ∪ γ0([0,L])) d’adhérence compacte
qui contientγ0(u0) dans son bord. Pour toutn ∈ N, on noteΩn une composante connexe de
Ω0 � γn dont le bord ne rencontre pasγ0, de manière queΩn → Ω0 (au sens de Hausdorff). On
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choisitmn ∈ ∂Ωn tel quemn → γ0(u0), et on appelleB+
n (r) la boule de centremn et de rayon

r dansΩn. Alors on vérifie queB+
n (r)→B+(r).

MaisB+
n (r) est un demi-disque de rayonr, etK̃ �K2 ; si r est assez petit, alors (pourn assez

grand)B+
n (r) est simplement connexe. DoncB+(r) est simplement connexe.✷

Démonstration de la proposition7.12. – On choisitr � min(ω5/3, r0). On applique le
corollaire 7.4 àB+(r), avecm0 := γ0(u0 − r/4), c0 = γ0(u0 − r, u0 + r), et Y en m0 tel
que∠(γ′, Y ) = θL.

On raisonne par l’absurde, et on suppose la conclusion de la proposition fausse. On peut
donc trouveru ∈ [0, u0[ aussi proche deu0 et t aussi petit qu’on le veut tels quegu([0, t]) ∩
γ0([0,L]) = {gu(0), gu(t)} = {γ0(u), γ0(ub)} avecub ∈ ]u0,L]. On suppose ici qu’on a choisi
un tel couple(u, t), avec t � r/2 et u0 − u � r/2. Alors gu([0, t]) ⊂ B+(r). Notons que
gu([0, t]) ⊂ Σ et que γ0(u0) ∈ ∂Σ ; on peut donc poserr′(u) := d(γ0(u0), gu([0, t])), et
r′(u)> 0 par compacité degu([0, t]).

Pour u′ ∈ ]u,u0[∩ I, on pose :Ω′(u,u′) := Ω(u,u′; r/2) ∪ B+(r). Ω′(u,u′) n’est pas
nécessairement simplement connexe ; on va à nouveau utiliser la proposition 7.7 pour définir une
surface à bord «modifiée »Ω′(u,u′) qui remplaceraΩ′(u,u′). On remarque encore queI∩[u,u′]
et J ∩ [u,u′] sont des réunions disjointes d’intervalles ouvertsIi et Jj respectivement, puis on
poseΩi =

⋃
u∈Ii gu([−r/2, r/2]), Ω

′
j =

⋃
u∈Jj

hu([−r/2, r/2]). Enfin,Ωi,0 est unε-voisinage
de γ0 dansΩi, Ω′

j,0 un ε-voisinage deγ0 dansΩj , et B0 un ε-voisinage deγ0 dansB+(r).
On applique la proposition 7.7 en utilisant comme ouverts lesΩi,Ω

′
j et B+(r), et on appelle

Ω′(u,u′) la surface simplement connexe à bord régulier par morceaux obtenue.
On note encoreγ0 la composante connexe du relevé deγ0 àΩ′(u,u′) qui est dans le bord du

relevé deB+(r). On applique àΩ′(u,u′) le corollaire 7.4, à nouveau avecm0 := γ0(u0 − r/4),
c0 = γ0([u0 − r, u0 + r])∩Ω′(u,u′), etY (m0) = Jγ′0. On notex ety les fonctions obtenues, et
X, Y les champs de vecteurs correspondants. On remarque alors quex, y, X et Y coïncident
avecx, y, X etY respectivement surB+(r). C’est parce que, d’après les choix faits ci-dessus,

Ω′(u,u′) ∩ ∂B+(r)⊂ γ0([0,L])

si bien que les courbes minimisantes de points deB+(r) versm0 dansΩ′(u,u′) restent dans
B+(r). De plus,y = 0 surγ0.

Commeu′ ∈ I, l’assertion 7.5 montre quey > 0 surgu′([t′(u′), r/2]) pour unt′(u′)> 0 tel
quet′(u′)→ 0 quandu′ → u0. On va montrer que (pouru′ assez proche deu0) gu′([t′(u′), r/2])
⊂B+(r).

On choisity1 > 0, et on note

Ω′′(y1) =
{
p ∈Ω(u,u′) | y(p)� y1

}
.

Si y1 est assez petit, la proposition 7.5 montre quey(gu(t)) > y1 et quey(gu′(t)) > y1 pour
t ∈ [0, r/2] assez proche der/2. Ainsi, gu([0, r/2]) et gu′([0, r/2]) sortent deΩ′′(y1). On peut
donc noterΩ′

y1(u,u
′) la composante connexe deΩ′′(y1) � (gu([0, r/2]) ∪ gu′([0, r/2])) qui

contient un voisinage deγ0([u,u
′]). À nouveau,

∂Ω′
y1(u,u

′) = ∂0(y1)∪ ∂u(y1)∪ ∂u′(y1)∪ ∂+(y1),

où ∂0(y1) ⊂ γ0, ∂u(y1) ⊂ gu, ∂u′(y1) ⊂ gu′ . On montre aussi, comme dans la preuve de la
proposition 7.9, quey = y1 sur∂+(y1). Commedy �= 0, Ω′

y1(u,u
′) est simplement connexe.

Il faut remarquer que les minima locaux négatifs dey sur Ω′
y1(u,u

′) ne peuvent pas être
atteints en des points degu([0, r/2]). Raisonnons par l’absurde, supposons qu’un tel minimum
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Fig. 7.

est atteint en un pointgu(tm), tm ∈ [0, r/2]. On remarque que, commeX est partout orienté
comme−J dy, le bord de∂Ω′

y1(u,u
′) est orienté comme−X en tous les minima locaux de

y, et commeX en tous les maxima locaux dey. Ceci montre queg′u(tm) = −X . De plus,
commey(gu(0)) = 0 et dy(g′u(0)) > 0, (y ◦ gu)|[0,tm] doit avoir un maximum local en un
point tM ∈ [0, tm], avecg′u(tM ) =X . Ainsi, dx(g′u(tM )) > 0 et dx(g′u(tm)) < 0, si bien que
(x ◦ gu)|[tM ,tm] doit avoir un maximum local en un pointtx ∈ [tM , tm], avecg′u(tx) =−Y .

Rappelons queg′u = U partout surgu, et que l’équation (4) indique que‖∇̃UV ‖ � τ1. On a
doncU(gu(tm)) =−X ,U(gu(tM )) =X etU(gu(tx)) =−Y . Comme∠(U,V ) ∈ ]0, π[ partout,
on voit que∠gu(tm)(X,V ) ∈ ] − π,0[, ∠gu(tx)(X,V ) ∈ ]− π/2, π/2[ et que∠gu(tM )(X,V ) ∈
]0, π[. D’après la proposition 7.3 et (4), on doit avoir

−τ1r

2
− K2r

2

4
� ∠gu(0)(X,V )� τ1r

2
+
K2r

2

4
.

Mais, engu(0), le vecteur dirigeantW degu fait un angle proche deθL avecX = γ′0(u) ; etU
est partout transverse àV , et |∠(U,W )| � ε(u) surgu sauf sur un intervalle de longueurε(u).
DoncU doit être dirigé du même côté deV queW , si bien que, sir est assez petit, on doit
avoir∠gu(0)(U,V ) ∈ ]− π,0[, ce qui est exclu. On vient donc de montrer que les minima locaux
négatifs dey surΩ′

y1(u,u
′) ne sont jamais atteints surgu, ils sont donc atteints surgu′ .

Poury0 < 0, soit

sy0 =
{
p ∈Ω′

y1(u,u
′) | y(p) = y0

}
.

C’est une réunion disjointe de courbes dont les extrémités ne peuvent rencontrer quegu([0, r/2])
ou gu′([0, r/2]), mais pasg[u,u′]∩I(r/2) ∪ h[u,u′]∩J(r/2) d’après le corollaire 7.8 et l’asser-
tion 7.5. On va montrer que ces extrémités doivent (pouru′ proche deu0) être toutes les deux
surgu′([0, r/2]).

On suppose au contraire qu’il existey tel quesy rencontregu([0, r/2]), et on note

y0 = inf
{
y < 0 | sy ∩ gu([0, r/2]) �= ∅

}
.
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Alors sy0 doit rencontrergu([0, r/2]) en un pointp0 qui se situe, sur un segment desy0
de longueurD0, entre deux intersections avecgu′([0, r/2]), donc entre deux pointsgu′(t1)
et gu′(t2), avec0 � t1 < t2 � t′(u′). Si u′ est assez proche deu0, l’assertion 7.5 montre
que t′(u′) < r′(u)/6, si bien qued(gu′(t1), gu′(t2)) < r′(u)/6. La seconde assertion de la
proposition 7.2 montre alors que la longueur du segment desy0 entregu′(t1) et gu′(t2) est
au plusr′(u)/2, doncd(p0, γ0(u

′))� r′(u)/2+ t′(u′). On doit donc avoir

d
(
γ0(u0), p0

)
< r′(u),

ce qui est impossible carp0 ∈ gu([0, r/2]). Ainsi, lessy0 (poury0 < 0) ne peuvent rencontrer
quegu′([0, r/2]), et doncgu′ doit « revenir » dansB+(r) : gu′([t′(u′), r/2])⊂B+(r).

De plus, siu′ est assez proche deu0, gu′(t′(u′)) est dans le domaine deB+(r) délimité par
gu([0, t]), et oùy est majoré part+(u0−u). On voit en appliquant à nouveau l’assertion 7.5 que
gu′([t′(u′), r/2]) doit sortir de ce domaine, donc rencontrergu([0, t]), ce qui est impossible.✷

Démonstration de la proposition7.13. – Par définition,diam(B+(r)) � 2r donc, pour2r �
ω0, on peut appliquer le corollaire 7.4, en prenant encore pourY le vecteur unitaire en
γ0(u0 − r/4) tel que∠(γ′0(u0), Y ) = θL. La proposition 7.12 et le point 4 du lemme E montrent
que, pouru ∈ [0, u0[∩I assez proche deu0, gu([t(u), T3]) reste dansB+(r), où t(u) est le plus
grandt tel quegu(t) ∈ γ0([0,L[). On peut donc appliquer l’assertion 7.5, qui montre que, pour
chaquet ∈ [0, T3] :

limsup
u→u0, u∈I, t(u)�t

∣∣x(gu(t))∣∣�K2rt
2/4,

limsup
u→u0, u∈I, t(u)�t

∣∣y(gu(t))− t
∣∣�K2rt

2/4

et la même chose est vraie pourhu([0, T3]) quandu ∈ J .
Ainsi, les courbesgu([T3/2, T3]) restent dans un compact quandu→ u0 dansI, et il en est de

même pourJ et leshu. ✷

8. Une borne d’aire

Pour pouvoir conclure, on aura encore besoin d’un lemme naturel :

LEMME G. –SiK2 � K̃ �K1 > 0 et si(Σ, III) est convexe, alors l’aire de(Σ, III) est finie.

La preuve de ce lemme repose sur la :

PROPOSITION 8.1. – Dans les conditions du lemmeG, deux pointsx0, y0 ∈ Σ quelconques
sont joints par une géodésique minimisante dans(Σ, III).

Démonstration. – Soientx ∈ Σ et y ∈ Σ avecd(x, y) < π/
√
K2. Alors, pour toutε > 0, il

existe une géodésiqueg joignantx à y et de longueur au plusd(x, y) + ε. En effet, il existe une
courbe régulièreγ : [0,L[→Σ, paramétrée à vitesse1, avecγ(0) = x, γ(L) = y, et de longueur
L� d(x, y) + ε. On noteI l’ensemble dess ∈ [0,L[ tels qu’il existe une famille à un paramètre
(gu)u∈[0,s] de géodésiques joignantx = γ(0) à γ(u). 0 ∈ I, et I est ouvert d’après l’injectivité
de l’application exponentielle, et fermé d’après la convexité deΣ. DoncI = [0,L[, et gL est la
géodésique cherchée.

Ce raisonnement peut être précisé, pour montrer plus : pour toutε > 0, il existea > 0 tel que,
si d(x, y)� π/2

√
K2 et siL− d(x, y)� a, alors la distance de HausdorffdH(γ, gL) est au plus

ε. Pour le voir, on noteD(s) la longueur degs, θ(s) l’angle enγ(s) entreg′s(D(s)) et γ′(s), et
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128 J.-M. SCHLENKER

α(s) l’angle enx entreγ′(0) et g′(0). On appelle aussijs(r) la norme engs(r) du champ de
JacobiJs orthogonal àgs, tel queJs(0) = 0 et que‖Js‖′(0) = 1. On a alors :

D′(s) = cos
(
θ(s)

)
si bien que :

L∫
0

cos
(
θ(s)

)
ds� L− a(46)

et on en déduit aussi que :

∀s ∈ [0,L[, D(s)� s− a.

Par ailleurs, pours ∈ [0,L[ :

js
(
D(s)

)
α′(s) = sin

(
θ(s)

)
,(47)

alors que :

js(s)� sin

(
s√
K2

)
.(48)

Maintenant, (46) montre queθ(s) est proche de1, sauf sur un ensembleE de mesure petite, donc
quesin(θ(s)) est proche de0 sauf surE. (48) et (47) montrent alors queα varie peu sur[2a,L[,
si bien que, pour touts ∈ [2a,L[, dH(gs, gL) est petite.

Pour résumer, six ∈ Σ, y ∈ Σ et si d(x, y) � π/2
√
K2, alors toute suite minimisante de

courbes joignantx ày converge vers une géodésique minimisante entrex ety, qui, par convexité
deΣ, ne peut rencontrer∂Σ qu’eny. Si maintenantx0, y0 ∈ Σ, il existe une suite(γn)n∈N de
courbes régulières,γn : [0,Ln]→Σ, avecγn(0) = x0, γn(Ln) = y0, etLn → d(x0, y0). On peut
appliquer le résultat précédent à des segmentsγn|[s,t], avect− s� π/2

√
K2 et limγn(s) ∈Σ, et

on voit queγn([s, t]) converge vers un segment géodésique qui ne peut rencontrer∂Σ qu’en
limγn(t). Ainsi, (γn) converge vers un segment géodésique minimisant qui jointx0 à y0

dansΣ. ✷
On peut en déduire la preuve du lemme G, les arguments restants étant bien connus.

Démonstration du lemme G. – Soient x ∈ Σ, et g : [0,L] → Σ un segment géodésique
minimisant pourIII (paramétré à vitesse1) avecg(0) = x. SoitU un champ de Jacobi orthogonal
surg avecU(g(0)) = 0, notonsU ′ = ∇̃g′U , U ′′ = ∇̃g′U

′. Alors

U ′′ =−R(g′,U)g′ =−K
(
g(t)

)
U

et commeK �K1, si ‖U(s)‖ �= 0 pour touts ∈ ]0, t[,

∥∥U(
g(t)

)∥∥ � sin(
√
K1t)

∥∥U ′(g(0))∥∥,
doncU doit s’annuler pour un certaint� π/

√
K1. Commeg est minimisant,L� π/

√
K1. Tout

point deΣ est donc à distance au plusπ/
√
K1 dex (pourIII).
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On en déduit par intégration une borne d’aire :

Aire(Σ, III)�
2π∫
0

dθ

π/
√
K1∫

0

sin(
√
K1 t)√
K1

dt� 2π

K1

π∫
0

sin(t)dt� 4π

K1
. ✷
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