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SURFACES A COURBURE EXTRINSEQUE NEGATIVE
DANS LESPACE HYPERBOLIQUE

PAR JEAN-MARC SCHLENKER

RESUME. — On prouve un analogue hyperbolique du théoréme d’Efimov : il n’existe pas de surface
compléte réguliére & courbuié < —1 — e < —1 dansH?. Des résultats similaires sont valables déhs
et H3. Ils reposent sur la propagation des dégénérescences pour les solutions de certaines équations de
Monge—Ampére hyperboliques.2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT.— We prove a hyperbolic analogue of Efimov’s theorem: there is no complete, smooth surface
with curvatureK’ < —1 —e < —1in H3. Similar results are valid i®> andH3. They rest on the propagation
of degenerations for solutions of some hyperbolic Monge—Ampére equati@®1 Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Hilbert [6] a montré en 1901 que le plan hyperboligHé n'admet pas d'immersion
isométrique régulieére darR3. Ce résultat a été généralisé en 1963 par N.V. Efimov [2], qui
I'a mis dans un cadre plus riemannien :

THEOREME DEFIMOV. —Une surface(X,s) munie d’'une métrique complete a courbure
K < —e < 0 nadmet pas d'immersion isométriq# dansR?>.

Le résultat d’Efimov est beaucoup plus délicat a montrer que le théoréme de Hilbert. On
pourra en trouver des présentations plus ou moins extensives par exemple dans [8,4,1] ou dans
[14]. Efimov [3] en a donné ensuite une variante concernant les surfaces dont la courbure peut
s’approcher dé, mais en ne variant pas trop vite. On peut noter que le résultat est « fortement
global » puisque tout domaine compact d’'une surface a courbure négative admet une immersion
isométrigue danR3 [11]. On pourra aussi trouver des résultats d’existence d’immersions
isométriques pour des métriques complétes a courbure négative par exemple dans [17,7,21,12].

Il existe aussi une sorte de généralisation du théoréme d’Efimov pour les hypersurfaces de
R™ & courbure de Ricci négative, due a Smyth et Xavier [20], dont la preuve est beaucoup plus
simple.

Nous allons donner un énoncé analogue au théoreme d’Efimov (mais avec des hypothéses de
régularité un peu plus fortes) dans I'espace hyperbolique :

THEOREMEA. — Soit(X, o) une surface riemannienne compléte a courlfdrel —1 — ¢ telle
que||VK||/|K|*/? est bornée. Alor$y, o) n'admet pas d'immersion isométriq@& dansH®.

On trouvera aussi un résultat d&g¥s:

THEOREMEB. —Si (X, 0) est compléte a courburE < —¢ < 0 et telle que||VK]|| /| K|3/?
est bornée, alor$y, o) n"admet pas d’immersion isométriq@g dansS®.
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Il est nécessaire de supposer ici que la courbure est négative, et non pas seulement inférieure
al; en effet, le «tore de Clifford» est un tore plat plongé isométriquement $fyrgue I'on
peut obtenir comme suit :

{x€R4

Cette condition de courbure pour un analogue du théoréme d’EfimovStaasi‘ailleurs été
conjecturée par B. Smyth [18] sur la base de résultats obtenus en dimension supérieure.
Voici enfin un résultat lorentzien dans I'espace anti-de Skigr

1
xf—f—mg—x%—i—xi—i}cs?’.

THEOREMEC. — Si(X, o) est compléte & courbut® € [—1 + ¢, —¢] (¢ > 0) et si|| VK| est
bornée, alorgY, o) n"admet pas d'immersion isométriqa& dansH?.

L'espaceH? est lorentzien de dimensiod a courbure constante 1. Il est localement
isométrique &L (2,R) muni de sa forme de Killing, ou au tangent unitairéld muni de sa
structure lorentzienne naturelle.

Les problémes analytiques sous-jacents aux questions sur les immersions isométriques de
surfaces concernent des équations de Monge—Ampere. Le symbole principal de ces équations
dépend de la seconde forme fondamentale de I'immersion. Ainsi, quand la courbure extrinséque
de la surface immergée est négative (c’est-a-dire quand la surface a une courbure inférieure a la
variété ambiante), 'équation de Monge—Ampére associée est hyperbolique.

Les résultats que nous venons de décrire reposent sur un phénoméne de propagation de
dégénérescence pour des solutions de ces équations de Monge—Ampére hyperboliques. En voici
une illustration, qu'on a formulée dans le cadre des immersions isométriqueRdtauosir la
rendre plus concretely est ici un réel positif fixé.

THEOREME D. —Soit 4 une métrique riemannienne réguliére a courbute< —1 sur le
disqueD?, et soit(¢,)nen Une suite d'immersions isométriques d# 1) dansRR? telles que
¢, (0) = 0. Supposons que toute 9D est a distance au plug de0, et que(¢,,) dégénere en
xo, au sens ou il existe un segment géodésigLevecyy(0) = 0 tel que:

M | =

€
Ve>0,3neN, /H'y()(s)Hm" ds >
0

Alors, quitte a extraire une sous-suite@g, )..cn, il existe un segment géodésique maxigalo
tel que(v,,) dégénere sug comme suit

Ve>0,INeN,Vn>2 N, Ve eg, Jye Bu(z,e), Hp(y)>1/e.

De plus,(¢p|g)nen convergeC? vers une isométrie dgsur un segment géodésiquelRé

Dans cet énoncélll,, est la troisieme forme fondamentale de I'immersiop (cf. le
paragraphe 2), eH,, est sa courbure moyenne. Les hypothéses concerganeé sont pas
vraiment nécessaires, mais ce théoreme ne vise pas a I'optimalité. En revanche, il est nécessaire
de faire des hypothéses assez précises sur le type de dégénérescence, parce gu'il existe des
surfaces a courbure extrinséque négative, dont la métrique induite est réguliére, mais qui ne
sont pasC? (voir 'exemple de Rozendorn [13]). Cette situation contraste singuliérement avec
celle qui se présente dans le cas convek¢9,15,10].

Il serait intéressant de savoir si les résultats subsistent si on suppose seulémentl
dans le théoréme A, & < 0 dans le théoréme B. Techniquement, cela revient a supprimer
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la borne supérieur&’;, sur la courbure déx:, M), ce qui risque de compliquer certains points de
la démonstration.

1. Schémadela preuve

Les théorémes A, B et C sont montrés en appliquant une version nettement plus précise du
théoreme D & munie non pas de sa métrique induite, mais de la troisiéme forme fondamentale
Il d’'une immersion. Un énoncé proche du théoréme D suffirait si on savait par exemple que
(X,1D) est une variété a bord, mais c’est loin d’étre le cas : on peut seulement considérer le
complété métriques U oY de X pourll, et on ne peut a priori faire aucune hypothése sur
la régularité ded X, ce qui est a l'origine de difficultés techniques qui apparaitront dans les
paragraphes3a?7.

Donnons d’abord un apercu tres rapide de la stratégie a suivre. Le point de départ est I'étude,
menée dans le paragraphe 2, des propriétés géométriqyds iiig. On montre que, sous les
hypothéses des théoremes A, B et C, c’est une surface riemannienne a C(fﬂrébl.[lfél, K>,
ou K> > K; > 0. Il faut alors montrer que, grace au phénomene sous-jacent au théoréme D, il
y a au voisinage de chaque point dg>. beaucoup de segments «presque géodésiques» qui
restent « tres proches » dg .. Ceci implique quén X est « convexe » (en un sens precise plus
bas). Les bornes sut impliquent alors quéX:, ) est d'aire bornée, ce qui est impossible car
(X, 0) est d'aire infinie et le Jacobien de l'identité entke o) et (X, IT) est controlé.

Précisons maintenant la démonstration, en laissant pour plus tard les démonstrations des
lemmes. L'étude dedpY. nécessite I'utilisation de propriétés un peu fines des courbes
asymptotiques au voisinage du bord, que nous allons tout d’abord décrire. On dit qu'une courbe
~:10, L] — (3,1I) paramétrée a vitesdeest une=-pseudo-géodésiquel existe un champ de
vecteurs unitairé) parallele sury tel que

u({t€ 0.2]| |Zm(W.A)| > £}) <.

ou u est la mesure usuelle @& et ou/y(u,v) désigne I'angle entre deux vecteurgtv pour
IIL. On dit aussi quéV est unvecteur dirigeante-.

Notons €f. le paragraphe 2) qu’il existe siirdeux champs de vecteurset V, dits « asymp-
totiques », tels quB(U,U) =I(V, V) = 0. On choisitU etV tels quell(U,U) =M(V,V) =1;
commeyX. est simplement connexe, on peut aussi supposer qu’'on a paggdi, V') €]0, «.

Aprés des préliminaires techniques dans les paragraphes 3, 4 et 5, on montrera dans le
paragraphe 6 le résultat crucial suivant, décrivant les courbes asymptotiques au voisinage du
bord. C’est ici gu’intervient le phénomene de propagation introduit dans le théoréme D.

LEMME E. —On reprend les hypotheses de I'un des théorémes A, B ou C. Il éxjiste) et
Cy > 1 comme suit. Sotfy : [0, L[ — X un segment géodésique plongé dangll) (paramétré a
vitesse unitgtel quelimy v € dp Y ; on noteg, : R — ¥ eth, : R — ¥ les courbes intégrales de
U etdeV respectivement, paramétrées a vitesse unité, telleg,g0¢ = h.,(0) = yo(u). Alorsiil
existe une fonction continue [0, L] — R qui s’annule en’, et un recouvremen®, L[=1U J
de]0, L] par deux réunions disjointes de familles dénombrables d’intervalles ougarts point
d’accumulation sauf)), tels que

1. pour s € I (resp.J), gs:[—CoLo,CoLo] — X (resp. hs:[—CoLg, CoLo] — X) est une

e(s)-pseudo-géodésique de vecteur dirigednt (resp.Ws) ;

2.siscInJ,alors|Z Wy, Wi)| <e(s);
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3.sis€dIN|0,L[etsiue [—Lg, L], alors

g+(u) € | he([—Cou — e(w), Cou + £(w)] N [~Co. Lo, CoLo))
teJ

et de méme pout,(u) lorsques € 9JN|0, L;

4. si, pouru € I, t;(u) ett,(u) sont le min et le max destels queg, (t) € ([0, L]), alors
to(u) —ti(u) <e(u), ety (ta(u)) etg., (ti(u)) sont orientés du méme coté g0, L) ;
et de méme pour.

Ce lemme peut paraitre compliqué, mais les différents éléments qui y apparaissent sont
nécessaires plus loin pour contrdler le comportement de la sufad&) au voisinage du bord.
Pour le résumer simplement, on peut dire qu'il doit y avoir « beaucoup » de courbes centrées en
~o(u), pouru proche del, qui sont « presque » des segments géodésiques, et qui ne peuvent pas
trop se rencontrer. Plus précisément, ces courbes «remplissent» un voisinageealeui est
crucial pour interdire diverses pathologiesa@ie>.

On donne aussi dans le paragraphe 6 la preuve du théoréme D. On utilisera par ailleurs une
définition naturelle :

DEFINITION 1.1. - SoitS une surface (non compacte) munie d’une métrique riemannienne
(non compléte). On dira qu& estconvexesi, quand(c,,),en €St une suite de segments géo-
désiquesc,, : [0, L] — S telle que, pour tout: € [0, L], (c,(u)) converge dansS, et quand
limy,— o0 ¢ (u) € 3S pour unu €10, L], alorslim,, ., ¢, (v) € 95 pour toutv € [0, L].

La preuve du point suivant, plus délicate qu'il n’y parait, se trouve dans le paragraphe 7; elle
utilise seulement le lemme E.

LEMME F. —Dans les conditions des théorénfesB etC, (X, I) est convexe.
Finalement, on utilisera le résultat intuitivement simple suivant, prouvé dans le paragraphe 8 :

LEMME G.-Une surface convexe, a courbure comprise entre deux bornes strictement
positives, est d’aire borné.

On peut en déduire les preuves des théorémes A, B et C. D’aprés le lemaE Hpit, dans
chaque cas, étre convexe ; le lemme G montre alors que 'aite,dg) doit étre bornée. Mais on
en déduit en utilisant la formule de Gauss que l'aird eo) doit aussi étre bornée (le rapport
des éléments d’aire entre les deux métriques€gt qui est minoré). Or, dans chaque 0@s,0)
est une surface compléte simplement connexe a courbure négative, donc d’aire infinie.

Il est intéressant de comparer la preuve dont on vient de donner une esquisse a celle qu’avait
donnée Efimov [2]. L'idée générale de la preuve est la méme, puisqu’il s’agit de se placer sur la
surface munie de sa troisieme forme fondamentale et de montrer que son bord est « convexe » en
un certain sens. Mais dans le cas d’Efimov, cette métrique est & courbure cohssabten que
(3, 10) peut se voir comme un «domaine ramifié »Sfe Efimov utilise alors de maniére tres
spécifique la structure d&?, pour se ramener a une question concernant les applicatidRé de
dansR? qui ont des propriétés particuliéres, ce qui lui permet de montre(XjL#) ne peut pas
avoir de point « concave », ce qui implique gu’elle est « convexe ». Le phénoméne de propagation
qui intervient ici, et qui est explicité dans le lemme E, n’apparait donc pas dans son approche.

Dans le cas ou on se trouv@;, Il) n'est plus a courbure constante, si bien que I'approche
utilisée par Efimov pour montrer la convexité du bord ne s’applique plus : il ne semble plus
possible de se ramener a une application d'un domairddansR?, si bien que I'utilisation
de projections et autres outils euclidiens est exclue.
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J'ai donné récemment [16] une extension des résultats de ce papier au cas ou I'espace darrivée
de I'immersion est riemannien et a courbure variable, mais comprise entre deux constantes.
La démonstration qu’on a donnée ici peut s’appliquer dans ce cas, avec une petite subtilité
supplémentaire : la connexion qu'il faut considérer €I n’est pas la connexion de Levi-

Civita delll, mais une autre connexion, compatible alleenais a torsion non nulle. Il faut alors
montrer que, si la norme de cette torsion est majorée par une constaptievérifie une relation
donnée avec la borne inférieure de la courburge<( 4K,) et siX est «convexe» en un certain
sens pour la connexion en question, alors l'aire totalfldsst bornée. Ce point est plus pénible
a montrer qu’il ne peut paraitre.

En fait, la démonstration proposée dans [16] est différente de celle qui est développée ici, et
se rapproche de celle d’Efimov, au moins en surface. Elle emprunte un «raccourci» qui permet
d’éviter une partie des difficultés techniques des paragraphes 5 et 6. Le prix a payer est que la
démonstration obtenue est peu limpide, et parait artificielle, parce que la propagation décrite dans
le lemme E n’apparait qu’indirectement. Elle utilise d’ailleurs de maniére cruciale le résultat du
paragraphe 4 du présent article, qui est aussi un résultat de propagation mais dont I'énoncé est
assez technique.

2. Etudesur X

On donne dans cette section quelques résultats simples concernant les objets indygtasrsur
une immersion isométrique dans un espace (pseudo-) riemahh@adimensiors a courbure
constantek; (M seral?,S? ouH$). On noteV la connexion de Levi-Civita d&, o) et VM
celle deM.

Dans la suite, on suppose glieest contractile et orientée (sinon, on passe a son revétement
universel). On peut donc choisir un chaVpde vecteurs unitaires normauxXadansM, puis
définir un morphisme symétriqué de T, qui & un vecteur associeBx := —VM N. On en
tire la « troisiéme forme fondamentale » de I'immersion :

Vse X, Vo, ye T,%, M(z,y)=o(Bz, By).
Le morphismeB vérifie les équations classiqued. (5] ou [19], vol. 111) suivantes :
(1) VseX, Vz,y e T8, (dVB)(z,y)=0,
qui est I'équation de Codazzi—Mainardi, et I'’équation de Gauss :
(2) Vse X, det(Bs)=K.:=em(K(s)— Kn),

oley =1 si M est riemannienne, ety = —1 si M est lorentzienneK (s) est la courbure de
Vens. B
On noteV la connexion de Levi-Civita d#l, et K sa courbure. Alors :

PROPOSITION 2.1. — Si X est un champ de vecteurs sur VX = B~'V(BX). De plus,
KZ&]\{K/(K-K]\{).

Démonstration— Pour le premier point, on vérifie que la connexion définiepatV (BX)
est compatible aveli, et sans torsion d’aprés (1). Pour le second, on choisit un repére mobile
orthonormé(es, e2) poura, et on notev sal-forme de connexion. AloréB~le;, B~te;) est
un repére mobile orthonormé pollr;, et la définition d&/ montre que sa-forme de connexion
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pour% est encorev. Les2-formes de courbures coincident donc aussi, et donc
Kdv, = Q=K dvg = KK, dv,,

doncK = K/K. =ey K/ (K — Ky ). O

On en tire en particulier la preuve du lemme E car on peut maintenant facilement verifier que,
dans les situations des théorémes A, B ekGs [K, K»] avecKs, > K > 0.

On pose§ := B~!. On a alors un analogue de (1) mais pfﬂsur(Z, IM). La démonstration
en est laissée au lecteur, elle provient de ce\guest sans torsion.

PROPOSITION 2.2. — On adV B = 0.

Comme det(é) < 0, il existe en chaque point deux vecteurs V appelés vecteurs
asymptotiques, unitaires polll, et tels que :

BU =kJuU, BV =—kJuV,

oll Jiy est la structure complexe associé@ll &t k = |det(B)|'/2 = 1/v/—K,. CommeX. est
contractile,U, V' sont définis globalement. De plus, on a

I 1 1
3) I(U,U) =(BU, BU) = W(kJqU, kJuU) = k2 = T } 0, g} :

ou ¢ vient de I'’énoncé des théorémes A, B et C. Il en est de mémeigo@omme(3,I) est
compléte, les courbes intégralesldest deV’ ne rencontrent pady>..

On notera dorénavastl'angle entreU et V' pourIl; on supposerd €0, «[. § s'approche
de0 (ou der) quand l'immersion «dégénere » : la courbure moyenne de 'immersidhdins
M est égale @&otg(6)(|det(B)|)~ /2.

La proposition suivante et son corollaire décrivent un point important du comportemént de
etV sur(X, 1) sous les hypothéses des théorémes A, Bet C :

PrROPOSITION 2.3. Il exister; > 0 tel que:
(4) VoVl < 1sin(8)],
(5) [VyUllm < 71 sin(6)].
Démonstration— D’apreés la p~roposition Z.ngﬁ)(g, V) =0, et donc, en développant cette
expression et en notant; = (V' V, JuV), wy = I(Vy U, JnU), on obtient
Vu(BV) = Vy(BU) - B(VyV - VyU) =0,

donc
~Vu(kJuV) = Vv (kJuU) — Bwy JuV) + B(wy JuU) =0,
et en utilisantsin(6)JmU =V — cos(0)U etsin(f)JmV = cos(6)V — U et en regroupant les
termes
wy  wy cos(0)
sin(6) sin(6)

wyU +wyV + (—(V-ﬁ)+ )JmU

wy cos(f) wy

+ (—(U - K) + o Sin(9)>va_07
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aveck = In(k). En prenant le produit scalaire (associfde cette équation avac puis avec
U et en utilisant la symétrie dB par rapport dll, on trouve que

sin(6) sin(6)

VoV = (V-w)JnV,  VyU=-— (U - k)JuU,
donc
~ sin(f) V- K| sin(d) |VK||,
< <
”VUVH]]I X 2 QKE S 9 |K€|3/2

puisque||V||m = 1, soit||V||, = 1/k. On obtient ainsi les majorations vouluesa

3. Segments géodésiques présdu bord

Cette section et les deux suivantes sont consacrées a la preuve du lemme F, qui utilisera
seulement le fait qué€x, ) est a courbure positive bornée, et munie d’'un endomorphiBme
du fibré tangent a déterminant négatif, tel dIH(aé-,E-) est compléte, et dont les directions
«asymptotiques ¥ et V' vérifient (4) et (5). Dans la suite, on suppose donc ces hypothéses
vérifiées.

Résumons la situation. Dans tout ce paragraphe, on se plazemnsunie delll, en particulier
toutes les longueurs et les angles sont relatift ®n dispose d’'un segment géodésique plongé
~o sur lequel on a deux champs de vectduirst V'; pours € [0, L[, on notedy (s) etdy (s) les
angles enyy(s) (pourIl) de~( avecU, V, etf(s) =0y (s) — Oy (s) = Zm(U,V). Un calcul
direct montre alors que :

©) (Bl
. |detm§|
 sin?(0(s))

On définit alors une mesugesur[0, L :

[sin2 (Bu(s)) + sin? (0v (s)) +2cos(0(s)) sin(bu(s)) sin(by (s))].

[sin2 (0 () + sin By (5)) + 2cos(B(s)) sin (0 (s)) sin(By (s))] />

sin(6(s)) ds.

(V)  dp=

Comme(Z, II(B-, B-)) est compléte elet(B)| €]0,1/¢], ([0, L[) = +oo.

On considere des courbes asymptotiques tangentés; des définitions et propriétés
correspondantes pour lautre famille de courbes asymptotiques seront implicites. Si
~:10, L,] — X est une courbe asymptotique, on note :

6y =m—sup{0(v(u)) — 6(y(v)) | u, vE€0,L,]}.

L'objet principal de ce paragraphe est de contrdler le comportemeng slas orientations de
U et deV de la maniére suivante :

LEMME 3.1. - Pour toute > 0, il existep > 0 tel que sifa, b] C [0, L[ avec|b—a| < p, alors:
1. soitil existe une courbeintégrale @& ~: [0, L] — X, avecd, < ¢, L, < ¢, ety([0, L,]) N

Yo([a, b]) = {7(0), ¥(L)};

2. soitil existeoy € {—1,1} tel quepi({s € [a,b] | oy sin(fy(s)) < 0}) < c.
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Le méme résultat s'applique bien entendd’a On montrera dans le paragraphe suivant
gue la premiere alternative conduit & une «propagation» le long d’une pseudo-géodésique. Le
paragraphe 5 traitera I'autre cas.

On utilisera aussi le corollaire suivant de ce lemme :

COROLLAIRE 3.2. — Pour toutc > 0, il existep > 0 tel que si[a, b] C [0, L[ avec|b —a| < p,
il existe N e N et(s;)1<icn, (ti)1<icw tels que

1. a=1t) <51 <t <S2<--<SN<IN<SN+1 =b;

2. pourtouti € {0, 1,..., N}, il existeo; € {—1,+1} tel que:

B({s € [ti, si41] | oisin(Ou(s)) <0}) < ¢

3. pour touti € {1,..., N} et toutr € [s;,t,], il existes € [s;,r], t € [r,t;], et une courbe
intégraley: [0, L,] — X, deU avecs, < ¢, L, < ¢, et{~(0), v(L,)} = {7o(s), 70(t)}.

Démonstration— On applique le lemme précédent, et on voit que soit il existe {—1,1}
tel que ({s € [a,b] | ousin(fy(s)) < 0}) < ¢, soit il existe une courbe intégrale dé,
71:00, L] = B, avecs,, < ¢, Ly, < ¢, et1([0, L,]) N yo([a.b]) = {70(a1),70(b1)}, avec
ay < by.

Dans le premier cas, le corollaire est démontré; dans le second cas, on applique encore le
lemme 3.1 aux intervalldg, a1 ] et[by, b], et on voit & nouveau que soit le corollaire est vrai avec
N =1, soit il existe une nouvelle courbe intégraleldey, : [0, L, — £, avecs,, < ¢, L, <c,
etra([0, L»,]) Mo ([a. b)) = {70(a2), 70(b2)}, avecas < bs.

Puis on applique récursivement la méme construction, pour obtenir un ensembieb] qui
est réunion de courbes intégralesidgoignant deux points deq([a, b]), et ayant une longueur
et uné majorés par.

L'ensemble! reste une réunion finie d'intervalles a cause de la conditigng c. En effet, si
une suite(s;, t;);en S'accumulait sur un point.., le champ de vecteul$ ne pourrait pas étre
régulier emyy (s~ ). On peut avoitN = 0, la famille (s;, ¢;);en, €st alors vide. O

Soitz, y € [0, L[; on noteral; (z) (resp.Ly (z)) la courbe intégrale du champ de vectéur
(resp.V) issue deyy(z), et de méme pouy. LorsqueLy (z) et Ly (y) (resp.Ly (z) et Ly (y)) se
coupent, on noterd/ " (x,y) (resp.M ~(z,y)) leur point d’intersection, qui est nécessairement
unique. On notera auski; (z,y) (resp.L;; (z,y)) le segment dé (z) entreyy(z) et M+ (z,y)
(resp. le segment dey (y) entreyy(y) et M+ (z,y)), et de méme avec des exposantgour les
quantités symétriques en échangdaret V. On notera enfin/; (z,y) la longueur deL; (z, )
(orientée pal/) et de méme pour les autres valeurs des indices et exposants.

On noted, = 9/0x, 9, = 0/Jy, et on pose :

a(z,y) = 0N (2,y),  Bla,y) =9\ (2,y).
Alors :
OuM* (z,y) = alz,y)V(M*(z,y)), M (z,y)=pB(z,y)U(M"(z,y)).
Mais V est sans torsion, donc
(0.8)U — (8,0)V + aB(VyU — VyV) =0.
On prend le produit scalaire (polif) de cette équation avel U et on obtient
sin(0)d,a = aB((VyU|JmU) — (VyV]JmU)),
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L)

L)

Fig. 1.

ce qui montre avec (4) et (5) que :
(8) |0y | < 271 |ady A, 0. 8] < 27| BT |.
Enfin, un calcul facile montre que, st([0, L]), c’est-a-dire pouy =z, ona:

sin(0y (x)) sin(Oy (z))

(9) oz, x) =~ sin(6(z)) ’ sin(6(z))

Blx,x) =

et on obtient par intégration sii, y] que, siM T (x,y’) existe pour touy’ € [x,y], alors

aAlJ; (SC, y) —ac |- SiIl(@U ((E)) 67271)\3 (zy) _ Sin(eU ((L’)) 6271)\; (z,y)
Oz sin(f(x)) " sin(f(z))
etil en est de méme pou; (z,y) si M (2’,y) existe pour tout’ € [z y]

Il existe doncL; > 0 tel que, sifz,y] est tel queM * (2, y") et M~ (z',y’) existent pour tout
',y € [x,y], etsi

max (|A7 (,y)], AV (@, )], [Ag (@, )], Ay (2,9)]) < 4L,

alorsona:
Me[ Lsin(fy(z)) _ sin(%(m))}
(10) Ox 2 sin(f(z)) >~ sin(f(z)) |’
O (z,y) [18111(91/( Y)) 25111(0‘/( ))]
dy 2 sin(f(y)) ' sin(0(y)) |’

ainsi bien sdr que le résultat symétrique poag, (x, y)/0y.
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Donnons maintenant un petit résultat qu’on utilisera plusieurs fois :
ASSERTION 3.3. — Pour toutt € [0, L[, ona

di ‘ 2sin(0y (t))

< 3.
dt sin(0(t)) H s 3

Sidp/dt > 5, alorssin(0y(t)) - sin(fy (t)) etcos(6(t)) ont le méme signe.
Démonstration— On vérifie simplement que
sin?(fy) + sin?(y) + 2 cos(8) sin(fy ) sin(fy ) — 4sin?(Ay)
=sin(fy — 0y) sin(fy + 0y) + 2sin(fy ) sin(6) cos(fy)
= 2sin(f) sin(fy + Oy) — sin?(4).
On remarque aussi que
[sin(fy + Oy )| = [sin(260y) cos(8) + cos(20y) sin(0)]
< 2|sin(fy ) cos(0y) cos(8)| + |cos(20y ) sin(0)| < 2|sin(0y )| + sin(8)

et on obtient donc

dp 2_ 2sin(fy) \?| w—l 2sin(fy) Lo
ds sin(6) B sin(6) sin(6) :
Posons pour simplifier :
d/-l Sil’l(eU)
T ds’ sin(@) |

Alors a, b >0, et]a® — b?| < 2a + 2. On en déduit quén — b| < 3. En effet, sinong > 3 ou
b > 3; dans le premier cas :

232
la —b| = b

20+ 2 2
< at ‘<
a

a+b

alors que, dans le second cas :

2_p? 2 2
ja—b] = |2 <2<
a+b a+3
On en déduit donc bien que
% 2sin 9U
dt sin(6

Pour la seconde assertion, on note S|mplement quig;/sls > 5, alors
[sin(6y)| > sin(6)
d’aprés ce qu’on vient de montrer. Ainsi,
sin(fy ) sin(fy — 0) > sin(6)|sin(0yr)|,
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etdonc
sin(6y) sin(fy ) cos(0) > sin(6) (| sin(fy)| + cos(fv ) sin(fy)) >0
comme annoncé.n
En appliquant les majorations de cette assertion et I'’équation (10), on trouve le :

COROLLAIRE 3.4.— Il existe L, > 0, Co > 0 tels que, siz,y] C [0, L[ aveci([z,y]) < Lo,
et sie, =sign(sin(fy(z))), e, = sign(sin(fy (y))), alors

O oAy 1 dj 4
_%(‘xay)v (-’L',y) S |:5m <C_2$(x) - CQ))EI <CQ &(1') + CQ>:| s
N

ox

oy 1 dp dp
12 -V € ——(y) — C Cy — Cs .
@ ey, -Gree o (g En-e)a(aTu )

Démonstration— Le seul point a vérifier est qu'on n’a en fait pas besoin de supposer, pour

obtenir (10), que\/ *(z',y’) et M~ (z’,y’) existent pour tous’, y’ € [z, y]. En effet, les courbes
intégrales dé/ et deV' ne rencontrent pa%y > a distance finie, si bien que, par exemple pgur
fixé, M*(z',y’) existe, quang’ s'éloigne dexr’, tant que\;; (2’,y’) reste fini. Or c’est toujours
le cas, d’aprés (10) justement, quaridy’ € [z, y] et i([x, y]) est assez petit. O

(11)

On en déduit un corollaire simple qui sera utile dans le paragraphe 5 :
COROLLAIRE 3.5.— Il existees > 0 tel que, pour tout €]0, 3], il existea > 0 tel que, si
a,be [0, L[ aveclb—a| < a et
L({u€ a,b] | sin(fy(u)) <0}) <a,

alors
1. sic:[0,L] — X est une courbe intégrale dé ou de—U telle quec(0) = vo(z), ¢(L) =
Yo (y),aveca < x <y < b, etsiCoL < Lo — Cha, alorsfi([z, y]) < e, L < €, etles courbes
intégrales d&V issues dey, ([x, y]) rencontrent aprés avoir parcouru au plus;
2. si c:[0, Ly] — X est une courbe intégrale dé ou de—U telle quec(0) = yo(x), et si
sin(fy (z)) < 0 eti([z,b]) > Lo, alors il existet € [0, ] tel quec(t) € yo([x, b]).

Il est clair (par symétrie) que le méme corollaire s’applique si on change |'orientation efe
aussi si on échandé et V.

Démonstration— On suppose par exemple quest une courbe intégrale dg la démonstra-
tion est essentiellement la méme petly. Ainsi, )\‘J; (z,y)=0et )\‘J; (y,y) =0, donc

J@)e =0

Pourz € [z,y], on pose :

V+ (Z) = Sup<0a (81A$)(’27y))7 V- (Z) = SUp(O, _(al)\—\t')(zvy))

/yv+(z)dz:/yv_(z)dz.

x T

On adonc
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D’apres le corollaire 3.4 :

<id—§ - Cg> sup(0,e,) <v_(z), v4(2) < (CQj_Z + Cg) sup(0, —¢.).

(EN)) — Cyly — 2| g/v,(z)dz:/m(z)dz

<Cri({ze[z,y]|e. = —1}) + Coly —
si bien que
ilz,y]) < C3i({z € [w,9] | e- = —1}) +2C3|y — 2| < 3aC3

et donc, sia est assez petit, on a bigk{[z,y]) < ¢, et les courbes intégrales déissues de
o ([z, y]) rencontrent aprés avoir parcouru au ples

En fait, si on prendx encore plus petit, on peut obtenir qu&p([z,y]) + Coa < €; le
corollaire 3.4 montre alors que< ¢.

On passe au second point. Par hypothéis¢d;; (x)) < 0, donc, d’aprés (101 A\ (y, 2) > 0
pour y et z assez proches de. Mais A‘J;(z,z) = 0, donc, pourz > 0 assez proche de,
A (z,2) < 0. Soity € [z,b] tel quefi([z,y]) > 3aC2, et queCafi([z,y]) + C2a < £ un tel
y existe sia est assez petit.

On reprend les notations_, v introduites plus haut, on a:

)\‘J;(a:,y):/alx\‘t(z,y)dz:/v_(z)—v+(z)dz

1 N
> & i([z,y]) — Coly — x| — Copn({z € [x,y] | e. = —1}) — Caly — 2|
> iﬁ([m,y]) —3aCy > 0.

Cs

Il existe doncz € |z, y[ tel quel{,(x,2) =0, et alors la courbe intégrale dé issue deyy ()
(qui prolonge done) rencontrey, enyy(z).

Comme on a supposé que([z,y]) + Caa < g, on a aussCqji([z, z]) + Caa < &, et le
corollaire 3.4 montre quearrive emyy(z) apres avoir parcouru au ples 0O

On étudie maintenant les courbes asymptotiques dont les deux extrémités sont Guar
utilisera I'assertion suivante, qui sera aussi utile plus loin :

ASSERTION 3.6. — Il existewy > 0 (qui dépend de la borne supérieus& def{) tel que, sk
est un domaine simplement connex&die diameétre au plus, a bord régulier par morceaux, et
si Wy est un vecteur unitaire en un poing € 052, alors il existe un champ de vecteurs unitaires
W sur Q) tel queW (z¢) = Wy, queVy W = 0, et queW est paralléle le long des segments de
09, ouW est dirigé vers l'intérieur dé€). Sit, z € Q, il existe une unique courbeplongéeC!
par morceaux dan® quijoint z &t et sur laquellelV est paralléle.

La courbe qui jointz a¢ et sur laquelldl” est paralléle suit alternativement des segments de
courbe intégrale dé&/, et des segments d¥? sur lesqueld?’ est dirigé vers l'intérieurvoir
figure 2). Notons que, commi& est unitaire ey W = 0, la 1-forme duale dé1” est fermée.
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Fig. 2.

Démonstration— On considére un domairf¥ C 2 et un champ de vecteui®’ sur ()’ tels
que :

1. W’ a, surfY, les propriétés demandées pour;

2. Q' c Q est connexe et borné par des courbes intégralég'de

3. (¥, W) est maximal parmi les choix possibles, en d’autres term¢&Q/siiV"’) vérifie les

mémes propriétés avét’ C Q' etW” = W' surQY’, alorsQ” = §0'.
Les courbes intégrales d& sont des segments géodésiques; corfinast simplement connexe
et K < K, elles sont minimisantes sur leurs segments de longueur strictement inférieure a
7/v/Ka. Siwy < 7/y/Ka2, les courbes intégrales d& sont donc de longueur au plug. On
remarque alors qu@’ = () car,w, étant petit etk borné, il ne peut pas y avoir d’intersections
entre ces courbes.

Pour montrer I'existence de on fixet € 2, et on notef)’ I'ensemble de’ € Q qui peuvent
étre joints & par une courb€’® par morceaux sur laquell&” est paralléle, et on suppaQé+ (.
Alors 9§Y' \ 92 est composée de segmefis);cz de courbes intégrales d&. De plus, chacun
de ces segments est issu d’'un poinp; dedf?, ou bien est tangent@? en un poiny; € 9. On
constate alors qu'il existe des points@e. €)' proches de; atteints par des courbes intégrales
de W issues d'un poinp € 052 proche dep; ou deg;, avecp € 9f) et W paralléle suvf) entre
p; etp ou entreg; etp. DoncY = Q.

Montrons enfin ques est unique. Dans le cas contraire, il existerait une rédioma
d’intérieur non vide, bornée par des courbes intégraled’det par des segments d€) ou W
est dirigé vers l'intérieurd D ne contiendrait alors aucun point &t est dirigé vers I'extérieur,
ce qui est impossible. O

Maintenant, on peut exclure certaines situations :

PrROPOSITION 3.7. — Il existecs > 0 tel que sig:[0,L,] — X est telle quey’ = U et que
g([OaLg]) N Yo = {9(0)79(Lg)} = {’YO(Q)a’VO(b)}' aveca, be [OaL[' |b - a| < c3, etﬁ([aabb <
c3, et sisin(8y (g(0))) - sin(fy (g(Ly))) <0, alorssin(By (g(0))) - sin(fv (g(Ly))) = 0.

Démonstration— On va montrer que $l7(g(0)), 0y (g(0)) € [0, 7] ety (g(Ly)) € [—,0],
alorsfy (g(Lg)) € [0,7]; les autres cas s’en déduisent par des arguments de symétrie.
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On considére d’abord le cas 64 (g(0)) € [0,7/2]. On note le fermé deX borné pary et
par~, entreg(0) etg(L,), eths le segment de courbe intégrale deou de—V issue deyy(s)
qui est dans. ) est feuilletée par le§h; ) sc(4,5- D€ plus, pous € [a, b], h, a soit une extrémité
suryp et une sug, soit deux extrémités sug. D'aprés le corollaire 3.4 appliquéa, on a dans
les deux cas :

L(hs) < CQ(C?, + |b — (l|) < 205¢3.

Notons que, pour la méme raison, on a aussi :
Lg < 20263.

Ainsi, Q est feuilleté par des courbes de longueur au pliscs issues deyy, donc, sics est
assez petit, son diamétre est majorépar

On applique I'assertion 3.6 &, avecW, = Jyrvy, en un point dey, entreg(0) et g(L,).
Notons que dans les cas «simples» (quHnest dirigé vers I'extérieur d@ sauf sury,), les
courbes intégrales dé& sont simplement les intersections a¥&des géodésiques orthogonales
ao.

CommeW est un champ de vecteurs unitaires a%eg W =0, W est le gradient d’'une
fonctiony sur (2, et on peut choisiyy = 0 sur~,. Pourt € [0, L], on notey(¢) := y(g(¢)). On
définit aussbty (m) = Z(W, JuV') etfy(m) = L(W, JmU). Alors ¢/ (t) = sin(6y (g(t))). Pour
t € [0,L,], on note encore :

b_y(t) ::/sup(—y'(s),O) ds, b4y(t) :/Sup(y( ),0) ds
0 0

de maniere qué_(L,) =6, (L), et:

56y (¢ / 16}, (s)] ds
eton posés :=supyy 1, ) |0v|.
On note alors quéJL < 0sL, par définition des,., et parce que, lorsqug; €10y — 7,
Ov [, sin(0y) < |0v|. Donc|y( )| <6sLy pourtoutt € [0, Ly]. Les courbes intégrales & sont
donc de longueur au pl@s L,. CommeWll est paralléle sur les segmentsdfe ou il est dirigé

vers l'intérieur, et commé( > 0, 'aire de2 est majorée pakfsL, multiplié par la longueur
totale des segments @) ou IV est dirigé vers l'intérieur. Mai®(2 est de longueur au plus
Ly+|b—a| < Ly+ cs, si bien que l'aire d€) est bornée patf gL, (L4 + c3). CommeK < Ko,
on en déduit que

/ K dA<2Ky05L,(Ly + c3)

et, en appliquant le théoréme de Gauss—Bonnet et I'équation (4) :

Lq
Vte[0,Lg], [0v(t)] <Ov(0)+2K20sLy(Ly+ c3) +7'1/sm
0
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Or,
sin(@(s ‘sm Oy (s | + ‘sm Ou (s )| <0Os+ ‘sm HU( ))|
et, par intégration,
Ly
/sin(@(s)) ds < Lgfs +264(Lg) <3L4Hs,
0
ce qui montre finalement que :

(13) Vte[0,Lg], |0v ()] <Ov(0)+ (2K2(Ly + c3) + 371)0s Ly
et, par définition dés = sup |0y | :
0s(1 — (2K2(Lg +c3) +311) Ly) < 0y (0),

et doncds < 26y (0) Si c3 est assez petit pour assurer qR&,(Ly + c3) + 371 )Ly < 1/2.
On utilise alors & nouveau la majoration (13) :

Vte [O,Lg], |9\/(t) — 9\/(0)| < (2K2(Lg +63) +37’1)95'Lg

pour montrer que|fy (L,) — 6y (0)] < 6y (0), et on obtient le résultat dans le casti(0) €
[0,7/2]. Pourfy (g(0)) € [r/2, 7], on transformd&’ en—U et on change les orientations &e
et deyy, et on se trouve dans la situation &w(g(0)) € [0,7/2]. O

Finalement, on utilisera I'assertion élémentaire suivante :

ASSERTION 3.8. — Soita, b€ R, a < b, et soitf une fonctionC' de [a, b] dansR. Notons
(4 et p_ les mesures su[ra b] de densitésup(f’(z),0) et sup(—f'(x),0). Supposons que
p+([a, b)) =€ etu_([a,b]) > e. Notons:

Af(e) ={z €[a,b] |3y € [a,b] ~ {z}, (f(y) = f(x)) et(us([z,9]) <o)}
Alors

4 (Ap(e)) > e

Démonstration— On note :

Bf: {(EE [avaayE [(l,b] \{l’}, f(y):f(x)}

Supposons quég(b) < f(a). Soit x € [a,b] tel que f'(x) > 0. Alors soit f(x) < f(a), soit
f(z) = f(b).Sif(x) < f(a), le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu'il existg, x|
tel quef(y) = f(x). Si f(x) > f(b), il existey €]z, b] tel quef(y) = f(x). Dans tous les cas,
z € By. Doncpuy (By) = pi4([a,b]) > €

Supposons maintenant qyiéb) > f(a). Soitz € [a,b] avecf’(z) > 0. Siz ¢ By, alors (par
le méme raisonnement que ci-dessfi6}) €]f(a), f(b)[, et de plusf~1(f(z)) = {z}. Donc

1 ([a.b] ~ By) < f(b) — f(a), et donc
e (By) > g ([a,8)) — (F0) — f(a)-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



94 J.-M. SCHLENKER

Mais, par définition de. et dey_ comme mesures de variation de

p14([a,0]) = p—([a,b]) + (f(b) — f(a))
et donc

p+(By) =2 p—([a,b]) > €.

Ainsi, 14 (By) > € dans tous les cas.

Si By = A¢(e), l'assertion est démontrée. Sinon, il existe), o) € [a,b]? avec f(yo) =
f(wo) et uy([ro,y0]) = €. LensembleE des couplesr,y) € [a,b]? tels quef(y) = f(x) et
quep ([z,y]) = € est compact (et non vide) donc il exidte;,y1) € E qui minimise|y — x|.
Commef(y1) = f(z1), u—([x1,y1]) = p+([z1,31]) = . En appliquant ce qu’on a vu plus haut
alz1,y1], on voit que I'ensembled’ desu € [x1, 1] tels qu'il existev € [x1,y1] \ {u} avec
f(v)= f(u) esttel queus (B') > €.

Mais, siu €|z, y1[ etv € [z1,y1] avecf (v) = f(u), alorsu ([u, v]) < €, car sinon on aurait
(u,v) € E et|v —u| < |y1 — x1], ce qui serait contraire & la minimalité ¢ig — «;|. Donc
B’ =lz1,y1[NAf(e), doncuy ([z1,y1] N Af(e)) > e, etdoncuy (As(e)) Ze. O

On utilise maintenant les résultats ci-dessus pour la :

Démonstration du lemm& 1. — On suppose que la seconde alternative n’est pas vérifiée, par
exemple poutJ ; ainsi,

i({s € [a,b] | sin(y) <0}) >c, fi({s € [a,b] | sin(6y) > 0}) > c.

Notons alorsv; (resp.v_) la mesure dont la densité e3sup(sin(fy)/sin(f),0)ds (resp.
2sup(—sin(fy )/ sin(f),0) ds). Sip est assez petit, on a aussi d’aprés I'assertion 3.3 :

V+([a7b])>c_3pa y_([a,b])20—3p,
donc, sip est assez petit :

(14) vi(la,b) 25, v-([a,b]) 2

N o
N O

On note maintenank I'ensemble des: € [a,b] tels quesin(fy) > 0 et qu'il existey €
[a,b] \ {x} avec

av () < v-(lz.9)) < /4.

On note encorgf la fonction définie suffa,b] par f(z) = 4v4([a,z]) — v—([a,z]). On peut
appliquer af l'assertion 3.8, qui montre quév, (E4) > ¢/4; cette assertion minore en fait
méme la mesure podr, desx tels qu'il existey # x tel quedv ([z,y]) = v_([z,y]) < ¢/4.

Or, siz € E; etsiy # x esttel quelvy ([z,y]) <v_([z,y]) < ¢/4, onad’aprés (10) :

(5

oA (x, ) 1
/ 0s ds 2

<0

S=x

et

WV

v([z,y]) — 2v4([z,9]) > 0

x
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si bien qu'il existez € |z, y] avecA, (z, z) = 0. De plus, d’aprés (10) et I'assertion 3.3,

_ f | sin(fy)] /Z | sin(0y)|
< _ < LA .
Ao (@ 2)] < /2 sin(6) ds< |2 sin(6) ds +6p

x

Donc, sip est assez petit,
IAg (2, 2)] < 20 ([2.9]) + 20— (2, y)) + 6p < c.

On a donc une courbe intégrajede U de longueur au plus joignantyy(x) avo(z). Dans la
suite, on note)(z) := z, en supposant de plus qye&re rencontrey, qu’en ses extrémités (si ce
n’est pas le cas, on peut remplaggrar un de ses segments).

On va montrer qu’on peut choisirde maniére qué, soit petit. Siz € [a, b], il existe au plus
deux points dont I'image pap peut étrez — les premiéres intersections avgcde la courbe
intégrale de&J passant pat(z), de chaque coté dg(2).

Par définition dep, on aX{(z, ¢(z)) = 0; en dérivant par rapport#, on obtient que :

(A (7, 6(2)) + ¢ (2)(D207) (2, p(x)) =0,

ou d; etds sont les dérivations par rapport a la premiére et a la seconde variables. Maintenant,
un raisonnement géometrique élémentaire montre qug; &i, v) = 0, alors

(O1A) (u,0) = (9227) (u, w).
Mais A‘J;(u, u) = 0 pour toutu, et on voit, en dérivant par rapportaque
(B0 (1) + (8227 (u,u) = 0
etdonc, lorsque, (u,v) =0,0na
|(@1A0) (u, )] = [(OLAY) (w, u)].
Ainsi,
(0107 (@, 2)| = ¢ (2)] - [(9227) (2, 6()) .

donc, avec (10)

1[sin(0y (x))|
4 sin(6(x))

[sin(0y (¢(x)))|
sin(6(¢(x)))

|sin(0y (x))|
sin(0(z)) ’

<16/ (@) <4

donconasu¥,

| sin(6y)|

4sin(6) du-

du<¢*<|Sin(0U)| d > < 4|sin(0y)|

sin(6) sin(6)

Maisv, (E1) > ¢/16, donc, d’aprés I'assertion 3.3,

[2sin(0y)] /2|sin(9U)| c
— o ds> [ ———=—ds—06p=>— —0p,

sin(6) ° sin(6) s—0p 16 O
o By
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donc

2|sin(6y)| c
——ds>——-24

/ sin(f) *Z 64 P
(E+)

et donc, quel que soit > 0, on peut prendre assez petit pour s'assurer gu'il existes £
tel quesin(d) < ¢/2 enx et eng(x). En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait décomposer
E, =FUQG, avecsin(f(x)) > ¢/2 surF etsin(6(¢(z))) > ¢/2 surG, et alorsu(F) ou u(G)
devrait étre plus grand quesi p est assez petit.

On peut alors utiliser la proposition 3.7, qui montre gugd, ) - sin(fy ) a des signes opposés
enz eteng(z), etla seconde partie de I'assertion 3.3, qui montrecge@) a des signes opposés
enz eteng(z). Doncdy, <c. O

4. Courbesasymptotiques

On s’intéresse dans cette section et la suivante aux dégénérescences de solutions des équation:
de Codazzi-Gauss, qu'on étudie par I'intermédiaire des courbes asymptotiques. On[£&i) (
que B peut admettre une singularité isolée, i.e. sa trace peut tendre vers l'infini en un:point
alors queB est réguliére dans un voisinagexdg(en dehors deg). On va montrer qu’on a quand
méme « propagation » si on fait des hypothéses assez fortes sur la nature des dégénérescences
Les résultats présentés ici sont moins simples que ceux qu’on connait dans le cas elliptique
(voir [9)]).

Pour la premiére alternative apparaissant dans I'énoncé du lemme 3.1, on va montrer un
résultat de propagation en présence de courbes asymptotiques ayant des propriétés géométriques
particuliéres. Dans le paragraphe suivant, on traitera I'autre cas dans le lemme 3.1.

Dans toute la suite du papier, si[a,b] — X est une courbe réguliére par morceaux, et si
W € T2, on notell(c; W) le transporté paralléle dé& enc(b) suivantc.

LEMME 4.1. - Il existeTy > 0 tel que, pour tout3 > 0, il existe une > 0 tel que, sig est
une courbe intégrale d& de longueutL, < ¢ avecd, < ¢, Si on noteh,, : [-2T;,2T;] — X la
courbe intégrale d&” avech,,(0) = g(u), alors:

1. pourtoutu € [0, L,] ettoutv € [Ty, Ty], I'angle entreV (h., (v)) €tIL(hyo,0); V (ha(0)))

est au pluss (en valeur absolue

2. pour toutv € [Ty, Tp], la courbe intégrale d&/ issue deh,(v), notéeg,, rencontreh, ;

si on la considere jusqu’a cette intersection, elle est tellequec 3 et queL,, <2L,;

3. il existeu € [0, L,] tel que, pour touv € [T, Tp), 6(h,(v)) < B.

On montre ainsi que la courhese «propage » le long dé, c’est-a-dire que, quand on se
déplace suivant’, les courbes intégrales dé correspondant @ ont encore de petites valeurs
de . Mais on utilisera seulement dans la suite la premiére assertion du lemme.

La preuve de ce lemme utilisera la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — |l existe Ly; > 0 et des fonctionsp, ®:[0, L] x [0, La] — Ry
continues, telles que, pouk € [0, Ly], ¢(0,L) =0, et ®(0,L) = ®(L,0) = 0, avec les
propriétés suivantes. 3y : [0, Lo] — X et g1 :[0,L;] — 3 sont des courbes intégrales dg
si hg: [0, L{] — X et hy:[0,L}] — X sont des courbes intégrales @& avecgy(0) = ho(0),
go(L()) = hl(O), gl(O) = ho(Lé) et 91(L1) = hl(Lll), et si Lo < Ly et L6 < Ly, alors
Ly < ¢(Lo, LY), Ly < ¢(Lg, Lo), et I'aire du domaine borné pago, g1, ho et hy est au plus
®(Lo, L).
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v 3%

s)

Fig. 3.

Démonstration— Soientu € [0, Lo] et v € [0, L]. CommeX est simplement connexe, un
raisonnement topologique simple montre que la courbe intégrafeisieue dey(u) rencontre la
courbe intégrale d& issue de(v). On noteg, (u) leur intersection. On a alors :

4w =aov, L g = lu,)U

eta et § vérifient, d’apres un calcul identique a celui qui mene a (8) :
(15) |U-a| <2am, |V - B < 2671.

De plus,«(0,v) =1 et 3(u,0) = 1.
On peut intégrer (15) suy, pour obtenir que

a(u,v) < exp(QTlL(gv)).

On utilise alors a nouveau (15) et on trouve que :

Lo Lo
D=2 / B(u,0) du = / a(u,v)(V - ) du
0 0

Lo LO
< /a(u,v) 27118 (u,v)du < 27’1( sup oz(u,v)) /ﬁ(u,v) du,
w€[0,Lo]
0 0
et donc
d
(16) aL(gv) <27 exp(QTlL(gv))L(gv)'
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Il suffit d’intégrer cette équation différentielle pour obtenir la majorationLdeannoncée; la
majoration del) est obtenue de la méme maniére, en échangeeht. Enfin, la majoration
d’aire s'obtient aussi en utilisant les majorations [dgy.,) et desup, (o 1, a(u,v) qu'on a

trouvées. O

On en déduit facilement le :

COROLLAIRE 4.3.-Soientz, y, z € ¥ tels qu'il existe une courbe intégrale dé (ou de
—U) de longueur au plud.,; joignantz a y, et une courbe intégrale d& (ou de—V) de
longueur au plud.,, joignantz a z. Alors la courbe intégrale d& passant pae rencontre la
courbe intégrale dé& passant pa;.

Démonstration— En effet, les intersections entre les courbes en question restent a distance
bornée tant que les longueurs des courbes intégralds é¢ de V joignantx ay et az
restent inférieures &), et les courbes intégrales de et deV ne rencontrent pas8yY. (cf.
paragraphe 2). O

On a maintenant tous les éléments pour la preuve du lemme 4.1.

Démonstration du lemm&1. — Soient. € [0, L,] etv € [Ty, Tp]. D’aprés la proposition 4.2,
si Ty et L, sont intérieurs a une constante fixée, alors la courbe intégrdleidsue dehg(v)
rencontre la courbe intégrale déissue deg(v). On noteg,(u) leur intersection, et (u,v)
I'aire du domaine dé& borné parg, g, (Lg), gt, 90,1 (0). Toujours d'apres la proposition 4.2,
pourTy < Ly fixé, pour toutLg > 0 et tout 4y > 0, il existeey > 0 tel que, siL, < €o, alors
L(g,) < Lo et A(u,v) < Ap pour toutu € [0, L,] et pour tout € [-Tp, Tp]. On suppose dans la
suite qu’on a ces majorations, pour des valeurégleA, qu’on va préciser.

Par définition dej,, il existeuy, u1 € [0, L] tels qued(g(uo)) — 6(g(u1)) = m — &4. Alors
0(g(uo)) =m— b4 €t6(g(u1)) < é4. On pose, pouv € [—Tp, Tp] :

6;; =T = (e(gv(UO)) - e(gv(ul)))

On aé), > é,, par définition dej,, donc, pour majoref,, , il suffit de majores,.

On va montrer que, sl < 71/8 et siL(g) ete sont assez petits, et si, pour tout [0, v],
8. < e, alorsé,, < ¢/2. Ceci montrera que, pour toute [—Ty, To], 6., < €.

On appelleC, la courbe fermeeyo([uo, u1]) U gpo,(u1) U gu([uo, u1]) U gjo,0)(uo). ON
note W le champ de vecteurs sut; égal &V sur go([ug,u1]) U go([uo,u1]) et a U sur
9g10,0)(u1) U gjo,0)(uo). D’apreés le théoreme de Gauss—Bonnet, la rotation totald’deur C;
(i.e. l'intégrale deﬁW, JW) plus les termes correspondant aux coins)-e&t,, ou K, est
l'intégrale deK sur l'intérieur deC,. Mais :

— les termes correspondang@ [uo, u1]) et &g, ([ug, u1]) sont majorés par, Lo d'aprés (4);

— les termes sugyg ) (u1) €t gjo..1(uo) SONt bornés paricjv|exp(271 Lo) par (5), et parce

quesin(f) < € sur ces courbes;

- |K,| < K2 4.

Donc

16(g0(uo)) — 0(g0(u1)) +0(gu(u1)) — H(QU(U()))‘ < 271Lo 4 2me|v|exp(2711 Lo) + K2 Ao,

et donc

81, < 6+ 211 Lo + 271 |v|e exp(271 Lo) + K2 Ap.
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Supposons qué&, < 1/87;. Alors on peut trouvelq, Ay, 6 tels que
6+ 21 Lo + 21 Toe eXp(QTlL()) + KAy < 5/2.
Ainsi, sie est assez petit et §j, < ¢, on aura

(Vse[0,v], 8, <e)= (6, <e/2),
si bien que;, < e pour toutv € [—Tp, To|, ce qui prouve la seconde assertion du lemme 4.1. La
borne surL,, vient de la proposition 4.2.

Soient maintenant. € [0,L,] et v € [-Ty,To]. D'aprés (5), I'angle entré/(g(u)) et
T1(guo.1: V(g(uo))) est au plusri Lo, et langle entrel/ (g, (u)) et (g, ([uo, u]); V (g, (u0)))
estau plus; Lo. De plus, on vient de voir que I'angle entrég, (uo)) etll(gjo,.)(uo); V(g(uo)))
est au plusde. Enfin, K, < K. On voit donc en appliquant le théoréeme de Gauss—Bonnet que
I'angle entreV (g, (u)) etIl(gp,.)(u); V(g(u))) est au plugr Lo + 3¢ + Ko, ce qui montre la
premiére assertion du lemme 4.15i et K, sont assez petits.

Finalement, le dernier point est une conséquence simple du second (en diminsiant
nécessaire), il faut prendre=u;. O

5. Propagation de dégénérescences

On reprend dans cette section le cadre du paragraphe 3. On considere donc un segment
géodésiquey : [0, L[— X tel quelimy, vo € 9%, et les autres éléments qui interviennent dans
le lemme E. On va préciser la situation dans les région® de sans courbes asymptotiques
ayant une petite valeur de On en déduira dans le paragraphe suivant la preuve du lemme E.

LEMME 5.1. - Pour tout L et tout Lg suffisamment petits, et pour taut> 0, il existec €
[0,e[ etp € [0,e] avec la propriété suivante. Sdit, b] C [0, L[, supposons quig — a| < p et qu'il
n’existe aucune courbe intégrajede U, de longueur., < c et aved,, < ¢, dont les extrémités
sont des points dey([a, b]). Soitt € [a, b] tel quei([a,t]) = Ls et que([t,b]) > Ls. Alors les
courbes intégraleg; de U centrées eny(t) de longueur2Ls sont des-pseudo-géodésiques.
De plus, sis € [a,b] est tel quesin(0(s)) < c et quep([s, t]) < Le, alors II(vo|(s,¢, U(y0(s)))
est un vecteur dirigeant dg.

Dans la suite, le lemme 5.1 sera utile pour contrdler le comportement des courbes asympto-
tiques hors des régions fle L[ correspondant a la situation décrite dans le paragraphe précédent.
La preuve de ce lemme repose sur les deux propositions suivdrjes . sont encore des
réels qui doivent étre choisis assez petits (on précisera comment dans la preuve).

PROPOSITION 5.2. — Pour touta > 0, il existe 5 > 0 tel que sia,b € [0, L[ avecyi([a, b]) >
Lset0<b—a<p,etsi
(17)  n({s€la,b]|sin(fu(s)) <0}) < B, i({s € [a,b] | sin(fy (s)) < 0}) <8,

alors la courbe intégralgy, deU issue deyy(a) de longueurLs est unen-pseudo-géodésique.
De plus, sit € [a,b] est tel quesin(6(t)) < 8 et quep([a,t]) < L, alors IL(voji,a), U (70(t)))
est un vecteur dirigeant dg, .

PROPOSITION 5.3. — Supposons de plus qui(6(b)) < 5. Soitg,: [0, Ls] — X la courbe
intégrale del/ issue dey,(b). Supposons encore que, pour taut [0, L],

|2(U (90()), I(gsi10.u1: U (9(0)))) | < 8.
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Alors, pour toutt € [a,b], la courbe intégrale ddJ issue deyy(t) de longueurLg est une
a-pseudo-géodésique. De plusssi [a, b] est tel quesin(6(s)) < 8 et quep([s,t]) < Lg, alors
(70|47, U (70(s))) est un vecteur dirigeant dg.

On n’a pas énoncé ici les résultats obtenus a partir de ceux-ci par des symétries évidentes : en
remplacant/ par—V, ou en échangeantetb et en remplacarly parV ou par—U.

On va donner d’'abord la preuve du lemme 5.1 & partir des propositions 5.2 et 5.3, puis
s'attaquer aux preuves de ces propositions.

Démonstration du lemm&.1. — Soite > 0. Choisissonsa > 0. On applique d'abord le
corollaire 3.2 (en remplacaif par V') et on voit que, sk est assez petit, il existd € N et
(si)1<i<n (ti)1<ic tels que

—a=t)<s1<t1 <$2< - < SN <IN <SN41=0;

— pourtout € {0, 1,..., N}, il existeo; € {—1,+1} tel que

i({s € [ti, sit1] | oisin(y (s)) <0}) <ay

intégraley: [0, L,] — X deV, avecs, < 04/, L, <o, et{y(0),v(L,)} ={v(s),v ()}
Par ailleurs, le lemme 3.1 montre aussi que, et assez petit, il existe; € {—1,1} tel que

— pour touti € {1,..., N} et toutr € [s;,t;], il existes € [s;,7], t € [r,t;], et une courbe

i({s € [a,b] | ousin(fy(s)) <0}) < a.

On supposera donc quer = 1, sinon le raisonnement est similaire.

Soienta’, V' € [a,b] tels que([a,a’]) = u([b',b]) = Ls. Soit r € [a/,b]. Sir € [s;,ti]
pour uni € {1,..., N}, alors il existe une courbe intégrajede V' telle que{y(0),v(L)} =
{70(8),70(t)}, avecL, < a, 6y < o et s < r < ¢. Le lemme 4.1 montre que, &i a été choisi
assez petit, alors les courbes intégrale§ ake longueuRT) centrées sur des points €0, L., ])
sont des-pseudo-geodésiques. Or le corollaire 3.5 montre que,(donc L) est assez petit,
alorsyi([s, t]) est petit, et la courbe intégrale Heassue dey, () rencontrey apres avoir parcouru
une distance au plu&)/2. Sic (et doncl|t — s|) est assez petit, et si on a pfis < Tp/2, on voit
ainsi que la courbe intégrale decentrée en (r) de longueul Lg est une-pseudo-géodésique.

Sia’ < r < s1, la proposition 5.2 montre que, & = 1, la courbe intégrale de U issue de
~o(r) de longueul s est unes-pseudo-géodésique ;& = —1, c’est vrai de la courbe intégrale
de U issue deyy(r). De méme, sty < r < b et siony = 1, la proposition 5.2 montre que la
courbe intégrale d& de longueurLg issue deyy(r) est une=-pseudo-géodésique, et la méme
chose est vraie de la courbe intégrale-dé issue dey,(r) sioy = —1.

Soit i € {1,...,N}. Par définition des;, il existe t €]s;,t;] et une courbe intégrale
~v:[0,L,] - ¥ deV, avecéd, < o, L, < o, et {v(0),v(L,)} = {70(s:),70(t)}. Choisissons
8> 0. D’'aprés le point 3 du lemme 4.1,8iest assez petit, il existe une courbe intégradie U
centrée sur un point desur laquelled reste dan0, 5[. Le corollaire 3.5 montre que, &ai(donc
c) est assez petif;([s;, t]) < 8 etg rencontreyy([s;, t]) en un pointy(b;) aprés une distance
au plusg. Ainsi, si 3 est assez petit, les hypothéses de la proposition 5.3, concernant la courbe
intégrale ddJ issue dey,(b), sont satisfaites lorsqu’on preihd= b;.

La proposition 5.3 montre ainsi que,isi; <r < s;, et sio;_; = 1, alors la courbe intégrale
de U issue deyy(r) de longueurLgs est unes-pseudo-géodésique, et la méme chose est vraie
de la courbe intégrale deU si 0,1 = —1. Sit; <r < s;41 pour uni € {1,...,N} et si
o; = 1, on peut appliquer le méme raisonnement, mais pour une cqufbeL.,] — ¥ telle que
~v(L~) =70(t;) ; on voit alors que la courbe intégrale dé/ issue deyy(r) de longueutLs est
unee-pseudo-géodésique 8j = 1, et la méme chose est vraie de la courbe intégral& de
g; = —1.
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Il reste & remarquer que les courbes intégralds @ede—U (resp. d&/ et de—V) issues de
Y(r), r € [a’, V'], peuvent étre «recollées», et qu’on obtient ainsi (quitte & rempigoare)
dese-pseudo-géodésiques de longueilg centrées eny(t). Ceci est d aux caractérisations
des vecteurs dirigeants dans les propositions 5.2 et 5.3, qui montrent que les vecteurs dirigeants
pour les deux courbes sont proches.

Ces différents cas montrent le lemme 5.1 pour toutes les positions possiblegdebt’]. O

La suite de cette section est consacrée aux preuves des propositions 5.2 et 5.3. Introduisons
guelques définitions utiles. On pose :

y
(18)  efi(zy) = / |sin(8)|ds = / |sin(9(M+(m,y)))|‘W dyi,
L (z,y) yi=e g
4 +
(19)  ef(z,y) = / [sin(6)|ds = / ‘Sin(H(MJr(x,y))H‘%;hy)‘dxl
LY (z,y) =

et de méme avec un exposantpour les quantités analogues obtenues en échangesinj.
Pour simplifier les notations, on note

e(z,y) :=max(|ef (z, )], ey (z, )], leg (z,y)], [ey, (z, y)]).-

Enfin, siz, y € [0, L[, on noteC(z, y) le domaine d& borné pad.i;(z,y), L (z,y), Ly (x,y)
etL; (x,y), etK(z,y) l'intégrale dek surC(z,y) (voir la figure 1).

On reprend les hypothéses de la proposition 5.2. La proposition suivante permet de contréler
la croissance des grandeurs que I'on vient d'introduire :

PROPOSITION 5.4. — |l existe L; €]0, Lo] tel que, pour tout > 0, il existec > 0 avec la
propriété suivante. Supposons que yo € [a,b] avecl < yo — zo < ¢, O(xo) < ¢, O(yo) < ¢,
1[0, yo]) < L7, etque

(20)  a({s<a,b]|sin(by(s)) <0}) <, i({s € [a,b] | sin(fy (s)) < 0}) <e.
Alors

max (|0u (z0) — v (yo), K (z0,y0), e(z0, y0)) <e.
Démonstration— Soite’ > 0, qu’on précisera plus loin suivant les besoins de la preuve. On
note’ := [zg, yo]. On pose
IOZ{S€I|9(S)<€/}, I, =1~ 1.

Alors I, = I, U I, U I3, ou
L :={sel|b(s)ele,m—£[},
L :={sell|b(s)c[r—¢ n[etsin(du(s))sin(fy(s)) <0},
Is :=={sel|0(s) €[r—¢ m[etsin(fy(s))sin(fv(s)) >0}.

Sis e I, alorsdi/ds < 2/e’; donci(l1) < 2¢/e’. Si s € I, sin(fy) < 0 ou sin(fy) < 0,
et chaque possibilité correspond a yinenesure au plus par (20). Donci(l2) < 2¢. Enfin,
1(Is) < 5e d’aprés I'assertion 3.3. Ainsiy(I) < 2¢/€’ + 2¢ + 5¢. Quitte & choisie assez petit
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(par rapport&’), on adongi(I,.) < ¢’/4C5 (ouCy provient du corollaire 3.4), ce qu’on suppose
dans la suite.
D’apres I'énoncé (st < ¢’), 2o € Ip. Notons

y1 :=1inf ({y >z | e(z0,y) = "} U {yo}).

On va montrer que, $i; # yo, alorsii([xo, y1]) = L2/4. On suppose donc que < yo. On prend
Y2 € [0, 1], €t ON va majoree;; (o, yo) etef: (zo,y2).
D’apres le corollaire 3.4 :

Y2

e (@0, y2) = / sin(0(M*+ (z0,1)))]0, 7 (0, 9)| dy

yszyQ Y2
< C’g/sin(G(M+(a:0, y)))i(dy) + C’g/sin(G(M+(a:0, y))) dy
<Cafilly e+ [ sin(B(M (w0,))idy) + Cac,
IoN[zo,y2]
donc
(21) efi (w0, y2) < EZI + / sin(0(M* (zo,y)))n(dy) + Cac.

IoN[zo,y2]
Soit y € [zg,y=2]. On définit un champ de vecteul® sur 0C(zp,y) par W := U sur
L (z0,y) U Ly (z0,y) et W :=V sur L{;(zo,y) U Ly (z0,y). D’aprés le théoréme de Gauss—
Bonnet, la rotation totale d&/ surdC(zg,y) (i.e. 'intégrale de{(DW, JW) sur les segments
réguliers déC'(zo, y), plus les termes correspondant aux coinsest K (o, y) ; comme cette
rotation sur les segments (zo, y), L{;(z0,), Ly (0, y) et L (w0, y) est majorée d’aprés (4)
et (5),ona

0(M ™ (x0,y)) — 0(z0) + 0 (M~ (x0,y)) — 0(y) + K (z0,y)| < 4mre(zo,y)
et, commey < y1, e(xo,y) < &', donc
O(M™ (x0,y)) +60(M~ (z0,y)) + K(x0,y) <0(x0) + 6(y) +4mie".

Mais chaque terme est positifézy) < ¢’. Siy € Iy, alors on a ausgi(y) < €', on obtient donc
qued(M™*(xo,y)), 0(M~ (z0,y)) et K (zo,y) sont majorés pai2 + 47 )e’.
Il reste & intégrer cette majoration dans (21) pour obtenir qu&| 8, y2]) < La2/4, alors

m\

e (20, y2) < — + (1 + 1) Lag’ + Cae,

- |

donc, quitte & modifie£» pour avoir(1 + 1)Ly < 1/8 et & supposer queest assez petit pour
queCsyc < €'/8, on voit que

efr (w0, y2) <€'/2.
On obtient de méme qus;, (xo, y2) < £’/2, et pareillement avee, si bien que (st’ etc sont

assez petits) j; < yo, alorsp([zg,y1]) = L2/4. On a donc bien montré que soit = yo, Soit
1i([zo, yo]) = L2 /4.
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Mais, si on prendL; < Lo/4, alorsy; = yo, donceg;(zo,y0) < €; si bien que I'angle
entre V(M (zo,y0)) et le transporté paralléle dé(vo(zo)) suivantLy;(xo,yo) est au plus
ﬁe§(x0, yo) < m1€’. De plus, on a vu plus haut qu'on a

6(M*(0,y0)) < (471 +2)¢'.

L'angle entreU (M (zo,y0)) €t le transporté paralléle dé(yo(xo)) suivantLy;(zo,yo) est
donc au plus

Tied (zo,y0) + 0 (M T (z0,y0)) + 0(z0) < T’ + (471 +2)e’ + ' < (571 + 3)e’.

On sait aussi que I'angle entt&(M *(zo,y0)) et le transporté parallele dé(~o(yo)) suivant
L (z0,v0) estau plus<’. Enfin, on a vu plus haut quE (zo, yo) < (471 + 2)e’. En appliquant
le théoréme de Gauss—Bonnet, on trouve donc|@uéry) — 0y (yo)| < (107 + 5)e’, qui est
plus petit ques si e’ est assez petit.

Si ¢’ est assez petit, on obtient les majorations voulues dg yo) et de|fy (zo) — 0u (vo)|-
Enfin, on a trouvé ci-dessus une majorationfdery, yo). O

On peut maintenant démontrer la proposition 5.2.

Démonstration de la propositioh.2. — On suppose donc gae< |b — a| < 5. Soityg € [a, b]
tel quefi([a, yo]) = L7 (< L) ; alors, d’apres le corollaire 3.4,

L
(22) M (a.50) > = Caf,
2

d’ou une minoration de; (a, yo) par une constantds > 0 si 3 est assez petit.
On choisit encore’ > 0, sur lequel on précisera plus loin des conditions. On pose encore :

Jo= {S € [aayO] | 9(5) < O/}a Iy = [avyo] ~ Jo.

D’aprés le raisonnement fait plus haut poly, n(J.) < 26/’ + 73, donc, d'apres le
corollaire 3.4, la courbe (non connexe)

L[J,r/',r = {MJr(avy) | Y € JT}

a une longueur majorée pak(n(J,-) + ), donc parCs(2/a’ + 8)5. Si 3 est assez petit, cette
longueur est majorée par. La courbe (non connexe)

Lio={M"*(a,y) |y € Jo}

est donc de longueur au moing — «.

Il existe zg € Jy C [a,yo] tel queri([a,zo]) < i(J,) < . On suppose qug est assez petit
(par rapport &) pour que(2/a’ + 8)3 < . On va montrer que,, est alors unex-pseudo-
géodeésique dont un vecteur dirigeantléé(z,,q); U)-

Par hypothésej([a, zo]) < o’. De plus, pour tout: € [a, o], Af;(z,y0) < C2(L7 + (). On
peut alors utiliser le corollaire 3.4 et un argument d’intégration élémentaire pour montrer que :

Aire( U L;;(.l?,yo)) < CQ(L7 + ﬁ) . Cg(o/ + 6)

z€la,xo)
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On peut faire le méme raisonnement pour montrer que

Aire( U L‘_/(a:,yo))SC’Q(L7+5).CQ(O/+5).

z€[a,x0)

Ainsi,

A(a, yo) — A(zo,y0) < 2C3(a/ + 8) - Ca(L7 + B) = 205 (a + B)(L7 + B),
donc
(23) K(a,y0) — K (z0,y0) < 2K2C%(a’ + B)(L7 + B).

Soit maintenany € Jo. Appliquons la proposition 5.4 &zy,y). On obtient qudfy (xg) —
Ou(y)| <o, K(zo,y) < &, et quee(zg,y) < o’. Notons encore

Wa =T1(Y0)(20,0): U)»

Wy =TL(Y0/ 0,433 V)
Wart (ao.) = (L (20, 5); W),
WM+<a =II(Ly (a,y); Wy),
=1II(L{(a,y); Wa).

Alors
|1 2(U(y), Wy)| = 60 (o) — bu(y)| <o’
En appliquant (5), on en déduit que

|[Z(War+ (w0, U (M (20,9)))| < o' + 7€t (w0, ) <o’ + 11c.

Comme le segment dg/ (a, y) entreM *(z¢,y) et M T (a, y) estde longueur au plds (o’ + 3)
(d’apres le corollaire 3.4), (5) montre encore que

|Z(WM+(a,y),U(M+(a,y)))| < O/(]. +’7’1) +7—102(O/ -I—ﬂ) < O/(]. + 71+ C2’7'1) +11Csp3.

Enfin, le théoréme de Gauss—Bonnet montre que
|[Z(W, Wirs (a,) | < K(a,y) < K(z0,y) + | K (a,y) — K (z0,9)|
<a/ 4+ 2K5C% (L7 + ) (o + ).

Finalement,
(24) ‘Z(VV, U(M"'(a,y)))‘ < o/(2 + 71 + 7'102) +11Co 8+ 2K2022(L7 + 6)(0/ + ﬁ)

Si o’ et 3 sont assez petits, cette quantité est majoréexp&n a ainsi montré que, pour tout
mée LZ?,O(a, yo), 'angle entrd/ (m) etW (m) est au plugy, alors que la longueur cﬂear(a, Yo)
est au plusy. Ceci montre queL?;(a, yo) est unen-pseudo-géodésique de vecteur dirigdant

Simaintenant € [a, b] esttel ques([a, t]) < Lg et qued(t) < 3, on applique la proposition 5.4
a(zo,t) etonvoitquedy (zo) — 0y (t)| < a. Donc, quitte a remplacerpar2a, L (a, yo) admet
aussi comme vecteur dirigedityo;,;;U). O
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2=L, (W

Fig. 4.

On peut aussi donner une proposition paralléle a la proposition 5.4, mais pour la proposi-
tion 5.3. On introduit pour cela des notations similaires a celles qu'on a utilisées ci-dessus,
mais en remplacaniy(y) par g»(u). On note ainsiLy (x) la courbe intégrale dé& issue de
Y0(), Ly (z) la courbe intégrale d¥ issue deyy (), Ly (u) la courbe intégrale d¥ issue de
g(w), Ly (u) = gy, K (z,u) lintégrale deK sur le domaine délimité paiy (), Ly (z), Ly (u)
et Ly (u), et de méme pour les autres notatiojTST(x,u) est l'intersection de ;; (z) et de
Ly (u). On appellddy (u) etfy (u) les angles e, (u) entre le transporté paralléle ¢ suivant
gv([0,u]) etU etV respectivement. Enfin, on noﬁ%}(az,u) le segment dé ;s () entrevyy(x) et
M (z,u) et Ly (z,u) le segment d&y (v) entreg,(u) et M (z,u).

On utilisera la proposition suivante, qui est un analogue adapté & notre situation du
corollaire 3.4 :

PROPOSITION 5.5. — Il existe L, > 0 tel que si les longueurs dB; (z,u) et de Ly (z,u)
sont majorées paf.», alors

(M) (2, w)|| < 02<% + 1), (027 ") (,w)|| < Co.

Démonstration— La preuve est similaire a celle du corollaire 3.4. Pour la premiére inégalité,
il faut utiliser (9) et (8) (ou (15)) ainsi que I'assertion 3.3. Pour la seconde inégalité, il suffit
d’'appliquer (15). O

On reprend maintenant les hypothéses de la proposition 5.3. On suppose donc encore que
|b—a| < B, queg, est presque une géodésique dans le sens de I'’énoncé de 5.3, et que

ﬁ({s € [a,b] | Sin(GU(s)) < O}) <pB, ﬁ({s € [a,b] | Sin(ev(s)) < O}) < 4.
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Pourz € [0,b] etu € [0, Ls], on note encored(z,u) I'aire du domaineQ(z,u) délimité par
gv([0,u)), Ly (u), Ly (z) et Ly (b) = Ly (0), etK (z,u) l'intégrale deK surQ(z,u). Alors :

PROPOSITION 5.6. — Il existe L; > 0 tel que, pour tout > 0, il existec > 0 tel que sif < ¢
etsiu € [0, L7], zo € [a,b] et sifi([xo,b]) < L7, alors K (zg,u) < . Side plug)(zp) < ¢, alors
O(M " (2o, u)) <e.

Démonstration— On choisit’ > 0 (on précisera plus loin sa valeur). On note encore
Ip:={z € [xo,b] | O(z) < &'}, I :=[x0,b] \ Ip.

Le début de la preuve de la proposition 5.4 montregiUe) < ¢’ si ¢ est assez petit.
On note alors

uy :=inf{u€[0,L7] | Iz € Iy, 9(H+(x,u)) >e}U{L}.

On veut montrer que:; = L;. On choisit doncz € Iy et u < u;, et on va prouver que
03" (z,u)) <e/2.

La proposition 5.4 appliquée @,b) montre qued(M T (z,b)) < ¢’ et quee(z,b) < &’. On
utilisera ces majorations pour contré&érMJr(a:, u)). D'apreés la proposition 4.2, di; est assez
petit, la courbe

Cur(w,u) == { M (z,0) | ve[0,u]}

est de longueur au plua: < 2L;. Par définition deu;, 6 <  en chaque point d€'y (z,u).
D’apres (4),

(25) |2(V (M (2, ), TL(Cr (,u); V(M (2,0)))) | < 271 Lre.

Commee(z,b) < ', on voit aussi que
(26) 12(U (70(b)), IL(L (2,0); UM (2,b)))) | < 7ae”.
Par ailleurs, une hypothese de la proposition 5.3 affirme que
(27) |2 (U (95(w)), I(gpjj0,03: U (0(D))) ) | < B
Enfin, la proposition 5.5 montre que les courbes
Lyo={M" ()|’ €Ly}, Ty, :={M («/,u)|2’ €L}

ont des longueurs majorées @& (1i(Io) + ¢) < Co( L7 + ¢) et parCy ((1,.) + ¢) < Ca (e’ +¢)
respectivement. Comne< surf‘t’o (caru < uq), on obtient avec (5) que

28) |Z(U(D" (x,u)),TI(T{ (2, u),Ulgs(w))))| < 71 (Co( T + ) + Ca(e' +¢)).

Pour controler l'aireA(z, ), on utilise la proposition 5.5 et le fait quE{MJr(y,v)) <e
lorsquey € I pour obtenir que
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Az, u) //Sln M y,v)))||(81M+)(y,v)||H(@gMJr)(y,v)Hdydv

v=0 y=z

<0 / ( / sin (67 (y,0))) | (03 ) (g, v)|| dy + / ||<81M+><y,v>||dy>dv

v=0 y€&lo yel,
< CQ'U,(ECQ(Z/:(IO) + C) + Csy (/7([,«) + C)) < 02237 (6(37 + C) + (6/ + C))

L'intégrale dek sur(z,u) est donc au plus
(29) F(x,u) < CQKQE7(ECQ(Z7+C) +CQ(5/+C)).
On note maintenant que
(M (,u)) <OMT(2,b)) + |2 (U (M (x,u)),11(Cy(z,u); UM* (z,b))))]
+ |2V (M (w,w),T1(Cy (2, u); V(M (2,)))) |

Or, d’aprés le théoréme de Gauss—Bonnet,

|2(U (M ( u)),H(CU(m,u);U(M+(x b))))|
—|—}4(U(H+(x,u)),ﬂ(fv(x,u),U(gb ))|+Kx u)

CommeG(M+(a: u)) < €', on peut utiliser (25), (26), (27), (28) et (29) pour obtenir que

xz,

O(M " (z,u)) <&’ +2mLre + e’ + B+ 71(eCa( Ly +¢) + C2(' +¢))
+ C3KaL7(e(Lr +c¢) + (€' +0)).

Si L est choisi assez petit, etgietc (et doncs car 3 < ¢) sont assez petits par rappor,2on
trouve que

G(MJr(x,u)) <e/2.
Ceci nous assure que, pour touwt< u; et pour toutz € I, G(HJr(a:,u)) < €/2. Ainsi,
=L;. O

On peut en déduire la proposition 5.3 a peu pres comme plus haut pour la preuve de la
proposition 5.2 & partir de la proposition 5.4.

Démonstration de la propositios.3. — Soitt € [a,b]. Si ju(t,b)) > Ls, la proposition 5.2
permet de conclure. Sinon, sa démonstration permet de montrér/fush) est unex-pseudo-
géodésique, mais sa longueur peut étre inférieukg at d'autres arguments sont nécessaires.
Pouru € [0, L], on note encore

Cur(t,u) = {M " (t,v) | v e [0,u]}
et on remarque que, &i; est assez petit, d’aprés la proposition €2,(t, L;) est de longueur au
moinsLz/2, donc au moind.s si Lg aussi est assez petit. Il suffit donc de montrer Quét, L)

est unen-pseudo-géodésique pour pouvoir conclure. On fixe pour«eta0.
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D’aprés la proposition 5.2 appliqué(a b), si 3 est assez petitl; (¢, b) est unea’-pseudo-
géodésique de vecteur dirigediit De plus, la preuve de la proposition 5.2 montre que, comme

0(b) <,
(30) |Z(W,U(M*(t,b)))]| <o
Soitu € [0, L7]. On décompose & nouveau

[t,b] =T UI,,

ou
Io:={se[t,b]|0(s) <a'}, I :=[t,b] \ L.

Le méme argument qu’au début de la preuve de la proposition 5.4 montre gliessiassez
petit, alorsii(1,.) < o'. Alors, d’aprés (4) et la proposition 5.6, on a

| Z(U (DL (4, w)), T1(Tv (¢, ), U(go(1))))]

b
<7'1/sin(@(ﬂ+(s,u)))"@lﬂ+(s,u)"ds

< Tng(b — t) + 710y /sin(@(ﬂ+(s,u))) dﬁ(ds) + T1C2ﬁ(_[r),

Io
si bien que
B |ZU (T (t,w),11(Ty (t,u), Ulgs(t))))] < 1Ca((b—t) + 'Ly + o).
Mais le théoreme de Gauss—Bonnet indique que

|2(U (BT (¢, w)), T(Cu (t,u), UM (1,0))))|
< [Z(U M (2,0)) TI(L (1,5), U (go(0))) | + [ £(U (g6(w)), TT(ge, U (96(0))) )|
+ |4(U(M+(t,u)),n(Lv(t,u) ( ()| + K (t,u).

Enfin, la proposition 5.6 montre que,iest assez petif (¢, u) < o/, alors que I'énoncé qu’on
cherche a démontrer affirme que

|2(U (gv(w)), TE{gs, U (96(0)))) | < 5.

On voit donc en appliquant deux fois (31) que
|2(U (L (t,u)), T1(Cur(t,u), UM (£,6))))| < B+ 2(11Ca(b— 1) + a'Tr + ) +

Si o/ et 3 sont assez petits, ceci assure (ﬂ@(t,ﬂ) est unea-pseudo-géodésique. Pour
vérifier que le transporté paralléle 8é~,(s)) est bien un vecteur dirigeant, on procéde comme
plus haut a la fin de la preuve de la proposition 5.2
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6. Preuvedu lemmeE

On passe maintenant a la preuve du lemme E. Il nous faut encore une proposition qui limite
la proximité, suryy, entre les courbes intégrales tieet deV qui vérifient les hypothéses du
lemme 4.1.

PROPOSITION 6.1. — Il existe Lg > 0 etCs > O tels que, sty : [0, Ly] — X etyy : [0, Ly]| —
Y sont des courbes intégrales respectivemerit ae deV, avec

InaX(LVU ) L'YV ) 57(1 ) 67v) <Cs

sivu(0) =o(zv), yu(Lv) = (yv), 7w (0) =v0(zv) etyv (Lv) =yo(yv), etsilyy —zv| <
Cs, alorsi([yy, zv]) = Ls.

Démonstration— On suppose le contraire, on va montrer que c'est impossibleetCyg sont
assez petits.

Le corollaire 3.4 montre que, $is est assez petit, la courbe intégrajede V' issue dey (yu)
rencontre la courbe intégrade deU issue dey,(xy ) & distance au plug([yy, xy])Ca + CsCa
devo(yr) ; cette distance est inférieurd@/2 (ouTp vient du lemme 4.1) sks et Cs sont assez
petits.

D’aprés le second point du lemme 4.1 appliqué/ale segmenty decy centré ercy N ey
de longueurCy a une petite valeur d&,, . En effet, siLs est assez petit, cette courbe contient
un segmens;; qui coincide avec une courlge obtenue en prenamt= go égal ayy dans le
lemme 4.1. D’'aprés le second point du lemme 43g,est petit, don@;,, est petit.

Cela contredit le premier point du lemme 4.1 appliqug/a car, pourLg assez petitsy; est
dans une courbe intégrale Heissue d’'un pointdey. O

Démonstration du lemme E On prend’y = Cs, et Lo = min(7y/2, Ls/Co, Ls). Rappelons
queCs vient du corollaire 3.47, du lemme 4.1, eL5 et Lg du lemme 5.1. On considéere quatre
cas, suivant les positions deet deV le long devy.

1°* cas.ll existeey > 0, s € [0, L[ tels que siy est une courbe intégrale d&ou deV dont
les extrémités sont dang([so, L[), alorsL. > ¢, ou biend., > .

D’apres le lemme 3.1,

}Lniﬁ{t € [s, L[|sin(By(t)) <0} =0

(ou la méme chose en remplagc&hpar —V, mais ¢a ne change rien au raisonnement), et il en
est de méme pour.

Le lemme 5.1 va permettre de montrer le lemme E, avec simplemert et J =)0, L[. En
particulier, le point 1 de la définition en est une conséquence immédiate.

Les points 2 et 3 du lemme E sont clairs parce fiuef). Enfin, le point 4 est une conséquence
du corollaire 3.5. En effet, le premier point de ce corollaire montre que les intersectiohs des
avecry, sont proches, alors que le second point montre qug Jesont orientées du méme coté
gue~y, en leur premiére et en leur derniere intersection.

2¢me cas. |l existe g > 0, sg € [0, L[ tels que, siy est une courbe intégrale dé dont les
extrémités sont dang ([so, L]), alorsL, > ¢ ou biené, > ¢,, mais I'analogue pour les courbes
intégrales dé/ est faux. Donc, pour touty > 0 et touts, € [0, L[, il existe une courbe intégrale
deU, g, qui a ses extrémités st ([so, L[) et telle queL, < gy et qued, < 9. On va montrer
que le lemme E est vérifié, avée= 0 et.J = [0, L|.

On choisit une suités, ) ,en- deR* qui tend vers). Soient(c,, )nen- €t (pn)nen+ des suites
qui lui sont associées par le lemme 5.1, kg.et p,, sont associés a, par I'énoncé de ce
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lemme pour tout, € N*. On choisit une suitéa,, ),cn+ croissant verd, telle que, pour tout
n € N*, il n’existe aucune courbe intégrajede V' de longueut.,, < ¢, et aved,, < ¢, dontles

extrémités sont des points dg([a,, L|), et telle queL — a,, < p,. On note(a, )neN* la suite

telle quea), > a,, et quepi([a,,a,]) = Ls.

Le lemme 5.1 montre que, pour toute N*, les courbes intégrales dé de longueurLg
centrées en un point de/,, L[ sont des:,,-pseudo-géodésiques, ce qui prouve le point 1 du
lemme E. Les points 2 & 4 sont faciles & vérifier comme dans le premier cas ci-dessus.

3%me cas.Comme pour le deuxiéme cas, mais aprés échangé etedeV ; le raisonnement
est le méme, et le lemme E est vérifié avee [0, L[ et J = ().

4°me cas, Aucun des trois premiers cas ci-dessus n’est vérifié. Ainsi, pourstoud et tout
so € [0, L], il existe une courbe intégrale d& g, qui a ses extrémités sy ([so, L[) et telle que
L, <eetéy <e, etlaméme chose est vraie pdar

On raisonne comme dans le deuxiéme cas; on choisit une(syite-n-+ de réels qui décroit
vers 0, et on note(c, )nen+ €t (pl,)nen- les suites qui lui sont associées par le lemme 5.1.
Puis on note(p]!),en+ la suite associée &,).en+ par le lemme 3.1, et on posep;, =
min(p),, pi). Quitte & diminuer éventuellement les, on suppose qug; < Cs (ou Cy vient
de la proposition 6.1). Enfin, on notg, := L — p,, etb,, I'unique élément déa,,, L[ tel que
fi([ans1,bn)) = 1.

Pourn € N*, on applique le corollaire 3.2 sya,,,b,], et on obtient deux familles finies
(Sn,1s---28nkn) € (tn1s-- s tn ks ) croissantes de points de,,,b,] telles ques,, < t, x <
Sn k41 et que, pour tout € [sn &, tn,k). Il €XiSte une courbe intégrale déayant une extrémité
suryo([sn,k,7]) €t une extrémité suyy([r, k] ), €t qui est de longueur et deau plusc,,. Enfin,

il existeo,, , € {—1,1} tel que

({se nk— 1,snk]|anksm(9y )<0})

En ordonnantles familles obtenues pawroissant, on obtient deux suites, ) yen et (t,)pen
croissantes dari8, L[ et une fonctiom : N — N croissante tendant vers l'infini telles que :
- Sp<tp<tp+1;
— pour toutr € [s,,, t,,], il existe une courbe intégrale deayant une extrémité sug([s,, r])
et une extrémité suy,([r,%,]), et qui est de longueur et deau plusc,,,) ;
— il existeo, € {—1,1} tel que

B({s € [tp, sp) | opsin(Bu(s)) < 0}) < cpqp)-

On fait de méme en remplagcatit par V, et on obtient aussi des suites, ) e et (;,)pen
croissantes darj8, L] et une fonctiom’ : N — N croissante tendant vers l'infini telles que :
— s, <t, <t,.q;
- pour toutr € [s,, 1], il existe une courbe intégrale déayant une extremite sup ([s;,, r])
etune extrémité suyo([r,t,,]), et qui est de longueur et deau plusc,,(,) ;
— ilexistes, € {—1,1} tel que

n({se [t s)]] oy, sin(By(s)) <0}) < cpr(p)-

Utilisons la proposition 6.1. Comme, < Cs, Si s, > sp, alors [sp,t,] N [s),t] = 0, et
A([tp, sq]) = Ls. Ainsi, il existe deux suitesp;)ien, (¢i)ien Strictement croissantes d’entiers
telles que

<ty < Sp, <tp, < Spy1 <tpg1 <o <Spi-1

tpiyn—1 < Sg, <ty <spiq <o <ty 1 <Spiyy <tpy <o
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Fig. 5.

avec de plugi([ty, ,,sp;]) = Ls €t([tp,,,—1,54,]) > Ls.
Quitte a d|m|nuelL5, on suppose quels; < Lg (ou L5 provient du lemme 5.1), et on note

wi €ty sp] telque f([ty, ,,al]) = Ls,
Ui € [tpiya—1,5,] telaue f([yi,sy,]) = Ls,
mie[p“rl 1 ;1] tel que M([tpl+1 1, T J :LS,
yie[tqlﬂ 1a5p1+1] tel que ([yzvsp,+1):L5.

Puis on posd = U,Ja/, yi[, J = U]z, il.

Le lemme 5.1 montre que le point 1 du lemme E est vérifié. Le point 2 provient de la définition
des vecteurs dirigeants dans le lemme 5.1. Le point 3 est une conséquence du corollaire 3.4 et
de la construction dé et deJ, qui montre que les intervalles maximaux 8e\ J ont desj-
mesures au moinks. Enfin, comme pour le premier cas encore, le point 4 est une conséquence
du corollaire 3.5. O

Par ailleurs, la preuve du théoréme D est une conséquence des lemmes 4.1 et 5.2, qui font
apparaitre une suite de segmentgpseudo-géodésiques, avgec— 0. La courbure moyenne est
«souvent grande » sur ces segments car elle est proportionretig(d), etf y est « souvent»
petit. On utilise ensuite un argument de compacité immédiat pour trouver une sous-suite qui
converge vers un segment géodésique avec les propriétés demandées.

7. Convexité

L'objectif de cette section est de montrer le lemme F, que nous rappelonsici :
LEMME F. —Dans les conditions des théorenfesB et C, (X, 1) est convexe.

On raisonne par I'absurde, on suppose donc @odll) est a bord géodésique mais non
convexe. Rappelons qu’on no%é sa connexion de Levi-Civita. So{ty, )nen~ UNe suite de
segments géodésiques: [0, L] — X telle que(~y, (u)) converge vers une limitey (u) € X pour
chaqueu € [0, L], et qu'il existeu €10, L[ tel quevy(u) € dm, alors queyy(0) € X. On note
alors

ug =inf{u € [0, L] | lim ~,(u) € OuX}.
n—oo

Ainsi, ug > d(70(0),0%) > 0. De plus,vg|j,4,[ €St Un segment géodésique Betel que
lim,, vo € 9%, on lui applique le lemme E. On obtient ainsi deux ouverts] C [0,uo[ et
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deux familles de courbes intégral@s ) uco,uo[» (hu)ueo,u,| d€U et deV respectivement telles
que, poun € I (resp.u € J), g, (resp.h,,) est unes(u)-pseudo-géodésique de longuedk Lo
centrée eny(u), avecs(u) — 0 quandu — wug.

Il faut d’abord donner quelques résultats utiles sur la géométrie des domaines simplement
connexes, suivant la géométrie de leurs bords. C’est une extension de I'assertion 3.6, et la preuve
est similaire.

ASSERTION 7.1. — Il existew; (K3) > 0 tel que, si2 est un ouvert d& simplement connexe
a bord régulier par morceaux, de diametre au plus et sioQ2 = 0.Q U 9,2, avecd £ connexe,
d’intérieur non vide, et localement concave, alors il existe un champ de vecteurs uriitasas
QU o tel que:

— les courbes intégrales d& sont géodésiques

— si g est une courbe intégrale dé& qui arrive en un pointn € 9.1, alors la géodésique

orthogonale & enm est une géodésique de supporidie ;

— en tout point d&,.Q2 ou W est dirigé vers l'intérieur d&2, W est paralléle le long dé.
Pour toutm € €, il existe une unique courbe réguliére par morceaux joignand 0.2 dans
QU 0,9, constituée de segments intégrauxidieet de morceaux dé,.(2 sur lesqueldV est
dirigé vers l'intérieur def2. W est donc paralléle le long de cette courbe.

Démonstration— On considére un domairf& C 2 et un champ de vecteui$” sur ) tels
que :

— W' ales propriétés demandées SXir,

— Q' C Q est connexe, et borné par des segments de courbe intégrdlé;de

— (¥, W) est maximal parmi les choix possibles, i.e(Q', W) a les mémes propriétés,

Q Q" etW =W" sur(Y, alorsQ” =)',

Siw; est assez petit, les géodésiquegXsont minimisantes, et deux géodésiques issues de
0.8 ne peuvent pas se couper. Par maximafitécontient donc toutes les géodésiques issues
de d. 2, et dont les normales sont des droites de suppadffa De méme, il ne peut pas y avoir
d’intersection entre deux courbes intégraledidessues de points de.2 assez proches dW
est vers l'intérieur dé). Donc, toujours par maximalité)’ = Q.

Montrons que, pour tout € €, il existe une courbe,, dansQ) U 9.2 joignantm a 9.2,
composée de courbes intégraleddeou de segments d&.Q2 ou W est vers l'intérieur. On note
Q' I'ensemble desn € Q pour lesquels une telle courbg, existe, on suppos@’ # Q. Alors
9 ~\ 9N est composée de segmefits);c7 de courbes intégrales d&. De plus, chacun de
ces segments; est issu d'un poinp; de 9,92 ou ded.2, ou bien est tangent@? en un point
q; € 95). On constate alors gu'il existe des pointStle ' proches de; atteints par des courbes
intégrales déV issues d’'un poinp € 952 proche dep; ou deg;, avecp € 0.2, ou bienp € 9,.Q
etW paralléle suB,-2 entrep; etp ou entrey; etp. Donc)’ = Q.

Finalement, il faut montrer que,, est unique. Dans le cas contraire, il existerait une région
D c Q d'intérieur non vide, bornée par des courbes intégraléd det par des segments gl
ou par des segments dg2 ou W est dirigé vers l'intérieurd D ne contiendrait alors aucun
point ouW est dirigé vers I'extérieur, ce qui estimpossiblea

On va maintenant borner l'intégrale d@é sur le domaine borné par uagpseudo-géodésique
et par la courbe minimisante qui joint ses extrémités.

PROPOSITION 7.2. — Il existews > 0 avec la propriété suivante. Séit un ouvert simplement
connexe a bord régulier par morceaux dans de diamétre au plus; (au sens intrinséque
sur(Y'). Alors:
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1. pour touta > 0, il existee > 0 tel que, siy: [0, L] — Q' est unes-pseudo-géodésique avec
L < wo, et sis est la courbe minimisante qui joint L) a v(0) dans(Y’, alors l'intégrale
de K sur la réunion des domaines bornés paet pars est au plusxL ;

2. sic:[0,L] — Q' est une courbe & courbure géodésiqip< Ksws, alors L < 3d(c(0),

c(L)).

Démonstration— Quitte & déformer un pet, on peut supposer que rencontres en un
nombre fini de pointd) =ty < t; < --- < t, = L. Il suffit de montrer le résultat pour les
différents intervalles. On suppose donc guet s ne se rencontrent qu'en(0) et en~y(L).
~ et s bordent donc un domain@ c Q'. Commes est minimisante9$2 = 9.0 U 9,2, avec
0.2 =~([0, L]) concave.

_ On applique d’abord I'assertion 7.1¢ on obtient un champ de vecteuds sur (2, tel que
VwW =0. Ainsi, W* est fermée, dond’* = dy, ouy est une fonction telle quge= 0 surd. Q.
De plus, pour tout € [0, L], il existe une unique courbg, joignanty(t) & un pointm; € 9.2,
composée de segments intégrauXidest de morceaux de ou W est vers l'intérieur. On note
W., un vecteur dirigeant de. Pourt € [0, L], on appelle :

— 0o :=ZL(—JW,W,) eny(0);

= 0(t) == ZL(=JW,Y);

— k(t) 'angle entre—s; en s(u(t)) et le transporté paralléle dan, .o+ W(c(s)) en s(t)

suivants([0, u(t)]) ;

— K (t) lintégrale deK sur le domaine borné par[0,t]), s; etd.Q entrey(0) etm ;

- y(t) :=y(v(@));

- oc(t) = 4(W777/(t))

Il est facile de vérifier quen, est continue par rapporttaet varie de maniere monotone. Si
my n'est pas localement constantetgalorss; est un segment de courbe intégraldte

De plusy/(t) = sin(6(t)), alors que le théoréme de Gauss—Bonnet, appliqué au domaine borné
parvy([0,t]), s; eto.L entrey(0) etm,, montre que

0(t) = 0o + k(t) — K(t) + 0.(t).
Ainsi,
y'(t) =sin(f + k(t) — K(t) + 0.(t)).

Soit ¢y € [0, L] un point ouy:[0,L] — R atteint son maximumk est croissante, donc soit
0o + k < 0 sur[0, o], soitfy + k > 0 sur|[ty, L]. On suppose qué + k < 0 sur |0, ¢o], sinon il
suffit de remplacej0, t] par [to, L] dans le raisonnement qui suit. Comme la fonction sinus est
1-lipschitzienne, on a suo, to] :

/(1) =sin( (6 + k(D) — (K1) — 0.(1)))
<sin( (6o + k(8)) + [K ()] +[6:0)]) < [K )]+ 10:(0)]
Mais |6..(t)| < e sauf sur un sous-ensemble[deL] de mesure au plus donc

I[BlfiL)]{y =y(tg) < L(I{gﬁ)}(K +¢)+e.

Le méme type de raisonnement permet de mingrsur [0, L]. En effet, sit; € [0, L] est tel
quey(t1) < 0, alorss;, ne peut pas étre composée simplement d’un segment de courbe intégrale
de W joignanty(t1) & 9.Q. Il existe donc un intervall§,, t3] C [0, L] contenant;, maximal,
tel que, pour tout € [to, t3], my = my, . Ainsi, pour toutt € [to,t3], k(t) = k(t1). De plus,ss,
ets;, sont des segments de courbes intégraldd’'dety(t2) > 0, y(t3) > 0.
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Supposons par exemple giet k(¢1) > 0 (sinon la minoration est similaire, il faut remplacer
[t2,t1] par[t1,ts] dans ce qui suit). Alors le méme calcul que plus haut montre que :

tl tl

y(tl)zy(t2>+/y’(t) dt>y(t2)+/sin((90+k(t1)) + (0(t) — K(t))) dt
> /—(maxK—i—E)dt —e> —L(maxK—i—E) —€

[0,L] [0,L]
ta

si bien que

miny > —L(max K +¢) —¢.
[0,L] [0,L]

Par ailleurs, quantlvarie, la variation dé<(¢) est majorée pak, multipliée par la variation
de I'aire du domainé, borné pary([0,t]), s;: etd.Q2 entrey(0) etm; ; et la dérivée de I'aire de
D, est contrblée par la longueur du segment intégraldmaximal des, qui arrive ery(t). Ce
segment est de longueur au plusx y — miny. Siw, est assez petiff (¢) est donc lipschitzienne
de rappor K (maxg, ) y — minjg ] y), Si bien que

max K < 4K2L2 (maxK + 5) +4Le
[0,L] [0,L]

et donc

4KoL%e +4Le
32 K———.
(32) WS AR

On en tire le premier point.

On passe maintenant au second point. On note encdded] — €' la courbe minimisante
joignantc(0) ac(L) dans’. On veut montrer qué < 3d. Quitte & déformer un pey on peut
supposer que ne rencontres qu'enn + 1 points0 =ty < t; < --- < t, = L. Il suffit alors
de démontrer l'inégalité pour chacun de ces segments. En fait, il suffit méme de la montrer en
supposant que, — t;_1 < 3ws ; en effet, sit; — t;_1 > 3ws, alors on peut appliquer le résultat
surt;—1,t], out =t;_1 + 3ws, et on voit quel(c(t;—1), c(t)) = w2, ce qui contredit le fait que
Q' est de diamétre inférieurw,.

Pour simplifier un peu les notations, on va montrer I'inégalité peuf), donc pour l'intervalle
[to,t1] = [0,%1]. ¢([0,t1]) rencontres enc(0) = s(0) etc(t1) = s(u1) seulement s([0,uq]) et
¢([0,t1]) délimitent un domaine simplement conneXg, et 9, est concave le long de On
peut appliquer lI'assertion 7.1@,, on obtient un champ de vecteuds sur Qy \ s dont les
courbes intégrales sont géodésiques et « orthogonalesb qui est paralléle sur les segments de
¢ sur lesqueldV est vers l'intérieur. Pour toute [0, ¢1], il existe une unique courbg joignant
c(t) as([0,u;]) dansQy U ¢([0,¢1]), formée de segments intégraux dé et de segments de
sur lesquel$V est vers l'intérieur. Soiy la fonction telle queDy = W et quey = 0 surs.

On reprend les notations de la premiére partie de la preuve, en remplagantc. Pour
t € [0,t1], on note encores:(t) 'intégrale de la courbure géodésique desur [0,t]. Ainsi,
|k,(t)| < Kgu)g.

On remarque alors que

(33) y'(t) =sin(6(t)),
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alors gque le théoreme de Gauss—Bonnet, appliqué au domaine bor{@pady, s([0,u(t)]) et
s, montre que

(34) 0(t) = 0o + k(t) + K(t) — K(1).

Soitys le maximum dey sur[0, 1], et soittys € [0,t4] tel quey(tar) = yar. Alorsy/(tar) =0,
doncl(tpr) =0, etk(ta) = — Kowatar. AiNsi,

0> 60) — Kowotpr + k(tM) — K(tM)

etdonc
(35) 90+k(tM)<K2w2tM+K(t1).

Mais, pour tout € [0,¢5], on a
(36) y'(t) <max(0,0(t)) < 6o + k(tr) + Kowat s

si bien que, commey; <t < 3we,

yn =y(tar) < (0 + k(tar) ) tar + Kowaty, < (Kowsty + K (t))tar + Kowat,
< (BKow3 + K (t1))3wa 4+ 9Kows < 18Kow} + 3K (t)ws.

Soit maintenany,,, := ming )y €t t, tel quey(t,,) = ym, il existe alorst_ € [0,¢,,] et
ty € [tm,t1] tels quey(t—) >0, y(t+) =0, ety'(t—) = y/(t+) = 0. En appliquant le méme
raisonnement que poyt,; mais surft_, ¢, ], on trouve que

Ym = Y(tm) = —18Kows — 3K (t1)wo.

Par ailleurs, le méme raisonnement que dans la premiere partie de la preuve montregue, si
est assez petit, on a

K'(t) < 2K2(ym — ym)
si bien que

K(t1) < 2(36K3w5 + 6K (t1) Kows )t < T2K3wity + 12K (t1) Kows (3ws).
Siwo est assez petit, on en tire que

T2K3w3
K(t) < ——22
(t) 1—36Kyw2

1 <t
Toujours poutwy assez petit, on en déduit en utilisant (35) que

Oo + E(tar) < Kowatar + K (t1) < 6wz < 7/8;
(34) montre alors que, pour totE [0, ¢ /]

(37) —7 <0() <

N
N

et on voit aussi qué(tar) < 2t;.
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Le méme résultat s'applique de maniére symétriqueisurt;], si bien que (37) est valide
pour toutt € [0,¢41], et quek(ti) < 4tq.

On déduit en particulier de (37) queest un «graphe » au-dessusqe.e. less, sont des
segments de courbes intégralestle Un raisonnement élémentaire montre alors que{®st
assez petit)

W) > i2 cosB(t) — y()k' (t)
si bien que, avec (37),
u'(t) > % —ynmk'(t).

Ainsi,

t
U = 51 —4ypty

et donc, siv; est assez petit, onabién; >¢;. O

On va aussi utiliser un «feuilletage» des domaines simplement connexes par les courbes
minimisantes vers un point fixé.

PROPOSITION 7.3. — Il existew, > 0 (w4 < w2) et une fonction: [0,ws] — R4 continue
s'annulant en0, avec les propriétés suivantes. SQitun domaine simplement connexe a bord
régulier par morceaux d&, et soitmg € €2 a distancer(m) < w4 de tous lesn € Q (pour la
distance intrinsequéd de (). Alors:

1. pour toutm dans l'intérieur def?, il existe une unique courbsg,, de longueurd(mg,m)
joignantmg am. s,, estC! par morceaux, et géodésique en dehors de ses points de contact
avecof};

2. si X est un vecteur unitaire emg, et siX enm € Q) est le transporté paralléle d& en
m suivants,,, alors X est Lipschitz de rappofsd(mg, m) ;

3. siY :=JX, il existe deux fonctions et i, presque partout continues sfrtelles que

(Am) =1 <n(r(m)),  |p(m) =1 <n(r(m))

et telles que\ X et Y™ admettent des « primitivesmet y sur (2.

Ici, = est une primitive de\X* au sens ou, pour toute courbe réguliérel0, 1] — €2,
2(y(1)) — z(v(0)) = fol (AX,~'(s))ds. X est Lipschitz, au sens ou I'angle entkeen ~(1)
et le transporté paralléle ey(1) de X en~(0) suivanty([0,1]) est majoré par une constante
multipliée par la longueur de. Cela implique queX est presque partout différentiable.

Démonstration— On montre facilement que, pour chaque couptem’) de points de?, il
existe un chemin qui les joint et qui est de longued{m,m’). Supposons que ce chemin n’est
pas toujours unique. Sditn.,,, m!, )nen~ Une suite de couples pour lesquels le chemin minimisant
n’est pas unique, et tels qdém,,, m,,) tend vers la borne inférieure des valeurs possibles. Quitte
a extraire une sous-suite, on peut supposengre- mq, et quem,, — m._. Un raisonnement
classigue montre alors que :

— soit il existe deux courbes minimisantes joignant, am/_, qui sont dans des directions

opposées em, etenm’_ ;

— soit il existe un unigue chemin minimisang, joignantm., am’_, etun champ de vecteurs

v régulier par morceaux le long de., qui s'annule enn., et enm/_, et qui induit une
variation nulle de la longueur dg, au premier et au second ordre.
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Dans le premier cas, par simple connexitéldées deux chemins en question forment (ensemble)
une courbe fermée concave €& de longueur au plugw,. D’aprés le théoréeme de Gauss—
Bonnet, cette courbe borne un domaine concave. Mais, 8st assez petit, une telle courbe ne
peut pas exister (parce que, est a distance au plus, de tous les points d@).

Dans le second cas, doit s’annuler aux points od,, n'est pas géodésique (sans quoi la
variation de longueur de., induite parv au premier ordre ne serait pas nulle). Il doit donc
exister deux points conjugués le long d’'un segment dequi est dans l'intérieur d&. C’est
impossible siv, est assez petit. On a donc montré queysest assez petit, il existe un unique
chemin minimisans,, joignantmg a chaque point: € .

Il est clair ques,,, est géodésique dans l'intérieur f¢ s,, est donaC! en dehors des points
dedQ, ot o n'est pasC!, doncs,,, estC! par morceaux.

On passe maintenant au second point. Pour tow Q, on noteDr le vecteur unitaire en
m dans la direction de,,, (Dr est aussi le gradient de la distance:g). Dr est un champ de
vecteurs continu suf, et différentiable sauf aux points tels ques,, est tangent &S2. Par
définition,Vp, X = 0.

La variation deX quand on se déplace dans la directibbr est donnée par le théoréme de
Gauss—Bonnet, applique a des triangles dont un coté est une « petite » courbe intégvale
et les autres sont des courbes intégraless’ de Dr. CommeK < K> et le diamétre dé€) est
petit, les aires de ces triangles sont majoréedpgay- L(s). On en déduit le second point.

Pour le troisieme point, on définit une fonctiansur 2 comme suit. Soitn € 2. On note
~v:10, M, [— Q la courbe intégrale dg Dr issue dem. Pourt assez petit, on not®(¢) le
domaine de? borné pas,,, s, ety([0,t]), puis on pose :

Ainsi, w est continue sauf aux points tels ques,, est tangente &8y>. En dehors de ces points,
le théoreme de Gauss—Bonnet montre que

(38) w = _<§JDFX,Y>

et la définition dev indique que
(39) lw] < K2d(mg, m).

Soit A et u deux fonctions différentiables le long des courbes intégrale¥ det de X
respectivement X * et uY* admettent des primitives ety si et seulement si

(40) dA(Y) =wAdr(Y), dp(X) = —wpdr(X).

Pour le vérifier, on remarque queX* admet une primitive si et seulement si son intégrale sur
chaque «carré» dont les cétés sont des courbes intégral€sodedeY” est nulle. L'intégrale

de AX* sur les courbes intégrales deétant nulle, il suffit que les intégrales sur les courbes
intégrales deX se « compensent», donc que la variatiomde long des courbes intégrales de
Y compense la variation de la longueur, le long des courbes intégral&s datre les points
d’intersections avec des courbes intégrales fixéa&s.deeci se traduit par

ANY) = MVy X,Y) =0,
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donc, d’apreés (38), par
dA(Y) 4+ Mw(Y, JDr) =0,

d’ou (40) pour\. Largument est presque le méme peur

Pour définirA, on considere les courbes intégralesdeChacune a une courbure géodésique
bornée pak,w,4 d’apres (39), et la seconde assertion de la proposition 7.2 montre qu’elles sont
de longueur au plu8w,. Soitcy I'une de ces courbes; on remarque que la distance da
mg est réalisée en un unique point € cy. En effet, sis,,, est la courbe minimisante joignant
m € cy amy, il est facile de vérifier que (pour, assez petit) la distance entrg) etm est une
fonction convexe suty . De plus,m; dépend continlment dg-. On définit alors\ surcy par
A(m1) =1 et par (40). Par définition est différentiable le long des courbes intégrale¥’de

Soitm € ¢y, tel que la longueur dey entrem; etm estt. Alors

d(my,m) < d(my,mg) + d(mg,m) < 2d(mg, m).

Ainsi, t < 3d(mg,m)/2, donc|log(A(m))| < 3Kawsd(mg,m)/2, ce qui implique les contrdles
annonces suk. Les résultats analogues pqusont obtenus de la méme maniére, mais pour les
courbesintégrales d€. O

On utilisera aussi le corollaire suivant de cette proposition, qui concerne le casnast
plus exactement un domaine Hea bord régulier par morceaux, mais ol au contrainepeut
rencontre.

COROLLAIRE 7.4.— Soit 2 C ¥ simplement connexe, et soit, € 2. Supposons qu'il
existe un segment géodésiguessu dem, dans$2 (i.e. ¢y est limite d’une suite de segments
géodésiques,, dans l'intérieur deQ2 qui ont une extrémité em) tel qued) \ ¢y est une
courbe(pas nécessairement conngxéguliere par morceaux d&. Alors la conclusion de la
proposition7.3s’applique aussi &.

Démonstration— Lesc,, sont des segments géodésiques dansi w, est assez petit, ils sont
minimisants entreng et chacun de leurs points. On en déduit ggiest aussi minimisant entre
myg et chacun de ses points. En effet, sinon, il existenadt co ~. {mo} tel que la distancé, entre
m etmg surcy estd(m,mp) + €, avece > 0. Mais il existerait une suitém,,) convergeant vers
m, avecm,, € ¢, etd(mg,m) — do + . Pourn assez grand, on aurai{m,m,,) < /2, d'ou
d(mg, my) < d(mg,m)+d(m,m,) < do+e/2, ce qui estimpossible. Dorg est minimisante
entremyg et chacun de ses points.

On suppose maintenant qugest maximal, c’est-a-dire gu’on ne peut pas le prolonger en un
«segment géodésique » au sens qu’on a défini. Ongta composante connexe € ¢
dont 'adhérence contiemt, et (€2;);cz les autres composantes connexefidecy.

On raisonne d’abord sur l&3;, i € Z. Chaquef; est simplement connexe. Pour chadue
soitm; le point decy N Q; le plus proche deng. Pourm € Q;, on définits,, comme la courbe
constituée du segment dgentrem, etm;, et de la courbe minimisante dafis entrem,; etm.
Commec, est minimisante entrely etm;, on vérifie que, pour chaque € Q;, la longueur de
sm est égale a la distance entrg etm.

On peut donc appliquer la construction utilisée dans la preuve de la proposition précédente,
mais en définissant etY dans(2; a partir dem;. On définit d’abordX etY surcy par transport
paralléle le long des,, et en prenant la limite quand— oo ; puis on définitX etY surQ); a
partir dem;. Il est clair queX etY sont alors continus sug, et ils restent donc lipschitziens
surf.
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On étudie maintenarfty. On a supposé qug est maximal, donc

Q(): U Qn;

neN

ou §2,, est égal &)y privé du «secteur angulaire » bordé paret parc,,. On peut appliquer la

proposition 7.3 &),,, et on obtient des champs de vecteliretY ; de plus, comme les, sont

minimisantes, les courbes minimisantes entre un pairt ) \ 2,, et mg ne rencontrent pas

cn, S bien que les champs obtenus peur- n coincident avec les champs correspondamt &

On a donc des champs de vecteliret Y sur{, lipschitziens comme annoncé dans I'énonce.
Puis on définit\ et encore comme dans la preuve de la proposition précédente, et on obtient

a nouveau des fonctions presque partout continues (hors des courbes intégiéles dieX

respectivement qui sont tangente8Q) et telles que\X * et uY* admettent des primitives

ety. O

On suppose maintenant que est le domaine décrit dans la proposition 7.3, et que
¢:[0, L] — § est unez-pseudo-géodésique de vecteur dirigddntOn notet, := d(c(0), myo),
et on appelle: ety les primitives deAX* et depY™* qui s'annulent enng.

PROPOSITION 7.5. — Il existews > 0 tel que, pour touty €]0, 1], il existee,, > 0 tel que, si
e < eq, L <ws, et sion noted(t) 'angle entreX et enc(t) etdy = 6(0), alors, pour tout
tel0,L]:

(41) (1- (t—i—to Jtcos(0p) — Katot? — 2 — 2at?
<a(t) —z(0) < (L+n(t +to))tcos(by) + Katot® + 2 + 2at?,
(42) (1 =n(t+to))tsin(6o) — Katot® — 2e — 2at”

<y(t) —y(0) < (L+n(t+to))tsin(fo) + Katot® + 2 + 2at’.

Démonstration— Montrons d’abord la majoration de (41), la minoration correspondante est
trés similaire. Pour tout € [0,¢], on noted.(s) := Z(W, ' (t)). Alors

2’ (s) = A(c(s)) cos(6(s) + bc(s)).
Mais le théoreme de Gauss—Bonnet montre que
10(s) — bo| < K (s),

ol K (s) est l'intégrale dek sur le domaine borné pat[0, s]) et par les courbes minimisantes
5¢(0) €ts(s) €ntremg d'une part et(0) etc(s) d'autre part.

La proposition 7.2 montre que, i, est assez petit, 'intégrale d€ sur le domaine borné par
¢([0, s]) et par la courbe minimisanie s entrec(0) etc(s) est au plusys ; par ailleurs, I'aire du
«triangle » de cotés, ), m ets.(,)) est majoree paiyt (siws est assez petit), et 'integrale de
K surce triangle est donc au plé&tot. Ainsi, |6(s) — 0o] < as + Katot.

Commec est unes-pseudo-géodésique, on a

|0c(u)] <e
sauf sur un ensemblé C [0, t], qui est de mesure au plasAinsi,
(43) |2 () < Alc(s))
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surU, alors que, pous € [0,t] \ U,

|2 (s) — A(c(s)) cos(8o)| < A(c(s)) (e + |0(s) — bol).

D’apreés la proposition 7.3\(c(s)) est compris entré — n(t) et1 + n(t) et, siws est assez petit,
on peut supposer que(t)| < 1/2 pourt < ws. On voit ainsi que, pour toute [0,¢] \ U,

(44) |2 (s) — A(c(s)) cos(bo)| < 2(e + as + Katot).
En intégrant (43) et (44), on trouve que
z(t) < (1+n(t))tcos(bo) + 2et + at® + £ + Katot®.

Sie, est assez petit, onZ&t < at? + ¢, et la majoration de suit. La minoration est obtenue de
la méme maniere, et le méme raisonnement montre aussi (42).

On revient maintenant dans le cadre décrit au début du paragraphe, on va considérer des
domaines particuliers attachésa

DEFINITION 7.6.— Soient, us € [0,uo[ etd > 0. On note

owund) = U ad-da)o( U w-dd)).

w€luy,u2]Nl w€lui,u2]NJ

L'ensembleQ)(u1,u2;d) ne rencontre paéypy ; et, siuy, us sont assez proches dg et
d < ws /3, Qu1,us2; d) estde diamétre au plug. En revanche2(u,, uz; d) n'est pas trés adapté
aux constructions qui vont suivre, parce qu'il n’a pas de raison d’étre simplement connexe. Ceci
nous conduit & introduire un objet analogue mais simplement connexe. On utilisera pour cela la
proposition suivante.

PROPOSITION 7.7. — Soit Q4,...,Qx des ouverts simplement connexes d’'une surface
Pour 1 < i < N, soit Q; o C ; un ouvert tel que, := |J, ;0 soit simplement connexe.
Notons(} le relevé universel deJ; 2, etr: Q- U; i la projection canonique. Choisissons une
composante connexg dew‘lﬂo, et appelons); la composante connexe de '(2; contenant
(7714,0) N Q. Alors Q := [ J, Q; est une surface simplement connexe a bord régulier par
morceaux.

Démonstration— En raisonnant par récurrence, on voit qu’il suffit de montrer la proposition
pour N = 2. Dans ce cas); et{); sont des ouverts simplement connexes dont la réunion est
simplement connexe, doit est simplement connexeo

On peut maintenant définir le domaine simplement connexe analof{e aus;d) qu’on
utilisera. On écrit pour cel&N [u1, uz] (resp.J Nu, uz]) cOmme une réunion finie d'intervalles
ouverts disjoints,] N [u1, uz] = {J; I; (resp.J N [u1,u2] = {J; J;). Pour chaque, on pose :
Q; = Uueli gu([—d,d]), et Q; o est une’-voisinage dey, dans(); (poure’ assez petit). De
méme 2 = U,e s, hu([—d.d]), et€d , est une'-voisinage dey, dans(2;. Puis on pose

Dur,unid) - (UQ ) U (Uﬁ)
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On va considérer suR(u1,us;d) les objets géométriques relevés de ceux dont on dispose
sur Q(uq,us;d), i.e. la métrique, les champs de vecteliret V, etc; on utilisera les mémes
notations suf(us, uz; d) pour les objets relevés.

On choisit un vecteur unitaif€ enmg := vo(u1 ), €t on considere le champ de vectelrsur
Q(uy,u2;ws/3) quilui est associé par transport paralléle le long des courbes minimisantes vers
myg, suivant la proposition 7.3. On notg- I'angle entrey| etY le long de~y([u1,us]). y est
encore la primitive deY™* qui s’annule enny.

COROLLAIRE 7.8.— Il existe 3, > 0 et ypr > 0 tel que, pour touty; < yus, il existe
T1(y1) > 0 tels que, sius — uy < f1, alors, pour toutu € [ug,us] N1, Si e(u) < [ et
|04 (u) — Oy | < B, alorsy(gu(Th)) — y(9(0)) = y1 — 3e(u). De plus limy, .o T (y1) =0.

Démonstration— g,, est unes(u)-pseudo-géodésique, donc il suffit d’utiliser la minoration
de (42). O

La méme chose est bien sdr vraie pouriggiuandu € J. On va en déduire en particulier dans
la proposition suivante que les anglggu) ne peuvent pas varier trop rapidement. Ceci n’est
possible que parce qu’on a évité les situations trop pathologiques grace au corollaire précédent.
Dans la proposition suivantg; vient du corollaire précédent, ets) du lemme E.

PROPOSITION 7.9. — Pour toutes > 0, il existees > 0 tel que siuy, us € I avec:
— ug > Uz = Uy = Uy — E2;
— pour touts € [uq,usl, e(s) < ea;
— pour touts € [uq,uz] NI, |04(s) — Oy| < B1;
— il existe 0y tel que, pour touts € [u1,u2] N I, |04(s) — Oy | < B1, et, pour tout
S € [ur,ug] N J, |On(s) — Oy | < Br;
alors |04 (ug) — 04 (u1)| < ca.

Démonstration— On considére d’'abord le cas gy, et g,, ne sont pas disjointes. D’aprés
le point 4 du lemme E, on peut alors supposer qy@:i2) = gu, (ta), avec|tq| < ¢(e2), ol
limg ¢ = 0. Alors pour toutt € [0, ws/3 — 4], Gu, (t) = gu, (t + tq), Si bien que, sjtq| est petit,

x ety sont trés proches syy,, et surg,,. On applique alors I'assertion 7.5¥u;, u2; d) et on
constate que, $t,| est petit,|d,(u2) — 6, (u1)| doit étre petit, ce qui implique la proposition.

Supposons maintenant qug, et g,,, sont disjointes. Fixons, > 0 qu’on rendra petit par la
suite. Soity; € |32, yas]. Considérons

Q' = {meQ(ur,ug;ws/3) | y(m) <y1 — 3ea};

Q(uy,us2;ws/3) est simplement connexe &y # 0, donc chaque composante connexéXiest
simplement connexe. De plus, d'aprés le corollaire ¢,8([0, 71 (y1)]) €t gu, ([0, (y1)]) sor-
tent deQ2’. On peut donc considérer la composante connex& deélimitée pa.,, ([0, 71 (y1)]),
9u ([0 T3 (y1)]) €to([ua, u2])), on 1a nOtER, (1, uz;ws /3).

Par définition deQ,, (u1,u2;ws/3), 9y, (u1,u2;ws/3) peut se décomposer en quatre
réunions de segments :

Ao (y1) = 09y, (u1,uz;ws/3) Nyo([ur, ua)),
01 (y1) = 0y, (u, ug; w5 /3) N gu, ([0, T1]),
D2 (y1) = 0y, (u1, ug; w5 /3) N gu, ([0, T1]),
D1 (y1) = 0y, (w1, ug;ws /3) ~ (Jo(y1) Ui (y1) U da(y1)).
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Un point important est qu'il existg, > 0 (y2 < yas, OUyy,s provient du corollaire 7.8) tel que,
siy; <y, alorsy = y1 —3e2 surdy (y1). En d’autres termes, les pointsde(y; ) correspondent
a la valeur maximale dg, et non pas a deg, ou desh,, pouru € I ouwv € 9.J.

Pour le montrer, on note

y; = inf{y(m), m € 9+ (y1)}-
On raisonne par I'absurde, et on supposegue y; — 3= — 2. Il existern; € 99y, (u1, ug;ws/3)
tel quey(m;) = y;. Ainsi, m; € ¢,([0,T1]), pour unu € OI (ou bienm; € h,(]0,T1]), pour un
v € 9J). D'apres I'assertion 7.5, (resp.h,) atteintm; aprés avoir parcouru une distartogui
est petite sij» est petit. Le point 3 du lemme E montre alors que

m; € h]([—COt —&9,Cot + 62]) (resp.mi € g[([—C()t —g9,Cot + 62])).

Dans les deux casy; est dans lintérieur d@yl (u1,u2;ws/3), ce qui est exclu. Ainsi,
y=y1 — 3e2 SUrdy (y1).

Lensemble Q,, (u1,u2;ws/3) est simplement connexe €t (y1) N do(y1) = A1(y1) N
d2(y1) = 0. De plus,dy(y1) est connexe. On en déduit qde (y;) contient exactement un
segmenk_ (y1) quijointun point dey,, ([0,74]) & un point dey,, ([0, 71]), sans quoi,,, devrait
rencontreg,, dansQ,, (u1,u2;ws/3), ce qui est exclud; (y1) peut aussi contenir des segments
joignant deux points d&; (y1 ) ou bien deux points d&:(y1)). Commey = y; — 32 Sursy (y1),
dz ne sy annule pas; on en déduit que, pour tgute]3e2, 2], il existe m; = g, (t1) et
ma = gu, (t2) (POUrty, ta € [0,T1(y1)]) tels que

(45) y(my)=y(ma) =y1 — 3e2 et z(my) < z(ma).

On choisit maintenant > 0, et on suppose qus est plus petit que le,, qui lui est associé
par la proposition 7.5. D’apres (42), on doit avoir

Y1 —3e2 = y(gu, (t1)) < (L+n(t1))trsin(Oy(u1)) + 2at] + 2es.

On en tire une minoration de ; par contre (en ajoutant les termes correspondajft@us)),
qui n’est pas nul ici) :
(1 — n(tg + (ug — ul)))tg sin(Gg(ug)) — Ko (ug — ul)t% — 2at§ — 29 + y(gu2 (0))
<Y(guy (t2)) = y1 — 3ea.

Si T1(y1) est assez petit (donc gi est assez petit), commtes [0,71(y1)] on en déduit une
majoration def,.
De maniére similaire, (41) montre que

(L —n(t1)t1 cos(fy(u1)) — 207 — 222
< 2(gus (1)) <2(gus (t2))
<1+ n(t1 + (ug — ’U,l))tg cos(Gg(ug)) + Ko (ug — ul)t% + 2at§ + 269 + a:(gu2 (0))

Si 0,4(u2) > 04(u1) + c2, ces inégalités sont incompatibles, peuet ¢, assez petits, avec la
minoration def; et la majoration de, obtenus grace @

En répétant la méme preuve, mais ateet VV remplacés par-U et par—V, on montre de la
méme maniere qu’on ne peut pas awifu,) > 04(u2) +c2. O

On peut voir maintenant que les «directions » des cougpes h,, convergent em :
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LEMME 7.10.-Siu € 1, alors 6,(u) tend vers une limité;, quandu — ug, u € I. De
méme, sk € J, alorsd,(u) — 61, quandu — ug, u € J.

Démonstration— C'est une conséquence directe de la proposition précédente et de la
condition 2 du lemme E. O

On va maintenant raisonner différemment suivant épie= 0 ou quefd;, €0, 7[; les autres
cas s’en déduisent par symétrie. On va d’abord exclure le célg et0.

On raisonne pour cela par I'absurde, et on suppos@gue0. On suppose aussi qug € I,
sinon il faut remplacer leg, par lesh, dans la suite de cette démonstration. On peut choisir
u1 € [0, u[ tel que, pour tout, € [u1, up[, onait|d,(u) — 0| < B1 siu e I, et|by,(u)— 05| < 51
siueJ.

Soitug € [u1,ug[N 1. Le point4 du lemme E montre qu’on peut supposer (quitte & bien choisir
ug) que

Gus ([~ws/3,ws/3]) N vo(Juz, uo[) = 0.
On choisitug € Jug, ug|, €t on pose

25m = d(’YO([u?nuODaguz([_wf)/?)?wf)/g]))'

Ainsi, e, > 0 par compacité dg,, ([—ws/3,ws/3]).

On considére dans la suite uh e [ug, u fixé (d'une maniére qu’on précisera dans la suite)
et unu € [usz, ug[ NI qui tendra versiy. On applique la proposition 7.3@(us, u;ws/3), avec
mo € vo([us,u]) etY =~. On considére la courbe suivante :

sur = {p € Quz,u;ws/3) | y(p) =y (0(«)) }

sw # 0, caryy(u’) € s,v. Le segment de,,s issu deyo(u’) doit rencontreg,, ([—ws/3,0]) Sius
est assez proche dg. En effet,g, ([—T1 (v — «'),0]) contient au moins un poirat, (¢, /) ol
y=1y(v(u')) d'aprés (42), il suffit donc de montrer que ce point est sur le segment desu
devyo(u').

On pose pour cela :

Q" (ug,u;ws/3) := {m € Quz, u;ws/3) | [y(m)| < uz —u}.

CommeQ(ug,u;ws/3) est simplement connexe aiy # 0, Q" (uz,u;ws/3) est simplement
connexe.

D’apreés le corollaire 7.8, si, est assez proche dg, g, et g, sortent deQ(us, u;ws/3),
donc Q" (ug, u;ws/3) N (gu, U gu) @ Une composante connes® (uq, u;ws/3) dont le bord
rencontrey,, etg,. Ainsi,

O (uz, ;w5 /3) = By UD, UD_ U D,

ou 9y, = 00 (uz,u;ws/3) N Guy, Ou = I (u2,u;ws/3) N g, €t OUI_ et J; sont les
composantes connexes 88/ (u2,u;ws/3) \ (Ou, U dy). On les choisit de maniére que=
+(ug — u) SUrd+ N Oy.

Le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 7.9 montre algrs-que— u
surdy et quey = —(ug —u) sUrd_. Commeg,, (ty.,.v) € Oy N sy, il Nous suffit de montrer que
sy Ne peut pas rencontréy,, entreyo(u') et gy (ty,u )-
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Fig. 6.

Or z(gu(tuu)) € [—€m,em] Si us est proche dey, d’aprés (41) et le fait quéim,,, 0, =
lim,, e = 0. s, ne peut donc pas rencontrgy, ([—ws/3,ws/3]) avant g, ([—ws/3,ws/3]).
Donc le segment de, issu deyy(v') rencontrey,, ([—ws/3,0]).

Maintenant, (41) montre qUBm, ., £(gy(tu,w)) = 0, si bien quelim,_,,, gy (tuw) =
v (u") € ¥. Ceci contredit le point 4 du lemme E, et on conclut §uene peut pas étre nul.

On sait maintenant qu&, # 0, mais on va montrer que c’est impossible aussi, ce qui terminera
la preuve du lemme F. On donne d’abord directement la preuve principale, en laissant de c6té les
démonstrations des propositions utilisées, qu’'on donnera ensuite. Il faut d'abord se restreindre a
un domaine convenable.

PROPOSITION 7.11. — Il existery > 0 tel que, pour tout: €10, 7], B(~o(uo), ) ~70([0, L])
a une composante connexe, ndBgr), qui est simplement connexe et qui contigyto) dans
son bord, mais qui ne rencontre pas ~ o ([0, L]).

Heuristiquement, commm, est limite d’'une suite de segments géodésigBesy) est limite
d’une suite de demi-disques dont les diametres sontJe®n suppose dans la suite gR& (r)
est «au-dessus » dg et qued;, €]0, x|, si bien que, pout € I assez proche de, le vecteur
dirigeant dey,, en0 est dirigé ver8™(r) (la méme chose étant vraie paliet lesh,,). Alors :

PROPOSITION 7.12. — Il existe e3 > 0 et T3 > 0 tels que, pour touts € [ug — €3, uo],
9u(]0,T3)) (Siug € I) eth,(]0,T5]) (siug € J) ne rencontrent pasy ([uo, L]).

Notons que, dans cette propositiepetT; dépendent de toutes les données « géométriques »,
et non pas seulement des constartes 71, etc. On peut maintenant conclure la preuve en
remarquant que, 9, €]0, [, les (g.)ucr, doivent converger vers une limite contenant des
points intérieurs &. Plus précisément :

PROPOSITION 7.13. — Siug € I, il existeTy > 0 tel queg,,([T4/2, T4]) reste, quand: — uo,
u € I, dans un compact de (qui ne rencontre pasy.).

La méme chose est bien sir vraie pourdgssi ug € J. C'est & nouveau en contradiction
avec le point 4 du lemme E. On a montré qu’on ne pouvait avofizni 0, ni 0y £ 0; cette
contradiction conclut la preuve du lemme F, modulo les preuves des trois propositions qui restent
a montrer.

Démonstration de la proposition.11. — Soitc une courbe réguliére qui relig (0) a~o(L)
dans¥. Par compacité de on peut poserry = d(c,yo(uo))/2, etrg > 0.

Il existe une unique composante connéxgde 3 \ (c U ([0, L])) d’adhérence compacte
qui contientyy(up) dans son bord. Pour toute N, on notef2,, une composante connexe de
Qo . 7, dont le bord ne rencontre pag, de maniére que,, — Qg (au sens de Hausdorff). On
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choisitm,, € 99Q,, tel quem,, — ~o(uo), et on appellé3;} (r) la boule de centren,, et de rayon
r dansQ,,. Alors on vérifie queB;’ (r) — B*(r).

MaisB;! (r) est un demi-disque de raymnetf{ < K sir estassez petit, alors (powassez
grand)B;" (r) est simplement connexe. DoBc (r) est simplement connexed

Démonstration de la propositio7.12. — On choisitr < min(ws/3,7r9). On applique le
corollaire 7.4 aB*(r), avecmg := vo(ug — 7/4), co = Yo(uo — r,ug + r), etY enmy tel
queZ(y,Y)=10y.

On raisonne par I'absurde, et on suppose la conclusion de la proposition fausse. On peut
donc trouveru € [0, up| aussi proche de, ett aussi petit qu'on le veut tels qug,([0,t]) N
Y([0, L]) = {9.(0), gu(t)} = {70(w), vo(us)} avecuy, € Jug, L]. On suppose ici qu’on a choisi
un tel couple(u,t), avect < r/2 et uy — u < r/2. Alors g,([0,t]) € B*(r). Notons que
g.([0,t]) C ¥ et que~y(ug) € X ; on peut donc poser’(u) := d(vo(uo),g.([0,%])), et
r’(u) > 0 par compacité de, ([0, ]).

Pour v/ €Ju,uo[NI, on pose :Q(u,u’) := Qu,u’;7/2) UBT(r). ' (u,u’) n'est pas
nécessairement simplement connexe ; on va a nouveau utiliser la proposition 7.7 pour définir une
surface a bord « modifiée® (u, u’) qui remplacer&’ (u,«’). On remarque encore qie)[u, u']
etJ N [u,u] sont des réunions disjointes d'intervalles ouvéytet J; respectivement, puis on
poseY; = U,er, gul[=7/2,7/2]), Q) = U,e, hu([-r/2,7/2]). Enfin,Q; o est une-voisinage
de v, dans(;, Q;.’O un e-voisinage dey, dans(;, et B, un e-voisinage dey, dansB*(r).

On applique la proposition 7.7 en utilisant comme ouvertslgs); et B*(r), et on appelle
Q' (u, ') la surface simplement connexe a bord régulier par morceaux obtenue.

On note encorg, la composante connexe du relevéydea Q' (u, v’) qui est dans le bord du
relevé deB* (r). On applique &' (u, v’) le corollaire 7.4, & nouveau avee, :=7,(ug — r/4),
co =o0([uo — 7, u0 +7]) N Q' (u,u’), etY (mg) = Jv4. On notex ety les fonctions obtenues, et
X, Y les champs de vecteurs correspondants. On remarque alofs gueX etY coincident
avecr, y, X etY respectivement si3 ™ (r). C'est parce que, d'aprés les choix faits ci-dessus,

Q' (u,u") N OB (r) C ([0, L))

si bien que les courbes minimisantes de point8dér) versmg dans’(u,u’) restent dans
BT (r). De plus,y = 0 sur¥,.

Commeu’ € I, 'assertion 7.5 montre qug > 0 sur g,/ ([t (u’),r/2]) pour unt’(u") > 0 tel
quet’(u’) — 0 quandu’ — ug. On va montrer que (pour’ assez proche de)) g. ([t' (u'),r/2])
C Bt (r).

On choisity; > 0, et on note

Q" (1) = {peQu, ') | y(p) <y1}-

Si y1 est assez petit, la proposition 7.5 montre gie.(t)) > y1 et quey(gw (t)) > y1 pour
t € [0,r/2] assez proche de/2. Ainsi, g,,([0,7/2]) etg.([0,r/2]) sortent d&”(y1). On peut
donc noter(2; (u,u’) la composante connexe d&'(y1) ~ (g.([0,7/2]) U gu([0,7/2])) qui

contient un voisinage de,([u, v]). A nouveau,

9%, (u,u') = 0o (y1) U Bu(y1) U dur (y1) U 0+ (111),

ou 9y(y1) C Y0, Ou(y1) C gu, Ouw (Y1) C gur- ON montre aussi, comme dans la preuve de la
proposition 7.9, qug = y; surd (y1). Commedy # 0, ﬁfm (u,u’) est simplement connexe.

Il faut remarquer que les minima locaux négatifsydeur ©;, (u,u’) ne peuvent pas étre
atteints en des points dg ([0,7/2]). Raisonnons par I'absurde, supposons qu’un tel minimum
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est atteint en un poirg,, (t,.), tm € [0,7/2]. On remarque que, comm¥€ est partout orienté
comme—Jdy, le bord deé)ﬁ;1 (u,u’) est orienté comme-X en tous les minima locaux de
y, et commeX en tous les maxima locaux de Ceci montre quey,, (t,,) = —X. De plus,
commey(g.(0)) = 0 et dy(g,(0)) >0, (¥ © gu)|[0,,,] dOit avoir un maximum local en un
pointtys € [0,t,], avecy,, (tar) = X. Ainsi, dx(g,,(tar)) > 0 etdz(g,,(tm)) < 0, si bien que
(% © gu)|[trr 1, dOit @vOir un maximum local en un poitt € [tyr, ], avecy,, (t,) = =Y.

Rappelons que., = U partout surg,,, et que I'équation (4) indique qqp%vn <7.0na
doncU (g, (tm)) = =X, U(gu(tam)) = X etU(gu(t:)) = =Y. CommeZ(U, V) €]0, n[ partout,
on voit queZ,, (X, V) €] = m,0[, £y, (t.)(X,V) €] = 7/2,7/2[ et queLy, (1, (X, V) €
10, #[. D’aprés la proposition 7.3 et (4), on doit avoir

mr Kor? mr Kor?
5 T StaoX VIS5

Mais, eng,,(0), le vecteur dirigeantV” de g, fait un angle proche dé;, avecX = ~((u); etU
est partout transverseld, et |Z(U, W)| < e(u) surg,, sauf sur un intervalle de longuesiu).
Donc U doit étre dirigé du méme cété dé que W, si bien que, sir est assez petit, on doit
avoir 2, 0)(U,V) €] —m,0[, ce qui est exclu. On vient donc de montrer que les minima locaux
négatifs dey surﬁgl1 (u,u') ne sont jamais atteints syy, ils sont donc atteints suf;.

Poury, < 0, soit

syo = 1P €y, (u, ) | y(p) =0 }-

C’est une réunion disjointe de courbes dont les extrémités ne peuvent renconygfque/2])
ou gu/([0,7/2]), mais pasgjy,u/jnr(r/2) U hyu)ns(r/2) d’apres le corollaire 7.8 et I'asser-
tion 7.5. On va montrer que ces extrémités doivent (pdproche deug) étre toutes les deux
surgu,([O,r/Z]).

On suppose au contraire qu'il exigjeel ques, rencontrey, ([0,r/2]), et on note

Yo = inf{y <015y Ngu([0,7/2]) # @}

4°® SERIE-TOME 34 — 2001 N° 1



SURFACES A COURBURE EXTRINSEQUE NEGATIVE DANS LESPACE HYPERBOLIQUE 127

Alors s,, doit rencontrerg, ([0,7/2]) en un pointpy qui se situe, sur un segment dg,
de longueurt,, entre deux intersections aveg([0,7/2]), donc entre deux pointg,(t1)

et g (t2), avecO < t1 < to < t/(u'). Si v’ est assez proche de, I'assertion 7.5 montre
quet’(u’) < r'(u)/6, si bien qued(gy (t1), 9w (t2)) < 7’ (u)/6. La seconde assertion de la
proposition 7.2 montre alors que la longueur du segmend,geentre g,/ (t1) et g.(t2) est
au plusr’(u)/2, doncd(pg, ¥, (u')) < r'(u)/2 + t'(uv'). On doit donc avoir

d(7o(uo),po) <7’(u),

ce qui est impossible carn € ¢,([0,7/2]). Ainsi, less,, (pouryy < 0) ne peuvent rencontrer
queg, ([0,7/2]), et doncg, doit «revenir» danB™(r) : g,/ ([t (uv'),r/2]) C BT (r).

De plus, siu’ est assez proche dg, g.-(t'(v')) est dans le domaine d&" (r) délimité par
9.([0,t]), et oty est majoré par+ (uo — u). On voit en appliquant & nouveau I'assertion 7.5 que
gw ([t'(v'),r/2]) doit sortir de ce domaine, donc rencontgg([0, t]), ce qui est impossible. O

Démonstration de la proposition.13. — Par définitiondiam (B (r)) < 2r donc, pour2r <
wp, Oon peut appliquer le corollaire 7.4, en prenant encore pdule vecteur unitaire en
Folug —r/4) tel queZ(v)(uo),Y’) = 0. La proposition 7.12 et le point 4 du lemme E montrent
que, pouru € [0, up[ NI assez proche d&, g, ([t(u), T3]) reste dan8*(r), out(u) est le plus
grandt tel queg,(t) € 7,([0, L]). On peut donc appliquer I'assertion 7.5, qui montre que, pour
chaque € [0, T3] :

limsup |m(gu(t))‘ < Kort?/4,
u—ug, u€l, t(u)<t

lim sup ‘y(gu(t)) — t‘ < Kth2/4
u—ug, uel, t(u)<t
et la méme chose est vraie pauy([0, 73]) quandu € J.
Ainsi, les courbeg,, ([T3/2,T3)) restent dans un compact quane- u dans!, etil en est de
méme pout/ etlesh,. O

8. Uneborned’aire

Pour pouvoir conclure, on aura encore besoin d’un lemme naturel :

LEMME G.-SiK> > K > K; > 0 et si(3, 1) est convexe, alors 'aire dgz, I) est finie.
La preuve de ce lemme repose sur la :

PROPOSITION 8.1. — Dans les conditions du lemn@ deux pointsc, yo € ¥ quelconques
sont joints par une géodésique minimisante d@ndll).

Démonstration— Soientr € . ety € ¥ avecd(z,y) < n/v/Kz. Alors, pour toute > 0, il
existe une géodésiqugoignantz ay et de longueur au plud(z, y) + . En effet, il existe une
courbe réguliére : [0, L[— X, paramétrée a vitesde avecy(0) =z, v(L) =y, et de longueur
L < d(z,y) + . On notel I'ensemble des € [0, L[ tels gu’il existe une famille & un parameétre
(9u)uepo,s) de géodésiques joignant=v(0) a~y(u). 0 € I, et est ouvert d'apres l'injectivité
de I'application exponentielle, et fermé d’aprés la convexit&d®onc = [0, L], et gy, est la
géodésique cherchée.

Ce raisonnement peut étre précisé, pour montrer plus : pous el il existea > 0 tel que,
sid(z,y) < /2K etsiL —d(x,y) < a, alors la distance de Hausdotf; (v, g;,) est au plus
e. Pour le voir, on noté(s) la longueur dey,, 0(s) 'angle env(s) entreg’(¢(s)) et+'(s), et
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a(s) 'angle enz entre+/(0) et ¢’(0). On appelle aussis(r) la norme ery,(r) du champ de
JacobiJ, orthogonal &, tel queJs(0) = 0 et que|J,[|'(0) = 1. On a alors :

' (s) = cos(6(s))
si bien que :
L
(46) cos(f(s))ds>L—a
/

et on en déduit aussi que :
Vse|0,L], £4(s)>=s—a.

Par ailleurs, pous € [0, L] :

(47) Js(U(s))a (s) =sin(6(s)),
alors que :
(48) Js(s) = Sin(\/%)

Maintenant, (46) montre qu¥s) est proche dé, sauf sur un ensemblg de mesure petite, donc
quesin(f(s)) est proche dé sauf surE. (48) et (47) montrent alors quevarie peu suf2a, L],
si bien que, pour tout € [2a, L[, d»(gs, g1.) €st petite.

Pour résumer, st € &, y € ¥ et sid(z,y) < 7/2y/K>, alors toute suite minimisante de
courbes joignant ay converge vers une géodésique minimisante enaiy, qui, par convexité
de X, ne peut rencontré? qu’'eny. Si maintenank,, yo € X, il existe une suit€~y,, ) ey de
courbes régulieresy, : [0, L,] — X, avecy, (0) = zo, Yn(Ln) = yo, €t L, — d(x0,y0). On peut
appliquer le résultat précédent a des segments,), avect — s < m/2y/K; etlim~,(s) € X, et
on voit que~,([s,t]) converge vers un segment géodésique qui ne peut rencéntrgu’en
lim~, (¢t). Ainsi, (y,) converge vers un segment géodésique minimisant qui jajn& yo
dans¥. O

On peut en déduire la preuve du lemme G, les arguments restants étant bien connus.

Démonstration du lemme .G Soientz € ¥, et ¢g:[0,L] — ¥ un segment géodésique
minimisant poutll (paramétré a vitessg avecg(0) = x. SoitU un champ de Jacobi orthogonal

surg avecU (¢g(0)) =0, notonsU’ =V, U, U" =V, U’. Alors
U"=—-R(g',U)g =—K(g(t))U
etcommeK > Kj, si||U(s)|| # 0 pour touts €0, ¢[,
17 (g@) | < sin(vED [T (9(0)

doncU doit s’annuler pour un certain< = /+/K;. Commeg est minimisantL < «/+/K;. Tout
point deX est donc a distance au plag+/K; dex (pourIll).
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On en déduit par intégration une borne d’aire :

27 W/\/K_l )re 9 ™ 4
in(+/ t
Aire(X, 1) < /d9 / % _l)dt < il /sin(t) dt < - ]
0 0 K K 0 it
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