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PETITES VALEURS PROPRES ET CLASSE D'EULER
DESS^FIBRES

PAR BRUNO COLBOIS ET GILLES COURTOIS

ABSTRACT. - Soit .M(n, a, d) P ensemble des varietes riemanniennes compactes (M, g) de dimension n
dont la courbure sectionnelle Kg et Ie diametre d(g) verifient \Kg\ ^ a et d(g) ^ d. Soit .M(n,a,d,p)
Ie sous-ensemble des varietes (M^g) de .M(n,a,d) dont Ie rayon d'injectivite est superieur ou egal
a p. Lorsque (M,p) G M.(n + l,a,d) et (N,h) € ^((n,^,^) sont suffisamment proches au sens
de Gromov-Hausdorff, M est un fibre en cercles au-dessus de N d'apres un theoreme de K. Fukaya.
Lorsque la distance de Gromov-Hausdorff entre (M, g) et (TV, h) est assez petite, il y a exactement
mp = bp(N) + bp-i(TV) — bp(M) petites valeurs propres pour Ie Laplacien agissant sur les p-formes
differentielles de M, l < p < n + l , o u b p designe Ie p-ieme nombre de Betti. Nous donnons des bomes
uniformes de ces valeurs propres en fonction de la classe d'Euler du fibre S1 —> M —^ N et de la distance
de Gromov-Hausdorff entre (M, g) et (N, h). © 2000 Editions scientifiques et medicales Elsevier SAS

RESUME. - Let M.(n, a, d) be the set of compact oriented Riemannian manifolds (M, g) of dimension n
whose sectional curvature Kg and diameter d(g) satisfy \Kg\ ̂  a and d(g) ^ d. Let .M(n,a,d,/9) be
the subset of .M(n,a,rf) of those manifolds (M,p) such that the injectivity radius is greater than or
equal to p. If (M,g) G M{n + l,a,d) and (N, h) € M(n^a' ^ d ' ) are sufficiently close in the sense
of Gromov-Hausdorff, M is a circle bundle over N according to a theorem of K. Fukaya. When the
Gromov-Hausdorff distance between (M,p) and (A^/i) is small enough, we show that there exists
mp = bp(7V) + bp-i(A^) — bp(M) small eigenvalues of the Laplacian acting on differential p-forms on
M, 1 < p < n + 1, where bp denotes the p-th Betti number. We give uniform bounds of these eigenvalues
depending on the Euler class of the circle bundle S1 —> M —>• N and the Gromov-Hausdorff distance
between (M, g) and (N, h). © 2000 Editions scientifiques et medicales Elsevier SAS

AMS classification: 58A07; 58C40
Mots Cles: valeurs propres; formes differentielles; classe d'Euler

1. Introduction

Soit (M^g) une variete riemannienne compacte, connexe et orientable. On considere Ie
Laplacien A = dS + Sd agissant sur Fespace ^(M) des p-formes differentielles de classe C00

de M. Le spectre de cet operateur forme un ensemble discret de nombres positifs ou nuls qui
sera note

(1.1) 0 - Ao,p(M^) < Ai^(M^) ^ \2,p(M^g) ̂  • • • .

Dans (1.1), nous avons fait la convention suivante : Ao,p(M,^) = 0 de multiplicite egale au
p-ieme nombre de Betti de M ; en particulier, cette multiplicite peut etre nulle. Ainsi, A^p(M, g)
represente la premiere valeur propre non nulle pour les p-formes differentielles. A partir de
A^p(M, g), on repete les valeurs propres s'il y a multiplicite.
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612 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

Dans cet article, nous nous interessons au comportement des premieres valeurs propres, et
particulierement de Ai,p(M, g), en fonction de la geometric et de la topologie de (M, g). Cette
question a ete beaucoup etudiee dans Ie cas des fonctions, i.e. p = 0, alors que peu de choses
sont connues dans Ie cas des formes differentielles. Rappelons cependant quelques resultats
permettant de situer Ie cadre de notre travail.

Soit n un entier non nul et a, d, v des constantes positives.
Notons M.(n + l,a,d) F ensemble des varietes riemanniennes (M,g), compactes, connexes,

orientables de dimension n +1 dont la courbure sectionnelle K{M, g) et Ie diametre diam(M, g}
verifient \K(M,g)\ ̂  a et diam(M^) ^ d.

Notons egalement M.(n + 1, ft, d, v) Ie sous-ensemble de M.(n + 1, a, d) forme des varietes
(M, g) dont Ie volume vol(M, g) verifie vol(M, g) > v.

THEOREME 1.2 ([17,20]).-// existe une constante explicite C = C(n,a,d) > 0 telle que
si (M,g) C M{n + l,a,d), alors \^^{M,g) ^ C(n,a,d) et par dualite, Ai^+i(M,^) >
C(n,a,d).

THEOREME 1.3 ([9]).-II existe une constante C(n,a,d,v) > 0 telle que si (M,g) €
M.(n + 1, a, d, v) et 1 ̂  p ^ n, alors Ai^p(M, ̂ ) ^ G(n, a, d, v).

Ce theoreme est une consequence directe du theoreme de compacite de S. Peters d'apres lequel
M. (n +1, a, d, v) est compact. Recemment, S. Chanillo et F. Treves ont donne une minoration de
Ai,p(M, g) en fonction d'une borne sur la courbure sectionnelle de (M, g), du rayon d'injectivite
r de (M, g) et du nombre N de boules d'un recouvrement de M par des boules geodesiques de
rayon r.

Precisement, si (M,g) est une variete compacte de dimension n + 1 dont la courbure
sectionnelle verifie \K(M^ g)\ ̂  a, ils obtiennent Ie :

THEOREME 1.4 ([3]).-Ai,p(M,^) ^ CV-STV-^^), ̂  c =: C(n,a) est une constante
positive.

Lorsque (M, g) C .M (n, a, d), Ie nombre TV de boules d'un recouvrement de M par des boules
geodesiques de rayon r verifie (cf. [17])

^M).
Le theoreme 1.4 et 1'inegalite (1.5) donne ainsi une minoration de A^p(M, g) a Faide du rayon

d'injectivite M de (M, 5'),

(1.6) \^(M,g)^Cf\n,a,d)r^n+l^n^-2.

Par ailleurs, on a le :

THEOREME 1.7 ([9]). - POMF ̂ (9^ n > 2, ;7 ̂ .m^ im^ variete compacte M de dimension n -\-1
^ J^y constantes a, d > 0, ^//^ ^M^

mf{Ai,p(M,^) | (M,^) eA^(n+l ,a ,d)}=0 ^ l < p ^ n .

Ainsi, le comportement de Ai,p sur M(n + 1, a, d) est tres different selon que p = 0, n + 1 ou
non. En effet, le theoreme 1.7 fournit une variete compacte M de dimension n + 1 et une suite
(^)£i de metriques sur M telles que (M, ̂ ) G A^(n + 1, a, d) et

lim Ai,p(M, ̂ ) = 0, 1 ^ p ^ n.
%—>00
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PETITES VALEURS PROPRES ET CLASSE D'EULER DES S1 -FIBRES 613

Cela signifie en particulier que vol(M,^) tend vers 0 lorsque i tend vers Finfini (cf.
theoremes 1.3 et 1.4). Dans ce cas, M est une variete admettant un effondrement, ce qui a des
implications de nature topologique tres forte, [5], [6].

Inversement, une question est de savoir si une variete de M.(n + l,a,d) ay ant un petit
volume possede des petites valeurs propres pour les p-formes differentielles, 1 ̂  p ^ n, et plus
generalement de comprendre la relation entre Ie volume et Ie spectre du Laplacien agissant sur
les p-formes differentielles.

Dans cet article, nous nous interessons a un cas particulier tres simple d9 elements de
M (n +1, a, d) ayant un petit volume : celui des varietes riemanniennes (M, g) e M. (n +1, a, d)
situees a petite distance de Hausdorff d'une variete riemannienne fixee, {N, /i), de dimension n.
II n'y a a priori aucune relation entre M et N ; cependant, un theoreme de K. Fukaya, ([15]),
affirme que lorsque la distance de Hausdorff 6u ((M, g), (N, h)) entre (M, g) et (TV, h) est assez
petite, alors M est un S^fibre au-dessus de N. Les fibres sont alors de longueur de Fordre
de 6^c((M,g), (N^h)) et il en est de meme de vo\(M,g) et du rayon d'injectivite r(M,g) de
(M, g). On va done chercher a estimer A^p(M, g) en fonction de la variete fixee (N, h) et de la
distance de Hausdorff 6-j-c ((M, g), (TV, h)) entre (M, g) et {N, h) lorsque celle-ci est assez petite.
Cela revient a expliciter Ie role de v = vol(M, g) dans la constante C(n, a, d, v) du theoreme 1.3.
L5 estimation (1.6) qui se deduit du theoreme 1.4 repond a cette question mats de fa^on non
optimale dans Ie cas particulier qui nous interesse, comme nous allons Ie voir dans les exemples
ci-dessous.

Exemple 1.8,-Soient {N,h) une variete riemannienne compacte de dimension n ^ 2 et
(M,^e) = (N,h) x S^ Ie produit riemannien de {N,h) avec Ie cercle de rayon e. On voit
que 6^c((M,g), (N, h)) est de Fordre de e et on verifie facilement que Ie spectre des p-formes
differentielles de (M, g^) est donne par

{A^(M,^)}^={A^(Ar,/.)+gl^u{A^-i(7V,fa)+^}^.
v ' ^ez v " ^ez

En particulier, Ai,p(M, g^} est minore independamment de e si e G ]0,1].

Exemple 1.9. - On considere sur la sphere canonique (S2^1, g) la fibration de Hopf definie
par V action isometrique de S1,

e^(^i,... ,^+i)=(e^i,...,e^^+i),

ou S27^+l a ete identifie avec la sphere unite de C7^1 pour la metrique canonique. Les metriques
de Berger ge sur S2n+l sont definies pour X, Y dans TS27^, X tangent a Faction de S1 et
^r)=0par:

( g ^ X ^ X ) = E 2 g ( X ^ X ) ^
(1.10) { ge(Y^Y)=g(Y^Y)^

[g,(X^Y)=0.

Les metriques (ge)e^ 10,1] sont a courbure sectionnelle et diametre uniformementbornes (cf. [5,
6]), et (S27'^1, ge) est a distance de Hausdorff de Fordre de e de CP" lorsque e tend vers 0. On
verifie aisement que Ai^S277^,^) =£2 ,1 ̂ p ̂  2n.

Exemple l.ll.-Soit L^n-{-i,k Fespace lenticulaire defini comme Ie quotient de (S277^1,^)
par Ie groupe cyclique d'isometries de (S2n+l,^) engendre par J^, ou Ik(zi, • • .,^+1) =
(e^^/^zi,... ̂ e^^Zn+i). On obtient ainsi un S^fibre riemannien (L^n-\-i,k^g) au-dessus de

ANNALES SCIENTinQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



614 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

(P^C^o), ou go est la metrique canonique de P^C normalisee par 1 ̂  JC(Pn(C),^o) ^ 4. La
courbure sectionnelle de (L2n+i,fc,^) est constante egale a 1, son diametre est inferieur ou egal
a TT et la distance de Hausdorff 6 entre (L^n-^i.k, g) et (P^C, go) est de Fordre de 1/k.

Comme il est toujours possible de relever une forme propre de (L^n-^-i,k^g) en une forme
propre de (S27^1, g), on a

(1.12) Ai,p(L2n+i,^) ^ Ai^S27^).

Ainsi, Ai^(L2n+i,A;, g) est minore independamment de A; alors que vol(I/2n+i k ^ g ) tend vers 0
lorsque k tend vers 1'infini.

On peut considerer sur I/2n+i,fc les metriques de Berger g^ et on a

(1-13) Ai,p(L2n+l,A;,^)=£2 ,

O^j-c-

(1.14) Vol(L2n+l,^) = -^-VO^C^o).

Ces exemples sont elementaires mats decrivent tous les cas de figure. Ainsi, 1'exemple 1.8
montre qu'une variete de M.(n + 1, a, d) ayant un petit volume et qui est un S1-fibre au-dessus
d'une variete N n'a pas necessairement de petite valeur propre non nulle pour les p-formes
differentielles, 1 < p ^ n.

L'exemple 1.11 montre que \i,p(Lm+i,k, ge) est proche de zero si et seulement si

A:VOl(L2n+l,/c,^)

est proche de zero (cf. 1.13).
Dans toute la suite, on fixe une variete riemannienne compacte orientee (N, h) de dimension n

et on considere (M,g) C M.(n + l,a,d). Rappelons que M est un S1-fibre au-dessus de N ,
lorsque la distance de Hausdorff 6^((M,g), (N,h)) entre (M,g) et (N,h) est assez petite
(cf. [15]).

On note MN(^ + l,a,d) 1'ensemble des varietes riemanniennes (M,g) e M.(n + l,a,d)
telles que M est un S1-fibre oriente au-dessus de N.

On suppose a partir de maintenant que (M, g) e MN^ + 1, a, d).
On note b/c(7V) (resp. b/c(M)) les A;-iemes nombres de Betti de TV (resp. M). On deduit

facilement de la suite de Gysin du S1-fibre M au-dessus de N (cf. lemme 4.29) que

(1.15) hp(N) + bp_i(AO ^ bp(M), 1 < p ^ n,

et on pose,

(1.16) mp(M)=bp(N)^bp^(N)-bp(M).

A chaque S1-fibre oriente M au-dessus de N est associee sa classe d'Euler [e] € H^A^Z)
(cf. [2], p. 72). On note e(M) e ^(M) Ie representant harmonique de [e] par rapport a la
metrique h sur N. Quand il n'y aura pas d'ambiguite, on notera m? et e au lieu de mp(M)
et e(M). Dans la suite, si ^ e ^(M) (resp. (^ e ^(N)) est une p-forme differentielle sur
M (resp. A^) on notera \^(x)\ (resp. |^(^/)|) la norme de ^(x) par rapport a g (resp. de (p(y)
par rapport a /^) et ||^||oo, ||^||2 (resp. ||^||oo, Ihib) les normes L00 et L2 correspondantes sur
(M,^) (resp. (N^h)).

THEOREME 1.17.-/Z .̂y^ J^ constantes positives Q =: d(n,a,d, (N,h)), i = 1, 2, ^

4® SERIE - TOME 33 - 2000 - N° 5
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SQ =: 6o{n,a,d,{N,h)) telles que pour (M,g) € MN^ + l,a,d), si 6 =:
^((M,^), {N,h)) ^ 60, alors pour l^p^n,

(i) 0<A^(M,^Gi||e(M)||^2, 1 ^ k ̂  m^

(ii) A^+i,p(M,^C2.
Remarque 1.18. - Lorsque e = 0, alors m? = 0 et Ie theoreme 1.17 se reduit a (ii). Dans ce

cas nous avons Ai^(M, g) ̂  62 et on voit que Ai^p(M, g) est minore independamment de 6.

Lorsque p = 1, nip = 0 ou 1 selon que e = 0 ou e ̂  0, c/: 1.15 et Ie lemme 4.19. Dans Ie cas
ou e -^ 0, la premiere valeur propre non nulle Ai,i (M, g) de (M, ̂ ) donnee par Ie theoreme 1.17
(i) est en fait de 1' ordre de 1 1 e (M) 11262 :

THEOREME 1.19.-7Z existe des constantes positives d =: Q(n,a,d, (7V,/i)), i = 1, 2, et
6o=:6o{N,^d,{N^h))tellesquepour(M,g)eMN{n+l^^d),si6=:6H((M,g)^N,h))^
So et e(M) ̂  0, alors

Ci||e(M)||^2 ̂  Ai,i(M^) < C2||e(M)||2^ .l||e^^,||2^2^Al,l(M^)<C72||e(M)||2^.

Lorsque 1 < p < n, il n'est pas possible de minorer Ai,p(M, 5') par C\\e{M) |[|^2 comme c'est
Ie cas pour p = 1. En effet, il existe une variete riemannienne orientee compacte (TV, h) et une
suite {(Mi, gi)}^ de varietes dans MN^ + 1, a, c?) telles que pour 1 < p < n,

(1.20)
lim^((M^),(7V,/i))=0,

Z—>-00 v

limA^(M^^)|e(M,)||^-2=0.

Un tel exemple est construit en (5.18).
Cependant, si dim H2 (TV, R) = 1, nous avons 1'analogue du theoreme 1.18 pour 1 < p < n.

THEOREME 1.21.- Soit {N, h) une variete riemannienne compacte orientee. On suppose que

dimH^R)^.

// existe des constantes positives Ci =: Q(n,a,d, (7V,/i)), i = 1, 2, 60 =: 6o{n,a,d,(N^h))
telles que pour (M\ g) €.MN(^+ l,a,d), si 6 =: 6^{{M,g), (N,h)) ̂  So et e(M) 7^0, <2/o^

Cl||e(M)||2(52 ̂  A^(M^) ̂  G2||e(M)||2<52,

/76>Mr 1 ^ k ^ TTlp.

Remarque 1.22. - Dans les theoremes 1.17, 1.19 et 1.21, les estimations sont uniformes pour
M e MN(n + l,a,d) et les constantes Q(n,a,d, (N,h)) sont explicitables. Les constantes
d, C2 de ces theoremes dependent de la courbure et du diametre de (M, g) et de {N, h) mais
ne dependent ni de vol(M, g) ni de la classe d'Euler e(M).

En particulier, ces theoremes isolent Ie role de vol(M,^) ou de 6^((M,g)^ {N, h)) et e(M)
dans V estimation des premieres valeurs propres du spectre des p-formes differentielles de (M, g).
En effet, lorsque 6 est assez petit, Ie spectre de (M, g) pour les p-formes differentielles contient
exactement m? petites valeurs propres inferieures a (ou de Fordre de) G||e(M)[|2^2, les autres
valeurs propres etant minorees independamment de ||e(M) ||2 et S.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



616 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

Cexemple des varietes (M^ ̂ ) € A^^(n 4-1, a, d) telle que

^^((M,,^),(^^))=0

et

limAl^(M„^)||e(M,)|[,V2=0
l—)-00 " "z

pour un entier p, 1 < p < n, est obtenu en choisissant de facon adequate la classe d'Euler ei =
e(Mi) du fibre Mi (cf. 5.18). Cependant, si Fon fixe un S^fibre oriente au-dessus de TV, et si on
considereF ensemble des metriques riemanniennes^ sur M telles que (M,g) e .M7v(n+l,a,d),
nous avons Ie :

THEOREME 1.23. - Soit (TV, h) une variete riemannienne compacte orientee et M un S1 -fibre
oriente non trivial au-dessus de N. II existe des constantes Q == Q(n, a, d, e(M), (TV, h)), i =
1, 2,et6o=: (n,a,d,(N,h))tellesquepour(M,g) ̂  MN(n-\-l,a,d),si 6 =: 6n((M,g),(N,h))
^ So, alors

C^^\^{M,g)^C^\

pour 1 ^ k ̂  mp, 1 ^ p ̂  n.

Remarque 1.24. - D'apres Ie theoreme 1.23, il existe exactement m? petites valeurs propres
non nulles de Fordre de 62 pour Ie Laplacien des p-formes differentielles, 1 ̂  p ^ n, des que
S est assez petit. En particulier. Ie nombre de ces petites valeurs propres non nulles ne depend
pas de la metrique mats seulement de la topologie du fibre. Dans Ie cas d'un fibre M de fibre
compacte F au-dessus de N et de metriques g^ sur M obtenues a partir d'une metrique fixee
g-i sur M en multipliant g^ par e1 dans la direction de la fibre et en laissant g^ inchangee dans
les directions orthogonales a la fibre, R. Forman et R. Mazzeo, R. Melrose ont montre que la
dimension de Fespace des formes propres de valeurs propres de Pordre de e2 se calcule a Paide
de la suite spectrale de Leray, [13], [14], [21]. Dans Ie present article, notre but est plutot de
donner des bomes explicites et uniformes de ces petites valeurs propres en fonction de e et de la
classe d'Euler dans Ie cas des S1-fibres.

1.25.-Dans Ie cas particulier suivant, on obtient un equivalent asymptotique des petites
valeurs propres pour les p-formes a Faide de la suite de Gysin du S^fibre. Precisement,
on considere un S1-fibre principal S1 -^ M -^ N et deux metriques g^ et h sur M et
N respectivement. On dira que Ie couple de metriques (ge,h) est adapte au fibre principal
si (M^g) ^ (N,h) est une riemannienne a fibres totalement geodesiques de longueur e
dont la connexion associee a une forme de courbure proportionnelle au releve de e(M)
(cf. definition 2.1). On note W(TV^) Fespace des p-formes harmoniques de (N,h) et
Ap'.W^N.h) —> W+2(A^,fa) Foperateur qui associe a chaque a e W(7V,/z) Ie representant
harmonique de a A e, ou e C H2 {N, h) est Ie representant harmonique de la classe d'Euler du fibre
S1 -^ M -^ N. On note gi (resp. q^) la forme quadratique definie pour a e FI ==: (KerAp-i)^
(resp. a e F^ =: (Ker An-p)1-) par

(1.26)
gi(a)=||Ap_i(a)||^

^{a)=\\An-p(a)\\^

Soit mp = bp(N) + bp^(N) - bp(M) (cf. (1.16)). On verra que m? = dim(Fi © F^) (cf.
lemme 4.32).
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THEOREME \.T1.-Soit (N^h) une variete riemannienne compacte orientee. Soit S1 —^
M —> N un S1-fibre principal et g^ une metrique sur M telle que Ie couple (ge,h) soit adapte.
Pour tout 1 ^ j ̂  nip, on a

A^(M,^)=£2^•+o(£2),

ou 0 < v\ ̂  ^2 ^ • • • ̂  ^mp sont les valeurs propres de laforme quadratique q\ ® q^.

Les preuves des theoremes 1.17, 1.19 et 1.21 component chacune deux parties.
Dans la premiere partie on se ramene au cas d'un S1-fibre principal S1 —^ M —> N et d'un

couple ((^, h) de metriques adaptees au sens de la definition 2.1.
Dans la seconde partie, on fait la preuve des theoremes dans Ie cas des metriques adaptees.
Plus precisement, dans la premiere partie on considere (M, ̂ )e.M7v(n4-l ,a,d).
A Faide d'un theoreme de J. Cheeger, K. Fukaya, M. Gromov, on montre 1'existence de

So =: 6o{n,a,d,(N,h)) et r =: (n,a,d, (N,h)) tels que pour tout {M,g) e MN(n + l,a,d)
verifiant

<5=:^((M^),(7V^))^<5o,

il existe une fibration TT : M —^ N et un couple de metriques (gs, kg) adaptees a la fibration tel
que gg et HQ sont r-proches de g et h respectivement, ou r-proche signifie ici que ]- g ^ gs ^ rg
et ^ h ̂  hg ^ rh (cf. theoreme 2.5). La preuve du theoreme 2.5 est assez technique et nous la
donnons dans Fappendice. Elle resulte en grande partie des arguments de [4].

Un theoreme de J. Dodziuk permet alors d'estimer A^p(M, g) en fonction de A/^p(M, g g ) .
Dans Ie cas des metriques adaptees, on montre d'abord qu'il suffit de considerer les p-formes

S^invariantes (cf. § 3). On montre ensuite les estimations des theoremes 1.17,1.19,1.21 a Paide
d'un lemme d'approximation de valeurs propres du a Y. Colin de Verdiere applique a un espace
test determine en considerant la suite de Gysin du S1-fibre S1 -^ M -^ N (cf. § 4).

Dans Ie § 5, on prouve la formule asymptotique 5.3 et nous donnons un exemple montrant que
1'on ne peut pas ameliorer Ie theoreme 1.21.

Nous remercions J. Lannes de nous avoir suggere la construction de Fexemple 5.18.

2. Reduction a une situation geometriquement plus simple

Le but de ce paragraphe est de ramener les estimations de \k,p(M,g) pour {M,g) e
.A^A^n + 1, a, d) a un cas ou g est une metrique geometriquement plus simple.

Soient S1 -» M7^1 ̂  N71 un S1-fibre principal et h une metrique riemannienne sur N71.
Soient £ > 0, et pg une metrique riemannienne sur M.

Definition 2.1.-On dit que le couple de metriques (ge,h) est adapte a la fibration S1 -^
M-^Nsi:

(i) TT : (M, g^) —^ {N, h) est une submersion riemannienne;
(ii) les fibres sont des geodesiques de longueur e ;

(iii) Faction de S1 sur (M, g^} est isometrique;
(iv) si uj est la 1-forme verticale de norme 1 associee a 1'action de S1 sur (M,(^). on a

ckj = £7r* (e(M)), ou e(M) est le representant harmonique de la classe d'Euler du fibre.

Remarque 2.2. - Etant donne un S1-fibre principal M au-dessus de N, il existe toujours des
couples de metriques adaptees (^, h) pour tout e > 0.

Les theoremes 2.4, 2.5 suivants permettent de reduire les preuves des theoremes 1.17, 1.19,
1.21 et 1.23 au cas des metriques adaptees.
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Definition 2.3. - Soient g^ g deux metriques riemanniennes sur M^1 et r une constante
positive. On dit que g et g sont r-proches si L g ^,g ^rg.

THEOREME 2.4 ([12, p. 441, Proposition 2.3]). - Soient g^ g deux metriques riemanniennes
sur une variete compacte M714"1 orientable. Soient {\k,p(M^g)}keN, {^k,p(M,g)}k^ les
valeurs propres des p-formes differentielles de (M, g) et (M, g), Si g et g sont r-proches, alors

^^ A^(M^) ̂  A^(M^) ̂  r^P^X^M^g).

THEOREME 2.5. - Soit (TV, h) une variete orientee compacte. II existe des constantes
positives 60, r, KQ, TO qui dependent de n, a, d, (TV, h) telles que pour tout (M,g) C M.{n +
l,a,d) verifiant

6=:6n((M^g)^N^h))^6^

il existe une fibration principale S1 —> Mn+l -^ N et un couple de metriques adaptees (gs, kg)
verifiant:

(a) r ^ g s ^ g ^ r g s , r^hs^h^rhs,

(b) \K{gs)\^K^ \K{h6)\<^K^

(c) r(N,h6)^ro,
ou r(N, hs) designe Ie rayon d'injectivite de (N, ho) et K la courbure sectionnelle.

La preuve du theoreme 2.5 est donnee dans Fappendice.

Remarque 2.9. - II est fondamental dans ce theoreme que r, KQ^ ro ne dependent ni de 6 ni
de la topologie du fibre.

3. Reduction aux formes S^invariantes

Dans ce paragraphe on considere un S1-fibre oriente S1 —^ M71^1 —^ N71. On a fixe une
metrique h sur N et on considere une metrique g^ sur M^1 telle que (M77^1,^) e M.(n +
l,a,d). On suppose que (^,/i) est un couple de metriques adaptees (cf. definition 2.1). En
particulier, les fibres de la fibration sont les orbites d'une action libre et isometrique de S1 sur
^n+i ^ g^^ toutes de meme longueur 5.

Lorsque e tend vers 0, nous allons montrer a present que seules les formes differentielles S1-
invariantes peuvent intervenir comme formes propres associes a des valeurs propres bornees.
Bien que cette propriete soit connue dans Ie cas des fonctions (cf. [16]), nous n'avons pas pu la
localiser dans la litterature dans Ie cas des formes differentielles.

Definition 3.1. - Une forme differentielle ^ sur M^1 est S1-invariante si pour tout t G S1,
(^)*-^ = -0, ou {^t}t^s1 designe Faction de S1 sur M^1.

L'espace des p-formes differentielles ̂ (M) se decompose en somme orthogonale ̂ (M) =
Ho © Hoc pour la 9-norme definie par :

(3.2) :y^l2d^+y l(|d^|2+|^|2)d^,||2 = /H 2 d^+/( |d^ | 2 +|^ | 2 )^ ,
M M
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ou HQ designe Ie sous-espace de ^(M) des formes SMnvariantes et Hoc F orthogonal de Ho
dans ^P(M).

Remarque 3.3. -La decomposition ci-dessus etant g-orthogonale, toute p-forme propre est
somme d'une p-forme propre de Ho et d'une p-forme propre de Hoc. On a Ie :

THEOREME 3.4. - Soit (TV^ h) une variete compacte. Soit S1 -^ M7l+l -^ 7V71 un ^-fibre
principal. On considere une metrique Qe sur Mrl+l telle que (M7^1,^) e M(n + l,a,d) et
on suppose que ((^, h) est un couple de metriques adaptees. Soit e la longueur de chaque fibre.
II existe des constantes C = C(n^ a, d, (TV, h)) et p = p(n) telles que toute p-forme differentielle
propre de valeur propre \ <^ ~^pip est de projection nulle sur Hoc.

Demonstration. - L'idee de la preuve est de generaliser aux coefficients des formes differen-
tielles Ie fait suivant bien connu pour les fonctions: sur un fibre en cercle, une fonction d'integrale
nulle sur chaque fibre et de norme egale a 1 a une grande energie si la longueur de la fibre est
petite. Soit -0 une p-forme differentielle propre de valeur propre A. Nous allons d'abord ecrire
ip localement a Paide d'un repere mobile S1-invariant. Precisement, soit U un ouvert de N71

diffeomorphe a R71 et tel que 7 ^ ~ l U ' ^ - U x S l . On considere un repere mobile {Y^}^ sur U,
c'est-a-dire un champ de reperes orthonormes pour la metrique h sur U. Soit {^}^=i Ie champ
de reperes orthonormes sur Tr"'1^ obtenu en relevant horizontalement {V^}^. On complete
{^}?=i en ajoutant Zn+i Ie champ de vecteurs unitaires tangent a 1'action de S1 et on obtient
ainsi sur /K~1U = U x S1 un repere mobile S1-invariant. Soit {7i}^1 les 1-formes duales de
{Zi}^^. Sur Tr"1^, une p-forme ̂  s'ecrit:

(3.5) ^=^Q^...^7^ A • • • A 7^. D

On considere une p-forme propre ̂  sur (M77^1,^) de valeur propre A et de I^-norme egale
a 1 sur (M^1, g). Avec les notations precedentes, on a Ie lemme suivant:

LEMME 3.6. -II existe une constante C' =: C'(n,a, (TV, h)) et un entier p = p(n) tels que
pour tout x C 7r~1 U,

C' ( p \\Z^...^ (x) | ̂  —^ ( ̂  A^ , j = 1,. . . , n + 1.
^k=0 /

On considere une p-forme ̂  e Hoc de L2-norme egale a 1. On a Ie :

LEMME 3.7. - // existe une constante C" = (7"(n, a, d, (TV, h)), un ouvert U C N et un point
x G Tr"1^) tels que

QII
\Zn^ia^...^(x)\ ̂  —^

pour un coefficient a^...^ de ̂  = S^...zp Q/^l•••^p7^l A • • • A 7^.

Le theoreme 3.4 decoule de ces deux lemmes de la facon suivante :
Soit ^ une p-forme propre de valeur propre A sur (M77^1,^). Soit </? la projection de ^ sur

Hoc. On suppose que ̂  7^ 0. D'apres la remarque 3.3, (p est une p-forme propre de valeur propre
A. D'apres les deux lemmes precedents on a done ̂ ^o ̂ k ^ ^i5 ce ̂ ul entrame ^ ̂  -^/-p-

Demonstration du lemme 3.6. - Le lemme provient essentiellement des inegalites de Sobolev.
Afin que la constante C' qui intervient dans 1'inegalite du lemme 3.6 ne depende pas de e,
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on n'applique pas directement rinegalite de Sobolev a ^ dans Pouvert 7^~1U (dont Ie rayon
d'injectivite est e) mats a un revetement de TT^U de degre egal a la partie entiere [1] de 1.

Soit L = [^] et U Ie revetement cyclique de degre L au-dessus de Tr"1^), construit a partir
de Pactionde S1 sur 7^~1U.

Soit f :U -^ 7r~1 F application de revetement. En relevant par / la metrique g de Tr"1^, on
obtient une metrique g sur U dont Ie rayon d'injectivite est minore independamment de e.

Les inegalites de Sobolev appliquees a /*^ donnent pour tout x de U (cf. [19]),

(3-8) |^,.,,^)|^C7^||Afc(r^)||,.^,
k=0

ou Zj est Ie releve de Zj, j = 1,..., n + 1, et p = p(n\ C = C(n, a, (N, h)).
Comme / est un revetement riemannien et /* (^) est propre pour la valeur propre A, on obtient

pour tout a; € Tr"1^/ :

E^rw^u^c^(3.9) Z,a^(x) <,C (^xk II^WIIL^)^^ E^ L^IIV'IlL^-^);
\k=0 / \k=0

d'ou 1'on deduit Ie lemme 3.6 puisque L = [^]. D

Demonstration du lemme 3.7. -Soit ^ une p-forme differentielle sur (M71^1 g) telle que
^H2-!-

On fixe un recouvrement fini {Ui}i^i de N par des ouverts trivialisants.
On note

(3.10) Ci=supvol^ C2=cardJ.
i^I

II existe i e J tel que

(3.11) I H2^^.
TT-1^

Par Ie theoreme de Fubini, on a

(3-i2) y H2^^^ y i^i^d^^),
TT-1^ ^ TT-^g) /

done il existe qEUi tel que

(3>13) y H ^ C2(^/z)vol^ ^ Ci(7V^)G2(^/i)'
TT-^

On fixe un repere mobile {Zj}^ sur Tr"1^ comme ci-dessus dans lequel a s'ecrit (cf. (3.5)):

^=^ ̂ 1-̂ 1 A • • • A 7^.
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L'inegalite (3.13) s'ecrit:

(3.14) • E / <^^
^-^r-Kg)

done il existe un coefficient a^...^, tel que

(3.15) f <...^G3.
7T-1(9)

Comme'0=^o^...ip7^ A - - - A 7 i p C ^oo, on a J^-i^r.-^ = 0 et

/l 1 7 ,2 ^ 4^03/ |Z^+ia^...,J ^ ^ ,

TT-1^)

d'ou Fon deduit F existence d'un point x € Tr"1^) tel que \Zn^\aiy...iy(x)\2 ^ ^3-, ce qui
acheve la preuve du lemme 3.7. D

4. Demonstration des theoremes 1.17,1.19,1.21

Rappelons que M{n,a,d,r) designe 1'ensemble des varietes riemanniennes compactes
orientees (N^h) dont la courbure sectionnelle K(N,h), Ie diametre d(N,h) et Ie rayon
d'injectivite r(N, h) verifient \K(N, h)\ < a, d(N, h) ̂  d et r(N, h) ̂  r.

On considere S1 —> M —^ N un Sl-nbre principal. Nous allons d'abord montrer les theoremes
suivants.

THEOREME 4.1.-II existe des constantes positives Cz =: Cz(n,a,d,r), i = 1, 2, et CQ ==:
CQ{n,a,d,r) telles que pour tout couple de metriques (ge^h) adaptees au fibre principal
S1 —> M -^ N telles que (N,h) ̂ M(n,a,d,r) et (M,pg) e M(n+ l,a,d), sie^eo, alors

(i) 0 < A^(M^) ^ Gi • (£||e||2)2, 1 ^ k ^ m?

(ii) A^+i,p(M,^)^G2.

THEOREME 4.2.-II existe des constantes positives Cz =: Q(n,a,d,r), i = 1, 2, ^
^Q =: 5o(n,a,d,r) ^//^ ^M^ 7?OMr ^M^ couple de metriques (ge^h) adaptees au fibre princi-
pal S1 -^ M -^ N telles que (N, h) G M(n, a, d, r) et (M, ̂ ) ^ M(n-\-l,a, d), '̂ £ ^ eo et
e(M) 7^ 0, alors

Gl(£||e||)2^Al,l(M^,)^C2•(£||e||2)2.
THEOREME 4.3. - On suppose que dim H2 (TV, R) = 1.
// ^^^ ^5- constantes positives Ci =: (7^(n,a,d,r), i = 1, 2, ^r £Q =: £o(n^a^ d,r) ^//^

^M^ ^OMF roM^ couple de metriques (^, /i) adaptees au fibre principal S1 —> M —^ N telles que
(N,h) eM(n,a,d,r) et(M,ge) C A^(n+l,a,d), s i e ^ C Q et e(M) ^0, ̂ r^

C'i (£||e||2)2 ^ Afc,p(M,^) ^ G2 • (^||e||2)2, l ^ k ^ m ^ l ^ p ^ n .
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Les theoremes 4.1, 4.2, 4.3 ci-dessus correspondent aux theoremes 1.17, 1.19, 1.21 dans Ie
cas des metriques adaptees. II est facile alors d'en deduire les theoremes 1.17, 1.19, 1.21. En
effet, soient (A^/i) une variete riemannienne compacte orientee et SQ ==: (5o(^,a,c^ (7V,/i)) et
T =: r(n, a, d, (TV, h)) les constantes intervenant dans Ie theoreme 2.5.

Soit (M, g) G MN(n + 1, a, ̂ ) verifiant 6 = <5^((M, 5'), (TV, h)) ^ ^o. 11 existe une fibration
TT : M —^ N et des metriques hg et ^5 sur N et M r-proches de /i et ^ respectivement telles
que (^,5, /i^) est un couple de metriques adaptees. D'apres Ie theoreme 2.4, les valeurs propres
\k,p(M,g) et \k,p(M,g6) verifient

^WI^P^^^ ̂  ̂ p(M^g) <i r^^X^M^,).

Les theoremes 1.17, 1.19 et 1.21 se deduisent alors directement des theoremes 4.1, 4.2, 4.3
et 2.5. En effet, les constantes Ci intervenant dans les theoremes 4.1, 4.2, 4.3 dependent des
bornes sur la courbure K(N^ hg). Ie diametre d(N^ /i<$), et Ie rayon d'injectivite r(Ny hs) et ces
bornes s'expriment en fonction de n, a, d, (N, h) d'apres Ie theoreme 2.5(b), (c); de plus, les
representants harmoniques de la classe d'Euler de M par rapport aux metriques h (resp. hg) ont
des normes L2^, h) (resp. L^JV, hs)) qui restent dans un rapport borne a cause du theoreme de
Hodge.

4.4. Demonstration des theoremes 4.1,4.2,4.3

On a vu au paragraphe 3 qu'il suffisait de considerer les p-formes differentielles S1 -invariantes
pour controler les valeurs propres bornees (cf. theoreme 3.4).

On notera dans ce paragraphe J7^(M) les p-formes differentielles S1-invariantes sur M.
Nous commencons par rappeler quelques faits.
Soit ̂  6 ̂ (M), ip 7^ 0. Son quotient de Rayleigh pour la metrique g^ sur M est donne par

(4.5) RW= I\W^W}^/ f^dv^^
j j
M M

ou |d^[2, |^^|2 designent les normes de d^, 6^ pour la metrique g ^ .
On notera

(4.6) 9W==/ l(|d^|2+|^12)d^.
M

Les formules suivantes qui resultent de calculs simples et directs permettent de ramener
restimation des quotients de Rayleigh des elements de J?^(M) a des calculs sur (TV, h).

LEMME 4.7. -Soient ^ G ^(M), ^ = 7r*a + 7r*a A uj, ou a € ^(N) et a e ^^(N).
On a

(i) ||^||i=^(||^||i+||a||i);
(ii) d^=7^*(dQ /+(-l)p - l£(aAe))+7^*(da)Acc;,

||dV;||i = e{\\da + (-ir^(a A 6)||j + \\da\\2,};

(iii) 6^ = 7r*(fo) + 7r*(^a + (-1)^ * (*a A e)) A a;,

||̂ ||i= ̂ (Utolli + ||^+(-l)^*(*a A e)||^).
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Dans ce lemme, ||-0||2 (resp. ||d'0||2, H^lb) designe la L2-norme de ^ (resp. d^, 8^)
dans (M,^e), et ||a||2 (resp. \\a\\'z) la I^-norme de a (resp. a) dans {N,h). On designe aussi
Foperateur de Hodge de (TV, h) par *.

Nous allons nous ramener a la preuve du resultat suivant.

4.8.-// existe des constantes d(n,a,d,r), 1=1,2, et e\ =: e^{n,a,d,r) telles que pour
tout (M, g^) € M(n 4- 1, a, d) et (N, h) e M(n, a, d, r), OM (^, /z) ̂  ̂  COM/?/^ de metriques
adaptees a la fibration principale S1 —> M —> N , si £\\e\\^ < £1, alors les conclusions des
theoremes 4.1, 4.2, 4.3 sont vraies.

La constante £1 sera choisie dans 4.8 de telle sorte que les valeurs propres de (N,h)
n'interferent pas avec les petites valeurs propres de (M, g^).

Les theoremes 4.1, 4.2, 4.3 se deduisent alors de 4.8 et du lemme suivant.

LEMME 4.9. - i7 existe des constantes e^ =: e^(n, a, d) et Co =: Co(n, a, d) telles que pour
tout fibre principal S1 —^ M —> N et tout couple de metriques adaptees {ge^h) telles que
{M,ge) G MN(n + l,a,d) et (N,h) € M(n,a,d,r), si e < e^ alors {e\\e\\2)2 ^ Co, ou e
est Ie representant harmonique par rapport a h de la classe d'Euler de S1 -^ M —^ N.

Demonstration. - Appendice, A.26. D

Les theoremes 4.1, 4.2, 4.3 se deduisent de 4.8 et 4.9 de la facon suivante. On pose C =
(^iC'o"1)1/2, ou e\ et Co sont les constantes intervenant dans 4.8 et 4.9 respectivement. Le
couple de metriques {g-^^h) est adapte et pour tout e ^ e^ on a (C^||e||2)2 ^ £1 d'apres le
lemme 4.9. D'apres 4.8, les valeurs propres Afc,p(M,^), 1 ̂  k^ m?, de (M,g-^^ verifient
les conclusions des theoremes 4.1, 4.2 et 4.3. Comme ge est C-proche de g-^^ ces memes
conclusions restent vraies pour les valeurs propres A^p(M,(^) de (M,^g), 1 < k ^ nip, grace
au theoreme 2.4.

Demonstration du theoreme 4.1 sous Fhypothese £\\e\\^ ^ e\. - On considere le sous-espace
test Ep C ^(M) de dimension bp_i {N) + bp(A^) obtenu en relevant par TV Fespace des formes
harmoniques de degre (p — 1) et p de (N, h) :

(4.10) £ ;p={^=7r*a+7r*aA^ aeW(7V,/z), a^W^N.h)},

ou ̂ (N, h) designe Fespace des p-formes differentielles harmoniques de (N, h).
Soit ̂  G Ep. On deduit du lemme 4.7,

f l l^ l l i=^(11^1122+hl l i ) ,
(4 .11) { ||d^||i=^||aAe||i,

[||^||i= ̂ || *aAe|||.

La norme ponctuelle d'un produit exterieur verifie pour u G ^7* (N), v G i?* (N),

(4.12) \u/\v\ <^C(n)\u\\v\, ou C(n) > 0.

Comme a, a, e sont harmoniques sur (N,h), on deduit de [19] Fexistence d'une constante
C =: C(n, a, d, r) telle que pour tout ̂  e £"p,

(4.13) RW^Ce2^
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ce qui entrame par Ie principe du min-max la majoration du theoreme 4.1 puisque m? ==
bp{N) + bp-i(AQ - bp(M) (cf. (1.16)). Montrons a present que \mp+i,p{M,g) est minoree
independamment de e.

D'apres Ie principe du max-min, il suffit de verifier que tout element de Q^{M) orthogonal a
Ep a un quotient de Rayleigh minore independamment de e.

Soit -0 G ̂ , ̂  -L Ep. On ecrit ̂  = TT^O -\- 7r*a A uj.
On a

||da + (-ir^(a A e) ||, > ||da||2 - Ce\\aU\e\\^
(4.14) ||̂  + (-i)n^ ^ (^ /\ ̂ |^ ̂  ||̂  _ ^||^||2||e||2,

on en deduit, en utilisant Ie lemme 4.7,

(4.15) ||d^||2 + ||^1|2 ^ ^(l|da||2 + ||to||2 + \\da\\^ + \\6a^ - C e\\e\\^\\a\\^ + ||a||2)).

Par ailleurs, comme ̂  est orthogonale a Ep, a et a sont orthogonales respectivement a ̂ {N, h)
etW^TV^etdonc

(l|da||2 + ||to||2)2 > ||da||i + ||to||i ̂  A^(7V, /z)||a|||,
(4.16) \ 2(||da||2 + \\6a\\^Y ^ ||da||i + ||(5a||j ̂  Ai,p-i(^ /i)||a|||.

On deduit de (4.15) et (4.16)

(4.17) (||d^||2+||^||2) ^^(||a||2+||a||2)-••

x [mm^^N^h)1/2^^-^^)1/2) - C{N,h)e\\e\\^.

Ainsi, sous la condition suivante, qui assure que les valeurs propres de (TV, h) n'interferent pas
avec les petites valeurs propres de (M, ge\

^\\2 ^^l:=^mm(Al^(7V,/^)l/2,Al,p-l(^/^)l/2),

on obtient

(4.18) |W||i + H^lli ̂  J ̂ (||a||i + ||a|||) = ̂  ||̂ |||,

d'ou la minoration du theoreme 4.1 en remarquant que Ai^(7V, h) et Ai^-i(7V, /i) sont bornes
en fonction de n, a, d, r (cf. theoreme 1.3). D

La preuve des theoremes 4.2 et 4.3 sous 1'hypothese £||e||2 ^ £1 repose sur Ie lemme 4.19
(lemme des petites valeurs propres). Ce lemme dit que, L etant un entier donne, les L premieres
valeurs propres pour les p-formes de (M,^) sont «bien approximees» par les valeurs propres
de la forme quadratique q{^) = J^ (|d'0|2 +1^'0|2) dvg definie sur un sous-espace ^o de Q^{M}
de dimension L qui est «presque orthogonal» a Q^{M).

Precisement, on note D un sous-espace de j7^(M) stable par Ie Laplacien. En fait, dans la
suite, on aura D = ^(M) ou bien D = ̂ (M,^)-1-. Dans Ie deuxieme cas, 7<p(M,pe)±

designe 1'orthogonal de W(M, ge) dans ^(M).
On note egalement pour simplifier {Aj}^^ les valeurs propres du Laplacien agissant sur D.
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LEMME 4.19 ([7, theoreme 1.7], [8, lemme 4A]).-Soient L un entier positif et C\ > 0. //
existe po == po(C\^L) et C = C(Ci, L) tels que pour tout p < RQ, si les conditions suivantes (i)
et (ii) sont realisees :

(i) Ie nombre de valeurs propres du Laplacien agissant sur D contenues dans Vintervalle
[0, Gi] est egal a L;

(ii) il existe un sous-espace test ^o C D de dimension L tel que pour tout ^o ^ ^o» ^ ^ D,
on a

g^o^pllV'ol^Nli+gW)172,
alors

l^i - Op2 ^ \z ^ fli, i = 1, 2 , . . . , L,
ou {/^}f^ designe les valeurs propres de laforme quadratique q definie sur ^o-

Les preuves des theoremes 4.2 et 4.3 sont semblables mats Ie cas des 1-formes differentielles
(cf. theoreme 4.2) est plus simple et nous commencons par celui-la.

Demonstration du theoreme 4.2 sous Fhypothese e\\e\\^ ^ e\. - Comme e ^=- 0, m\ = 1 et on
salt d'apres Ie theoreme 4.1 qu'il existe une unique 1-forme propre de valeur propre Aij (M, g ^ )
verifiant

(4.20) (XAi^M^KC^Helli

des que£||e|[2 ^ e\.
Nous allons appliquer Ie lemme 4.19 au sous-espace vectoriel ^o C D =: ̂ (M,^)^ C

J?^(M) de dimension 1 defini par ^o = RUJ, ou uj est la 1-forme verticale du fibre normalisee
pour que uj\ = uj\g^ = 1.

Verifions d'abord que uj e D = '^(M,^)-1-, i.e. uj est orthogonal a 1'espace des 1-formes
harmoniques. Cela provient du fait que ces dernieres sont horizontales, ce qui decoule du :

LEMME 4.21. -Soit {a\,.. .,ak} une base orthonormee de ̂ (N.h), ou k =b^(N). Alors
{7r*Q; i , . . . , Tr^ak} est une base de ̂ (M,^).

Demonstration. - On montre d'abord que ̂ ai € H1 (M, g ^ ) . Comme d^ai = TT* (dai) = 0,
il suffit de verifier que 6{^ai} = 0. On a (cf. lemme 4.7),

6(^ai) = 7r*(6a,) + (-I^TT* ( * (*a, A e)).

Comme ai est harmonique sur (TV, h) et ^ai A e est une (n + l)-forme sur N , on en deduit que
^(7r*c^) = 0. De plus, si i ̂  j,

(TT*^, 7T*a^)L2(M,^) =£{a^^ aj}L'2{N,h') = 0-

Ainsi, {Tr*^!, . . . ,7r*afc} est bien une base de 7^1(M,^) puisquebi(M) ==bi(7V), i.e. e 7^ 0.
D'apres Ie theoreme 4.1 Ie nombre de valeurs propres du Laplacien agissant sur D contenues

dans Fintervalle [0,C{N,h)] est egal a 1, ou C(N,h) est la constante C-2 du theoreme 4.1.
L'hypothese (i) du lemme 4.19 est done verifiee.

Verifions 1'hypothese (ii).
Soient i^o = uj et ̂  = ̂ a + 7r*a A a; C D.
On a:

(4.22) g(^o, ̂ ) = fWo, d^) d^ + ( {6^, 6^} dvg,
M M
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et comme 6uj = 0, on deduit du lemme 4.7,

(4.23) 9(^o^) - e ({^e, TT* (da) + e(a o 7r)^e) dvg,
M

•= e2 / (e, da + eae) dvh.
N

On en deduit

(4t24) |^o^)| ̂ G.vol^/^llal^llelloo
et en utilisant a nouveau [19],

(4-25) |^o^)| ^C7(7V^)^||e||i||^o||2 ||^||2.

Chypothese (ii) du lemme 4.19 est verifiee avec po = C(N, ̂ )£2||e|||.
Comme R{^o) = ̂ ^ = ̂  = e^e^ on deduit du lemme 4.19.

(4-26) ^Mll - Ce^\\e\\t ̂  Ai,i(M,^) ̂  ̂ ||e||2,

ce qui prouve Ie theoreme 4.2. D

Demonstration du theoreme 4.3 sous I'hypothese e\\e\\^ ^ ^i.-Nous allons a nouveau
appliquer Ie lemme 4.19. Nous avons a demur un espace test ^o.

Dans Ie cas precedent des 1-formes differentielles, ^o etait engendre par uj, c'est-a-dire Ie
supplementaire orthogonal de H1 (M, g ^ ) dans E^ (cf. 4.10). En fait, pour tout p, Ep est 1'espace
qui approche bien la somme des sous-espaces propres associes aux «petites valeurs propres»,
nulles et non nulles (cf. 4.13).

Dans Ie cas p = 1, ^o = ̂  C E^ correspond a Funique petite valeur propre non nulle.
Dans Ie cas p ^ 0, 1, n, n + 1, Fespace Ep ne contient pas HP(M, g ^ ) en general et Ie choix

de ^o en est rendu plus delicat.
En fait, HP(M, g^) se determine a Faide de la suite de Gysin du fibre S1 -^ M^1 -^ A^ ([2,

p. 179]). Nous allons choisir Ie sous-espace test <^o egalement a Faide de la suite de Gysin.
Grace a Faction isometrique de S1 sur (M^1,^,), on peut representer la suite de Gysin de

la facon suivante. Soit a une p-forme differentielle fermee sur (M,^) (resp. (N, h)). On peut
decomposer a de facon unique en a = a + db, ou a € UP(M, g ^ ) (resp. a e W(7V, h)) et b est
une (p - l)-forme co-exacte de (M, g^) (resp. (N, h)). On notera rjp Ie projecteur

(4.27) r]p(a)=a

et 7p Foperateur lineaire defini par

(4.28) 7p(a)=b.

Nous adopterons par abus les memes notations pour M et N lorsqu'il n'y aura pas d'ambigui'te.
La suite de Gysin du fibre s'ecrit ([2], p. 179, Proposition 14-33)

(4.29) . • ̂ -\N^ h) A-^ H^N, h) ̂  U^M^ ̂  H?-1^ h) • . .

•••^^^(N^h)——...

ou les applications Ap, Sp, r? sont definies de la facon suivante.
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Si a e H^^N, h\ b G W^N, /i), alors

(4.30)
Ap_2(a) =r]p(a/\e),

Sp(b)=r]p{7^:'b).

Si -0 € W(M, ge\ on a vu que ̂  s'ecrit -0 = Tr*^ + 7r*a A a; avec a € ^(AQ, a G ̂ p-l (AT) et
a fermee. On pose alors

(4.31) rp(^)=77p-i(a). D

Le lemme 4.32 suivant, qui provient de Inexactitude de la suite de Gysin, permet d'identifier
HP(M, ge) a un sous-espace de W1 (N, h) C W-T^^N, h), et par dualite, a un sous-espace de
W1 (N, h) C W^N, h). Cela nous permettra par la suite de definir Fespace test ^o.

LEMME 4.32. - ̂ (M, pe) est isomorphe a Ker An-p © Ker Ap_i.

Demonstration. - On a :

(4.33) /HP(M,g^ ̂  Kerr? C (Kerr?)-1-.

Comme la suite (4.29) est exacte, on obtient immediatement que (Kerrp)^ est isomorphe a
KerAp-i.

II reste done a prouver que Kerr? est isomorphe a KerAn-p. Par exactitude, on a Kerr? c^
Im5p ^ (Kersp)1- = (ImAp-^-^-. II faut done verifier que (ImAp_2)± est isomorphe a
KerA^-p, ce qui decoule du lemme suivant.

LEMME 4.34. - Soil b G ̂ "^(A^ h). Les proprietes suivantes sont equivalentes :
(i) be KerAn-p ;

(ii) ^bLv/\e pour tout v^W^^N.h).

Demonstration. - Soit b € Ker Ayi_p.
On a, pour z/ € W^, /i)

(4.35) (*^^/Ae)-(-l)p(n-p) /\^e/\\^b, v A e) - (-1)^-^ lvl\el\h.

N

Si 6 e Ker A^_p, & A e est exacte, i.e. b A e = d(^. On deduit alors de (4.35),

(4.36) (^Ae)^-!)^-^ ( ̂  A ^ = (-l)^-^1) /d ( (^A^)=0 .
TV N

Inversement, supposons que *& -L ^ A e pour tout v € /HP~2 (N^ h). Posons b A e = rjn-p-^-2 (b A
e) +d(^.

Ona:

(4.37) (*&, ̂  A e) = (-l)^71-^1) /t & A e A v.

N

En choisissant v = ̂ r]n-p-^-2(b A e), on obtient

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



628 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

(4.38) 0 = {^ v^e}= (-1)^-^+1) (r]n^(b A e) A *^_^(& A e),
N

={-lY{n-p^\\^-^b^e}\\^

ce qui entraine rjn-p-^-2 (b A e) = 0 et 6 e Ker A^_p.
La suite exacte de Gysin, Ie lemme 4.32, suggerent que Ie sous-espace ^ de W(M,^)

defini en 4.39 ci-dessous « correspond » aux petites valeurs propres non nulles des p-formes de
(M^1,^).

(4.39) ^=^e^ ou,

^i = [^ = 7r*a A uj, a e (KerAp-i)-1},

6={^=7r*<^ ^^(KerA^-.^}.

En fait, pour appliquer Ie lemme 4.19, nous devons modifier legerement ce choix de Pespace
test. L'idee est de faire en sorte que la differentielle des elements de $1 et la codifferentielle des
elements de $2 soient Ie « pull-back » de formes harmoniques de (N, h). C'est cette propriete qui
permet de verifier 1'hypothese (ii) du lemme 4.19.

On pose pour a e W-^TV, /i), a e 7^ (TV, /i),

(4.40)
^a = 7T*a A uj + (-1)^71-* (7p+i (a A e)),

^a = TT*^ - ^TT* ( * 7^_p+2(*Q/ A e)) A 0;.

On pose egalement

(^l) ^^iC^,
ou

^-{^^^(KerA^i)^},

^2={^ ^^^^(KerA^-p)^-}.

On pose enfin

(4.42) $o=^W^)©^.

Le sous-espace ^o C D = ^(M) ainsi defini est Fespace test auquel on appliquera Ie
lemme 4.19.

Le lemme suivant decoule directement du lemme 4.7.

LEMME 4.43. - Soient ^a e ^i, ^a ^ 6. On a :
(i) d^a = £7r* (^p+i (a A e)),

6^a = (-l^+^Tr^^+^a A e) A e)) A a;,
(ii) ̂  =: 6-(-l)nP7^*(*^-p+2(*a A e)) A a;,

d^a = (-l^Tr^^-^^a A e) A e).

Le lemme suivant dit que les sous-espaces test ^i et ^2 sont L2 proches des sous-espaces test
^i ^t ^2 si £||e||2 est assez petit.

LEMME 4.44. - // existe une constante positive C = C(N, h) telle que pour tout ^a e $1,
^a e ^2, ̂  ̂  :

(i) ||̂ a - 7T*aAa;||2 < C£||e||2||7r*a||2,
(ii) ||^a-7r*a[[2^G£||e||2||7r*a||2.
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On en deduit en particulier Ie :

COROLLAIRE 4.45. - Lorsque e\\e\\^ est assez petit,

dim^o=bp(AQ+bp_i(AQ, dim^i ^^=mp.

Demonstration du corollaire 4.45. -D'apres Ie lemme 4.44, si e\\e\\^ est assez petit dim^
= dim^, et on conclut avec Ie lemme 4.32 et (4.39). D

Demonstration du lemme 4.44. - On fait la preuve dans Ie cas (i), Ie cas (ii) est identique.
On a:

(4.46) ^ - 7r*a A a; = (-I^TT* (7^+1 (a A e)).

Rappelons que 7^+1 (a A e) est une p-forme differentielle co-exacte verifiant

(4.47) d7p+i (a A e) + 77^+1 (a A e) = a A e.

On a:

(4.48) Ai^i(7V^)||7^i(aAe)||i^||d7p+i(aAe)|[^C(7V^)||a||i||e|||.

Ainsi, on obtient en utilisant (4.46), (4.48)

(4.49) ll^a-^aA^II^C^II^allillelli. D

Le lemme suivant dit que ^i et ^2 sont L2-orthogonaux et presque g-orthogonaux.

LEMME 4.50. - Soient ^a ^ ^i, ^a C $2. ̂  ̂  :
(1) <^a^a)=0,

(ii) |^a^a)|^C7(7V,/^)(£||e||2)3||7^*a||2||7^*a||2.

Demonstration. - (i) On a :

(4.51) <^a, '0a)=-£2(a,*7^_p+l(*aAe))L2(7v^)+(-l)^2<7p+l(^Ae),a)L2(7v^).

On conclut {^a^a) = 0 car a, a sont harmoniques et 7n-p+i(*a A e), 7p+i(a A e) sont
co-exactes.

(ii) A Faide du lemme 4.43, on obtient

q^a^a) = e^TT^p^a A e), (-lyV^-^^ A e) A e)^^^

(4.52) +(-l) (n+ l )p+n^3^*(*(*7p+l(^Ae)Ae)),7^*(*^_,+2(*aAe)))^

En appliquant 1'inegalite de Cauchy-Schwartz, (4.48) et [19], on deduit

(4.53) |^a^a)| ̂ C{N,h){e\\e\\^\\^aU\^a\\^. D

LEMME 4.54. - Soit ̂  = TT^U + TT*^ A uj G ^(M). A/<9^,

|^*(^)||2 ̂  ̂ (^ ̂ ||e|[2||7r*^||2 + ||^||2.
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Demonstration. - A I5 aide du lemme 4.7 on a :

(4.55) H^lll = ||7r*(^) [|^ + ||7r* {6v + (-1)^ * (*n A e)) ||2.

Ainsi, on obtient

(4.56) ||7r* (6v + (-1)^ * (*n A e)) ||̂  H^;

d'ou

(4.57) IkWiL^ ||̂ ||2 +£[ | ^*(*(*nAe) ) | | , .
En utilisant [19] et (4.12), on obtient Finegalite du lemme 4.54. D

Nous sommes a present en mesure d'appliquer Ie lemme 4.19 au Laplacien agissant sur les
p-formes differentielles ^(M, g^) et a Fespace test ^o. Nous noterons pour simplifier

(4.58) 0 = Ao < Ai ^ A2 ^ • • •

les valeurs propres du Laplacien agissant sur Q^{M) et

(4.59) 0 = P.Q < ̂ i ^ ^2 ^ • • • ^ ̂

les valeurs propres de la forme quadratique q restreinte au sous-espace ^o.
Les valeurs propres Ao et ^o sont de multiplicite

b^(M)=bp(^)+bp-i(7V)-^

ou £ == dim^i © ^2 = ̂ p.
D'apres Ie theoreme 4.1, on a

(4.60) A^+i^G(7V,/i)>0,

et Ie nombre de valeurs propres \i dans 1'intervalle [0, C(N, h)] est egal a bp(N) + bp-i (TV) =
dim^o. La condition (i) du lemme 4.19 est done verifiee.

Verifions maintenant la condition (ii) du lemme 4.19, i.e. pour tout ^o e ^o et ̂  e ̂ (M) :

(4.61) |^o^)| ̂ G(7V,^2||e||i||^o||2(||^||i+9W)l/2.

Si '0o ^ ̂ (M^), q(^o^) == 0 et (4.61) est verifiee. II reste done a montrer (4.61) pour
'00 ^ ^i © ^2. Grace au lemme 4.50, il suffit de verifier (4.61) pour ^o ^ ^i ou ^o ^ ^2. On va
verifier (4.61) pour '0o ^ 6.le ̂ s ^o ^ ^2 est semblable.

Soient ̂  G ^i et ̂  = 7r*n + 7r*-y A a; G ^o)(M)•
On a d'apres 4.43 et 4.7,

(4.62) /\d^(W^ =(-1)^2 ( {^(r]^(a^e)^ TT^V A e))d^.
M M

En remarquant que ||%,+i (a A e) [ [2 ^ ||a A e||2, on obtient

(4.63) f(d^d^)dvg, ^ C^N^h^^^a^h'v^
M
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et done

(4.64) | [(d^d^)dv^ <G(7V,^2||e||i||^||2||^||2.
I v
M

On a egalement d'apres 4.43 et 4.7,

(4.65) A^W^
M

=(_l)(n+i)^2 / l^*(^(^^(aAe)Ae)),7r*(^+(-l)n^*(*^Ae)))d^.

M

On en deduit en utilisant (4.12) et [19],

(4.66) [(S^Wdv^ ^C7(^/l)£2||e||i||7^*a||2(||7^*(^)||2+£||7^*(^)||2||e||2).
M

A Faide du lemme 4.54, on en deduit

(4.67) y<^<W^ <G(7V^)£2||6|||||^||2(G(7V,^||6||2||^||2+^)1/2),

M

d'ou, lorsque £||e||2 est assez petit,

(4.68) | l'(6^,S^}dv^ <G(A^)£2||e||i||V^2(IHl2+<7W)l/2•
I u
M

La condition (ii) du lemme 4.19, i.e. (4.61) decoule de (4.64) et (4.68).
Le lemme 4.19 donne alors

(4.69) ^ - C(N, h) ||e||^4 ^ \i^ ̂  i = 0 , . . . ,L

II reste a estimer /^, i.e. le spectre de q restreint a ^o.
Rappelons que /^o = Ao = 0 de multiplicite egale a dimT^M,^). II faut done estimer /^,

i = 1, . . . , £, c'est-a-dire les £ = m? dernieres valeurs propres de q restreinte a ^o- La majoration
des /^, i = 1,. . . , {. = nip, decoule du theoreme 4.1, et la minoration va decouler du principe du
max-min et du lemme suivant:

LEMME 4.70. - SoitF = $1 CC2. Pour^ G F, on a qW ^ C{N, h^2^^^ ou C(N, h)
est une constante positive.

Demonstration. - Grace au lemme 4.50, il suffit de montrer 4.70 lorsque '0 = ̂ a ^ ^i on
^ = '0^ G ^2- On le fait pour ^a, le cas de ̂  ^st similaire.

D'apres le lemme 4.43, on a

(4.71) ^a)=^| |^*(%+l(aAe)) | |2+£4 |7^*(*(*7p+l(aAe)Ae)) | |2 .

Par ailleurs, on a

(4.72) £4[ |7^*(*(*7p+l(aAe)Ae))| |2^G(^/^)(^| |e| |2)4 | |7^*a| |i ,
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et comme ||7T*a||2 < C{N,h)\\^a\\2 lorsque e\\e\\'z est assez petit d'apres Ie lemme 4.44, on
deduit de (4.72),

(4.73) ^||7^*(*(*7p+l^Ae)Ae))||^G(7V^)^||e||2)4||^a||i.

Comme dimH^A^R) = 1, e est multiple d'un generateur eo de H^A^Z), done a A e =
ka A eo.

De plus, pour tout a € (KerAp-i)^, on a

(4.74) ^p+i (a A e) = krjp^ (a A eo) 7^ 0

et par compacite, il existe C = C{N, h) > 0 telle que

(4.75) [^+i(aAeo)||^C7(7V,/i)||a||2,

et

(4.76) [|^+i(aAe)||^C(7V,/i)||a||2||e||2.

On en deduit

(4.77) ^[[^(^^(aAe^ll^^TV^^II^allillelli.

Le lemme 4.44 entrame alors

(4.78) ^[^(^^(aAe^l^G^^II^IIIHell i

et on deduit de (4.71), (4.78) et (4.73)

(4.79) ^J^^^^llellill^lli-^^^llellill^li,

ce qui acheve la preuve du lemme 4.70 et du theoreme 4.3. D

5. Formule asymptotique et exemple

Soit S1 ̂  (Af+^^J -7L^ {^.h) un fibre riemannien, ou (geo.h) est un couple de
metriques adaptees (cf. definition 2.1). On peut choisir par exemple eo = 1. On note e le
representant harmonique de la classe d'Euler de ce fibre. On suppose e ̂  0.

On considere la famille de metriques g^ sur M77^1 definie par :

(5.1) p^^T+^r^

ou QT est la restriction de g^o aux fibres et g^± la restriction de g^ aux directions
perpendiculaires aux fibres.

On fixe p, 1 ̂  p ^ n = dimA^, et on considere les formes quadratiques q\ et 92 definies sur
FI = (KerAp-i)^ et F^ = (KerA^-p)-1- respectivement par :

^^ f9l (^)=l l%+i(aAe) | | | , aCFi,
l92(Q /)=||^n-p+2(Q /Ae)|| | , aeF2.
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Soit 0 < v\ ^ 1̂ 2 ^ • • • < ^, i = m?, les valeurs propres de la forme quadratique 91 (D 92
definie sur F\ (D F^.

Nous allons prouver Ie theoreme 1.27 que nous rappelons a present.

THEOREME 5.3.-Sous les hypotheses precedentes, les (- premieres valeurs propres non
nulles

0 < Ai,p(M,^K • • . ̂  A^(M,^)

verifient

\^p{M,ge)=e'2Vj+o(e2)

lorsque e tend vers 0, j = 1, 2,..., t = nip.

Remarque 5.4. - C existence d'une forme quadratique Q definie sur un espace de dimension
£ = mp dont les valeurs propres {^}f^i verifient la formule asymptotique du theoreme 5.3 peut
se deduire de [13,14,11]. Dans Ie theoreme 5.3, nous explicitons vj en fonction de la classe
d'Euler e du fibre.

Demonstration du theoreme 5.3. - La preuve est identique a celle du theoreme 4.3 et consiste
a appliquer Ie lemme 4.19 au Laplacien agissant sur ^(M) et a Pespace test ^o == W^M, ge) 9
^i 0 ̂ 2 defini en (4.41), (4.42). On obtient encore comme en (4.69),

(5.5) ^-C(N^){\\e^e)^\^p{M^^^^^ j = 0 , t , . . . , ^

ou /^o , . . . , A4 designent les valeurs propres de la restriction de q a ̂ o. Comme, cette fois, la classe
d'Euler e est fixee on obtient

(5.6) ^-C^A^M^K/^ J=0,...^.

Le theoreme 5.3 decoulera alors du :

LEMME 5.7. - Sous les hypotheses precedentes,

H =y3e2 +0(£2)

lorsque e tend vers 0, j = 1 , . . . , t = m?.

Demonstration. - Comme W^M.ge) est 1'espace propre de q/^o associe a la valeur propre
^o = 0, les espaces propres de q/^o associes aux valeurs propres /^i ^ ^ <^ • • • ^ /^
sont contenus dans W^M.ge)^. Par ailleurs, ^i ® ^2 est asymptotiquement contenu dans
W(M, ̂ g^ lorsque e tend vers 0 a cause du :

LEMME 5.8. - Soient ^a e ̂ i, ^a ^ ̂  ^ € UP{M, ge). On a:
(i) |^a^)L2(M^)I^G(7V^)£||^||2||^||2||e||2;

(ii) |^a^)|L2(M^)I^G(7V^)£||^||2||^||2||e||2.

II decoule du lemme 5.8 que la projection orthogonale ̂ i © ̂ 2 —^ (W(M, ge)}1' est une quasi-
isometrie de rapport (1 + o{e)) lorsque e tend vers 0. De plus, cette projection est une isometrie
pour la forme quadratique q et done, lorsque e tend vers 0, on a

(5.9) p,(l-o(£))^/^p,(l+o(£)), j= l , . . . ^=mp,

ou {pjYj^ designent les valeurs propres de q definie sur ^i © ^2.
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Enfin, les valeurs propres de q/^ Q ^2 verifient

(5.10) Pj-^+o^2)

car nous avons d'apres Ie lemme 4.43, pour ^a ^ ^i, ̂ a ^ ^2 ''

(5.11) ^a)=^| |^*%+i(aAe)|^+^| |^*(*(*7^i(aAe)Ae)) | |2 ,

^a) = £2||7^*77n-p+2(*a A e) ||2 + £4 ITT* ( * 7n-p+2(*Q/ A e) A e) ||2

et ^i et ^2 sont ^-presque orthogonaux (c/ lemme 4.50).

Demonstration du lemme 5.8. - Soient ^a ^ $1 et -^ e ̂ (M, ̂ ). On a (c/: (4.40)):

(5.12) ^^^aA^+^iy^Tr^+^aAe)),

ouac (KerAp-i)-1.
On pose pour ̂  e W^M, ̂ g),

(5.13) '0=7r*n+7r*z;Aa;.

Rappelons que d'apres 1'exactitude de la suite de Gysin, v e Ker Ap_i. On a

(5.14) y^^d^ =[(^a^v)dv^ +(-1)^ / l<7^*(7p+l(aAe))^*^>d^.
M M M

Comme a e (KerAp-i)^ et r G KerAp-i, on obtient

(5.15) I /l(^a^)dvg, ^£|7p+i(aAe)||j7r*^||2
I l7
M

d'ou 1'on deduit, en utilisant [19] et Ie lemme 4.44,

(5.16) y^^d^ ^G(A^||e||2||^||2|H|2.
M

De meme, on prouve que si ̂  ^ $2.^ € W^M, ̂ ),

(5.17) (^^}d^J^G(7V^)£||e||2||^||2||^||2.
M

Ceci acheve la preuve du lemme 5.8 et du theoreme 5.2. D

L'exemple suivant a pour but de montrer que Fhypothese dimH2(A^,]]
me 1.21 est necessaire pour assurer 1'uniformite de la minoration.

Exemple 5.18. - On considere une suite de fibres riemanniens

SI^M^^^MA^/^ k =0,1, . . . ,
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ou (gk, h) est un couple de metriques adaptees (cf. definition 2.1). On note uj^ la 1-forme verticale
par rapport a gk sur {M^1 , g k ) telle que \^k\ = 1. ou \^k\ est la norme de ujk par rapport a
gk. On note egalement e^ € ^(A^, /i) Ie representant harmonique de la classe d'Euler du fibre
S^M^^N.

Dans la suite, on fixe p , 2 ^ p ^ n — 2. On note

A^.np^N.^^np^^N^h)
1'application definie par A^(a) = r]p^{a A e/c) (c/ 4.31).

Pour e G H^TV, R), on note A; : ̂ {N, h) -^ W^^N, h) I5 application, definie par :

(5.19) A;(a)=^+2(aAe).

Supposons que cette suite S1 -^ (Mk.gk) -^ (N,h) de fibres verifie les hypotheses
(Hi),.... (H5) suivantes :

(Hi) d^k = W^ (e/c) et lim Ck = 0,
k-^oo

(H2) Hm £k\\€k\\2=Q,
k—>oo

(Hs) il existe e G H2 (N, h) telle que lim
k—> oo

€k

\\Ck\\2
— e =0,

2

(H4) dimKerA^_i ==9, k = 0, 1, 2 , . . . ,

(Hs) dimKerA^_i = g + l .

Nous allons montrer que sous les hypotheses (Hi), . . . , (H5), on a :

(5.20) lim^^-f^-O./c^oo ^ll^lli
Intuitivement, KerA^_i tend a gagner une dimension lorsque k tend vers +00. Cela produit

une valeur propre non nulle satisfaisant (5.20).

Demonstration de (5.20). -On considere la suite {KerA^_i}^ de sous-espaces de
^-^(TV, h). Une sous-suite que Ron ecrit encore {KerA^_i}^ converge vers un sous-espace
F de HP~1(N, h). On a dimF = dimKerA^_i = 9 d'apres ̂ 4). Par continuite, nous avons

(5.21) FcKerA^_i.

Comme dimKerA^_i = q + 1 (c/ (H5), il existe b € KerA^_i et b 1. F. On considere la p-
forme differentielle ̂  sur (Mk^gk)

(5.22) ^=^WA^+(-l)p^<(7p+l(^Aefc)) .
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De la meme facon que dans la preuve du lemme 5.8, on obtient en utilisant Ie fait que les
sous-espaces Ker A^_^ convergent vers F et que b -L P, pour tout ̂  e W^Mk.Qk)

(5.23) |(^^)L2(M.^)1^^^||^1|2||^||2.

D'autre part, nous avons sur (Mk.gk)

(5.24) ^(^)=4| |^(^+l(& A^)) | |^+4|^(*(*7p+l(^Aefc)Aefc)) | |^

11^111 =W\\l +4 K(7p+i(^A6,))||^

Comme b € Ker A^_i, on a 7/p+i (b A e) = 0 et ainsi

(5.25) 7r^(%+i^Aefc))=||eA;||27rH77p+i^A (n^J--1

On deduit de (5.24) et (5.25) que Ie quotient de Rayleigh de ̂  sur (Mk.gk) verifie

(5.26) J?(^)=^^^4||6,|||r(^),

avec linie^o r(£k) = 0.
De (5.23) et (5.26) on deduit que

(5.27) \i,p(Mk,gk) ̂  C'{ek\\ek\\2fr(£k),

ou lim/c-^oo r{ek} = 0» ce qui acheve la preuve de (5.20).
Nous donnons a present un exemple de variete (A^/i) et d'une suite de fibres S1 -^

(M/c, gk} -^ (N, h) verifiant les hypotheses (Hi), . . . , (H5).
Soit N une variete compacte. On suppose que H^TV, Z) ̂  Z.
Notons i: B.2(N, Z) x H2(A^, Z) —^ Z la forme d'intersection definie par i(a, b) = (aU b, u),

ou a U b designe Ie cup-produit de a et b et ^ un generateur de H4 (N, Z).

LEMME 5.28. - // existe une variete compacte N telle que H^TV, Z) w Z, ̂ (N, Z) % Z3 ̂
la forme ^intersection

/I 0 0'
z = 0 0 0

\° 0 °.

Demonstration. - On considere Ie CW-complexe P = CP2 V S2 V S2, ou V designe Ie bouquet.
On a

(5.29) H^Z) ̂  Z3, H^P^Z) = Z.

Soient a, &, c les generateurs de H2(P, Z) tels que a est un generateur de H^P2^ Z) et b, c
engendrent chacun des deux facteurs H2 (S2, Z). On voit aisement que aUb=aUc=bUc=0
et que a U a est un generateur de H^P^Z). On en deduit que la forme d'intersection i de P
s'ecrit dans la base (a, b, c) comme dans Ie lemme 5.28. Nous construisons a present une variete
N compacte, homotopiquement equivalente a P, ce qui etablira Ie lemme 5.28.
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Le CW-complexe P peut se plonger dans M^ pour £ assez grand. On considere un e-voisinage
tubulaire Pg- de P C M^ pour e assez petit, et on pose N egal au double de P^,

(5.30) N=P,\JPe.
9Pe

On a

(5.31) H^Z)^H^P,,Z)eH^(P^P,,Z),
et par dualite,

(5.32) Hfc(7V,Z)^H^(P^Z)eH^(P,,Z).
Comme P est un retract de Pg, on a H^_/c(P^Z) = 0 pour 0 ̂  k ^ 4 lorsque ^ est assez

grand, et on obtient ainsi

(5.33) Hfc(7V,Z)^Hfc(P,,Z)^Hfc(P,Z)
et la forme d'intersection i de JV verifie la relation

/I 0 0\
i= 0 0 0 ,

\0 0 O/

ce qui acheve la preuve du lemme 5.28.
Soit N une variete compacte telle que ̂ (N, Z) ̂  Z3, H4(7V, Z) ̂  Z et forme d5 intersection

/I 0 0\
z = 0 0 0 ,

\0 0 O/

dans une base (a, 6, c) de H2(A^, Z).
On considere p/c = a + A-c C H2(^V, Z), A; = 1, 2 , . . . . Soit /i une metrique riemannienne sur

N. On note e^, u, v, w les 2-formes harmoniques associees a pk, a, 6, c par dualite. On a

(5.34) ek=u-\-kw.

On considere le S1-fibre S1 —^ M^ —)- A^ dont le representant harmonique de la classe d'Euler
est e/.;, et on choisit un couple (p^, h) de metriques adaptees sur M/c, tel que

(5.35) Urn £k\\ek\\2=Q.
k—>oo

ou £k designe la longueur des fibres (cf. definition 2.1). Les proprietes (Hi) et (Hs) sont verifiees
par construction. Par ailleurs, on voit d'apres (5.34) que

(5.36) lim I - ^ - ^ H =0,
k^\\\\ek\\2 ||W||2 ||2

ce qui correspond a 1'hypothese (N3). Par ailleurs, comme la forme d'intersection i de N est
donnee par la matrice

/I 0 0\
i= 0 0 0

\0 0 O/
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dans la base a, &, c, on voit que

KerA^IR^eMw,
(5.37)

Ker Ai == Ru C Mz; © Rw,

ou e = w/||w||2, ce qui correspond aux hypotheses (H4) et (H5). D

6. Annexe

Nous donnons une preuve du theoreme 2.5 que nous rappelons. Soient M, N deux varietes
compactes de dimensions n + 1 et n respectivement.

THEOREME A.I. -Soit {N,h) une variete riemannienne compacte orientable. II existe des
constantes positives 60, r, KQ, ro qui dependent de n, a, d, (N, h) telles que pour tout
(M, g) e M(n-\-1, a, d) verifiant 6 =: <^((M, g), (N, h)) ̂  So, il existe unefibrationprincipale
S1 —> M —"— N et un couple de metriques adoptees (gs, hs) verifiant:

(a) r ^ g s ^ g ^ r g s , r^hs ^ h < rh^

(b) \K(gs)\^K^ K{h,)\<^K^

(c) r(N,hs)^ro,

ou r(N, kg) designe Ie rayon d'injectivite de (N, kg) et K la courbure sectionnelle.

Rappelons qu'un couple de metriques ( g s ^ h g ) est adapte a la fibration principale S1 —>
M-^Nsi

A.2. -
(i) TT : (M, gs) —^ (N^ hs) est une submersion riemannienne;
(ii) les fibres sont des geodesiques de longueur 6 ;

(iii) Inaction de S1 sur (M, gg) est isometrique ;
(iv) si uj est la 1-forme verticale de norme 1 associee a Faction de S1 sur (M,gs), on a

d(jj = £7r* (e(M)), ou e(M) est Ie representant harmonique de la classe d'Euler du fibre.

Remarque. - En fait. Ie theoreme A.I est vrai en supposant au depart seulement que (M, g) e
M(n + 1, a, d), i.e. sans supposer que M est un S^fibre au-dessus de N , cette propriete etant
une consequence des autres hypotheses du theoreme (cf. theoreme principal de [15]).

Dans la suite. Ie symbole V1 designera la derivee covariante appliquee i fois.
Definition A.3 ([4], 1.11.1,2.5.2).-
(i) Soit A = (A^)j^ une suite de nombres positifs. Une variete riemannienne (M,g) est

A.-reguliere si Ie tenseur de courbure R9 de g verifie I I V ^ H ^ A ^ pour tout z.
(ii) Soit B = (Bi)^ une suite de nombres positifs. Une application /: (M, g) —> (N, h) est

^-regulieresi||VVK^.

Definition A.4 ([4], 2.5.1).-Soit c G M+. Une application f:(M,g) -^ (N,h) est une c-
presque submersion riemannienne si pour tout p G M, X e TpM, X ^-orthogonal a la fibre
passant par p, on a

e-^df^X)^ ̂  \X\, < e^d/^X)^
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Le theoreme suivant est contenu dans Ie theoreme principal de [15] et Ie theoreme 2.6 de [4].

THEOREME A.5. - Soit (N, h) une variete compacte orientable A-reguliere, ouA= (A^)^.
// existe 60 =: So(n,a,d,A,{N,h)) > 0 telle que pour (M,g) e M(n + l,a,d), (M,g)
A-reguliere, telle que 6^((M,g),(N,h)) ^ 60, il existe une fibration en cercle TT : M -^ N
telle que :

(i) TT est une C7(n, A)6o-presque submersion riemannienne;
(ii) TT est Ci(n, A, 6o)-reguliere, i = 1, 2 , . . . ;

(iii) la deuxieme forme fondamentale II des fibres verifie ||II|| ^ C(n, A) ;
(iv) les fibres sont de longueur inferieure a C(n, A) 6,

ou C(n^ A) (resp. Q(n, A, So)) sont des constantes positives qui dependent de n, A (resp. n, A,
^o).

Demonstration. - Le theoreme principal de [15] donne F existence d'un 6 =: 6(n, a, d, {N, h))
tel que si 6u{{M,g\ (N, h)) ^ 6, alors il existe une fibration en cercles TT : M -^ N dont les
fibres sont de longueur inferieure a C(n, a, d)6 (cf. [15], lemme 5.1).

Comme M et N sont orientables, la fibration TV : M —>• N est une fibration principale. Le
theoreme A.5 est alors une partie du theoreme 2.6 de [4] applique a TT : M —^ N , G = S1 et
W = M (puisque M est sans bord). D

II suffit de montrer le theoreme A.I dans le cas ou (M, g) et (N, h) sont A-regulieres en vertu
du theoreme d'approximation suivant, du a U. Abresch (cf. [4], theoreme 1.12).

THEOREME A.6. - Soit M(n^ a) I'ensemble des varietes riemanniennes (M, g) completes de
dimension n avec \K(M^g)\ ̂  a. Pour tout K > 0 donne, il existe un operateur de «lissage»
g—^S^g)=~gtelque:

(i) e - ^ g ^ g ^ e ^ g ' , _
(ii) |V — V|p ̂  K (V, V sont les connexions de Levi-Civita de g, ~g);

(iii) |VJ?5 '!^ Ai(n, K), ou R9 est le tenseur de courbure de ~g et A^(n, ^) des constantes ne
dependant que de n et K.

La preuve du theoreme A.I comporte deux parties. Dans la premiere partie, nous montrons
Fexistence d'urie fibration TT : M -^ N et d'un couple de metriques {gg, hg) sur M et N verifiant
les proprietes (a), (b), (c) et les proprietes (i), (ii) (iii) de la definition A.2. La preuve de cette
partie repose essentiellement sur le theoreme A.5 de J. Cheeger, K. Fukaya et M. Gromov et
nous n'en donnons que les grandes lignes. Dans la seconde partie, nous prouvons que Ron peut
modifier les metriques ( g g , hg) afin d'obtenir egalement la propriete (iv) de la definition A.2.

A.7. Construction de ( g g , hs) verifiant les proprietes (a), (b), (c) du theoreme A.I et (i),
(ii), (iii) de la definition A.2

On choisit 60 comme dans le theoreme A.5. Nous avons alors une fibration TT : M —^ N
verifiant les proprietes (i)-(iv) du theoreme A.5. A Faide de cette fibration nous allons construire
une action (^)tes1 de S1 sur M dont les orbites sont les fibres de TT et on considere la metrique
definie par (cf. [4],4.8),

(A.8) g= f^gdt.- / •
s1

Les proprietes de TT permettent alors de modifier g et la metrique h sur N et d'obtenir les
metriques (^ kg) sur M et N verifiant les proprietes (a), (b), (c) du theoreme A.I et (i), (ii),
(iii) de la definition A.2.
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Faction (0t)tes1 est Ie flot d'un champ de vecteurs X sur M defini de la fa^on suivante. On
considere la 1-forme differentielle

(A.9) CJ=*(7T*^v),

ou QN est la forme volume de (TV, h) et * Foperateur de Hodge de (M, g) et on note ~X Ie champ
de vecteurs dual de cJ pour la metrique g .

On pose

(A.10) X=^L.w
On definit Ie champ de vecteurs X sur M pour tout p C M par :

(A.11) X(p)=Z(p)X(p),

ou l(p) est la longueur de la fibre passant par p.
Le not de X definit alors une action (<^)tes1 de S1 = R/Z. Cette action est isometrique pour

la metrique g definie par (A. 8).
On definit g par :

( g 6 ( X ^ X ) = ( 6 / l ( p ) ) ^
(A.12) ^ WY)=g{Y^Y) sig{X^Y)=^

[g6(X,Y)=0 sig(X^Y)=0.

Faction {(f>t)t^s1 est isometrique pour gg et on definit kg sur N comme quotient de gs par
cette action. Le couple (^, hs) verifie par construction les proprietes (i), (ii), (iii) des metriques
adaptees (cf. A.I).

Le fait que les metriques g et h verifient les proprietes (a), (b), (c) du theoreme A.I decoule
du lemme suivant.

LEMME A.13. - Soit (^)tes1 leflot de X. II existe Ck == Ck(n, a, d, (N, h)) > 0 tel que

||^^||^C7^ k =0 ,1 , . . . ,

ou D^ designe la derivation covariante associee a g.

Demonstration. - Le champ de vecteurs X s'ecrit

X(p)=l{p)X(p)=-WX(p\

ouX=*(7r*^v) (cf. A.9, A.10, A.11).
II decoule du theoreme A.5(ii) que

(A. 14) D^^Ck.

De plus, il decoule aisement de A. 12 et de A.5(ii) que

(A. 15) r^II ^Ck,

ou II est la deuxieme forme fondamentale des fibres de sorte que

(A.16) ^l <^Ck.
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On deduit de ce qui precede que

(A. 17) DkX\^Ck.

Des calculs directs et standard permettent alors d'en deduire que

|P^|<Gfc. D

COROLLAIRE AAS.-Les metriques g et h verifient les hypotheses (a), (b), (c) du theo-
reme A.I.

A.19 Construction de (^<$,/z<$).-D'apres ce qui precede nous avons en particulier une
submersion riemannienne a fibres geodesiques TT : (M, g o ) —>• (N^ kg).

Nous posons hg = hg.
La metrique g§ s'obtient a partir de gg en changeant Fhorizontale. Pour cela, on considere Ie

champ de vecteurs vertical Xg sur M defini pour tout p € M par :

(A.20) x,{p)=l-(]^X(p)^

ou X est defini en A. 10. D'apres A.9, Xs est unitaire pour g § ,

(A.21) gs(X^X6)=l.

Soit UJQ la 1-forme duale de Xs. Nous avons (cf. [2], p. 72),

(A.22) d^=7r*(^e+d7),

ou e = e(M) est la forme harmonique de {N, hs) representant la classe d'Euler du S^fibre M
au-dessus de N et 7 est 1'unique 1-forme coexacte de (TV, hs) telle que

(A.23) 7r*(d7)=^-^r*(e).

Soit gg la metrique sur M telle que TT : (M, g§) —> (N, hs) est une submersion riemannienne
telle que gg = gg dans la direction verticale et dont les sous-espaces horizontaux sont donnes par
Kerci;, ou

(A.24) o;=^-7r*7.

Les sous-espaces horizontaux sont S1-invariants, done 1'action de S1 est isometrique pour g s .
De plus, les fibres ont meme longueur 6, done elles sont geodesiques. Par ailleurs, uj verifie

(A.25) d^=(57r*e.

Ainsi, Ie couple de metriques {gs, kg) = (g6, hg) est adapte au sens de la definition A.2. II reste
a verifier que gg verifie les proprietes (a), (b) du theoreme A.I, i.e. la courbure de gg est bornee
et gs est proche de g . Pour cela nous allons montrer Ie :

LEMME A.26. - // existe C =: C(n, a, d, (N, h)) tel que

^11<W,)^
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Demonstration. - Nous avons, d'apres Ie theoreme A.5(ii) et A. 16,

(A.27) |7y^|^C(n,a^AO,

ou D et || 1 1 oo designent la derivee covariante et la norme par rapport a la metrique g et k un
entier positif. La forme cL;<$ est SMnvariante et horizontale pour gg et peut done etre consideree
comme forme sur TV. Comme les metriques g et gs sont r-proches (ou r = r(n, A, d, (N, /i))),
on a

(A.28) ||d^||Loc(^) ^C(n,a,^(^/i)).

Par ailleurs, e(M) et d7 sont I^-orthogonales sur (TV, kg) done d'apres (A.22) on a sur TV

(A-29) ^ll^ll^(^)^l|d^||i.(^),

d'ou Fon deduit, avec A.28,

(A.30) ^l|e||[2^^)^G(n,a,d,(TV^)),

ce qui acheve la preuve du lemme A.26. D

Nous pouvons a present montrer que gg verifie (a) et (b).

A.31 gs verifie (a). - Cela resulte directement du fait que la forme 7 qui mesure 1'ecart entre
les sous-espaces horizontaux de gs et gg (cf. A.24) est bornee.

LEMME A.32. - // existe une constante C = C{N, h) telle que \\^\\^ ^ C(N, /z).

Demonstration. - Rappelons que 7 est Funique 1-forme co-exacte verifiant 1'equation (A.23).
Soit (3 la 2-forme exacte de N telle que

(A.33) 7=^.

D'apres les inegalites de Sobolev sur (N, h) (cf. [19]), on a

(A.34) ll7l|oo=||<5/3||oo^C(TV^)||/3||cl^C7/(7V^)||/3||H.,

pour s = s{n) assez grand, ou ||^||ci (resp. \\/3\\^) designe la norme C1 de f3 (resp. la norme de
Sobolev) sur (N,h).

Par ailleurs. Ie Laplacien A est un isomorphisme de Fespace des formes C00 orthogonales aux
formes harmoniques dont Finverse A"1 est continu par rapport aux normes H6"1 a la source et
H^ au but. II existe done une constante C' = C ' { N , h) telle que

(A.35) ||/?||H^I < G'llA^llH.-i = C7/||d7||H-l,

d'ou on deduit avec (A.23)

(A.36) ||^||H-+i^||d^-^||H.-i,

ou Fon considere par abus de langage dug comme une 2-forme definie sur N. On a done

(A.37) l l /^ l lH^i^^dld^ l lH. - i+^ l le l lH. - i ) .
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On deduit de (A.37), de [19] et de (A.27)

(A.38) ll^llH.+i^C^a^),

ou s = s(n) et done, d'apres (A.34),

(A.39) hll^G^n^d).

Ceci acheve la preuve du lemme A.32. D

A.40 gg verifie (b). - Calculons les courbures sectionnelles de g g .
Soient X, Y deux vecteurs horizontaux ^-orthonormes et U un vecteur unitaire vertical

tangent en un point x de M.
Pour tout vecteur Z tangent a M, on note Z^ et Z11 les parties verticale et horizontale de Z.
On note A Ie tenseur defini par :

(A.41) AxY = (DxY^^ AxU = (DxU^^ AyZ = 0,

ou D designe la connexion de Levi-Civita de (M, g§) (cf. [I], 9-20).

Les courbures sectionnelles pour (M,gg) des plans engendres par (X,U) et (X,Y) sont
donnees par [1] (9-29 b), (9-29 c) et en remarquant que certains termes s'annulent (cf. [I], 9.26),
on obtient

( ^ ̂  rX(M,^)(X,r) =K(N^h){^X^Y) -^\AxY\^
^•^ \K(M^g^X^U)=\AxU\^

Nous avons de plus (cf. [I], 9.24),

(A.43) . AxY=^[X^Y}v.

Par ailleurs, si uj designe la 1-forme verticale de norme 1, on a (cf. [I], 1.5 a),

(A.44) duj(X^Y)=-uj([X^Y}).

On en deduit

(A.45) g6 ([X, y]^ U) = uj([X^ Y}) = -d^[X, Y]

et d'apres la propriete (iv) de la definition 2.1.

(A.46) \g6{[X^Y}y^U)\=6\e(X^Y)\^6\\e\\^.

De (A.43) et (A.46) on deduit

(A.47) lAxn^JNoo,

et en utilisant Ie lemme 2.4 on obtient

(A.48) \AxY\g,^C(N^h)6\\e\\2.
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Par ailleurs, AxU est horizontal et on a (AxY, U) = - (AxU, Y) (cf. [I], (9.21 d)). On en deduit
avec (A.43),

(A.49) \AxU\^=^g,{[X^UY
i=l

ou (^)^=i est un repere (^-orthonorme horizontal. On deduit de (A.46) et (A.49)

n

(A.50) {AxU^^S^e^X^^nS^e^
i=l

et en utilisant Ie lemme 2.4,

(A.51) lAx^^^^^llelli.

De (A.42), (A.47) et (A.50), on deduit que

(A.52) II^M^^II^^H^^^I^+G^^^llelli.

En posant a = a{N, h) = \\K{N, h)\\^ 4- C\N, h)C et d = d(N, h) = diam(7V, /z), on deduit
de(A.26)que (M,gs) eMN(n,a,d).
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