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PETITES VALEURS PROPRES ET CLASSE D’EULER
DES S!-FIBRES

PAR BRUNO COLBOIS ET GILLES COURTOIS

ABSTRACT. — Soit M(n, a, d) ’ensemble des variétés riemanniennes compactes (M, g) de dimension n
dont la courbure sectionnelle K, et le diametre d(g) vérifient |Ky| < a et d(g) < d. Soit M(n,a,d, p)
le sous-ensemble des variétés (M,g) de M(n,a,d) dont le rayon d’injectivité est supérieur ou égal
a p. Lorsque (M,g) € M(n + 1,a,d) et (N,h) € M(n,a’,d') sont suffisamment proches au sens
de Gromov—Hausdorff, M est un fibré en cercles au-dessus de N d’aprés un théoreme de K. Fukaya.
Lorsque la distance de Gromov—Hausdorff entre (M, g) et (N,h) est assez petite, il y a exactement
myp = bp(N) + bp—1(N) — bp(M) petites valeurs propres pour le Laplacien agissant sur les p-formes
différentielles de M, 1 <p <n+ 1, ot by, désigne le p-ieme nombre de Betti. Nous donnons des bornes
uniformes de ces valeurs propres en fonction de la classe d’Euler du fibré S' — M — N et de la distance
de Gromov-Hausdorff entre (M, g) et (N, k). © 2000 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

RESUME. — Let M(n, a, d) be the set of compact oriented Riemannian manifolds (M, g) of dimension n
whose sectional curvature K, and diameter d(g) satisfy |Ky| < a and d(g) < d. Let M(n,a,d,p) be
the subset of M(n,a,d) of those manifolds (M, g) such that the injectivity radius is greater than or
equal to p. If (M,g) € M(n + 1,a,d) and (N,h) € M(n,a’,d’) are sufficiently close in the sense
of Gromov—Hausdorff, M is a circle bundle over N according to a theorem of K. Fukaya. When the
Gromov-Hausdorff distance between (M,g) and (N,h) is small enough, we show that there exists
mp = bp(N) 4+ bp_1(N) — bp(M) small eigenvalues of the Laplacian acting on differential p-forms on
M, 1< p<n+ 1, where by, denotes the p-th Betti number. We give uniform bounds of these eigenvalues
depending on the Euler class of the circle bundle S* — M — N and the Gromov-Hausdorff distance
between (M, g) and (N, h). © 2000 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

AMS classification: 58A07; 58C40

Mots Clés: valeurs propres; formes différentielles; classe d’Euler

1. Introduction

Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, connexe et orientable. On considére le
Laplacien A = dé + 6 d agissant sur I’espace 2P (M) des p-formes différentielles de classe C>°
de M. Le spectre de cet opérateur forme un ensemble discret de nombres positifs ou nuls qui
sera noté

(L.1) O:/\O,p(M’g)</\1,p(M,g)<A2,p(M,g)<'~.

Dans (1.1), nous avons fait la convention suivante : A ,(M, g) = 0 de multiplicité égale au
p-ieéme nombre de Betti de M ; en particulier, cette multiplicité peut étre nulle. Ainsi, Ay (M, g)
représente la premiére valeur propre non nulle pour les p-formes différentielles. A partir de
A1,p(M, g), on répete les valeurs propres s’il y a multiplicité.
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612 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

Dans cet article, nous nous intéressons au comportement des premieres valeurs propres, et
particulierement de A1 (A, g), en fonction de la géométrie et de la topologie de (M, g). Cette
question a été beaucoup étudiée dans le cas des fonctions, i.e. p = 0, alors que peu de choses
sont connues dans le cas des formes différentielles. Rappelons cependant quelques résultats
permettant de situer le cadre de notre travail.

Soit nn un entier non nul et a, d, v des constantes positives.

Notons M(n + 1, a,d) I'ensemble des variétés riemanniennes (M, g), compactes, connexes,
orientables de dimension n + 1 dont la courbure sectionnelle K (M, g) et le diametre diam (M, g)
vérifient |[K (M, g)| < a et diam(M, g) < d.

Notons également M(n + 1, a,d,v) le sous-ensemble de M(n + 1,a,d) formé des variétés
(M, g) dont le volume vol(M, g) vérifie vol(M, g) > v.

THEOREME 1.2 ([17,20]). - Il existe une constante explicite C = C(n,a,d) > 0 telle que
si (M,g) € M(n + 1,a,d), alors \1,0(M,g) = C(n,a,d) et par dualité, M\ n+1(M,g) >
C(n,a,d).

THEOREME 1.3 ([9]). - Il existe une constante C(n,a,d,v) > 0 telle que si (M,g) €
M(n+1,a,d,v) et 1 <p<n,alors M\ p(M,g) > C(n,a,d,v).

Ce théoreme est une conséquence directe du théoréme de compacité de S. Peters d’apres lequel
M(n+1,a,d,v) est compact. Récemment, S. Chanillo et F. Tréves ont donné une minoration de
A1,p(M, g) en fonction d’une borne sur la courbure sectionnelle de (M, g), du rayon d’injectivité
r de (M, g) et du nombre N de boules d’un recouvrement de M par des boules géodésiques de
rayon r. :

Précisément, si (M,g) est une variété compacte de dimension n + 1 dont la courbure
sectionnelle vérifie | K (M, g)| < a, ils obtiennent le :

THEOREME 1.4 ([3]). - A\ »(M,g) > Cr=2N—4+2) on C =: C(n,a) est une constante
positive.

Lorsque (M, g) € M(n,a,d), le nombre N de boules d’un recouvrement de M par des boules
géodésiques de rayon r vérifie (cf. [17])

C'(n,a,d)

(1.5) N<

Le théoréme 1.4 et I’inégalité (1.5) donne ainsi une minoration de A; (M, g) aI’aide du rayon
d’injectivité M de (M, g),

(1.6) Ap(M,g) = C"(n,a, d)r4("+1)("+2)‘2.

Par ailleurs, on a le :

THEOREME 1.7 ([9]). — Pour tout n > 2, il existe une variété compacte M de dimension n+ 1
et des constantes a,d > 0, telles que

inf{\1,,(M,g) | (M,g9) e M(n+1,a,d)} =0 sil<p<n.

Ainsi, le comportement de A; , sur M(n + 1, a,d) est trés différent selon que p=0, n+ 1 ou
non. En effet, le théoréme 1.7 fournit une variété compacte M de dimension n + 1 et une suite
(9:)$2, de métriques sur M telles que (M, g;) € M(n+1,a,d) et

lim Ay p(M,9;) =0, 1<p<n.
71— 00
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Cela signifie en particulier que vol(M,g;) tend vers O lorsque i tend vers linfini (cf.
théoremes 1.3 et 1.4). Dans ce cas, M est une variété admettant un effondrement, ce qui a des
implications de nature topologique tres forte, [5], [6].

Inversement, une question est de savoir si une variété de M(n + 1,a,d) ayant un petit
volume posséde des petites valeurs propres pour les p-formes différentielles, 1 < p < n, et plus
généralement de comprendre la relation entre le volume et le spectre du Laplacien agissant sur
les p-formes différentielles.

Dans cet article, nous nous intéressons a un cas particulier trés simple d’éléments de
M(n+1,a,d) ayant un petit volume : celui des variétés riemanniennes (M, g) € M(n+1,a,d)
situées a petite distance de Hausdorff d’une variété riemannienne fixée, (IV, k), de dimension n.
Il n’y a a priori aucune relation entre M et N ; cependant, un théoreme de K. Fukaya, ([15]),
affirme que lorsque la distance de Hausdorff 6 ((M, g), (N, h)) entre (M, g) et (N, h) est assez
petite, alors M est un S'-fibré au-dessus de N. Les fibres sont alors de longueur de I’ordre
de 83 ((M,g),(N,h)) et il en est de méme de vol(M, g) et du rayon d’injectivité (M, g) de
(M, g). On va donc chercher a estimer A; ,(M, g) en fonction de la variété fixée (IV, h) et de la
distance de Hausdorff 67, ((M, g), (N, h)) entre (M, g) et (N, h) lorsque celle-ci est assez petite.
Cela revient a expliciter le role de v = vol(M, g) dans la constante C'(n, a, d, v) du théoréme 1.3.
L’estimation (1.6) qui se déduit du théoréme 1.4 répond a cette question mais de fagon non
optimale dans le cas particulier qui nous intéresse, comme nous allons le voir dans les exemples
ci-dessous.

Exemple 1.8.— Soient (N,h) une variété riemannienne compacte de dimension n > 2 et
(M,ge) = (N,h) x S le produit riemannien de (N,h) avec le cercle de rayon . On voit
que 63 ((M,g),(N,h)) est de I'ordre de ¢ et on vérifie facilement que le spectre des p-formes
différentielles de (M, g.) est donné par

2

‘ e
{/\k,p(M7 gs)}keN = {)\k’p(N, h) + ?} keN U {Ak,p—l(N, h) + 5_2 } keN .
€T LEL

En particulier, A (M, g) est minoré indépendamment de ¢ si € € ]0, 1].

Exemple 1.9. - On considere sur la sphere canonique (S2"*!, g) la fibration de Hopf définie
par I’action isométrique de S,
e (21, 2n41) = (e921,..., €020 41),
ot S2n*1 a été identifi€ avec la sphere unité de C**! pour la métrique canonique. Les métriques
de Berger g. sur S2"*+! sont définies pour X, Y dans TS?" "', X tangent a Iaction de S! et
g(X,Y)=0par:

gS(X’X) =€2g(X’X)’
(1.10) (YY) =g(Y,Y),
g:(X,Y)=0.

Les métriques (ge )¢ 10,1) sont & courbure sectionnelle et diamétre uniformément bornés (cf. [5,
6]), et (S?"*+1 g.) est a distance de Hausdorff de I’ordre de ¢ de CP™ lorsque ¢ tend vers 0. On
vérifie aisément que A; ,(S%"*1,g.) =€%, 1 <p< 2n.

Exemple 1.11.—Soit Lo,11x I'espace lenticulaire défini comme le quotient de (S?"*1, g)
par le groupe cyclique d’isométries de (S**1 g) engendré par Iy, ot Ij(z1,...,2n41) =
(e?/kzy,...,e%™/k2, 1 1). On obtient ainsi un S!-fibré riemannien (L2, 1,k,9) au-dessus de
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614 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

(P™C, go), ol go est la métrique canonique de P"C normalisée par 1 < K(P*(C),go) < 4. La
courbure sectionnelle de (Lzy,+1,k,9) est constante égale a 1, son diamétre est inférieur ou égal
a 7 et la distance de Hausdorff 6 entre (Lap+1,k, g) et (P™C, go) est de I’ordre de 1/k.

Comme il est toujours possible de relever une forme propre de (L2,+1,k,9) en une forme
propre de (S?"*! g), ona

(1.12) Mp(Lont1,k,9) = )\1,p(32n+179).

Ainsi, A1 p(Lon+1,k, 9) est minoré indépendamment de k alors que vol(Lgan41,k, g) tend vers 0
lorsque k& tend vers I’infini.
On peut considérer sur Lo, 41,k les métriques de Berger g. et on a

(1.13) M op(Lont1,k, ) = €2,
2me n
(1.14) vol(Lon+1,k, ge) = —k—vol(IF’ C, 90).

Ces exemples sont élémentaires mais décrivent tous les cas de figure. Ainsi, ’exemple 1.8
montre qu’une variété de M(n + 1, a, d) ayant un petit volume et qui est un S!-fibré au-dessus
d’une variété N n’a pas nécessairement de petite valeur propre non nulle pour les p-formes
différentielles, 1 < p < n.

L’exemple 1.11 montre que A1 p(Lm+1,k, ge) est proche de zéro si et seulement si

kvol(Lan+1,k,ge)

est proche de zéro (c¢f. 1.13).

Dans toute la suite, on fixe une variété riemannienne compacte orientée (N, k) de dimension n
et on considere (M, g) € M(n + 1,a,d). Rappelons que M est un S!-fibré au-dessus de N,
lorsque la distance de Hausdorff 61,((M,g),(N,h)) entre (M,g) et (N,h) est assez petite
(¢f. [15)).

On note My (n + 1,a,d) I’ensemble des variétés riemanniennes (M, g) € M(n + 1,a,d)
telles que M est un S!-fibré orienté au-dessus de N.

On suppose 2 partir de maintenant que (M, g) € My(n+1,a,d).

On note bg(N) (resp. bi(M)) les k-iémes nombres de Betti de N (resp. M). On déduit
facilement de la suite de Gysin du S!-fibré M au-dessus de N (cf. lemme 4.29) que

(1.15) By(N) + by (N) 2 by(M), 1<p<n,
et on pOSC,
(1.16) my(M) = by(N) + by_1(N) — by(M).

A chaque S'-fibré orienté M au-dessus de N est associée sa classe d’Euler [e] € H?(N,Z)
(cf. [2], p. 72). On note (M) € 2%(M) le représentant harmonique de [e] par rapport a la
métrique h sur N. Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on notera m,, et e au lieu de my(M)
et e(M). Dans la suite, si ¢ € 2P(M) (resp. ¢ € 2P(N)) est une p-forme différentielle sur
M (resp. N) on notera |1p(x)| (resp. |¢(y)|) la norme de ¢(z) par rapport & g (resp. de ¢(y)
par rapport a h) et ||1)]|co, ||%]|2 (tesp. ||¢]lcos [|¢]|2) les normes L™ et L? correspondantes sur
(M, g) (resp. (N, h).

THEOREME 1.17. - Il existe des constantes positives C; =: C;(n,a,d,(N,h)), i =1, 2, et

4¢ SERIE — TOME 33 — 2000 - N° §
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b0 =: bo(n,a,d,(N,h)) telles que pour (M,g) € Mn(n + l,a,d), si 6§ =:
6n((M, g), (N, h)) < bo, alors pour 1 < p< n,

6) 0 < Akp(M,g) < Cille(M)|36% 1<k <my,

(ll) >\mp+1,p(M7g) 2 C'2-
Remarque 1.18. — Lorsque e = 0, alors my, = 0 et le théoréme 1.17 se réduit a (ii). Dans ce

cas nous avons A1 (M, g) > C5 et on voit que A1 (M, g) est minoré indépendamment de 6.

Lorsque p=1, mp =0 ou 1 selon que e =0 ou e # 0, ¢f. 1.15 et le lemme 4.19. Dans le cas
ol e # 0, la premiere valeur propre non nulle \; 1 (M, g) de (M, g) donnée par le théoréme 1.17
(i) est en fait de 1’ordre de |le(M)||262 :

THEOREME 1.19. - Il existe des constantes positives C; =: C;(n,a,d,(N,h)), i =1, 2, et
80 =: 80(NV, a,d, (N, h)) telles que pour (M, g) € Mn(n+1,a,d), si 6 =: 61 ((M, g),(N,h)) <
bo et e(M) #0, alors

Cll|e(M)”§52 <A,1(M,g) < Cz||e(M)||§‘52-

Lorsque 1 < p < n, il n’est pas possible de minorer A1 ,(M, g) par C|le(M)||36? comme c’est
le cas pour p = 1. En effet, il existe une variété riemannienne orientée compacte (N, h) et une
suite {(M;, g;)}$2, de variétés dans My (n + 1, a, d) telles que pour 1 < p <n,

zliglo 67'(((Miagi)’ (N’ h)) =0,

(1.20) :
Jim X (M5, 90) (M) |62 =0.

Un tel exemple est construit en (5.18).
Cependant, si dim H2(V, R) = 1, nous avons 1’analogue du théoréme 1.18 pour 1 < p < n.

THEOREME 1.21. - Soit (N, h) une variété riemannienne compacte orientée. On suppose que
dimH?(N,R) =1.

1l existe des constantes positives C; =: Ci(n,a,d,(N,h)), i =1, 2, 6 =: bo(n,a,d,(N,h))
telles que pour (M, g) € My (n+1,a,d), si § =: 61 ((M,g),(N,h)) < 6 et e(M) # 0, alors

C1|e(M)][|58% < e p(M, 9) < Cale(M)|362,

pour 1 <k <my,.

Remarque 1.22. — Dans les théorémes 1.17, 1.19 et 1.21, les estimations sont uniformes pour
M e Mn(n + 1,a,d) et les constantes C;(n,a,d, (N, h)) sont explicitables. Les constantes
C1, Cy de ces théorémes dépendent de la courbure et du diamétre de (M, g) et de (N, h) mais
ne dépendent ni de vol(M, ¢) ni de la classe d’Euler e(M).

En particulier, ces théorémes isolent le r6le de vol(M, g) ou de 64 ((M,g), (N, h)) et e(M)
dans I’estimation des premiéres valeurs propres du spectre des p-formes différentielles de (M, g).
En effet, lorsque 6 est assez petit, le spectre de (M, g) pour les p-formes différentielles contient
exactement m,, petites valeurs propres inférieures a (ou de I’ordre de) C|le(M)||262, les autres
valeurs propres étant minorées indépendamment de |je(M)||2 et 6.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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L’exemple des variétés (M;, g;) € Mn(n+1,a,d) telle que

lll’Il (S'H((M,‘,gi), (N, h)) =0

et
Jm Xy (M) ;%572 =0

pour un entier p, 1 < p < n, est obtenu en choisissant de fagon adéquate la classe d’Euler e; =
e(M;) du fibré M; (cf. 5.18). Cependant, si I’on fixe un S'-fibré orienté au-dessus de N, et si on
considere I’ensemble des métriques riemanniennes g sur M telles que (M, g) € My(n+1,a,d),
nous avons le :

THEOREME 1.23. — Soit (N, h) une variété riemannienne compacte orientée et M un S*-fibré
orienté non trivial au-dessus de N. 1l existe des constantes C; = C;(n,a,d,e(M),(N,h)), i =
1,2, etbg =: (n,a,d, (N, h)) telles que pour (M, g) € Mn(n+1,a,d), si 6 =: 61((M,g),(N,h))
< b, alors

C16% < Mip(M,g) < C262,
pourl <k<my 1<p<n.

Remarque 1.24. — D’apres le théoreme 1.23, il existe exactement m,, petites valeurs propres
non nulles de ’ordre de 62 pour le Laplacien des p-formes différentielles, 1 < p < n, dés que
6 est assez petit. En particulier, le nombre de ces petites valeurs propres non nulles ne dépend
pas de la métrique mais seulement de la topologie du fibré. Dans le cas d’un fibré M de fibre
compacte F' au-dessus de N et de métriques g. sur M obtenues a partir d’une métrique fixée
g1 sur M en multipliant g; par €2 dans la direction de la fibre et en laissant g; inchangée dans
les directions orthogonales a la fibre, R. Forman et R. Mazzeo, R. Melrose ont montré que la
dimension de 1’espace des formes propres de valeurs propres de I’ordre de €2 se calcule 4 1’aide
de la suite spectrale de Leray, [13], [14], [21]. Dans le présent article, notre but est plutdt de
donner des bornes explicites et uniformes de ces petites valeurs propres en fonction de ¢ et de la
classe d’Euler dans le cas des S!-fibrés.

1.25. - Dans le cas particulier suivant, on obtient un équivalent asymptotique des petites
valeurs propres pour les p-formes a 1’aide de la suite de Gysin du S'-fibré. Précisément,
on considere un S!-fibré principal S' — M 5 N et deux métriques g. et h sur M et
N respectivement. On dira que le couple de métriques (ge,h) est adapté au fibré principal
si (M,g.) = (N,h) est une riemannienne 2 fibres totalement géodésiques de longueur &
dont la connexion associée a une forme de courbure proportionnelle au relevé de e(M)
(¢f. définition 2.1). On note HP(N,h) I'espace des p-formes harmoniques de (N,h) et
Ap:HP(N,h) — HPT2(N, h) 'opérateur qui associe a chaque a € HP(N, h) le représentant
harmonique de aAe, ol e € H2(N, h) est le représentant harmonique de la classe d’Euler du fibré
S' — M — N. On note q; (resp. gz) la forme quadratique définie pour a € Fy =: (Ker A,_1)*
(resp. a € Fy =: (Ker A,_p)") par

¢1(a) = [|4p-1 ()3,
02(@) = || Anp(@)5-

Soit my = by(N) + bp_1(N) — bp(M) (c¢f. (1.16)). On verra que m, = dim(Fy & F3) (cf.
lemme 4.32).

(1.26)
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PETITES VALEURS PROPRES ET CLASSE D’EULER DES S!-FIBRES 617

THEOREME 1.27.— Soit (N,h) une variété riemannienne compacte orientée. Soit S' —
M — N un S*-fibré principal et ge une métrique sur M telle que le couple (ge,h) soit adapté.
Pourtout 1 < j <myp, ona

Xip(M, ge) = e*v; + o(€?),
ou0 <vy Svy <+ < Uy, Sont les valeurs propres de la forme quadratique q1 @ qa.

Les preuves des théoremes 1.17, 1.19 et 1.21 comportent chacune deux parties.

Dans la premiére partie on se rameéne au cas d’un S!-fibré principal S! — M — N et d’un
couple (ge, h) de métriques adaptées au sens de la définition 2.1.

Dans la seconde partie, on fait la preuve des théorémes dans le cas des métriques adaptées.

Plus précisément, dans la premiére partie on considere (M, g) € My (n+1,a,d).

A Tl’aide d’un théoréme de J. Cheeger, K. Fukaya, M. Gromov, on montre 1’existence de
8o =: 8p(n,a,d,(N,h)) et 7 =: (n,a,d,(N,h)) tels que pour tout (M, g) € My(n +1,a,d)
vérifiant

§=:61((M,g),(N,h)) < bo,

il existe une fibration 7: M — N et un couple de métriques (gs, hs) adaptées a la fibration tel
que g5 et hs sont T-proches de g et h respectivement, ol 7-proche signifie ici que % gL gs<Tg
et % h < hs < 7h (cf. théoréme 2.5). La preuve du théoréme 2.5 est assez technique et nous la
donnons dans 1’appendice. Elle résulte en grande partie des arguments de [4].

Un théoréme de J. Dodziuk permet alors d’estimer A (M, g) en fonction de A (M, gs).

Dans le cas des métriques adaptées, on montre d’abord qu’il suffit de considérer les p-formes
Sl-invariantes (cf. § 3). On montre ensuite les estimations des théorémes 1.17, 1.19, 1.21 a ’aide
d’un lemme d’approximation de valeurs propres dii 2 Y. Colin de Verdiére appliqué a un espace
test déterminé en considérant la suite de Gysin du S*-fibré S — M — N (cf. § 4).

Dans le § 5, on prouve la formule asymptotique 5.3 et nous donnons un exemple montrant que
I’on ne peut pas améliorer le théoreme 1.21.

Nous remercions J. Lannes de nous avoir suggéré la construction de I’exemple 5.18.

2. Réduction a une situation géométriquement plus simple

Le but de ce paragraphe est de ramener les estimations de A ,(M,g) pour (M,g) €
Mn(n+1,a,d) 2 un cas ou g est une métrique géométriquement plus simple.

Soient S* — M™*t1 5 N™ un S!-fibré principal et h une métrique riemannienne sur N™.
Soient € > 0, et g. une métrique riemannienne sur M.

Définition 2.1.—On dit que le couple de métriques (ge, h) est adapté a la fibration St —
M5 Nsi:
(i) 7:(M,ge) — (N, h) est une submersion riemannienne ;
(i) les fibres sont des géodésiques de longueur € ;
(iii) ’action de S! sur (M, g.) est isométrique ;
(iv) si w est la 1-forme verticale de norme 1 associée a I’action de S* sur (M, g.), on a
dw =en*(e(M)), ol (M) est le représentant harmonique de la classe d’Euler du fibré.

Remarque 2.2. - Etant donné un S'-fibré principal M au-dessus de N, il existe toujours des
couples de métriques adaptées (ge, h) pour tout £ > 0.

Les théoremes 2.4, 2.5 suivants permettent de réduire les preuves des théoremes 1.17, 1.19,
1.21 et 1.23 au cas des métriques adaptées.
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Définition 2.3. - Soient g, § deux métriques riemanniennes sur M"*! et 7 une constante
positive. On dit que g et g sont T-proches si % g<g<Tg.

THEOREME 2.4 ([12, p. 441, Proposition 2.3]). — Soient g, § deux métriques riemanniennes
sur une variété compacte M™*1 orientable. Soient {\p(M,g)}ken, {Mkp(M,3)}ken les
valeurs propres des p-formes différentielles de (M, g) et (M, g). Si g et  sont T-proches, alors

1

—raprt Mep (M 9) S hep(M, ) ST TIN (M, g).

THEOREME 2.5.-Soit (N,h) une variété orientée compacte. Il existe des constantes
positives &, T, Ko, ro qui dépendent de n, a, d, (N, h) telles que pour tout (M, g) € M(n +
1,a,d) vérifiant

6=: 67"((M’g)7 (N’ h)) < bo,

il existe une fibration principale S* — M™t' 5 N et un couple de métriques adaptées (gs, hs)
vérifiant :

() T l9s<g<7gs, T 'hs<h<Ths,
(b) |K(g5)| gKO) |K(h5)| <K0a
©) r(N,hs) = ro,

our(N, hg) désigne le rayon d’injectivité de (N, hs) et K la courbure sectionnelle.
La preuve du théoréme 2.5 est donnée dans 1’appendice.

Remarque 2.9. 11 est fondamental dans ce théoreme que 7, Ky, ro ne dépendent ni de § ni
de la topologie du fibré.

3. Réduction aux formes S'-invariantes

Dans ce paragraphe on considére un S'-fibré orienté S' — M"+t!1 — N™. On a fixé une
métrique h sur N et on considére une métrique g. sur M™*! telle que (M™*!,g.) € M(n +
1,a,d). On suppose que (g, h) est un couple de métriques adaptées (cf. définition 2.1). En
particulier, les fibres de la fibration sont les orbites d’une action libre et isométrique de S! sur
M™ ! et sont toutes de méme longueur €.

Lorsque ¢ tend vers 0, nous allons montrer 2 présent que seules les formes différentielles S*-
invariantes peuvent intervenir comme formes propres associés a des valeurs propres bornées.
Bien que cette propriété soit connue dans le cas des fonctions (cf. [16]), nous n’avons pas pu la
localiser dans la littérature dans le cas des formes différentielles.

Définition 3.1. - Une forme différentielle 1) sur M™ ! est S!-invariante si pour tout t € S!,
(p¢)*h =1, ol {1 }regt désigne Iaction de St sur ML,

L’espace des p-formes différentielles 27 (M) se décompose en somme orthogonale 27 (M) =
Hy @ Hy, pour la g-norme définie par :

(3.2) 2= [ [¥1*dvg + [ (|de]* + [69]?) dvg,
Jitans |

M
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ou Hy désigne le sous-espace de 2P(M) des formes S!-invariantes et H, 1’orthogonal de Hy
dans 27 (M).

Remarque 3.3. —La décomposition ci-dessus étant g-orthogonale, toute p-forme propre est
somme d’une p-forme propre de Hy et d’une p-forme propre de Ho,. Onale :

THEOREME 3.4. - Soit (N™, h) une variété compacte. Soit S* — M™+1 — N™ un S'-fibré
principal. On considére une métrique g. sur M telle que (M™*! g.) € M(n + 1,a,d) et
on suppose que (ge, h) est un couple de métriques adaptées. Soit ¢ la longueur de chaque fibre.
Il existe des constantes C = C(n,a,d, (N, h)) et p= p(n) telles que toute p-forme différentielle
propre de valeur propre \ < ETCQ—p est de projection nulle sur H.

Démonstration. — L'idée de la preuve est de généraliser aux coefficients des formes différen-
tielles le fait suivant bien connu pour les fonctions : sur un fibré en cercle, une fonction d’intégrale
nulle sur chaque fibre et de norme €gale & 1 a une grande énergie si la longueur de la fibre est
petite. Soit 1 une p-forme différentielle propre de valeur propre A. Nous allons d’abord écrire
1) localement a 1’aide d’un repere mobile Sl.invariant. Précisément, soit U un ouvert de N™
difféomorphe & R™ et tel que 7~ U 22 U x S!. On considére un repére mobile {Y;}"_; sur U,
c’est-a-dire un champ de repéres orthonormés pour la métrique h sur U. Soit {Z;}?_; le champ
de repéres orthonormés sur 7~ U obtenu en relevant horizontalement {Y;}? ;. On compléte
{Z;}1_, en ajoutant Z,, ;1 le champ de vecteurs unitaires tangent a 1’action de S* et on obtient
ainsi sur 77U = U x S' un repére mobile S!-invariant. Soit {7;}7*' les 1-formes duales de
{Z}74L. Sur 71U, une p-forme ) s écrit :

3.5) Y= iy Yis A A%ipe O

On considere une p-forme propre 1 sur (M™+1 g) de valeur propre ) et de L2-norme égale
a1lsur (M™! g). Avec les notations précédentes, on a le lemme suivant :

LEMME 3.6. - Il existe une constante C' =: C'(n,a,(N,h)) et un entier p = p(n) tels que
pour tout T € U,

C (& ,
|Zja,~1...ip(x)| < i Z)\ , j=1,...,n+1
k=0

On considere une p-forme v € Ho, de L2-norme égalea 1.On ale :

LEMME 3.7. - Il existe une constante C" = C" (n,a,d, (N, h)), un ouvert U C N et un point
x €Y (U) tels que

CII
|Zn+1ai1-~-ip (-’E)| P m

pour un coefficient o, ...;, de P = Zil,,,ip Qi Yiy N N Yy

Le théoreme 3.4 découle de ces deux lemmes de la fagon suivante :
Soit 7 une p-forme propre de valeur propre A sur (M™*1 g). Soit ¢ la projection de v sur
H. On suppose que ¢ # 0. D’apres la remarque 3.3, ¢ est une ;q/—fonne propre de valeur propre

A. D’apres les deux lemmes précédents on a donc > % _, pL> %, ce qui entraine A > 61%
Démonstration du lemme 3.6. — Le lemme provient essentiellement des inégalités de Sobolev.
Afin que la constante C’ qui intervient dans I’inégalité du lemme 3.6 ne dépende pas de ¢,
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on n’applique pas directement 1’inégalité de Sobolev 2 ¢ dans I’ouvert 7~1U (dont le rayon
d’injectivité est €) mais a un revétement de 71U de degré égal a la partie entiére [é] de %
Soit L = [1] et U le revétement cyclique de degré L au-dessus de 7~ (U), construit a partir
de I'action de S! sur 71U
Soit f:U — w1 I’application de revétement. En relevant par f la métrique g de 71U, on
obtient une métrique g sur U dont le rayon d’injectivité est minoré indépendamment de .

Les inégalités de Sobolev appliquées a f*1 donnent pour tout & de U (cf. [19]),

P
(3.8) |Zj iy, (@) SO A F )| o 5

k=0

ol Zj estlerelevéde Z;,j=1,...,n+1,et p=p(n), C = C(n,a,(N,h)).
Comme f est un revétement riemannien et f* (/) est propre pour la valeur propre A, on obtient
pour toutz € 71U :

p p
3.9 |Zjai1...¢p (.’L‘)I < C(Z)\k> ”‘f*(w)||L2(5) < C(Z)\k) L1/2||7,Z)||L2(7F‘IU);
k=0 k=0

d’olt I’on déduit le lemme 3.6 puisque L = [1]. O

Démonstration du lemme 3.7. — Soit v une p-forme différentielle sur (M™1 g) telle que

2

f M lwl =L
On fixe un recouvrement fini {U; };c; de N par des ouverts trivialisants.
On note

(3.10) Cy = sup volUj;, Co=card]I.
i€l

Il existe ¢ € I tel que

1

(3.11) / 9] dvg > o

ﬂ'_lUi

Par le théoréme de Fubini, on a

(3.12) / [ dv, = / ( / |¢|2> dun (@),
7(_1Ui U; W_l(Q)

donc il existe g € U; tel que

1 1
2> > )
/ W > G N vl T Z G N G (N B)
w—1lq

(3.13)

On fixe un repére mobile { Z; };’:11 sur 7~ 1U; comme ci-dessus dans lequel « s’écrit (cf. (3.5)) :

Y= Zail"'ip,yil AN NV
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L’inégalité (3.13) s’écrit :

: 1
2
(3.14) Z / g, 2 X
R )

donc il existe un coefficient o, ...;,, tel que
(3.15) [ et zcn

m1(q)
Comme t) = j;...1,%i, N~ Ay1p € Hoo, 0N 2 fﬂ'—lq Qiy..i, =0 et

47‘!‘203
|Zn100iy ., | 2 =

m=1(q)

17

d’olt I'on déduit Iexistence d’un point = € 7~1(q) tel que |Znt1ai,...i,(2)> = S, ce qui
acheve la preuve du lemme 3.7. O

4. Démonstration des théorémes 1.17, 1.19, 1.21

Rappelons que M(n,a,d,r) désigne I’ensemble des variétés riemanniennes compactes
orientées (N,h) dont la courbure sectionnelle K(N,h), le diametre d(N,h) et le rayon
d’injectivité (N, h) vérifient |K (N, h)| < a, d(N,h) < detr(N,h) > .

On considere S — M — N un S*-fibré principal. Nous allons d’abord montrer les théorémes
suivants.

THEOREME 4.1. -1l existe des constantes positives C; =: C;(n,a,d,r), i =1, 2, et g9 =:
eo(n,a,d,r) telles que pour tout couple de métriques (ge,h) adaptées au fibré principal
St — M — N telles que (N, h) € M(n,a,d,r) et (M,g.) € M(n+1,a,d), si € < eo, alors

Q) 0 < Mep(M,g:) <Cr - (ellella)?, 1<k<m,

(i1) /\mp+1,p(M7 gs) = Ch.

THEOREME 4.2. -1 existe des constantes positives C; =: Ciy(n,a,d,r), i = 1,2, et
€0 =: €o(n,a,d,r) telles que pour tout couple de métriques (g, h) adaptées au fibré princi-
pal St — M — N telles que (N,h) € M(n,a,d,r) et (M,g.) € M(n+1,a,d), si e < &g et
e(M) #0, alors

Cr(ellel)® < A (M, g2) < Ca - (ellell2) .

THEOREME 4.3. — On suppose que dimH?(N,R) = 1.

1l existe des constantes positives C; =: Cij(n,a,d,r), i =1, 2, et g9 =: €¢9(n,a,d,r) telles
que pour tout couple de métriques (ge, h) adaptées au fibré principal S' — M — N telles que
(N,h) e M(n,a,d,r) et (M,ge) € M(n+1,a,d), sie <eg et e(M) #0, alors

2 2
Ci(ellell2)” < Mep(M,g:) < Ca - (ellellz)”, 1<k<mp, 1<p<n.
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Les théoremes 4.1, 4.2, 4.3 ci-dessus correspondent aux théorémes 1.17, 1.19, 1.21 dans le
cas des métriques adaptées. Il est facile alors d’en déduire les théorémes 1.17, 1.19, 1.21. En
effet, soient (IV, h) une variété riemannienne compacte orientée et 6o =: 8o(n,a,d, (N, h)) et
T =:7(n,a,d, (N, h)) les constantes intervenant dans le théoréme 2.5.

Soit (M, g) € Mn(n+ 1,a,d) vérifiant § = 6 ((M, g), (N, h)) < 8. Il existe une fibration
m:M — N et des métriques hs et gs sur N et M T-proches de h et g respectivement telles
que (gs, hs) est un couple de métriques adaptées. D’apres le théoréme 2.4, les valeurs propres
Aip(M, g) et Mg p(M, gs) vérifient

T—n_é?'__l/\k,p(Mv 95) < Mep(M, g) <T"FPHIN (M, g5).

Les théoréemes 1.17, 1.19 et 1.21 se déduisent alors directement des théorémes 4.1, 4.2, 4.3
et 2.5. En effet, les constantes C; intervenant dans les théorémes 4.1, 4.2, 4.3 dépendent des
bornes sur la courbure K (N, hs), le diametre d(N, hs), et le rayon d’injectivité r(N, hs) et ces
bornes s’expriment en fonction de n, a, d, (I, h) d’apres le théoreme 2.5(b), (c); de plus, les
représentants harmoniques de la classe d’Euler de M par rapport aux métriques h (resp. hs) ont
des normes L2(N, h) (resp. L2(N, hs)) qui restent dans un rapport borné a cause du théoréme de
Hodge.

4.4. Démonstration des théorémes 4.1, 4.2, 4.3

On a vu au paragraphe 3 qu’il suffisait de considérer les p-formes différentielles S!-invariantes
pour contr6ler les valeurs propres bornées (cf. théoreme 3.4).

On notera dans ce paragraphe {25 (M) les p-formes différentielles S*-invariantes sur M.

Nous commencons par rappeler quelques faits.

Soit 1) € 2P(M), 1 # 0. Son quotient de Rayleigh pour la métrique g. sur M est donné par

@5) R(6) = [ (46 + o) dog, / [ 10 o
M b7}
ot |dy|?, |64|? désignent les normes de dip, 67 pour la métrique g..
On notera ‘
46) at0) = [ (0 + 5w ) du..

M

Les formules suivantes qui résultent de calculs simples et directs permettent de ramener
Iestimation des quotients de Rayleigh des éléments de (2% (M) a des calculs sur (N, h).

5 LEMME 4.7. - Soient 1 € Q§ (M), % = m*a + m*a Aw, ot a € 2P(N) et a € 2P~1(N).
na
(53 lmlg :*ifillo?ﬁ%(tg)oi’”_%l)g(a Ae))+m*(da) Aw,
dy]|3 = e(llda+ (~=1)P"'e(a A e)||3 + || dall3);
(iil) 69 =7*(6a) + 7 (ba+ (—1)P"e * (xa Ae)) Aw,
69113 = =(l8al} + [[6a + (~1)7e x (sa A e)][).
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Dans ce lemme, ||[¢||2 (resp. ||d%|2, ||6¢||2) désigne la L2-norme de 1 (resp. dip, §))
dans (M, g.), et ||al|2 (resp. ||a||2) la L?-norme de a (resp. «) dans (N, h). On désigne aussi
1’opérateur de Hodge de (N, h) par *.

Nous allons nous ramener a la preuve du résultat suivant.

4.8. — Il existe des constantes C;(n,a,d,r), i =1, 2, et €1 =: €1(n,a,d,r) telles que pour
tout (M, ge) € M(n+ 1,a,d) et (N,h) € M(n,a,d,r), oi (ge, h) est un couple de métriques
adaptées a la fibration principale S — M — N, si ¢|le||2 < €1, alors les conclusions des
théorémes 4.1, 4.2, 4.3 sont vraies.

La constante €; sera choisie dans 4.8 de telle sorte que les valeurs propres de (N,h)
n’interferent pas avec les petites valeurs propres de (M, g ).
Les théoremes 4.1, 4.2, 4.3 se déduisent alors de 4.8 et du lemme suivant.

LEMME 4.9. - Il existe des constantes 3 =: €2(n,a,d) et Cy =: Cy(n,a,d) telles que pour
tout fibré principal S* — M — N et tout couple de métriques adaptées (ge,h) telles que
(M,g.) € Mn(n + 1,a,d) et (N,h) € M(n,a,d,r), si € < ea, alors (g|lel|2)? < Co, oit e
est le représentant harmonique par rapport a h de la classe d’Euler de S* — M — N.

Démonstration. — Appendice, A.26. O

Les théoremes 4.1, 4.2, 4.3 se déduisent de 4.8 et 4.9 de la fagon suivante. On pose C =
(eiCy 1172 ol ; et Cy sont les constantes intervenant dans 4.8 et 4.9 respectivement. Le
couple de métriques (gz,,h) est adapté et pour tout & < e2, on a (Cellel|2)? < €1 d’apres le
lemme 4.9. D’apres 4.8, les valeurs propres i ,(M, gz, ), 1 <k <my, de (M, g,) vérifient
les conclusions des théoremes 4.1, 4.2 et 4.3. Comme g. est C-proche de 9. Ces mémes
conclusions restent vraies pour les valeurs propres A, (M, g.) de (M, g.), 1 < k < my, grice
au théoreme 2.4.

Démonstration du théoréme 4.1 sous I’hypothése ¢||e||2 < 1. — On considére le sous-espace
test £, C 2§(M) de dimension b,_1(N) + b, (N) obtenu en relevant par 7 1’espace des formes
harmoniques de degré (p — 1) et p de (N, h) :

(4.10) E,={¢=n"a+1*aAw, a €H?(N,h), a € H?"'(N,h)},

ol HP (N, h) désigne I’espace des p-formes différentielles harmoniques de (N, h).
Sojt 1 € Ep. On déduit du lemme 4.7,

9115 =e(llals + llall3),
“.11) [dy[l3 =e3llaAel3,
16113 =€l ¥ a Aell3.

La norme ponctuelle d’un produit extérieur vérifie pour u € 2*(N), v € 2*(N),
(4.12) luAv] < C(n)|ullv], oaC(n)>0.

Comme a, o, e sont harmoniques sur (N, h), on déduit de [19] Iexistence d’une constante
C =:C(n,a,d,r) telle que pour tout 3y € E,,

(4.13) R(y) < Ce*|lel3,
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ce qui entraine par le principe du min-max la majoration du théoréme 4.1 puisque m, =
bp(N) + bp_1(N) — bp(M) (cf- (1.16)). Montrons a présent que A, +1,,(M,g) est minorée
indépendamment de €.

D’apres le principe du max-min, il suffit de vérifier que tout élément de {25 (M) orthogonal a
E, aun quotient de Rayleigh minoré indépendamment de €.

Soity € 2,19 L Ep. Onécrit Y = n*a+ n*a Aw.

On a

||da + (—l)p"ls(a A e)H
||6a + (=1)"ex (xa A e)”

on en déduit, en utilisant le lemme 4.7,

[dallz — Cellall2le]l2;

(4.14)
[6alla = Cellall2]le]l2,

0 2
>

2

(4.15) [|d9ll2 + [[6¢]]2 > %E(lldallz +16all2 + |ldall2 + 18all2 — Cellell2(llallz + llel2))-

Par ailleurs, comme 1 est orthogonale & E,,, « et a sont orthogonales respectivement 8 HP (N, h)
et HP~1(N, h) et donc

2 2 2 2
(Idedl2 + lI8ell2)” > lldedl3 + 18]z > A1 p(N, h) |3,

(4.16) ) \ \ .
(Ildall2 + lI6all2)” > lldall5 + |6all5 > A1 p—1(N, ) ||all3.

On déduit de (4.15) et (4.16)

@17) (lalz + 16612) > 2 (lalls + ) -
x [min(Ay (N, h)Y2 A1 p-1(N,h)2) — C(N, h)elle]2].

Ainsi, sous la condition suivante, qui assure que les valeurs propres de (N, h) n’interferent pas
avec les petites valeurs propres de (M, g.),

1
ellelle <er1:= Y6l min (Al,p(N, h)1/2,/\1,p_1(N, h)l/z),

on obtient

2
€ €
g <t lall3 +lel3) = 3 w13,

d’ou la minoration du théoréme 4.1 en remarquant que A1 ,(V, h) et A ,—1 (N, h) sont bornés
en fonction de n, a, d, r (¢f théoréeme 1.3). O

(4.18) l[dw||3 + 116313 >

La preuve des théoremes 4.2 et 4.3 sous I’hypothese ¢||e||2 < &1 repose sur le lemme 4.19
(lemme des petites valeurs propres). Ce lemme dit que, L étant un entier donné, les L premiéres
valeurs propres pour les p-formes de (M, g.) sont «bien approximées » par les valeurs propres
de la forme quadratique ¢(v)) = [,, (|d¢|? +|6%|?) dv, définie sur un sous-espace & de £25 (M)
de dimension L qui est «presque orthogonal » a 25’ (M).

Précisément, on note D un sous-espace de {2 (M) stable par le Laplacien. En fait, dans la
suite, on aura D = (M) ou bien D = HP(M, g.)*. Dans le deuxieme cas, HP(M,g.)*
désigne I’orthogonal de H? (M, g.) dans 25 (M).

On note également pour simplifier {\; }j‘;l les valeurs propres du Laplacien agissant sur D.
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LEMME 4.19 ([7, théoreme 1.7], [8, lemme 4.1]). — Soient L un entier positif et C1 > 0. Il
existe po = po(C1, L) et C = C(Ch, L) tels que pour tout p < py, si les conditions suivantes (i)
et (ii) sont réalisées :

(1) le nombre de valeurs propres du Laplacien agissant sur D contenues dans [’intervalle
[0,C1] estégala L

(ii) il existe un sous-espace test £y C D de dimension L tel que pour tout g € &y, ¥ € D,

ona

|a(,%0)| < plivoll2 (1013 + a()) 2,

alors
wi—Cp?2 <A <pi, 1=1,2,...,L,
ou {p;}£_| désigne les valeurs propres de la forme quadratique q définie sur &.

Les preuves des théoremes 4.2 et 4.3 sont semblables mais le cas des 1-formes différentielles
(cf. théoreme 4.2) est plus simple et nous commencons par celui-la.

Démonstration du théoréme 4.2 sous I’hypothése ¢|le||2 < €1. — Comme e # 0, m; =1 et on
sait d’apres le théoréme 4.1 qu’il existe une unique 1-forme propre de valeur propre Aq 1 (M, gc)
vérifiant
(4.20) 0< A1 (M,g:) < Ce?[lell3
des que ellel|2 < e3.

Nous allons appliquer le lemme 4.19 au sous-espace vectoriel £ C D =: H}(M,g.)* C

23 (M) de dimension 1 défini par £, = Rw, ob w est la 1-forme verticale du fibré normalisée
pour que |w| = |w|y, =1.

Vérifions d’abord que w € D = H!(M, g.)*, i.e. w est orthogonal & I’espace des 1-formes
harmoniques. Cela provient du fait que ces dernieres sont horizontales, ce qui découle du :

LEMME 4.21.- Soit {a1,...,ax} une base orthonormée de H' (N, h), ou k = b1(N). Alors
{m*ay,..., ™y} est une base de H* (M, g.).

Démonstration. — On montre d’abord que 7*c;; € H!(M, g.). Comme dr*a; = 7* (day;) = 0,
il suffit de vérifier que 6(7* ;) = 0. On a (¢f. lemme 4.7),

§(m* i) =¥ (b)) + (—1)Pem™ (* (xai Ae)).

Comme «; est harmonique sur (N, h) et xa; A e est une (n + 1)-forme sur N, on en déduit que
6(m*a;) = 0. De plus, si i # j,

(" ag, 7r*aj>L2(M,gs) = e, aj)L?(N,h) =0.

Ainsi, {7*ay,...,m ay} est bien une base de H!(M, g.) puisque by (M) =b;(N), i.e. e # 0.

D’apres le théoreme 4.1 le nombre de valeurs propres du Laplacien agissant sur D contenues
dans Pintervalle [0, C(N, h)] est égal a 1, ou C(N,h) est la constante Cy du théoréme 4.1.
L’hypothese (i) du lemme 4.19 est donc vérifiée.

Vérifions I’hypothese (ii).

Soient g =wetyy =n*a+n1*aAw € D.

Ona:

22) a(to, ) = / (dpo, dvy) dvg, + / (6300, 6) du,,
M

M
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et comme dw = 0, on déduit du lemme 4.7,

(4.23) q(o, ) =¢ /(w*e, 7 (da) + e(a o m)m*e) dug,
M
=¢? /(e,da + cae) dvy,.
N
On en déduit
(4.24) |a(t0,9)| <°C - vol(N, h)'/?al|2]le] o

et en utilisant a nouveau [19],

(4.25) la(vo, )| < C(N, R)e?|lell3l1ollz 14 ]]-

L’hypothese (i) du lemme 4.19 est vérifiée avec po = C(N, h)e?||e||3.
Comme R(to) = £} = i1 = 2 [¢]|3, on déduit du lemme 4.19.
2

(4.26) £*|lell3 — Ce*llells < A1 (M, ge) < €3lell3,

ce qui prouve le théoréme 4.2. O

Démonstration du théoréme 4.3 sous I’hypothése €|le||2 < €1. — Nous allons a nouveau
appliquer le lemme 4.19. Nous avons a définir un espace test &p.

Dans le cas précédent des 1-formes différentielles, &, était engendré par w, c’est-a-dire le
supplémentaire orthogonal de H! (M, g.) dans E; (cf. 4.10). En fait, pour tout p, E, est I’espace
qui approche bien la somme des sous-espaces propres associés aux « petites valeurs propres »,
nulles et non nulles (cf. 4.13).

Dans le cas p = 1, {, = Rw C E; correspond & I’'unique petite valeur propre non nulle.

Dans le cas p# 0, 1, n, n + 1, ’espace E,, ne contient pas HP(M, g.) en général et le choix
de &y en est rendu plus délicat.

En fait, H? (M, g.) se détermine 2 I’aide de la suite de Gysin du fibré S — M1 — N™ ([2,
p- 179]). Nous allons choisir le sous-espace test £y également a 1’aide de la suite de Gysin.

Grace a ’action isométrique de S* sur (M™*1, g.), on peut représenter la suite de Gysin de
la fagon suivante. Soit « une p-forme différentielle fermée sur (M, g.) (resp. (IV, h)). On peut
décomposer « de fagon unique en @ = a + db, ot a € HP(M, g.) (resp. a € HP(N, h)) et b est
une (p — 1)-forme co-exacte de (M, g.) (resp. (N, h)). On notera 7, le projecteur

4.27) np(a) =a

et -y, 1’opérateur linéaire défini par
(4.28) Yp(a) =b.

Nous adopterons par abus les mémes notations pour M et N lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.
La suite de Gysin du fibré s’écrit ([2], p. 179, Proposition 14-33)

(4.29) HP2(N, ) P (N, B) 2 HP (M, ge) 2 HPL(N, B) - - -
../1”_‘3HP+1(N7h)_>...

ot les applications A, s,, 7, sont définies de la fagon suivante.
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Sia € HP~2(N,h), b€ HP(N,h), alors

Ap—2(a) =np(ane),

4.30
@30 59(8) = 1p(n°D).

Si € HP(M,g.), onavuque 9 s’écrit 1) = ¥+ m*a Aw avec a € 2P(N), a € 2P~1(N) et
a fermée. On pose alors

@31 rp(§) = Mp-1(a). O

Le lemme 4.32 suivant, qui provient de I’exactitude de la suite de Gysin, permet d’identifier
HP(M, g.) a un sous-espace de HP~1(N, h) & H™ P(N, h), et par dualité, 2 un sous-espace de
HP~Y(N,h) ® HP(N,h). Cela nous permettra par la suite de définir 1’espace test .

LEMME 4.32. - 'HP(M, gc) est isomorphe a Ker Ap,_, ®Ker A,_;.

Démonstration. —On a :
(4.33) HP(M, g.) ~Kerr, ® (Kerr,)*.

Comme la suite (4.29) est exacte, on obtient immédiatement que (Kerr, )" est isomorphe a
KerA,_1.

11 reste donc a prouver que Kerr,, est isomorphe a Ker A,,_,. Par exactitude, on a Kerr,
Ims, ~ (Kersy)® = (Im4,_2)*. 1l faut donc vérifier que (Im A,_5)" est isomorphe
Ker A,,_p, ce qui découle du lemme suivant.

o~
a

LEMME 4.34. - Soit b€ H"~P(N, h). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) beKerd,_p;
(ii) *b L v Ae pourtout v € HP~2(N,h).

Démonstration. — Soit b € Ker A, _p,.

On a, pour v € HP~2(N, h)

(4.35) (xb,v Ae) = (=1)P(nP) / vAeAb.
N

Sibe KerA,_p, bA e est exacte, i.e. b A e = dp. On déduit alors de (4.35),

(4.36) (xb, v Ae) = (—1)P(n—P+D) /d(p Av = (=1)Pn=P+D) /d(go Av)=0.
N N

Inversement, supposons que xb L v A e pour tout v € HP~2(N, h). Posons bA e = 1, p12(bA
e) +de.
Ona:
(4.37) (xb,v A e) = (—1)P(n—P+D) / bAeAv.
N

En choisissant v = #7,_p12(b A €), on obtient
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(4.38) 0= (xb, v Ae) = (—1)Pr=PHD) /"7n—p+2(b ANe) A *mn—pra(bAe),
N

= (—1PP )y sa(b A€,

ce qui entraine 7, —p2(bAe) =0etbeKer A,_p. B
La suite exacte de Gysin, le lemme 4.32, suggerent que le sous-espace £ de HP(M,g.)
défini en 4.39 ci-dessous « correspond » aux petites valeurs propres non nulles des p-formes de

(M™1, ge).
(4.39) §=6®&, on,
G={v=m"aNw, a€ (Kerd,_1)*},
&L ={Y=r"a, *ae (Ker An—p)t}.
En fait, pour appliquer le lemme 4.19, nous devons modifier légerement ce choix de I’espace
test. L’idée est de faire en sorte que la différentielle des éléments de &; et la codifférentielle des
éléments de &5 soient le « pull-back » de formes harmoniques de (N, h). C’est cette propriété qui

permet de vérifier I’hypothese (ii) du lemme 4.19.
On pose pour a € HP~1(N, h), o € HP(N, h),

Yo =T aAw+ (—1)Per* (vp41(a Ae)),

4.40
( ) ¢a:n*a—sw*(*'yn_erg(*a/\e)) Aw.

On pose également

(4.41) £=6D &,

N

ou
& ={¥a, a€ (KerAp_1)"},
& = {¥a, *a € (Ker Ap_p) " }.

On pose enfin
(4.42) §o=HP(M,g:) BE.

Le sous-espace £y C D = QF(M) ainsi défini est I’espace test auquel on appliquera le
lemme 4.19.
Le lemme suivant découle directement du lemme 4.7.

LEMME 4.43. — Soient 1, € &1, Yo €&2.Ona:
(i) dipa = em* (mp41(ane)),

8o = (—1)P P21 (x(xy, 11 (a A e) Ae)) Aw,
(i) 6% =e(—1)"PT* (¥Np—pr2(xaNe)) Aw,

dpg = (—=1)Pe2m* (xYn—pi2(xa A€) Ae).

Le lemme suivant dit que les sous-espaces test £; et & sont L2 proches des sous-espaces test

& et & si gl|ef|2 est assez petit.

LEMME 4.44. - [l existe une constante positive C = C(N, h) telle que pour tout 1, € &1,
Yo €&, 0na:

(i) ||Ya — 7" a Awll2 < Celle]l2||Tall2,

(i) [|¢a —7*all2 < Celle]|2||m™ 2.
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On en déduit en particulier le :

COROLLAIRE 4.45. — Lorsque ¢||e||2 est assez petit,
dimé& =by(N) +by_1(N),  dimé& & & =m,.

Démonstration du corollaire 4.45. — D’aprés le lemme 4.44, si ¢l|el|2 est assez petit dim¢;
=dim¢;, et on conclut avec le lemme 4.32 et (4.39). O

Démonstration du lemme 4.44. — On fait la preuve dans le cas (i), le cas (ii) est identique.
Ona:

(4.46) Yo — T aAw = (—1)Per* (ypy1(a Ae)).

Rappelons que 7,11 (a A €) est une p-forme différentielle co-exacte vérifiant
(4.47) dypri(ane)+mpri(ane)=aAe.
Ona:
@48)  Aipra(N R (e A3 < [ dypar(ane)|s < COV, B lall3ell3.
Ainsi, on obtient en utilisant (4.46), (4.48)
(4.49) |60 — 7" a Aw||2 < C2|n*al3llell3. O
Le lemme suivant dit que &; et 2 sont L2-orthogonaux et presque g-orthogonaux.
LEMME 4.50. — Soient 1, € £1, Yo €€2. Ona:

(i) (Ya,%a) =0,
(i) |g(tha,v0a)| < C(N, h)(elle]l2)* 7 all2[lm* a2

Démonstration. — (i) On a :
(4.51) (Ya,Pa) = —€2(a, *Yn—pr1(xa A €))r2(w,n) + (—1)Pe* (Yps1(a A€), ) r2(n n)-

On conclut (1g,%4) = 0 car a, o sont harmoniques et 7, —p+1(*a A €), Yp+1(a A e) sont
co-exactes.

(i) A I’aide du lemme 4.43, on obtient
Q(Wartb) = (T 1@ A €), (-7 7 (4 pra(xa Ae) A€) oy
(4.52) + (1) PR3 (7 (k (wypp1(aAe) Ae)), T (% Nnepra(xa Ae)) >L2(M,ge)'
En appliquant I’inégalité de Cauchy—Schwartz, (4.48) et [19], on déduit

3 «

(4.53) 10(¥a, Ya)| < C(N h) (ellellz) "llm"all2[¢"all2. O

LEMME 4.54. - Soit ¢ = m*u + m*v Aw € 2 (M). Alors,

|
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Démonstration. — A I’aide du lemme 4.7 on a :
* 2 * n 2
(4.55) 16313 = || (6w) |5 + [|7* (6v + (—=1)"Pe  (xuAe)) |-

Ainsi, on obtient

(4.56) I7r"(6v—|—(—1)"1"5*(>o<u/\e))“2 < |169]|2;
d’ou
(4.57) |7 (80)]], < “(x (xune),.

En utilisant [19] et (4.12), on obtient ’inégalité du lemme 4.54. 0O

Nous sommes a présent en mesure d’appliquer le lemme 4.19 au Laplacien agissant sur les
p-formes différentielles 27 (M, g.) et a I’espace test £. Nous noterons pour simplifier

(4.58) 0=X <A1 <A<
les valeurs propres du Laplacien agissant sur {25 (M) et
(4.59) O=pio<p1<p2 << e

les valeurs propres de la forme quadratique q restreinte au sous-espace &p.
Les valeurs propres Ag et po sont de multiplicité

bp(M) =Dbp(N) +bp-1(N) = ¢,
ouf{=dimé& & =m
D’apres le théoreme 4.1, on a
(4.60) Aey1 = C(N,h) >0,

et le nombre de valeurs propres \; dans I'intervalle [0, C'(IV, h)] est égal 2 by, (N) + bp—1(N) =
dim&j. La condition (i) du lemme 4.19 est donc vérifiée.
Vérifions maintenant la condition (ii) du lemme 4.19, i.e. pour tout 1 € & et ¢ € 25 (M) :

4.61) |a(Wo, ¥)| < C(N, R)e2lel3lwolla (1113 + () 2.

Si Yo € HP(M, g), q(v0,%) = 0 et (4.61) est vérifiée. 1l reste donc & montrer (4.61) pour
Yo € &1 @ &2. Grace au lemme 4.50, il suffit de vérifier (4.61) pour 1y € &; ou g € &2. On va
vérifier (4.61) pour g € &1, le cas 1 € &5 est semblable.

Soient ¢, € & et =m*u+ v Aw € QF(M).

Onad’apres 4.43 et 4.7,

(4.62) /<d1/Ja, dy) dvg, = (—1)Pe? / (m*(mps1(aAe), T (v Ae))dog, .
M

M

En remarquant que ||7,+1(a A €)||2 < ||a A e]|2, on obtient

4.63) {/ﬁmn¢®k < C(N, W) el3llm alla o)
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et donc

(4.64) ' [ (v du, | < V2Bl
M

On a également d’apres 4.43 et 4.7,

4.65) / (62ba, 50 du,,
M

= (—1)(nFlpg2 / (m* (* (*vps1(aNe) Ae)),m* (6v + (—1)"Pe x (xu Ae)) ) dvg, .
M
On en déduit en utilisant (4.12) et [19],

<ON, h)e? ell3llm*all2 (™ (8v)ll2 + ellm™ (u) 12 ]lell2)-

(4.66) ' / (0%a, 60) dug,
M

A I’aide du lemme 4.54, on en déduit

(4.67) ‘/<6wa’6¢>dvgs <C(N, W)X [lel3l|¢allz (C(N, )elell2 ¥l + a()?),
M

d’ou, lorsque ||e||2 est assez petit,

1/2

<ON, h)e?llell3lvall2 (19113 + a())

(4.68) ’ / (6%q, 69) dug,
M

La condition (ii) du lemme 4.19, i.e. (4.61) découle de (4.64) et (4.68).
Le lemme 4.19 donne alors

(4.69) pi = C(N,h)llellze* < Xi < iy §=0,..., L.

Il reste a estimer p;, i.e. le spectre de g restreint a .

Rappelons que po = Ao = 0 de multiplicité égale a dim H? (M, g.). Il faut donc estimer p;,
i=1,...,¢, c’est-a-dire les £ = m,, dernieres valeurs propres de g restreinte a £ . La majoration
des p;, i =1,...,¢ =my, découle du théoréme 4.1, et la minoration va découler du principe du
max-min et du lemme suivant :

LEMME 4.70. - Soit F = £, & (2. Pour ) € F, ona q(v) = C(N, h)e?||e||3||%||3, o C(N, h)
est une constante positive.

Démonstration. — Grace au lemme 4.50, il suffit de montrer 4.70 lorsque ¥ = 9, € £ ou
1 =1, € &. On le fait pour 9, le cas de 1, est similaire.
D’apres le lemme 4.43, on a

@.71) a(va) = 2|7 (nps1(a A e)) || + e[| 7* (* (krpra(ane) Ae)) ||o

Par ailleurs, on a
4.72) £4||7r* (* (*vp1(ane) A e)) ||§ < C(N,h) (8||e||2)4|]7r*a||§,
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et comme ||7*alj2 < C(N,h)||1a]l2 lorsque ele||2 est assez petit d’aprés le lemme 4.44, on
déduit de (4.72),

* 2 4
4.73) 64H7r (* (+vpsi(aAe) Ae)) “2 < C(N,h)(e|lell2) ll%all3-
Comme dim H?(N,R) = 1, e est multiple d’un générateur ey de H2(N,Z), donc a A e =
ka A eg.

De plus, pour tout a € (Ker 4,_1)*, ona

(4.74) Np+1(aNe)=knpr1(aNeg)#0

et par compacité, il existe C = C(N, h) > 0 telle que

(4.75) lnp+1(a A eo)l|, = C(N, h)|allz,

et

4.76) o1 (@ A e)]|, = C(N, B lall2lell2-

On en déduit

@4.77) e2||7* (mpr1(a A €))||2 = C(N, h)e? | m*al 3 ell3.

Le lemme 4.44 entraine alors

(478) &l (1 (a r e)) 5 > CN, h)e? sl el

et on déduit de (4.71), (4.78) et (4.73)

(4.79) 4(va) = C(N, W)e? |lell3]1all3 — C(N, h)e*[lell2all3,

ce qui acheve la preuve du lemme 4.70 et du théoreme 4.3. 0O

5. Formule asymptotique et exemple

Soit S — (M™*1 g.,) — (N™,h) un fibré riemannien, ol (g.,,h) est un couple de
métriques adaptées (cf. définition 2.1). On peut choisir par exemple €5 = 1. On note e le
représentant harmonique de la classe d’Euler de ce fibré. On suppose e # 0.

On considere la famille de métriques g. sur M™+1 définie par :

(5.1) ge = €97 + 971,

ou gr est la restriction de g., aux fibres et gp. la restriction de g., aux directions
perpendiculaires aux fibres.

On fixe p, 1 < p<n=dim N, et on considere les formes quadratiques ¢; et g2 définies sur
Fy = (Ker A,—1)* et F> = (Ker A,,—,)" respectivement par :

52) {fh(a): 7p+1(a A e)ll3, a€F,

@2() = Inn—pr2(@ne)l3, aeFy.
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Soit 0 < v < vp < --- < v, £ =my, les valeurs propres de la forme quadratique g; @ g2
définie sur F; @ F5.
Nous allons prouver le théoréme 1.27 que nous rappelons a présent.

THEOREME 5.3. - Sous les hypothéses précédentes, les £ premiéres valeurs propres non
nulles

0<A1p(M,ge) <+ < Aep(M, ge)
vérifient
Njp(M, ge) = €%v; +0(?)
lorsque € tendvers 0, =1,2,..., 4 =my,.

Remarque 5.4. — L'existence d’une forme quadratique () définie sur un espace de dimension
£ =m,, dont les valeurs propres {v;}¢_, vérifient la formule asymptotique du théoréme 5.3 peut
se déduire de [13,14,11]. Dans le théoréme 5.3, nous explicitons v; en fonction de la classe
d’Euler e du fibré.

Démonstration du théoréme 5.3. — La preuve est identique a celle du théoréme 4.3 et consiste
a appliquer le lemme 4.19 au Laplacien agissant sur 25 (M) et a ’espace test & = HP (M, gc) ®
&1 @ & défini en (4.41), (4.42). On obtient encore comme en (4.69),

4 .
(5.5 Hi — C(Na h)(”e”2 5) < )‘j,P(MagE) < My, ] =0,1,...,¢,

ol g, - . ., f4¢ désignent les valeurs propres de la restriction de g a £y. Comme, cette fois, la classe
d’Euler e est fixée on obtient

(5.6) pi—C'e* < \jp(M,ge) <pj, 5=0,...,L

Le théoréme 5.3 découlera alors du :

LEMME 5.7. — Sous les hypotheses précédentes,
pj = v;e® +o(e?)

lorsque ¢ tend vers 0, j=1,...,4 =m,,.

Démonstration. — Comme HP (M, g.) est I'espace propre de ¢/, associé a la valeur propre
o = 0, les espaces propres de ¢/ associés aux valeurs propres pq < fo < --- < g
sont contenus dans HP (M, g.)+. Par ailleurs, & @ & est asymptotiquement contenu dans
HP(M, g.)* lorsque ¢ tend vers 0 2 cause du :

LEMME 5.8. — Soient 1, € &1, P, € €2, Y € HP(M, g.). Ona:
@) |G V)zat,00] < OV, Welltalloll o el
(i) [(Ya, V)|r2(a1,9)| < C(N, h)el[all2]|vl2]lel]2-

11 découle du lemme 5.8 que la projection orthogonale &, ® &, — (HP(M, g.))* est une quasi-
isométrie de rapport (1 + o(e)) lorsque € tend vers 0. De plus, cette projection est une isométrie
pour la forme quadratique g et donc, lorsque ¢ tend vers 0, on a

(5.9) pi(1—o(e)) Sp; <pi(l+o(e), j=1,....¢=m,,
ol {p; }§=1 désignent les valeurs propres de g définie sur &; @ &s.
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Enfin, les valeurs propres de q/&; @ & vérifient

(5.10) pi=vie’ +o(e?)

car nous avons d’apres le lemme 4.43, pour ¢, € &1, Yo, € &2 -

(5.11) q(¥a) =€*||m* nps1(a A e)“i +et||m* (* (xypsr(ane) Ae)) nz,
q(Va) = 2| T Np_pr2 (xa A e)]|§ +e||m* (¥ Yn—pra(xaAe) Ae) ||§
et &; et & sont e3-presque orthogonaux (¢f. lemme 4.50).

Démonstration du lemme 5.8. — Soient ¢, € & et ) € HP(M, g.). On a (cf. (4.40)):
(5.12) Yo =7 aAw+ (—1)Per™ (ypr1(ane)),

ola € (Ker 4, 1)t
On pose pour ¢ € HP(M, g.),

(5.13) Yp=r*u+71vAw.

Rappelons que d’apres I’exactitude de la suite de Gysin, v € Ker 4,_;. On a

(5.14) | (Wa,¥) dvg, = [ (7*a,7*v) dvg, + (—1)Pe [ (7" (vpr1(aAe)), ) dv,, .
Jomes] /

M

Comme a € (Ker A,_1)* et v € Ker A,_1, on obtient

<ellypri(ane)lllrul,

(5.15) ' (Y0, 1) dvg,
/

d’out I’on déduit, en utilisant [19] et le lemme 4.44,

S O(N, h)ellellal[allll]]2-

(5.16) l (%a, ) dvg,
/

De méme, on prouve que si ¢4 € &3, ¥ € HP(M, g ),

(5.17) ‘ [asthau, | <@ mElelalballlol
M

Ceci acheve la preuve du lemme 5.8 et du théoréeme 5.2. O

L’exemple suivant a pour but de montrer que I’hypothése dim H2(N,R) = 1 dans le théore-
me 1.21 est nécessaire pour assurer 1’uniformité de la minoration.

Exemple 5.18. — On considere une suite de fibrés riemanniens

St — (Mp*H gr) =5 (N™,h), k=0,1,..

I
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ol (g, h) est un couple de métriques adaptées (cf. définition 2.1). On note wy, la 1-forme verticale
par rapport a gi, sur (M7, g;) telle que |wx| = 1, olt |wg]| est la norme de wy par rapport 2
gk- On note également ej, € H?(N, h) le représentant harmonique de la classe d’Euler du fibré
S'— MM — N.

Dans la suite, on fixe p, 2 < p < n — 2. On note
A HP(N,h) — HPT2(N, h)

I’application définie par A (a) = np42(a A ex) (cf 4.31).
Pour e € H*(N, R), on note A% : HP(N, h) — HP*2(N, h) I’application, définie par :

(5.19) Ap(a) =npra(aNe).

Supposons que cette suite S' — (M, gx) — (N,h) de fibrés vérifie les hypothéses
(Hy), ..., (Hs) suivantes :

(Hy) dw = ep* (6k) et lim e, =0,

k—o00
(Hz) lim Ekllekllg = 0,

k—o00

(Hs) il existe e € H2(N, h) telle que  lim ||—— —e|| =0,

koo || [lexllz 1l
(Hy) dimKerA%_, =¢, k=0,1,2,...,
(Hs) dimKer A5 ; =¢+1.
Nous allons montrer que sous les hypotheses (Hy), ..., (Hs),ona:

A1 (M,

(5.20) lim MeMege) _ o

k—oo e lex(3

Intuitivement, Ker A’Ij_l tend & gagner une dimension lorsque k& tend vers +oo. Cela produit
une valeur propre non nulle satisfaisant (5.20).

Démonstration de (5.20).—On considere la suite {Ker A¥_,}2° de sous-espaces de
HP~1(N, h). Une sous-suite que I’on écrit encore {Ker AX_;}2° | converge vers un sous-espace
F de HP~(N,h). Onadim F = dimKer A%, = ¢ d’apres (H,). Par continuité, nous avons

(5.21) FCKerd5_,.

Comme dim Ker A;_l =q+ 1 (¢f. (Hs), il existe b € Ker A;_l et b L F. On considere la p-
forme différentielle )y sur (My, gx)

(5.22) Y =5 (b) Awi + (—1)Permy (Vpr1(bAer)).
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De la méme fagon que dans la preuve du lemme 5.8, on obtient en utilisant le fait que les
sous-espaces Ker A’;_l convergent vers F et que b | F', pour tout ¢ € HP (M, g)

(5.23) (W, )2 (10000 | < Ceiel[ Pk 2] ]|2-

D’autre part, nous avons sur (M, gx)

524)  q(r) =3 ||mi(mpr1(bAer))||a +ebllmp (* (rpra (b Aer) Aew)) [|a
[kl = 1 m2bl12 + €2k (o1 (b A ) |-

Comme b € Ker A7_;,onan,1(bAe) =0 etainsi

(5.25) i a7 ) = leslami (s (01 (72 =) ) ):

llexll2 -

On déduit de (5.24) et (5.25) que le quotient de Rayleigh de 1y, sur (M, gx) vérifie

(526) R = L) < 2jeyn(ee),
Il
avec limg, o r(ex) =0.
De (5.23) et (5.26) on déduit que
(5.27) Ap(Mi, i) < C' (e llexllz) *r(ex),

ol limy—, () = 0, ce qui achéve la preuve de (5.20).

Nous donnons & présent un exemple de variété (N,h) et d’une suite de fibrés S! —
(Mg, gr) — (I, h) vérifiant les hypotheses (Hy), ... , (Hs).

Soit NV une variété compacte. On suppose que H*(N,Z) = Z.

Notons i : Ha(N,Z) x Ha(N,Z) — Z la forme d’intersection définie par i(a,b) = (a U b, u),
ot a U b désigne le cup-produit de a et b et u un générateur de H*(IV, Z).

LEMME 5.28. — Il existe une variété compacte N telle que H*(N,Z) ~ 7, Hy(N,Z) ~ 73 et
la forme d’intersection

1 00
i=10 0 O
0 0 0
Démonstration. — On considére le CW-complexe P = CP?V S? Vv 52, ou V désigne le bouquet.
Ona

(5.29) H?(P,7) ~ 73, HY(P,Z) =Z.

Soient a, b, c les générateurs de H2(P, Z) tels que a est un générateur de H?(P2C,Z) et b, c
engendrent chacun des deux facteurs H2(S?,Z). On voit aisément que a Ub=aUc=bUc=0
et que a U a est un générateur de H*(P,Z). On en déduit que la forme d’intersection i de P
s’écrit dans la base (a, b, ¢) comme dans le lemme 5.28. Nous construisons a présent une variété
N compacte, homotopiquement équivalente & P, ce qui établira le lemme 5.28.
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Le CW-complexe P peut se plonger dans R¢ pour £ assez grand. On considére un e-voisinage
tubulaire P. de P C R pour ¢ assez petit, et on pose N égal au double de P.,

(5.30) N=P. U P..
aP.
Ona
(5.31) Hy(N,Z) ~Hg(P.,Z) ®Hy(P.,0F:,7Z),
et par dualité,
(5.32) Hi(N,Z) ~Hy(Pe, Z) ® He— (P, Z).

Comme P est un retract de P, on a Hy_4(P:,Z) = 0 pour 0 < k < 4 lorsque £ est assez
grand, et on obtient ainsi

(5.33) Hy(N,Z) ~H(P.,Z) ~Hy(P,Z)

et la forme d’intersection 7 de N vérifie la relation

100
i=(0 0 o],
00 0

ce qui acheve la preuve du lemme 5.28.
Soit NV une variété compacte telle que Hy (NN, Z) ~ Z3, Hy(N, Z) ~ 7Z et forme d’intersection

1
i=10
0

o O O

0
0],
0

dans une base (a, b, c) de Hy(N, Z).
On consideére px = a + kc € Hy(N,Z), k=1, 2,.... Soit h une métrique riemannienne sur
N. On note e, u, v, w les 2-formes harmoniques associées a pg, a, b, ¢ par dualité. On a

(5.34) er =u+ kw.

On considere le S*-fibré S' — My, — N dont le représentant harmonique de la classe d’Euler
est e, et on choisit un couple (gi, h) de métriques adaptées sur My, tel que

(5.35) Jim ekllexllz2 =0,

ou &y, désigne la longueur des fibres (cf. définition 2.1). Les propriétés (H;) et (Hz) sont vérifiées
par construction. Par ailleurs, on voit d’apres (5.34) que

€L w

(5.36) llexllz ~ Tl

=0,
2

m
k—oo

ce qui correspond a I’hypothese (Hz). Par ailleurs, comme la forme d’intersection ¢ de IV est
donnée par la matrice

IS
I
OO =
O O O
o O O
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dans la base a, b, ¢, on voit que

Ker A¥ =Rov & Rw,
(5.37)

Ker A5 =Ru & Rv & Ruw,

ol e = w/||w]|2, ce qui correspond aux hypotheses (Hy) et (Hs). O

6. Annexe

Nous donnons une preuve du théoreme 2.5 que nous rappelons. Soient M, N deux variétés
compactes de dimensions 7 + 1 et n respectivement.

THEOREME A.1.- Soit (N, h) une variété riemannienne compacte orientable. 1l existe des
constantes positives 8y, T, Ko, 1o qui dépendent de m, a, d, (N,h) telles que pour tout
(M, g) € M(n+1,a,d) vérifiant § =: 61((M, g), (N, h)) < o, il existe une fibration principale
S! — M " N et un couple de métriques adaptées (gs, hs) vérifiant :

(a) 7 9s <g < Tgs, 77 hs <h < Ths,
(b) |K(95)| <Ko,  |K(hs)| < Ko,
©) r(N,hs) = 1o,

ou (N, hs) désigne le rayon d’injectivité de (N, hs) et K la courbure sectionnelle.

Rappelons qu’un couple de métriques (gs, hs) est adapté a la fibration principale S! —
M- Nsi

A2.—
(i) w:(M,gs) — (N, hs) est une submersion riemannienne ;
(ii) les fibres sont des géodésiques de longueur 6 ;
(iii) action de S* sur (M, gs) est isométrique ;
(iv) si w est la 1-forme verticale de norme 1 associée a I'action de S' sur (M, gs), on a
dw = en*(e(M)), on e(M) est le représentant harmonique de la classe d’Euler du fibré.

Remarque. — En fait, le théoréme A.1 est vrai en supposant au départ seulement que (M, g) €
M(n +1,a,d), i.e. sans supposer que M est un S*-fibré au-dessus de N, cette propriété étant
une conséquence des autres hypotheses du théoreme (cf. théoréme principal de [15]).

Dans la suite, le symbole V¢ désignera la dérivée covariante appliquée i fois.

Définition A.3 ([4],1.11.1,2.5.2). -
(i) Soit A= (A;)$2, une suite de nombres positifs. Une variété riemannienne (M, g) est
Aj;-réguliere si le tenseur de courbure RY de g vérifie || VIR9|| < A; pour tout .
(i) Soit B = (B;)$°; une suite de nombres positifs. Une application f: (M, g) — (N, h) est
Bj-régulitressi | Vi f|| < B;.
Définition A.4 ([4], 2.5.1). - Soit ¢ € RT. Une application f:(M,g) — (N,h) est une c-
presque submersion riemannienne si pour tout p € M, X € T,M, X g-orthogonal 2 la fibre
passant par p, on a

e~¢|df (p)(X)],, <1X]g <edf(p)(X)],.
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Le théoreme suivant est contenu dans le théoreme principal de [15] et le théoréme 2.6 de [4].

THEOREME A.S. - Soit (N, h) une variété compacte orientable A-réguliere, on A = (A4;)$2,.
Il existe 8o =: 6p(n,a,d,A,(N,h)) > 0 telle que pour (M,g) € M(n + 1,a,d), (M,g)
A-réguliére, telle que 6 ((M,g),(N,h)) < o, il existe une fibration en cercle m: M — N
telle que :

(i) 7 est une C(n, A)bo-presque submersion riemannienne ;

(ii) 7 est C;(n, A, bo)-réguliere, i=1,2,...;

(iil) la deuxieme forme fondamentale 11 des fibres vérifie ||I1|| < C(n, A);

(iv) les fibres sont de longueur inférieure a C(n, A)é,
ou C(n, A) (resp. Ci(n, A, bo)) sont des constantes positives qui dépendent de n, A (resp. n, A,
80).

Démonstration. — Le théoréme principal de [15] donne I’existence d’un é =: §(n, a,d, (N, h))
tel que si 67((M,g),(N,h)) < 8, alors il existe une fibration en cercles 7 : M — N dont les
fibres sont de longueur inférieure a C(n,a, d)6 (¢f. [15], lemme 5.1).

Comme M et N sont orientables, la fibration 7: M — N est une fibration principale. Le
théoréme A.5 est alors une partie du théoréme 2.6 de [4] appliqué a m: M — N, G = S! et
W = M (puisque M est sans bord). O

11 suffit de montrer le théoréme A.1 dans le cas o (M, g) et (N, h) sont A-régulieres en vertu
du théoreme d’approximation suivant, di a U. Abresch (cf. [4], théoréme 1.12).

THEOREME A.6. — Soit M(n,a) I’ensemble des variétés riemanniennes (M, g) complétes de
dimension n avec |K (M, g)| < a. Pour tout k > 0 donné, il existe un opérateur de «lissage »
g— Sk(g) =g tel que:

(i) eT"g<g<eiy;
G |V - vl g <K (Y, V sont les connexions de Levi-Civita de g, G);
(iii) [V'R7| < As(n, k), on R est le tenseur de courbure de G et A;(n, ) des constantes ne
dépendant que de n et k.

La preuve du théoreme A.1 comporte deux parties. Dans la premiere partie, nous montrons
I’existence d’une fibration 7 : M — N et d’un couple de métriques (gs, hs) sur M et N vérifiant
les propriétés (a), (b), (c) et les propriétés (i), (ii) (iii) de la définition A.2. La preuve de cette
partie repose essentiellement sur le théoreme A.5 de J. Cheeger, K. Fukaya et M. Gromov et
nous n’en donnons que les grandes lignes. Dans la seconde partie, nous prouvons que 1’on peut
modifier les métriques (gs, hs) afin d’obtenir également la propriété (iv) de la définition A.2.

A.7. Construction de (gs, fzg) vérifiant les propriétés (a), (b), (c) du théoréme A.1et (i),
(ii), (iii) de la définition A.2

On choisit §g comme dans le théoreme A.5. Nous avons alors une fibration 7 : M — N
vérifiant les propriétés (i)—(iv) du théoreme A.S. A I’aide de cette fibration nous allons construire
une action (¢ );egt de S* sur M dont les orbites sont les fibres de 7 et on considére la métrique
définie par (cf. [4], 4.8),

(A8) 9= [ oigat.
S1
Les propriété€s de m permettent alors de modifier g et la métrique h sur N et d’obtenir les

métriques (Js, hs) sur M et N vérifiant les propriétés (a), (b), (c) du théoréme A.1 et (i), (ii),
(iii) de la définition A.2.
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L’action (¢ )¢cs1 est le flot d’un champ de vecteurs X sur M défini de la fagon suivante. On
considere la 1-forme différentielle

(A.9) W=x*(1"02),

ot 2 est la forme volume de (V, h) et * I"opérateur de Hodge de (M, g) et on note X le champ
de vecteurs dual de @ pour la métrique g.
On pose

|

(A.10) X =

B

On définit le champ de vecteurs X sur M pour tout p € M par :
(A.11) X(p)=1(p)X (),

ou I(p) est la longueur de la fibre passant par p.

Le flot de X définit alors une action (¢ );cgt de S! = R/Z. Cette action est isométrique pour
la métrique g définie par (A.8).

On définit g par :

9s(X, X) = (8/1(p))*,
(A.12) 9s(Y,Y)=g(Y,Y)  sig(X,Y)=0,
3(X,Y)=0 si g(X,Y) = 0.

L’action (¢ );egt est isométrique pour §s et on définit hs sur N comme quotient de gs par
cette action. Le couple (gs, 715) vérifie par construction les propriétés (i), (ii), (iii) des métriques
adaptées (cf. A.2).

Le fait que les métriques § et A vérifient les propriétés (a), (b), (c) du théoréme A.1 découle
du lemme suivant.

LEMME A.13. - Soit (¢;)icst le flot de X. Il existe Cy, = Ci(n, a,d, (N, h)) > 0 tel que
|D*¢e|| < Ck, k=0,1,...,

o D¥ désigne la dérivation covariante associée a g.

Démonstration. — Le champ de vecteurs X s’écrit

X0 = 10)X(0) =~ X(p),

1X ()|
ot X = *(7*2n) (cf A9, A.10, A.11).
I1 découle du théoreme A.5(ii) que
(A.14) |DFX| < C.

De plus, il découle aisément de A.12 et de A.5(ii) que
(A.15) |DMII| < C,
ou II est la deuxieme forme fondamentale des fibres de sorte que

(A.16) | D¥1| < Ck.
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On déduit de ce qui précede que
(A.17) |DFX| < Cy.

Des calculs directs et standard permettent alors d’en déduire que
|DF¢y| < Ck. O

COROLLAIRE A.18.— Les métriques g et h vérifient les hypothéses (a), (b), (c) du théo-
reme A.1.

A.19 Construction de (gs,hs). —D’aprés ce qui précéde nous avons en particulier une
submersion riemannienne 2 fibres géodésiques 7 : (M, gs) — (N, hs).

Nous posons hs = hs.

La métrique gs s’obtient a partir de gs en changeant I’horizontale. Pour cela, on considere le
champ de vecteurs vertical Xs sur M défini pour tout p € M par :

(A.20) Xs(p) = @ X(p),

ou X est défini en A.10. D’apres A.9, X est unitaire pour gs,
(A21) Gs(Xs, Xs5) =1.

Soit wg la 1-forme duale de Xs. Nous avons (cf. [2], p. 72),
(A.22) dws = " (6e + dvy),

oll e = (M) est la forme harmonique de (N, hs) représentant la classe d’Euler du S'-fibré M
au-dessus de N et -y est I'unique 1-forme coexacte de (N, hs) telle que

(A23) 7 (dy) = ws — 67" (e).

Soit gs la métrique sur M telle que 7: (M, gs) — (N, hs) est une submersion riemannienne
telle que gs = gs dans la direction verticale et dont les sous-espaces horizontaux sont donnés par
Kerw, ou

(A.24) w=ws— 7.

Les sous-espaces horizontaux sont S*-invariants, donc I’action de S* est isométrique pour gs.
De plus, les fibres ont méme longueur 6, donc elles sont géodésiques. Par ailleurs, w vérifie

(A.25) dw=ér"e.
Ainsi, le couple de métriques (gs, hs) = (gs, hs) est adapté au sens de la définition A.2. 1l reste

a vérifier que gs vérifie les propriétés (a), (b) du théoréme A.1, i.e. la courbure de g5 est bornée
et g5 est proche de g. Pour cela nous allons montrer le :

LEMME A.26. - Il existe C =: C(n,a,d, (N, h)) tel que

52”6”%2(1\1,;16) <C.
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Démonstration. — Nous avons, d’apres le théoréeme A.5(ii) et A.16,
(A27) | D*ws]| ., < C(n,a,d, k),

ol D et || || désignent la dérivée covariante et la norme par rapport 2 la métrique g et k un
entier positif. La forme dws est S!-invariante et horizontale pour js et peut donc étre considérée
comme forme sur N. Comme les métriques g et s sont 7-proches (ot 7 = 7(n, A, d, (N, h))),
ona

(A.28) ”dw(S“Loo(hE) < C(n, a, d, (N, h))
Par ailleurs, e(M) et dy sont L2-orthogonales sur (N, hs) donc d’apres (A.22) on a sur N
(A.29) 52“6”%2(1\/,;15) < “dwéui?(N,h&)’
d’ol I’on déduit, avec A.28,
(A.30) 8llellfz(n py) < C(n,a,d, (N, R)),
ce qui acheve la preuve du lemme A.26. O

Nous pouvons a présent montrer que gs vérifie (a) et (b).

A.31 gs vérifie (a). — Cela résulte directement du fait que la forme v qui mesure I’écart entre
les sous-espaces horizontaux de gs et gs (cf. A.24) est bornée.

LEMME A.32. — Il existe une constante C = C(N, h) telle que ||7||co < C(N, h).

Démonstration. — Rappelons que 7y est I'unique 1-forme co-exacte vérifiant I’équation (A.23).
Soit 3 la 2-forme exacte de N telle que

(A.33) ~ = 8B.
D’apres les inégalités de Sobolev sur (N, h) (cf. [19]), on a
(A34) [Vlloo = 168ll00 < C(N, B)||Bllcr < C'(N, h)lIB] e
pour s = s(n) assez grand, ou ||3||c1 (resp. || 3| us) désigne la norme C! de 3 (resp. la norme de
Sobolev) sur (N, h).
Par ailleurs, le Laplacien A est un isomorphisme de I’espace des formes C* orthogonales aux

formes harmoniques dont I’inverse A~! est continu par rapport aux normes H*~! 2 la source et
H**t1 au but. Il existe donc une constante C’ = C’(N, h) telle que

(A35) [18ll+r < C'|ABI e = Clldyllme-,

d’ou on déduit avec (A.23)
(A.36) ||/8“Hs+1 < C’||dw5 — 56“Hs—1,

ou I’on considere par abus de langage dws comme une 2-forme définie sur N. On a donc
(A.37) 18]l ps+1 < C" (|| dws || sra-1 + b||e]|gs-1).

4° SERIE — TOME 33 - 2000 - N° 5



PETITES VALEURS PROPRES ET CLASSE D’EULER DES S!-FIBRES 643
On déduit de (A.37), de [19] et de (A.27)
(A.38) 1Bllss+: < C"(n,a,d, s),
ol s = s(n) et donc, d’apres (A.34),
(A.39) e < C"(n,a,d).
Ceci acheve la preuve du lemme A.32. O

A.40 g5 vérifie (b). — Calculons les courbures sectionnelles de gs.

Soient X, Y deux vecteurs horizontaux gs-orthonormés et U un vecteur unitaire vertical
tangent en un point x de M.

Pour tout vecteur Z tangent 2 M, on note Z" et Z! les parties verticale et horizontale de Z.

On note A le tenseur défini par :

(A.41) AxY =(DxY)V, AxU=(DxU)Y,  AyZ=0,

ol D désigne la connexion de Levi-Civita de (M, gs) (cf: [1], 9-20).

Les courbures sectionnelles pour (M, gs) des plans engendrés par (X,U) et (X,Y) sont
données par [1] (9-29 b), (9-29 c) et en remarquant que certains termes s’annulent (cf. [1], 9.26),
on obtient ’

(A.42) { K(Ma 95)(X,Y) = K(Na h)(m X, mY) — 3|AXY|2

gs?
K(M’ 95)(Xa U) = IAXUE& .
Nous avons de plus (cf. [1], 9.24),
(A43) AxY = % (X, Y]V,

Par ailleurs, si w désigne la 1-forme verticale de norme 1, on a (¢f. [1], 1.5 a),

(A44) dw(X,Y) = —w([X,Y)).
On en déduit
(A.45) 96([X7Y]V’U) =w([X)Y]) =_dw[X7Y]

et d’apres la propriété (iv) de la définition 2.1.
(A.46) |95 ([X, Y]V, U)| = 6[e(X,Y)| < 8]lel|oo-

De (A.43) et (A.46) on déduit

1)
(A47) [AxY Igs <5 llello,
et en utilisant le lemme 2.4 on obtient
(A.48) |[AxY |, < C(N,h)é|e]|2.
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Par ailleurs, Ax U est horizontaletona (AxY,U) = —(AxU,Y) (¢f. [1], (9.21 d)). On en déduit
avec (A.43),

(A.49) AxUR, =3 g5((X. Yi,U),

=1

ot (Y;)?_, estun repere gs-orthonormé horizontal. On déduit de (A.46) et (A.49)
n

(A.50) |AxU[3, =62 e(X,Y;)? <né?|e|Z,
i=1

et en utilisant le lemme 2.4,
(A51) |Ax U2, < C(N,h)8||e]3.
De (A.42), (A.47) et (A.50), on déduit que

(A52) 15 (M, go)lloo < || K (N, B)|| o +C"(N, h)8%|le]]3.

En posant a = a(N, h) = ||K (N, h)||eo + C'(N,h)C et d = d(N,h) = diam(N, h), on déduit
de (A.26) que (M, gs) € Mn(n,a,d).
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