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d'un certain rang a pour dimension 1. Mais cet ensemble, limité a un intervalle [1, X],
Présenté par Jean-Pierre Kahane a une dimension qui dépend de ¢ et de X. C'est I'objet de quelques propositions et d’'une
question ouverte.
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ABSTRACT

For almost all x> 1, (x*) (n=1,2,...) is equidistributed modulo 1, a classical result. What
can be said on the exceptional set? It has Hausdorff dimension one. Much more: given an
(bp) in [0,1[ and & > 0, the x-set such that |x" — b,| < & modulo 1 for n large enough
has dimension 1. However, its intersection with an interval [1, X] has a dimension < 1,
depending on ¢ and X. Some results are given and a question is proposed.
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Soit x > 1. On sait depuis un siécle que les puissances de x sont équidistribuées modulo 1 pour presque tout x [2,6].
L'équidistribution des x" sur T =R/Z signifie que :

1 N
Vf e C(T) Nli_)mooNZf(x”):/f(t)dt. 1)
n=1

L'ensemble des x pour lesquels (1) est en défaut est donc de mesure de Lebesgue nulle. Peut-on en dire plus?
Pour certains x, on sait que les x" sont distribués selon une mesure de probabilité u, ce qui signifie :

1 N
Vf eC(T) Nlimooﬁzf(xn):/fdﬂ’ 2)
n=1

Il en est ainsi si x est un nombre de Pisot (u est la mesure de Dirac en 0) ou un nombre de Salem (u est la distribution
d'une somme de cosinus de variables indépendantes) [3,5,1,4].
Voici une réponse a la question posée.

P1. L'ensemble des x pour lesquels la suite X" n’est pas uniformément distribuée modulo 1 a pour dimension 1 (dimension = dimension
de Hausdorff).
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Plus généralement :

P2. L'ensemble des x pour lesquels la suite x™ n’admet aucun distribution modulo 1, c’est-a-dire pour lesquels (2) est en défaut pour
toute mesure W, a pour dimension 1.

Notons ||x — y| la distance de x a y sur T. P2 résulte d'une proposition bien plus précise sur la répartition des x",
a savoir :

P3. Soit (by) (n=1,2,...) une suite arbitraire dans [0, 1[, et ¢ > 0. L'ensemble des x tels que ||X" — by || < € a partir d’'un certain
rang a pour dimension 1.

Il ne faudrait pas en déduire que I'ensemble des x tels que ||x" — by| tend vers 0 quand n — oo est de dimension 1. Au
contraire, une extension d’'un théoréme de Pisot, relatif au cas b, = 0, dit ceci :

P4. Soit (b,) une suite dans [0, 1[. L'ensemble des x tels que lim,,_, » || X" — by || = 0 est au plus dénombrable.

J’énoncerai comme P5 la démonstration de P4, copiée sur celle de Pisot. C'est une contrepartie de P3. En effet, P3 établit
I'existence de nombres x tels que ||x" — by|| < & a partir d'un certain rang, et P5 va montrer que, lorsque ce rang est fixé,
I'ensemble des x en question qui appartiennent a un certain intervalle est fini; cet intervalle est aussi grand qu'on veut,
mais dépend de .

P5. Soit (b,) une suite dans [0, 1[, et & > 0. On suppose ||x" — b,| < & pourn > v, et x < A avec 2&(A + 1)® < 1. Alors, la donnée
de [x"] (partie entiére de x") pour n = v et n = v + 1 détermine la suite [x"] (n > v) et le nombre x.

Comme P3 — P2 — P1 et P5 — P4, il suffira de démontrer P3 et P5.

Preuve de P3. Posons Eg =[1, oo[ et

En={x:xeEsret|x"—by| <e} (n=1,2,..)).

Les E, sont des fermés décroissant et convergeant vers un fermé E :

En\(E.

Il s’agit de montrer que la dimension de E est 1. Pour cela, on va montrer que E porte des mesures de probabilité hélde-
riennes d'ordre «, avec « aussi proche de 1 que I'on veut.

Soit X > % Soit I1 la composante connexe de E; contenue dans [1, X] et la plus proche de X. Posons E; = E, N I
(x=X,1,2,...) et E'=ENIy. Chaque E} est une réunion d’intervalles qu'on désignera génériquement par I,, chaque I,_;
contient des I, qu'on appellera sa descendance, et E’ s’obtient par dissections successives comme I'ensemble triadique de
Cantor. On va définir une mesure p sur E’ comme limite de mesures w;, portées par les E;.

A l'étape n, chaque intervalle I,,_q engendre autant d’intervalles I, qu'il y a de solutions a ||x" — b,|| =0 dans cet I,_1,
c'est-a-dire [8" — "] a une unité prés si I,_1 = [«, B]. On supprime les I, les plus proches de o et de B et on associe
a chacun des I, restants le x solution de ||x" — b,|| = 0 qu'il contient et que jappellerai son «centre». La distance entre
deux «centres» voisins, x et x' > x, vérifie (X' — x)né""! =1 pour un & compris entre x et x/, et la longueur de I, vérifie
[I,jng™1 = 2¢ avec un ¢ € I,,. Quand n est assez grand,

/

[In| n—11 X—x n—11
- o~ et ~ RN

Inal — n X In-1l — n 2ex

donc le nombre de descendants de I,_1 est voisin de 2¢x, et leurs longueurs sont voisines de %|1n_1 |. Prenons pour w1 la
mesure de densité 1/2¢ sur I; et a I'étape n, répartissons également la masse (n_1(In—1) sur les descendants de I;_1; on
obtient ainsi wp, et la limite w vérifie () = wn(Ip).

Supposons w(Ip—1) < c|lp—1]|% pour tous les In_q (c’est vrai pour n =1 avec ¢ = 21—5). Soit I, un des descendants d'un
I,—1 donné. Alors,

1 c C o
I~ —pu(lp—q) < — | In—1]* ~ —(x|I .
m(In) Zex//«( n—1) Zexl n—1| Zex( | n|)
Sous la condition
log2e(X —2)
o 2
log X
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on a donc wu(Iy) < c|Iy|® pour tous les I,. La mesure de probabilité (., portée par E’, est donc holderienne d’ordre «. Il en
résulte :

< log2e(X —2)

dimE’ > 3
im log X (3)

d’oli, comme annoncé, dimE=1. O

Preuve de P5. 11 s'agit de montrer que la donnée de [x"] et [x"*1] détermine [x”12] sous I'hypothése x < A = A(¢). Prenons :
2e(A+1)2<1. (4)
Posons x¥ = [x"1+ b, + &, et x"T1 =[xVt + b, 11 + &,41. Alors :

X2 = (xV 12 _ (X" + by + €041)?
xV [x"]+by + &y

s'écarte de :
(X1 + byt)?
[x"]+ by

de moins de 2¢(A + 1)2, d'oit la conclusion. O

Question. La suite (b,) étant donnée, regardons I'ensemble des x tels que ||x" — b, || < & a partir d'un certain rang, soit E(€),
et son intersection avec [1, X]. P5 dit que E(e) N[1, X] est fini lorsque X = o(%) (¢ — 0) (prendre X = A dans (4)). La
formule (3), dans la preuve de P3, montre que dim(E(¢) N[1, X]) > 0 quand X > % Il y a un grand écart entre L et %

JE
Que se passe-t-il entre les deux?
En reprenant la preuve de P3, on vérifie que la valeur critique est X = 21_5 Pour X < % en partant d’'un intervalle situé
a gauche de X, l'arbre des I, s’arréte, ou se réduit a une seule branche.

P6. Si X < % E(e) N[1, X] est vide en général, et réduit a un point pour certaines suites (b,) (a savoir quand (b,,) appartient G un
F, maigre de [0, 1[N, dépendant de ¢ et X).

Quand X > %, la dimension de E(¢) N[1, X] est positive; je n'ai pas su la calculer.

log2e X
log X *

Q6 (Question). Calculer la dimension de E(e) N [1, X] quand X > 21—8 Un candidat possible est

Remarque. Apreés le dépot de cette note, un amateur éclairé, Marc Thierry, m’a révélé un texte de Miguel A. Lerma datant de
1995, «On the distribution of powers modulo 1», jamais publié, mais visible via Google. Ce texte est maintenant consultable
sur http://arxiv.org/abs/1312.5996. Il contient une premiére étude sur la répartition, et c’est une référence a signaler en
rapport avec la proposition P3.
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