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lorsque f, g sont des fonctions strictement convexes satisfaisant des conditions de
croissance d’ordre p € (1,+00), g est positivement homogeéne de degré p, k. tend
vers 400, et Ty, est une distribution ¢-périodique de fibres paralléles de section de taille
re < €. Le probléme (1) correspond a un modéle simplifié d’élasticité non linéaire en
petites déformations, décrivant par exemple les petites déformations d’'un matériau de
Ogden (1972) [8]. Lorsque 1 < p < 2, il est aussi employé pour décrire le fluage a haute
température d'un composite métallique dans le modele de Norton-Hoff (Friad, 1979 [7]).
Dans ce cas, u, représente le champ des vitesses. Nous prouvons que, lorsque p < 2,
une concentration d’énergie élastique apparait dans une petite zone entourant les fibres.
Elle s’exprime en fonction de la densité locale des sections des fibres relativement a une
capacité spécifique tenant compte, si p < 2, des angles de rotation des fibres par rapport
a leur axe principal. Ce comportement rotatoire génére, en paralléle, une concentration
d’énergie de torsion a l'intérieur des fibres.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We study the homogenization of elasticity problems like (1) when f, g are strictly convex
functions satisfying a growth condition of order p € (1, +00), g is positively homogeneous
of degree p, k — 400, and T;, consists of an e-periodic distribution of parallel fibers
of cross sections of size r < €. The problem (1) corresponds to a simplified model of
small deformation nonlinear elasticity describing, for instance, the small deformations of
an Ogden’s material (Ogden, 1972 [8]). When 1 < p < 2, it may also characterize the
viscoplastic creep experienced, at high temperatures, by a metallic composite governed
by the Norton-Hoff model (Friad, 1979 [7]). In this case, u. represents the velocity vector
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field. We show that if p < 2, a concentration of strain energy appears in a small region of
space surrounding the fibers. This extra contribution is characterized by a local density of
the sections of the fibers with respect to some appropriate capacity depending, if p < 2,
on the angles of rotation of the fibers with respect to their principal axis. This rotating
behavior generates, in parallel, the emergence of torsional strain energy within the fibers.
© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let £2 := 2 x (0,L) be a bounded cylindrical domain of R3. Given a bounded Lipschitz domain S of R? and a se-
quence (r¢) of positive reals such that 0 < s <« ¢, we denote by T, the ¢-periodic distribution of parallel “fibers” defined
by (4). We are concerned with the homogenization of the elasticity problem (1), where, denoting by S* the set of all real
symmetric matrices of order 3, the strictly convex functions f, g:S? — R satisfy a growth condition of order p € (1, +00)
(see (5)), g is positively homogeneous of degree p, and (k¢) is a sequence of positive reals verifying (6). The limiting prob-
lem is expressed in terms of the limit u of the sequence (u.) of the solutions to (1), the limit (v,8) of the sequence
(v (uy), Qg(us)) where the operators v, and 6, are defined on WP (£2; R?) by (7) and, if 0 < k < 400, the limit (w, §) of
the sequence ( - De3 (ue), ; Qg(ug)) The field v approximates the effective displacement on the principal axes of the fibers

and 2 is a local estlmatlon of their angles of rotation with respect the same axes. For notational brevity, we set (8). We
show that the effective problem associated with (1) is given by (9), where the set D, which characterizes the boundary and
regularity conditions satisfied by vP'¢ is defined by (20) and

@ (u, vt”ple) = / f(ew)dx + / cFv—u0)dx+ dﬁﬁbers(vt”ple). (2)
2

The second term of @ represents a concentration of strain energy arising in a thin region of space enveloping the fibers. This
extra contribution is generated by the emergence of a gap, characterized by (v — u, 0), between the effective displacements
in the fibers and in the matrix. For (a, o) € R3 x R, the extended real ¢/ (a, ) represents the limit of the sum of the
images of the connected components of the cross section of the fibers under cap’ (., £2;a, @) per unit surface, where, for
any open subsets U, V of R? such that U is bounded and U C V, denoting by xy the geometrical center of gravity of U,
the application cap/ is defined by (11). Similar notions of capacity are considered in [3,10]. Equivalently, ¢/ (a, ) is given
by (12). The computation of ¢/ (a, &) requires a study of cap/ which reveals striking differences depending on the rate
of growth p of the function f. We focus on the most interesting case 1 < p < 2; the case 2 < p < +oo is commented
in Remark 1. Then, the density ¢/ is given by (13) in terms of the p-recession function f°P of f and of the parameter
y P defined by (14). We suppose (15), (16). The functional @gpers in (2) represents the effective strain energy stored in
the fibers. It depends on the order of magnitude of the parameters k and k defined by (6), and is given by (17), where
g?om :R? — R is defined by (18) and g?om :R* — R is given by (19). If 0 < k < 400, the effective strain energy stored in
the fibers involves both torsional and stretching strain energies, whereas if 0 < k < +o00, it couples bending, torsional and
stretching strain energies. In the other cases, it vanishes. An effective energy similar to that described by @gpes in the case
0 < k < 400 is obtained in [1] in a quite different context of high contrast homogenization. The next theorem extends the
results obtained in [4,9] in the setting of linear isotropic elasticity.

Theorem 0.1. Assume (3)—(16), let u. be the solution to (1) and let v and 6, be the operators defined by (7). Then the sequence (u;)
converges weakly in W1-P (£2; R3) to u, the sequence (v (u,), 05 (1)) converges weakly in LP(£2; R3) x LP(£2) to (v, 9), and, if 0 <
K < +00, the sequence (rig(ng(ug))3, %H(ug)) converges weakly in (LP(£2))2 to (w, 8), where (u, v, 0) (respectively (u, v,0, w, §)
if 0 < k < +00) is the unique solution of (9).

Remark 1.

(i) If p =2, the sequence (6. (u.)) converges to 0 in LP(£2). If the matrix is made up of linear isotropic material, namely if
f takes the form (21), then the effective problem is deduced from (9) by substituting (22) for (13) in (10). If in addition
the fibers are made of a homogeneous isotropic material, then the torsion terms disappear. In this way, we recover the
results established in [4,9].

(ii) If 2 < p < 400, the sequence (bg (1), 65 (1)) converges to 0 in LP(§2; R3) x LP(§2). The effective problem is deduced
from (9) by substituting (23) for (13) in (10).

The proof of Theorem 0.1 is based on I"-convergence techniques [6]. For more details, we refer to [2].



M. Bellieud / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 351 (2013) 241-245 243

1. Introduction

Soit 2 := 2 x (0, L) un domaine borné cylindrique de R3. Etant donné un domaine borné lipschitzien S de R? et une
suite (r¢) de réels telle que :

O<re ke, (3)
on définit la distribution ¢-périodique de «fibres» paralléles T;, en posant :
Tr, =Sy, x (0.L), S, =|JSi,. S, =¢ei+reS,
ielg
o2 i 5 i . 11p°
Ie:={ieZ’ Y, C R}, Y.=¢lli}+ 530 ) (4)
Nous nous intéressons a I’homogénéisation du probléme d'élasticité (1) lorsque, notant S3 I'ensemble des matrices symé-

triques réelles d'ordre 3, les fonctions f,g:S® — R sont strictement convexes et satisfont une condition de croissance
d’ordre p € (1, 4+00) du type :

cIMPP <h(M)<C(1+|M|P), YMeS’ h=f.g, (5)
et que (k;) est une suite de réels positifs vérifiant :
2 7 2 7
S p S P
lim el |k8 =k €10, +o0], lim rg Il |I<8 =k €[0, +ocl. (6)
>0\ &2 £—0 g2

Pour simplifier, on suppose que g est positivement homogéne de degré p. Le probléme limite est exprimé en fonction de la
limite u de la suite (u;) des solutions de (1), de la limite (v, 6) de la suite (vg(u;), 0: (1)), ol les opérateurs v, et 6, sont
définis sur W1P(£2; R?), notant xs le barycentre de S, par :

0:(9)(x) :=Z< ][ ‘P(S,X3)dH2(5)>1yg(X1»xz),

ielg S;"g
Oe(@)(x) =) _dlams ][ (—E% + Esaz)(s,xa)de(s)lyf (x1,%2),
S 2fslyPdy J O\ e Te ‘
£ S:{g
Ye(x1,%2) = Z((XLXZ) —&((i1,12) +s))1yi (x1,%2) (7)
ielg

et, lorsque 0 < k < +o0, de la limite (w,§) de la suite (%ng(ug), %95 (ug)). Ces quantités sont en fait I'éclatement (au
sens de la notion introduite par D. Cionarescu, A. Damlamian et G. Griso dans [5]) des déplacements des lignes moyennes
des fibres de section S. Le champ v représente le déplacement effectif sur I'axe principal des fibres et le champ % est une
approximation de leur angle de rotation autour de cet axe. On note :

ytuple . {(V,Q,W,(S) 5%O<K < 400, (8)
(v,0) sinon.

2. Enoncé du résultat

Nous montrons que le probléme effectif s'écrit :

(phom) ; min @ (u, v'UP) — / f.udx, 9)
(u,viwPleyeW P (2)x D
Q
ol D est défini par (20) et
@ (u, v'UP) = / f(e(w))dx + / cf (v —u,0) dx + Ppipers (vUP). (10)
Q Q

Le second terme de & décrit une concentration d'énergie élastique se produisant dans une portion de matrice qui en-
toure les fibres et dont le volume tend vers O lorsque & — 0. Ce phénomeéne résulte de la différence, caractérisée
par (v — u,6), entre les comportements asymptotiques du déplacement dans les fibres et dans la matrice. Pour tout
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(a,0) e R3 xR, leA nombre cf(a, o) représente la limite de la somme par unité de surface des images des sections des
fibres par cap/ (., £2;a, «), o1 I'application cap/ est définie, pour tout couple (U, V) d’'ouverts de R? tel que U soit borné
et d’adhérence incluse dans V, par :

e D(V:R3),
cap/ (U, V;a,a) ::inf{ /f(e(tlt))dx, v eD 2) } (11)
¥ =a+ gaop¥es A (x—xy)dans S
v
Des notions de capacité similaires sont considérées dans [3,10]. On obtient :
1 ~
cf @ o) =lim — cap/ :S. 2:a, ), V(@) eR* x R. (12)
e—=>0¢&

Le calcul de ¢/ (a, «) nécessite une étude de cap/ qui révéle des différences importantes, qui dépendent du choix du taux
de croissance p de la fonction f. Nous nous concentrons sur le cas 1 < p <2; le cas 2 < p < +oo est commenté dans la
remarque 1. La fonction ¢/ est alors donnée par :

@ a)y=yPcap/™"(5,R% a,e), V(@ a)ecR> xR, (13)

en fonction de la fonction de p-récession f°P de f et du paramétre yP) définis par :

f(E) P
%P (£) := limsup —==, ) .= lim ) 14
fEPE) imsup = 14 lim == (14)
Nous supposons que :
38>0,35€(0,p). |[f(M)— fP(M)|<B(1+ MPP?), VYMeS®, (15)
et, pour simplifier, que :
0<y®P < +oo0. (16)

La fonctionnelle ®gpers, présente dans (10), décrit I'énergie élastique effective stockée dans les fibres. Sa forme dépend de
I'ordre de grandeur des parameétres k et k définis par (6). On obtient :

fﬂg?om(%,%)dx si0 <k < +o0,
@ ytupley hom 3%vi 9%*vy dw 08 - 17
fibers ( ) fo ghom( e 5 dx 80 <k < oo, (17)
0 sinon,

olt la fonction gl°™: R? — R est définie par :

gloM@,p):= inf {][g(ki(q,a,ﬁ))dy},
S

qeC®(5;R3)
0 0 -y 000
,8( 0 0 >+a<0 0 0), (18)

-y2 y1 O

1(q.a.p) :=e(q@) +

diam S

et ghom: R* — R est donnée par

g™ (w, wa,a,8):= inf {][g(KEI(q,wl,Wz,a,ﬂ))dy},
S

qeC>®(5;R3)

2 0 00O
3(q. w1, wa.0. ) :=1(q.a. ) — ( Zwm) (o 0 0>. (19)
a=1 0 0 1

L’énergie élastique effective stockée dans les fibres est un couplage d’énergies de torsion et d’extension si 0 <k < +o0, et
de flexion, torsion et extension si 0 < xk < +oo. Dans les autres cas, elle s’annule. Une énergie de forme similaire a celle
du cas 0 < k < +oo est obtenue dans [1] pour des composites de fibres fortement contrastés de natures trés différentes.
L'ensemble D qui apparait dans (9) décrit les conditions aux limites et la régularité satisfaites par (v"P'¢). Il est défini par :
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{(v,0), veLP(2;R3), (v3,0) € (LP(2; WIP(0,1)))?,
V3:9:05ur§><{0}} si0 <k < +oo,
Do {(v,0), veLP(Q;H@l, v3=0=0) ~ si (k, k) = (+00,0), 20)
{(v,0,w,8), velP(2; WEP(0,L; R?)), w,5 € LP(2; WP (0, L)),
v3=60=0, w_(S_va_a"“ =0sur 2 x {0} (o € {1,2})} 5i0 <k < +00,
{(v,0), v=06=0} Sik =Kk =+o0.

Le théoréme suivant généralise les résultats obtenus dans [4,9] dans le contexte de I'élasticité linéaire isotrope.

Théoréme 2.1. Supposons (3)-(16); soit u. la solution de (1) et soient v, et 0. les opérateurs définis par (7). Alors, la suite (u;)
converge faiblement dans W1 p(.Q R3) vers u, la suite (vg(ug), 0 (ug)) converge faiblement dans LP ($2; R3) x LP(£2) vers (v, 0),
et, si 0 < k < +00, la suite ( (ng(u(g))3, Q(ug)) converge faiblement dans (LP(£2))? vers (w, 8), oil (u, v, 0) (respectivement
u,v,0,w,8)si0 <k < +oo) est l'unique solutlon de (9).

Remarque 1.

(i) Si p=2, alors la suite (6;(u.)) converge fortement vers 0 dans LP($2). Lorsque f est définie par :

A
f(M):EO(trM)ZJrMOM:M, VM e S, jo>0, 10 >0, (21)
le probleme effectif se déduit de (9) en remplacant (13) par (22) dans (10), ol
(2) (9 M0+210 Py — 1
f (@)= pory 9 (2555, (@ +a2) +a3) sia=0, y@ = lim . (22)
+00 sinon, e—0 &*|logre]

Si, de plus, les fibres sont faites d’'un matériau homogéne isotrope, alors les termes de torsion disparaissent. On retrouve
ainsi les résultats obtenus dans [4,9].

(i) Si 2 < p < 400, la suite (b, (ug), 0 (u,)) converge fortement vers (u, 0) dans LP(£2; R3) x LP(£2). Le probléme effectif
se déduit alors de (9) en remplacant (13) par (23) dans (10), olt

0 ia=0anda =0
o @.0) = { Ca=ramee=n (23)
400 sinon.

La preuve du théoréme 1.1 est basée sur des techniques de I"-convergence [6]. Pour plus de détails, on se référera a [2].
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