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ABSTRACT

We prove in the case of positive characteristic a fundamental lemma conjectured by
Jacquet and Mao for the metaplectic group. We use the arguments of B.C. Ngo for Jacquet-
Ye’s fundamental lemma (B.C. Ngo, 1999) [6] and a geometric study of the metaplectic
extension.
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Abridged English version

Let k be a finite field of characteristic p # 2. Let O4 = k[[@ ] be the ring of power series with indeterminate =z, and
let F4 be its field of fractions. Denote by v, (x) the valuation of an element x € F. Let £ # p be a prime number. Fix a
non-trivial additive character ¢ : k — @}‘ where @}‘ is an algebraic closure of Q. Let ¥ denote the character of F defined
by ¥ (x) = ¢ (res(xdw)).

Let N; the sub-scheme of GL, formed by unipotent upper triangular matrices and T, the one formed by diagonal matri-
ces. Denote by S, the affine space formed by r x r symmetric matrices and by gl the affine space of r x r matrices.

For each o = (tq, ..., r—1) € (k*)™1, we define the character 6, of N, (Fs) by 6y = lll(% Z,r;]] o;in; i+1). This character
is trivial on N;(Og ), and induces a function 6y : Ny (Fg ) /Nr(Og) — @Z

For each matrix t € T;(Fy ), H. Jacquet ([3], for GL;) and Z. Mao ([5], for an arbitrary r) introduced two orbital integrals
I (t, ) and J4 (t, ). They can be rewritten as sums over finite sets (cf. [6]), and we will recall their definitions in this
form.

Let Xg (1) (k) = {n € Ny (F ) /N (Og)[tntn € Sy (Oy)). The integral I (t, @) is defined by I (t, @) = Znexw(t)(k) Qozl(n).

To define the integral J, (t,®), we use a splitting of the metaplectic extension (cf. [4]) air(Fw) of GL;(F4) above
GL:(Og). Denote by g+ (g, ks (g)) this splitting (with the notations of [4]).
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Let Yo () (k) = {(n, 1) € (Nt(F) /Nr (O )2 |intn’ € GL (O )}. Let & = (atr—1, ..., 7). The integral [ (t, ) is defined
by J&(t, ) = Z(n,n,)eym([)(k) Ko (Wolntn')6z (wotnwg)éy (1), where wq is the matrix of the permutation (r,r —1,...,1).
We recover the original integral [ (t, ) (cf. [5]) by replacing n with wofnflwo.

For each t = diag(tq, t2, ..., t;), we note a; = ]_[’j:1 tj. The nonemptiness of Xz (t)(k) and Y (t)(k) requires ay, ..., ar_1 €
Og and a; € OF;.

Let ¢ : k* — {£1} the nontrivial quadratic character (¢(A) = A%, A € k*). Denote by Y (.,.) the Weil's constant.

ty (ta)lx (ta)
e (t,0)] 5 (t,0)

£ (—1)Zizrimodz) Vor (@) [Tj%r(mod2) Yoo (aja;_]r ), and t,, (t, @) = |[TiZ; ai| 712 (=1) Zej=rmoa) Vo @) [Tj=rmod2) Yoo (aja;_ll, v)
(with ag = 1). Moreover, if t(t, a) # t/(t, @) then the orbital integrals I and |4 vanish.

Theorem 1. For t = diag(ar,a; 'az,...,a ' ,ar), we have [ (t o) = [ where t (t,@) = |/ ail~"/? x

These formulas were conjectured by Mao [5] for arbitrary non-Archimedian local field and were proved for r =2 by
Jacquet (see [3]) and for r = 3 by Mao (see [5]) (Mao’s formula [5] u(a,b,c) = |a|~'|b|~ /2y (a, ¥)y (—c, ) must be cor-
rected in j(a, b, ¢) = |a|~'|b|~/2y (—a, ¥)y (c, ¥) as we see comparing to Jacquet’s formula for r =2 (cf. [3])).

The key point in the proof of this theorem consists in studying the metaplectic group and relating it with ACK’s (Ar-
barello, De Concini and Kac) extension, and in constructing a deformation of some “global” sums, which are a global product
of the “local” sums introduced above. This theorem then appears as a “limit” of known identities for simple sums. The étale
cohomology interpretation of exponential sums and the theory of perverse sheaves is used for passing to the limit.

1. Enoncé

Soit k :=TFg un corps fini de caractéristique p # 2. On note O :=k[[zo ]| 'anneau des séries formelles en une indéter-
minée o et a coefficient dans k, et F4 son corps des fractions. On note v (x) la valuation de I'élément x € Fy,. Soit £ un
nombre premier différent de p. On fixe un caractére additif non trivial ¥ : k — @2‘ ot Q; est une clture algébrique de Q.
On notera ¥ le caractére de F, défini par ¥ (x) = ¥ (res(xdw)).

On note N; le sous-schéma en groupe de GL, formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes et T, celui formé
des matrices diagonales. On note S; I'espace affine des matrices symétriques de taille r et gl, I'espace affine des matrices
de taille r.

Pour tout o = (&1, ...cr—1) € (k*)71, on définit le caractére 6, de N,(Fy) par 6y (n) = llf(% Zf;} an; i+1). La restriction
de ce caractére a N (O ) est triviale et induit donc une fonction 6y sur Ny(Fz)/N;(Og) a valeurs dans @2‘

Pour toute matrice diagonale ¢ € T,(F4 ), H. Jacquet ([3] pour GL;) et Z. Mao ([5] pour r abitraire) introduisent deux
intégrales orbitales I (t, @) et J (t, o). Celles-ci se reécrivent comme des sommes portant sur des ensembles finis (cf. [6])
et C'est sous cette forme qu’'on va rappeler leur définition.

Soit X (1) (k) = {n € Ny (F& ) /N (O |ntn € Sp(Og)}. Lintégrale I (t, o) est définie par I (t, o) = Znexm(t)(k) 05 (n).

Pour définir I'intégrale J, (t,«) on utilise un scindage de I'extension métaplectique (cf. [4]) Eir(Fw) de GL;(Fs) au-
dessus de GL;(O4 ). On écrit g+ (g, k4 (g)) ce scindage (avec les notations de [4]).

Soit Yo () (k) = {(n, 1) € (N:(Fz)/Ni (O )2 |Intn’ € GL(Og)}. Soit & = (otr—1, ..., @1). Lintégrale J4 (t, o) est définie
par J4(t,a) = Z(n,n’)er(t)(k) Ko (Wo'ntn)g), (wo'nwo)é)(n), olt wg est une matrice de la permutation (r,r —1,...,1). En

faisant le changement de variables consistant a remplacer n par Wotnflwo, on retrouve l'intégrale [, (t,«) originale de
Mao (cf. [5]). )
Pour tout t = diag(ty, ta,...,tr), on note a; = ]_[lj:1 tj. Donc pour que Xg (£)(k) et Y (t)(k) soient non vides, il faut que
ai,...,a;—q appartiennent a Oy et a; a Of;.
-1
Soit ¢ : k* — {£1} le caractére quadratique non trivial (¢ (1) = AqT, A €k*). On note Y4 (.,.) la constante de Weil.

to (t,0) I (@) N _ r—1 =172
ety tay OU to (@) = [[TiZyail™7% x

{(_])Zj,é_r(modZ) Ve (@) l_[j;ér(modZ) Ver (ajaj*_lp W), et oil t (t,a) = | Hf;]l ail—l/zé-(_])zjzr(modZ) Ve (@)) njzr(mod 2 Ve (Gjaf_11,
W) (en convenant que ag = 1). De plus si t4 (t, o) # t (t, ), les deux intégrales I et ], sont nulles.

Théoréme 1. Pour tout t = diag(a1,a1’1a2,...,ar’jlar), on a Jp(t a) = [

Mao a conjecturé ces formules pour tous les corps locaux non-archimédiens et elles ont été démontrées pour r = 2 par
Jacquet (voir [3]) et pour r =3 par Mao (voir [5]) (la formule de [5] w(a,b,c) = |a|~1|b|~1?y(a, ¥)y(—c, ¥) doit en fait
étre corrigée en w(a, b, c) =|a|~'|b|~/2y (—a, ¥)y (c, ¥), comme on le voit en la comparant avec la formule de Jacquet [3]
pour GLy).

2. Interprétation cohomologique

Les ensembles X, (t)(k) et Y4 (t)(k) sont de maniére naturelle des ensembles de points a valeurs dans k de variétés
algébriques X (t) et Y4 (t) de type fini sur k. Ces variétés sont munies d’'un morphisme hg x @ X (t) — G4 défini par
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he x(n) = res(Z:;;]1 ain;ir1dor) et d’'un morphisme hg y : Yo (£) — Gq défini par hey y(n,n') = res(Z{;l1 %af(n,;,qr] +
i) do).

Soit k une cloture algébrique de k. On note X (t) = Xo (t) ® k et Ly le faisceau d’Artin-Schreier sur G, associé au
caractére . D’aprés la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a I (t) = Tr(Fr, RI: (X (£), h* o xLy)).

Pour interpréter cohomologiquement l'intégrale ., la construction de Kazhdan-Patterson (voir [4]) n’est pas commode.
On a donc adopté un point de vue plus géométrique.

Arbarello, De Concini et Kac associent a chaque g € GL.(F4 ) une droite (cf. [1])

Dg = (A 80, /805, N 0L ) @ (A Ol /203, n05) "

ou AV désigne la puissance extérieure maximale /\dimv V d’un k-espace vectoriel V. Cette construction fournit une exten-
sion centrale GLr ack(Fg) de GLr(Fw) par k*. On utilisera plutot la droite Ag = Dger(g) ® D , ce qui revient a considérer

I'extension GLr geo(Fo) = det” (GL1 ack(Fw)) — GLr ack(Fw) (la somme des extensions etant ici notée additivement). On
construit, a I'aide de la décomposition de Bruhat, une base §(g) de A(g), ce qui fournit une section § de GL, .geo(Far).

Proposition 1.0Ona o (g1, g2) = ;(% ), olt & est le 2-cocycle de Kazhdan-Patterson [4]. En particulier, 'extension de Kazhdan-

Patterson s’obtient a partir de notre extension GL; geo(For) en la poussant par ¢ : k* — {£1}.

La fonction k4 est le quotient triv/§ de la section obtenue trivialement pour g € GL.(Og ) par la section §. On obtient
de cette maniére un morphisme kg : Yo (£) = Gy

On note Y (t) = Yo (t) ® k. Soit L; le faisceau de Kummer sur Gp associé au revétement Gy — Gp, X —
X* et au caractére non trivial de {£1}. Il résulte de la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz que [ (t) =
Tr(Fr, RFC(Vw(t),h’;LYEW ® k5 Lr)). Le Théoréme 1 est alors une conséquence de I'énoncé géométrique suivant oll on

note Zr (t) = Ie(Xer (6), By L) €t T () =R (Y o (0), 1%y Loy @ 5 Lo).

2

Théoréme 2. 7 (t) =~ Tor () @ Lo () = T/ o (£) @ Lo (t), 01t Ts (t) et T o5 (t) sont des Q-espaces vectoriels de rang 1 placés en
degré vw(]—H;1 a;) tels que Tr(Fr, T4 (t)) =t (t, ) et Tr(Fr, T/ () =t (¢, @).

Pour démontrer le Théoréme 2, on commence par prouver directement le cas particulier ot r =2 et t = diag(ty, t2) avec
Ve (t1) =1, V4 (t2) = —1. Plus précisément on a :

Proposition 2. Le Théoréme 2 est vrai dans le cas particulier ci-dessus ; de plus L (t) et Jy (t) sont alors des @’g -espaces vectoriels
de rang 2 placés respectivement en degré 0 et 1.

La démonstration de cette proposition est en fait une géométrisation de l'argument de Jacquet [2 p. 145].
Dans le cas général, on ne connait pas explicitement RI:(Xq (t), h* . xLy) (resp. R (Y & (b), h* . vLy ® kg L)) car la

variété X (t) (resp. Y (t)) est trop compliquée.
3. Sommes globales

Suivant I'idée de B.C. Ngo [6], on va utiliser une méthode de déformation en considérant plutét des sommes sur un corps
global de caractéristique positive. Soient O = k[zo'] I'anneau des polyndmes en une variable & a coefficients dans k, et F
son corps des fractions. Soient aq,...,a, € F tels que pgcd(ﬂ, 10i,ar)=letae (k*r—1.

Pour toute place v Jar, on note OV le complété de O en v, F, son corps des fractions, et k, son corps résiduel. Pour
t =diag(a;, az/ai,...,ar/ar—1) € T;(Oy), on peut définir un couple (X (t), hy x) (resp. un triple (Yy(t), hy v, ky)) comme
on I'a fait ci-dessus, simplement en remplagant F4 par Fy, O4 par O, et le résidu en @ par le résidu en v (on prend
comme forme différentielle la forme méromorphe dz sur P! O Spec(k[zr]) = A'). On introduit deux variétés de type fini
sur k @ X(t) = ]‘[VWV?éoo Resy, Xy (t) et Y(t) = ]_[‘,mr,v;éoo Resy, kYv(t), ol Res est la restriction de Weil. Les variétés X(t)
et Y(t) sont munies de morphismes

hx(t,@): X() > Ga,  hx(t,@)m= Y > tri,ha.v.x(),

viay,v#oo i=1

r—1
hy(t,a) :Y(t) > Gq,  hy(n,n') = Z Ztrkv/khm‘,,y(n, n'),

viar,v#oo i=1

KO: YO > GCn,  k@= [[ Neikv(@).

viay, v#oo
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En notant e = e ® k, on a la formule de multiplicativité cohomologique :

Proposition 3.
RI(X(O.h3Ly) = Q) RI(Xa-a(0). iy, xLy).
resupp(t)
RI(Y(O).hy Ly @ L) = Q) RI(Yora(0). 1y, yLy @kl 5 Le),
Lesupp(t)

ot supp(t) est I'ensemble des racines de ]—L 1 a; dans k.

Soient Qg la variété affine sur k des polyndmes unitaires de degré d; et Vg = {(a1,...,a;) € ]_[l 1Qq; | pgcd(]_[l 1a,,
ar) =1} avec d = (d1, ...,dy). Soit t = diag(ay, az/az,...,ar/ar_1) tel que (ay,...,ar) € V4. Le couple (X(t), hx) et le triple
(Y(t),hy, k) se mettent en famille de sorte qu'on obtient des variétés Xy et Yy de type fini sur k munies de morphismes
[ Xax Gt = Vax Gl fY Vg x Gl = Vyx Gl hx g - Xg x Gt — G, hy g0 Ygx Gl — Gg et kg : Y x Gl ! —
Gm tels que X(t) et RIT(X(t),h5 Ly ) (resp. Y (t) et RIL(Y(t),hi Ly ® k*L;)) sont respectivement les fibres en (t, o) de fj(
et de fo h 4Ly (resp. de f) etde Rf) (hy dLv ®KGL)).

4. Lecasd=(1,2,...,r)

On pose d = (1,2,...,r). Soit Uy I'ouvert de ]_[l 1 Qi x G~ 1 formé des couples (t, o) tels que le polyndme ]_[l 1
n‘ait pas de racines multlples On note result(P, Q) le résultant de deux polyndmes P et Q.
Proposition 4. La restriction @ Ug du complexe T = Rf;(!hj‘(qdﬁl/, (resp. J = Rfc}’!(h’{,dﬁ./, ® K L)) est un systeme local de

rang 2" placé en degré 0 (resp. placé en degré WT_U). De plus Jy, =T ® Zju,, out T est un systéme local de rang 1
r(r 1)

placé en degre

1T (— 1)”

au-dessus de Uy, géométriquement constant et provenant d’'un caractére T de Gal,;/k tel que T (Frg) =

r(r

A (31 ,O0U A = Yoo (T, Uso).

Ce proposition résulte directement de la propriété muliplicative des sommes globales et de la Proposition 2. La formule
de trace pour le facteur de transfert vient du fait que le produit des constantes de Weil en toutes les places du corps global
k[zo] est trivial (cf. [7]) ce qui (par le théoréme de Chebotarev) implique qu’il est géométriquement constant. On prolonge
alors de maniére évidente 7 a Vg4 x G L.

Théoréme 3. R fd (Y 4Ly @KL =T @RfF, X h% 4Ly Les deux membres de cette égalité sont, a décalage pres, des faisceaux
pervers isomorphes au prolongement intermédiaire de leur restriction a Ug.

Ceci résulte de la Proposition 4 et du théoréme suivant :
Théoréme 4.

1. Le complexe de faisceaux R f X ik £w[r(r2ﬁ + 1 — 1] est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction a
l'ouvert Uy.

2. Le complexe de faisceaux Rf({!(h’(( Lv ® K;[,;)[TZ +r — 1] est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction
a louvert Uyg. o )

Pour démontrer le Théoréme 4, on va utiliser I'argument de B.C. Ngo ([6], «le pas de récurence», pg. 515). La difficulté
ici est le manque d’équivariance de la fonction k. Pour résoudre cette difficulté, le point crucial est le théoréme suivant :

Théoréme 5. «(wo(y + wld,)) est en fait un polyndme en les coefficients de la matrice y € gl,. De plus on a : xk(wo(y +
wldy)k(wol (y + wld;)) = result(a;_1(¥), a;(y)), ot a;j(y) = det(s;(y) + wld;), s;(y) étant la sous-matrice faite des i permiéres
lignes et des i permiéres colonnes de y.

La démonstration de ce théoréme repose sur la vision géométrique de I'extension de Kazhdan-Patterson évoquée
dans le paragraphe 2. Ce théoréme implique que x(wo(y + @ld;) est alors un produit de facteurs irréductibles de
result(a,—1 (), a;(y)). En faisant agit g € GL._1 par y — diag(g, 1)"!ydiag(g, 1), g transforme alors « en la multipliant
par une puissance de det(g); I'extension G,_; de GL,_; obtenue en extrayant une racine carrée de det(g) laisse alors
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invariant le faisceau «*L; et I'argument de loc. cit. s’adapte alors en remplacant GL; par I'extension G; (le plongement
Gi <> Gjy1 est fournit aussi par g+ diag(g, 1) puisque les deux ont méme déterminant).

Le point (1) du Théoréme 4 s’obtient assez facilement par I'argument de [6] en remplacant cette fois GL; par le groupe
orthogonal associé a la forme quadratique q(x1, ..., X)) = Z'j:] x?.

5. L’énoncé local résulte de I'énoncé global
Proposition 5. Le Théoréme 3 entraine le Théoréme 2.

Soient v € Al(k), t’ = diag(ty,...,ts) € Ts(Fy). D’aprés ([6], Prop. 3.5.1, p. 505), pour r assez grand, il existe t° =
diag(ag,a5/as, ..., az/ay_,), avec (a3,...,ap) € V(12,..n(k) tel que Z,(t°) ~ I, (t") et Jy(t°) ~ Jy(t"). On a a; =a'ja";, ol
a’; est a racines simples premiéres a v et olt a”; a toutes ses racines en v. Soient alors d’ = (deg(a’y)); et d” = (deg(a"}));.
On fait varié (a;); et (a); en introduisant I'ouvert (Vg x Vg//)d'St de Vg x Vgr qu—dessus duquel pgcd(]_[lf:1 aj, ]_[{:1 ai) =1
et les a; sont a racines simples. On a alors un morphisme étale i : (Vg x Vd//)d‘“ — Vq.

On généralise les sommes globales du paragraphe 3 en introduisant

X0 = T[] ResipXw® et X" )= T[] Res,xXw(t)

! / 4 /)
wla]...a._; wlaj...a;_;

(Y'(t) et Y”(t) sont définies par des formules analogues). Comme dans le paragraphe 3, celles-ci se mettent en familles. On
définit de cette maniére des complexes Z’,Z”, J' et J” vérifiant w*Z =7'®“7Z" et u*J = J' Q= J”. En fait 7’ et J' sont
des systémes locaux. En utilisant le fait que la perversité et le prolongement intermédiaire sont stables par changement de
base étale et que le produit tensoriel d'un complexe avec un systéme local est pervers et prolongement intermédiaire de
sa restriction a un ouvert si et seulement si ce complexe I'est déja, on obtient que Z” et 7" sont pervers et prolongement
intermédiaire de leur restriction a l'ouvert u*Uy.

Le systéme local 7 s’écrit lui aussi comme un produit 7/ ® 7” (7’ et 7" ne sont plus géométriquement constants, la
définition de 7’ ne pose pas de probléme, on définit en fait 7" =7 ® T'® 1 et la formule du produit pour les constantes
de Weil permet de calculer Tr(Fr¢, T”)). En spécialisant en t =t° on obtient alors le Théoréme 2.
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