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Résumé

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, r(K) et j(K) les algebres de Hadamard des suites récurrentes linéaires
a coefficients constants respectivement a coefficients polynomiaux. Dans un article précédent, nous avons défini les applications
décimation ¢ et tressage ¥y j o, 0ud € N* J e N9 et o une permutation de {0, 1, ...,d — 1}. Nous avons montré que ces deux
applications sont des endomorphismes continus de (K. Dans cette Note, nous montrons qu’elles sont aussi des endomorphismes
continus de j(K). Pour citer cet article : A. Ait Mokhtar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Some continuous endomorphisms of P-recursives sequences. Let be K a commutative field of zero characteristic, » (K) and
Jj(K) the Hadamard algebra of linear recurrence sequences with constant coefficients respectively polynomial coefficients. In a
preceding article, we have defined the map decimation ¢ and tressage /4 j -, Where d e N*, J N and o is a permutation of
{0,1,...,d — 1}. We have shown that these maps are continuous endomorphisms of the algebra r(K). In this Note, we show that
these maps are also continuous endomorphisms of the algebra j(K). To cite this article: A. Ait Mokhtar, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. 1347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans la premiére section, A désigne un anneau commutatif unitaire et S(A) I’ensemble des suites a valeurs dans A.
Muni du produit de Hadamard, S(A) est une A-algebre appelée algebre de Hadamard. Nous rappelons les définitions
essentielles telles que les applications décalage, décimation, emboitement et tressage. Comme dans [2], on note »(A)
I’ensemble des suites de S(A) qui sont récurrentes linéaires a coefficients constants et j(A) 1’ensemble des suites de
S(A) qui sont récurrentes linéaires a coefficients polynomiaux. Nous appelons, comme dans [4], suite P-récursive une
suite de j(A). Dans la deuxieme section, apres avoir défini une topologie sur 1’algébre S(A), nous rappelons le résultat
qui caractérise les endomorphismes continus de S(A). Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. Nous
montrons que 1’application emboitement envoie un élément de (j (K ))d dans j(K). Dans la troisiéme section, nous
étendons les résultats trouvés dans r(K) [1] a I’algebre j(K). Notamment, nous montrons les théorémes suivants :
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Théoreme 1. Soit d € N*. L’application décimation ¢4 est un endomorphisme continu de I’algebre j(K).

Théoreme 2. Soit d € N*, J € N? et o une permutation de ’ensemble {0, 1, ..., d — 1}. L’application tressage Vi 1o
est un endomorphisme continu de l’algébre j(K).

2. Rappel des définitions
Soit A un anneau commutatif unitaire et S(A) I’ensemble des suites a valeurs dans A.

Définition 2.1. Soit u et v deux éléments de S(A). Le produit de Hadamard des suites u et v est la suite w =u ©Q v
définie par : Vn € N, w(n) = u(n)v(n).

Muni de I’addition terme a terme et du produit de Hadamard, I’ensemble S(A) est une A-algebre appelée 1’algebre
de Hadamard des suites.

Définition 2.2. L’application T de S(A) dans S(A) qui, a toute suite u, associe la suite Tu définie, pour tout n € N,
par: (Tu)(n) =u(n + 1), est appelée application décalage (ou shift).

Définition 2.3. Soit d e N* et j € {0,1,...,d — 1}. L’application ¢4 ; de S(A) dans S(A) qui, a toute suite u,
associe la suite ¢4, ju définie, pour tout n € N, par : (¢4, ju)(n) =u(dn + j), est appelée d-décimation de rang j (ou
simplement décimation de rang j).

Pour u € S(A), les suites ¢g_ju sont dites les d-décimées (ou d-extraites) de la suite u.

Remarques 2.4.

1. On note ¢4.0 = ¢4, et nous I’appellerons la d -décimation (ou simplement décimatipn).
2. Pour tout d € N* et tout (n,i) € N2, ona: (T'u)(n) =u(n +1i) et (Phu)(n) =u(d'n).
3. Il est facile de voir que, pour tout d € N*ettout j € {0,1,...,d —1},0ona: ¢, 0 T/ = ba,j-

Définition 2.5. Soit d € N*. L’application E; de (S(A)? dans S(A) qui, a tout d-uplet (ug,...,uq4—1), associe la
suite u définie par :

Vje{0,1,....,d =1}, VneN, Eq(uo, ..., ua—1)(dn+ j)=ujn), (1)
est appelée d-emboitement (ou simplement emboitement).

Lorsque la relation (1) est vérifiée, on dit que la suite u est un emboitement des suites ug, ..., Ug—1.

Définition 2.6. Soit d € N*, J = (jo, j1,-.., ja—1) € N4 et ¢ une permutation de I’ensemble {0, 1,...,d — 1}. On
définit les applications suivantes :

Aa:S(A) = (S, Z:(SWW) = (S)!, Tr:(S)! = (S)?, par:
— Vu € S(A), Agu = (¢paut, (¢pa o T, ..., (g 0 T4 Myu).
= Y(uo. ..., ug—1) € (S(AN?, Ty (o, ... ug—1) = (g (0): - - -+ Ug(d-1))-
— Y(uo, ..., ug—1) € (SCANY, Ty (uo, ..., ug—1) = (TPug, Thuy, ..., TI-1ug_y).

Remarques 2.7.

1. Les applications données ci-dessus sont bien définies (voir [1]).
2. Pour d € N*, I’application A est une bijection dont la réciproque est I’emboitement E.

Définition 2.8. L’application E; o X5 o Ty o Ay est appelée application tressage, notée Vg, 7 .
Pour u € S(A), la suite ¥4 j s u est dite tressage.
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Définition 2.9. On dit qu’une suite u de S(A) est une suite récurrente linéaire a coefficients polynomiaux s’il existe
deux entiers naturels ng, 2 (h non nul), des polyndmes p; a coefficients dans A, p; # 0, tels que :

Vn2no, prum+h)+pp_imum+h—1)+---+ po(n)u(n) =0.

Exemple. La suite u définie par : Vn € N, u(n) =n! + 1, est une suite récurrente linéaire a coefficients polynomiaux ;
elle satisfait 2 la relation de récurrence : Vn € N, nu(n +2) — n®> +3n + Du(n + 1) + (n> + 2n + Du(n) =0.

3. Résultats préliminaires

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour n € N, considérons 1’application 7, de S(A) dans A définie, pour tout
u € S(A), par m, (1) = u(n). Cette application est un morphisme de A-algebres. On considére A comme un espace
topologique discret et S(A) sera muni de la topologie produit. Rappelons que cette topologie produit est la topologie
la moins fine qui rend continues toutes les applications 7, n € N. Elle est évidemment compatible avec les opérations
algébriques de S(A) qui devient de ce fait une A-algebre topologique.

Dans [1], nous avons montré le théoréme suivant :

Théoreme 3.1. Soit A un anneau unitaire intégre et f une application de S(A) dans S(A). Pour que f soit un
endomorphisme continu de ’algébre de Hadamard S(A) il faut et il suffit qu’il existe une application ¢ de N dans N
telle que pour tout u dans S(A), on ait f(u) =u o ¢.

Toujours dans [1], en utilisant le Théoréme 3.1, nous avons montré que les applications décimation et tressage sont
des endomorphismes continus de I’algebre de Hadamard r(A).
Dans ce qui suit K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle.

Définition 3.2. Soit f(x) =_,5ou(m)x" et g(x) = _, 5, v(n)x" deux séries dans K [x]. Le produit de Hadamard
de f et g estla série h définie par : h(x) = Zn>0u(n)v(n)x".

Définition 3.3. Soit f une série dans K [x]. On dit que f est D-finie (differentiably finite) si elle est solution d’une
équation différentielle linéaire homogene & coefficients polynomiaux.

Signalons que certains auteurs, comme D. Zeilberger et P. Zimmerman, utilisent le terme holonome pour
P-récursive (ou D-finie). Dans [4], Stanley montre le théoréme suivant.

Théoreme 3.4. Soit u € S(K). La suite u est P-récursive si et seulement si sa série génératrice f, est D-finie.
On trouve également dans [4] la preuve du théoréme de cléture suivant :

Théoreme 3.5. Le produit de Hadamard de deux séries D-finies est une série D-finie.

Remarques 3.6.

1. Le théoréme ci-dessus montre que I’ensemble j(K) est stable par le produit de Hadamard.
2. Notons que r(K) et j(K) sont des sous-algebres topologiques de S(K).
3. r(K) est une sous-algebre de I’algebre de Hadamard j (K).

Un exemple important de séries D-finies est donné par les séries dites algébriques : les éléments de K [x] qui sont
algébriques sur K (x) (voir [3]).

Dans [1], nous avons montré que les applications décimation et tressage sont des endomorphismes continus de
r(K) pour la topologie citée ci-dessus ; et les applications ¢ associées sont données, respectivement, par :

VneN, ¢n)=u(dn), 2

n

Vi eN, (p(n):d([d]—i—jg(r))—i-o(r), rzd{?—i}. 3)
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Proposition 3.7. Soit d € N*. L’application emboitement E; envoie un élément de (j (K Y dans J(K).

Démonstration. Soit ug, uy, ..., uq— des suites P-récursives et fy,, fu;»---, fuy_, les séries génératrices associées
respectives. Si u est I’emboitement des suites u; alors la série génératrice associée a u est donnée par la relation

Fu) = fug (8) + xfu () 4+ 287 fuy (6 “)
qui se vérifie aisément, en posant, pour tout j € {0,...,d — 1},
fu) =D uma" et fi, ()= ujma" =) uldn+ j)x".
n=0 n=0 n=0

Comme, pour tout j, 0 < j <d — 1, les u; sont des suites P-récursives alors les séries f,,j (xd ) sont D-finies, et par

suite, les séries x/ f, 5 (x?) sont D-finies. D’apres le Théoreme 3.5, on déduit que f, est D-finie. Par conséquent la
suite u est P-récursive. O

4. Démonstrations des résultats

Démonstration du Théoreme 1. Montrons d’abord que 1I’application ¢, est un endomorphisme de j(K). Soit u une

suite P-récursive, il suffit de montrer que la suite ¢, u est P-récursive. Condidérons la suite e; définie par :
1 sin=0(modd),
VneN, ed(n)z{ ) ( )

0 sinon.

Cette suite est une suite périodique donc elle est dans j(K), donc P-récursive.
D’apres la remarque 1 du Théoreme 3.5, la suite v = u © ¢4 est alors P-récursive. Il existe donc & dans N* et

po, P1, - - - » pn des polyndmes dans K[x] non tous nuls tels que :
VneN, ppm)vin+h)+ pp—1(m)vin+h—1)+---+ po(n)v(n) =0. (®)]
Comme

u(n) sin=0 (modd),

VneN, vk = { ]
0 sinon,

les v(i) sont soit nuls soit égaux a des u(dm;), m; € {[%], R [#]}.
La relation non triviale (5) lie donc les termes de la suite (1(dn)),>0; Ce qui montre que la suite ¢gu est P-
récursive. La continuité de ¢, découle du Théoreme 3.1, I’application ¢ de N dans N associée a ¢, est donnée par la

relation (2). O

Remarque 4.1. Soit u une suite P-récursive. Soit d € N* et j € {0,...,d — 1}. De la méme fagcon que ci-dessus,
on montre, en considérant les décalées T/ey de ey, que les d-décimées de rang j définies par : Vn e N, ¢y ju(n) =
u(dn + j) sont des suites P-récursives.

Démonstration du Théoréme 2. Montrons d’abord que 1’application ¥/ s » est un endomorphisme de j (K). Soit u
une suite P-récursive, il suffit de montrer que la suite V4 j su est P-récursive. D’apres la Remarque 4.1, les suites
up, U, ..., uq—1 dont la suite u est I’emboitement sont P-récursives. Par définition des application A4, X5 et T}, la
suite (X5 o Ty o Ag)u est P-récursive. De la Proposition 3.7, on déduit que la suite (Ej 0 X5 0 Ty 0 Ag)u =Yg, 70U
est P-récursive. La continuité de 14, ;- découle du Théoréme 3.1, I’application ¢ de N dans N associée a ¥4, 7 5 est
donnée par la relation (3). O
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