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Résumé

Nous définissons le réseau de 2-Toda sur s(, (C), étendons cette définition sur toute algebre de Lie simple g, et nous démontrons
son intégrabilité au sens de Liouville. Pour citer cet article : K. Ben Abdeljelil, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The integrability of the 2-Toda lattice on sl, (C) and its generalization to semi-simple Lie algebras. We define the 2-Toda
lattice on s, (C); we extend its definition to any simple Lie algebra g and we show its integrability in the sense of Liouville. To
cite this article: K. Ben Abdeljelil, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le réseau de 2-Toda en dimension infinie a été introduit en 1982 par Ueno et Takasaki [6]. Il s’agit d’une paire
d’équations de Lax ou I’opérateur de Lax est dans ’algebre de Lie gl ((00)) x gl ((c0)). Suite a des travaux de
Adler et van Moerbeke [2] puis de Carlet [3] on sait que ce réseau (dit «sur gl ((00)) »), est décrit par des champs
hamiltoniens, ou la structure de Poisson est définie par une R-matrice.

Le réseau de 2-Toda admet une restriction a s{, (C), que nous appelons le réseau de 2-Toda classique, et que nous
définissons maintenant :

Définition 1.1. Le réseau de 2-Toda classique est donné par la paire d’équations de Lax

% [(Ly, Ly, (L, M)],

M
% =[(M-, M), (L, )],
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ou (L, M) e sl,(C) x s, (C) est de la forme :

api 1 0 bll bln
a a by .
L.m=[|"= = S ik 6)
. . 1 . . :
apl -+ Aupn—1 QAnn 0 bn,n—l b

L, resp. M_, étant le projeté de L, resp. de M, sur la sous-algebre de sl (C) formée par les matrices triangulaires
supérieures, resp. strictement inférieures.

Comme dans le cas infini, vis a vis d’une structure de Poisson associée a une R-matrice, les équations (1) décrivent
les champs hamiltoniens des fonctions %Trace L? et %Trace M?. Grice au théoreme AKS (voir [1, thm. 4.37]), les
fonctions Ad-invariantes sur sl,(C) x sl,,(C), données par %Trace L' et 1 Trace M/ ,1<i,j<n—1,sonten in-
volution. Mais elles sont insuffisamment nombreuses pour I’intégrabilité du réseau de 2-Toda classique au sens
de Liouville. Ceci s’explique par le nombre important (~n?) de variables libres sur I’espace de phase de ce ré-
seau. Nous montrons que les fonctions Fy;, pour 0 <k <i+ 1 et 1 <i <n— 1, construites par la relation :
Trace(AL + M) *! = Z;;O Ak Fi.i (L, M) forment un systeme intégrable.

Il est bien connu que le réseau de Toda classique admet une généralisation aux algebres de Lie simples (voir [5]).
Dans cette note, nous généralisons le réseau de 2-Toda aux algebres de Lie simples et nous démontrons son intégrabi-
lité au sens de Liouville. En effet, nous construisons une grande famille de fonctions involutives (pour un crochet de
Poisson {-,-}5 qui vient d’'une R-matrice) contenant celles construites a partir du théoréme AKS (voir Théoreme 2.1),
nous prouvons a 1’aide de [4] que cette famille est indépendante sur 1’espace de phase du réseau de 2-Toda et nous
montrons que son cardinal donne le nombre exact de fonctions pour 1’intégrabilité du réseau de 2-Toda au sens de
Liouville.

2. Structure de R-matrice sur le carré d’une algebre de Lie

Soit (g, [-,-]) une algébre de Lie complexe de dimension finie, on note g* I’espace vectoriel dual de g, F(g)
1’algebre de fonctions polynomiales sur g et g> I’algébre de Lie g x g. On rappelle qu’un endomorphisme R : g — g
est appelé une R-matrice, si 1’ opérateur

1
[X,Y]g:= E([Rx, Y1+ [X, RY]) 3)

est un crochet de Lie. En particulier, s’il existe ¢ € C, tel que, pour tout X, Y dans g
[RX, RY]— R(IRX, Y]+ [X, RY]) = —c’[X, Y],

alors R estune R-matrice, appelée solution de I’équation de Yang—Baxter classique modifiée (nCYBE) de constante c.
Pour tout nombre complexe A, on définit v, : g* x g* — g*, (§,n) = A& + 1.

Théoreme 2.1. Soient ¢ un nombre complexe et R un endomorphisme de g. On note R I’opérateur de g%, défini par :

R(X,Y):=(R(X —Y) +cY, R(X —Y) +cX). %)

(1) Si R est une solution de I’équation de (nCYBE) de constante c, alors R est aussi solution de (nCYBE) de
constante c.

(ii) Si R est une R-matrice, alors pour toutes fonctions Ad*-invariantes F, G sur g* et ), i deux nombres complexes,
ona:
(a) F o estun Casimir pour {-,-}.
(b) Les fonctions F o vy et G o v, sont en involution pour {-,-}.

3. Intégrabilité du réseau de 2-Toda

Soient g une algebre de Lie simple complexe de rang ¢, munie de sa forme de Killing (- |- ), f une sous-algebre de
Cartan de g et @ le systeme de racines de g associé a j. On note, IT = («y, ..., «¢) une base de @ et (hy,...,hy) la



K. Ben Abdeljelil / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 347 (2009) 943-946 945

base de h formée par les coracines de I1. L’algebre de Lie g se décompose en somme directe de deux sous-algebres de
Liegy = @k>0 gk et g— = Py _( gk, ol gi, pour k # 0, est le sous-espace vectoriel de g engendré par les vecteurs eg,
avec B une racine de longueur k, et ou go = b.

Soient Py et P_ les projections de g respectivement, sur g4 et g_. L’ endomorphisme R := P, — P_ est une
solution de (mCYBE) de constante 1. D apres le premier point (i) du Théoréme 2.1, I’opérateur

R(X,Y) = ((Py — P_)(X —Y) + Y, (Py — P_)(X —Y) + X) 5)

est une R-matrice de g>. Via la forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée (- |-) : g> x g*> — C, ((x, V), (z,5)) —
(x| z) + (y|s), Palgebre de Lie g> = g x g s’identifie & 9*2 =g* x g*. Ce qui munit la variété g> du R-crochet de
Poisson

{F.G}r(X.V)=((X.Y) | [VF(X.Y),VG(X.Y)],). VF.GeF(g%), (6)

ou VF(X,Y)estle gradientde Fen (X,Y) € g2 par rapport a (- |-).

Remarque 3.1. Soit (P, ..., Pp) un systeme de ¢ générateurs homogenes de 1’algébre des fonctions Ad-invariantes
sur getsoitp;:gxg— g, (X,Y)—~ X+ Y. D’apres le Théoreme 2.1, les fonctions P; o ¢, pour 1 <i < ¢, sont
des Casimirs pour {-,-}.

Proposition 3.2. Soit T? = @<k X B> 0k + (€,0), ot e = Y e

() La variété T? est une sous-variété de Poisson de (g2, {-, -}r) de dimension dim g + 2¢.
(ii) En un point générique de la variété T2, le rang du R-crochet de Poisson est égal a dimg + £.

Si g = sl,,(C), alors les éléments de 7 2 g’écrivent sous la forme (L, M) de I’expression (2). 7 2 est donc I’espace
de phase du réseau de 2-Toda sur g. Nous étendons la Définition 1.1 & g de la maniere suivante :

Définition 3.3. On appelle réseau de 2-Toda sur une algebre de Lie simple g, le systeme formé par la paire d’équations
de Lax

o(L, M
% [(Ly, Ly, (L, M)],

(7
% =[(M_,M_), (L, M)],

ol (L, M) est un élément de 72, L étant le projeté de L sur g, et M_ étant le projeté de M sur g_.

Nous prouvons I’intégrabilité au sens de Liouville du réseau de 2-Toda. En effet, nous construisons une famille de
fonctions, qui contient les hamiltoniens %Trace L? et %Trace M? du réseau de 2-Toda sur g, de cardinal dim T2 -
% Rk {:,-}, indépendante et en involution sur (T2, {., Ir)-

Soit (Py, ..., P¢) un systeme de £ générateurs homogenes de 1’algebre des fonctions Ad-invariantes sur g comme
dans la Remarque 3.1. Puisque le degré de chaque P; est m; + 1, ol my, ..., mg sont les exposants de g, chaque P;
permet de définir m; + 2 fonctions définies dans g> a valeurs dans C de la facon suivante :

Popp(X.V)=POX+Y)= Y  MFiX, 7). ®)
0<k<mi+1

11 suit du Théoreme 2.1, de I’isomorphisme entre g*2 et g2 et de la formule (8) que :
Proposition 3.4. La famille de fonctions F = (F i, 0 <k <m; +1 et 1 <i <) est involutive pour le crochet {-,-} .

Soit (e, h) = (Zle €u; s Zle 217hi) € T2. A I’aide d’un résultat de Rais, publié dans [4], on peut vérifier que les

différentielles dFy ; (e, h), pour 0 < k <m; + 1 et 1 <i < ¢, sont linéairement indépendantes comme éléments de
T(’Z m(@ % g) et ensuite comme éléments de T(’; h)Tz. Par suite :
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Corollaire 3.5. La famille de fonctions F est indépendante sur T>.

A partir de la formule (8), on a card F = Zle m; + 2¢. De I’égalité classique Zle m; = %(dimg — ¢), nous
déduisons que

1
card F = E(dimg + 30),

nombre qui est, d’aprés la Proposition 3.2, égal 2 dim 72 — % Rk{-, }r.
En regroupant ces résultats et en utilisant la définition [1, déf. 4.13], nous obtenons que :

Théoreme 3.6. Le triplet (Tz, {-,-}r, F) est completement intégrable au sens de Liouville.
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