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Résumé

Nous donnons une borne inférieure pour la hauteur canonique d’un point P dans une variété abélienne A/K avec des multi-
plications complexes en fonction du degré de P sur K (Ators). Cette borne généralise des résultats antérieurs de David, Hindry,
Baker, Silverman, Ratazzi et autres et c’est le meilleur résultat connu jusqu’a présent dans la direction de la conjecture de Lehmer
relative abélienne. La borne donnée permet aussi de démontrer des cas particuliers de la conjecture de Zilber—Pink. Pour citer cet
article : M. Carrizosa, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Lehmer problem and CM Abelian varieties. We provide a lower bound of the canonical height of a point P in a CM Abelian
variety A/K in terms of the degree of the field generated by P over K (Ators). This bound is a generalization of results by David,
Hindry, Baker, Silverman, Ratazzi and others and is the best known result on the way of proving the relative Abelian Lehmer
conjecture. Moreover, the given bound allows us to prove some particular cases of the Zilber—Pink conjecture. To cite this article:
M. Carrizosa, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The canonical height &, associated to a symmetric very ample line bundle £ on an Abelian variety A over a
number field K has many interesting properties. Among them, we know that 4~ defines a positive definite quadratic
form on A(K) ®z R. We can naturally ask ourselves if there is a lower bound for the height of point of infinite order
depending only on the degree of the field generated by this point over K. The Abelian version of the classical Lehmer
conjecture states that there is a real number ¢ > 0 such that for every P € A(K) that does not belong to any translate
by a torsion point of a proper Abelian subvariety of A (i.e. a torsion variety) we have h(P) > c¢D™/8 where g is the
dimension of A and D = [K(P) : K]. In the “relative” case, we expect to obtain a similar bound replacing D by the
degree of P over K (Aors). The following conjecture is the best possible in this direction:
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Conjecture 0.1 (David). Let A/ K an Abelian variety of dimension g over a number field K and L an ample symmetric
line bundle over A. Then, there is a real number ¢ > 0 such that for every P € A(K) of infinite order over Endg (A)

we have hp(P) = c¢D™ Y8 where D = [Kiors(P) : Kiors] and Kiors = K (Ators)-

The relative Lehmer problem was first stated by F. Amoroso and U. Zannier (see [2]) for a point « in the multiplica-

tive torus that is not a root of unity and they found an optimal bound up to epsilon of the form () > 4 (101%;0% SD ) 13,

where D = [K?(a) : K?].

The analogous result in the context of elliptic curves was given by Ratazzi (see [6]).

In the higher dimension case there are better invariants to consider than the degree. This was already the case in the
classical Lehmer problem for Abelian varieties where S. David and M. Hindry replaced the degree by an “obstruction
index”.

We would like then to give a relative bound optimal up to epsilon for a point P in an Abelian variety A/K that is
not a torsion point using an obstruction index and taking into account the smallest torsion subvariety containing P. To
do this we define for a field F/K, a subvariety H/K of A and a point P € H(K) the obstruction index over F with
respect to H by

deg 1% 1/codimy V
wp(P, H) = min
deg H

where V runs over all proper subvarieties of H defined over F containing P. With this definition we can state the
main result:

Theorem 0.2. Let A/K a CM Abelian variety, L a fourth power of an ample symmetric line bundle over A, H/K an
Abelian subvariety of A and P € H(K) of infinite order over Endg (H). Then, there is a real number c(A, K, L) > 0
such that

(P> c(A, K, L) <loglongm(p’H)(deg H)2>K(g0)
L P>

WK (P, H)\ logwk,, (P, H)(deg H)?

where go = dim H and k(gg) = 22‘3’0“5}315O (g0 + 11280,

Moreover, in this last statement and its proof, we can replace the field Kors by K without any changes. This gives
in the CM case a stronger result because up to extending K, we have the inclusion Koy C K2,

On the other hand, for the moment it seems difficult to avoid the CM hypothesis. We use it in two different steps of
the proof, above all to assure that the Frobenius can be lifted in zero characteristic to an endomorphism. This is always
the case in the multiplicative setting but false in general in the Abelian case. We recall the following definition:

Definition 0.3. If A has good reduction on v € Mg, we say that @ € End(A) is a Frobenius endomorphism on v if
ty(a) = Frob, where ¢, : End(A) — End(A,) and A, is the reduction of A mod v.

If A has complex multiplication, using Theorem 1, III.13 of [9], we can suppose that A has a Frobenius endomor-
phism in almost every place.

1. Transcendance

La preuve du Théoréme 0.2 est constituée de deux parties. La premiere suit les étapes d’une preuve de transcen-
dance classique : construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de zéros. On reprend 1’idée de [2] :
les auteurs considerent une extension finie I € K¢ et un ensemble P de premiers totalement décomposés dans K.
IIs distinguent ensuite deux cas selon qu’il y a ou non beaucoup de premiers «tres » ramifiés dans L. Dans notre cas
on dispose d’une suite d’extensions L. =1ILg 2 - -- 2 ILg, et de points P = Py, ..., P,y . On différencie les deux cas a
1’aide des paramétres suivants : on notera dorénavant A = log wy, (P, H)(deg H)? et Co une constante assez grande et
onposepouri,j=1,...,80
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Coa e Coa 10
N = 22 ot Ei=|—2
! log A log A

ol al.(j) =i.ilépj, bl.(j) =iilpjetp; = 828072/ (gg 4 1) ot 8 = g(%(go + 1)!' + 2. On considere des ensembles d’en-

domorphismes de Frobenius 771.(" ) = {ap, Nl.(" )/ 2<p<N l.(" )} avec p € P ou ’on a choisi une fois pour toutes pour
chaque premier p € P une seule place v de K au-dessus de p et un endomorphisme de Frobenius (s’il existe).

On dira qu’au cran j on est dans le cas peu ramifié si pour touti =1, ..., go, plus de la moitié des endomorphismes
de Frobenius de Pi(] ) correspondent a des premiers p tels que I'indice de ramification e, de p dans L; satisfait

7

ep < Ei(j ), Sinon, on dira qu’on est dans le cas trés ramifié et on fixera le plus petit indice r(j) tel que 7?(( i

beaucoup de grande ramification.

1.1. Cas peu ramifié

Dans ce cas on suit ’approche de [2] et [5] : pour j donné, construction d’une fonction auxiliaire nulle au point
P;_y et tous ses conjugués sur I.; a un ordre €levé a ’aide d’un lemme de Siegel absolu, extrapolation en des
transformés par des endomorphismes de Frobenius et lemme de Zéros. La propriété métrique clé pour I’extrapolation
est la suivante (voir [2] lemme 3.1) : pour tout p € P il existe un élément ¢, € Gal(IL;/K) tel que |y? — ¢,y |w <
p~/¢r pour tout y € O, ; et w|v. On définit maintenant les parametres :

0 T
L —[(degH) or;_, (Pj—1, )W

ou b)) = ((go+ D! = Dp ;- La partie « transcendance » du cas peu ramifi€ est résumée dans la proposition qui suit :

2
et TU = (degH)4a)]L. (PJ—I»H)L
j-1 log(Cp)280t!

_ . 0 1o
Proposition 1.1. Soit Q un point de H(K) tel que h(Q) < m(lgﬁj)m’] +eot Do+ 108 - 4

ordre
infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Il extste un entier k, 1 < k < go, un point Q1 =
Th410k4+1 © =+ O TgyOgo(Q) 0l ¢ € Pi(’) et T prolonge ¢, (a; est un endomorphisme au-dessus de p) et une
sous-variété 'V propre de H définie sur 1L;_1 contenant le point Q1 de dimension d et dont le degré satis-
. ((L(j>)2N1<j)--~N,£j) )go—d deg(H)logN(j)
< +1 - k

fait degV < ¢ T aND

. De plus, V est définie incomplétement par des formes de degré

7

< cz(L(j))le(j) lei)l le long de Ty ¢y avec multiplicité au moins 20F T

1.2. Cas trés ramifié

Dans ce cas, on suit I’approche de [1] en utilisant des déterminants d’interpolation et la propriété métrique de [2]
(lemme 3.2). L’idée est la suivante : soit p trés ramifié dans IL;_ et m minimal tel que ;| € Q,(&,). Alors il
existe un sous-groupe G, de Gal(IL;_1/K) tel que |G| > min(e,, p) et pour tout y € Or, wlpeto€Gyona

ly? —oyP|, < p~!. On définit les parametres

) CoA r(J)
L] [(degH) oL; (P 1,H)CO<1 gA) et

j—1

o\

20 _
70) [(degm“wm] (P 1,H)C )+ parg =1
1 =

(log A) V<J'> j|

Soit o), € Pr({]).) avec p tres ramifié. La proposition suivante résume le résultat principal dans le cas trés ramifié :

Proposition 1.2. Soit Q un point de H(K) tel que }Al(Q) < m(lgﬁj)go.go!ﬁpj+2, d’ordre infini modulo toute
j-10=

sous-variété abélienne propre de H. Alors il existe une variété V de dimension d définie sur L; =1L;_1 N Qp(myp)
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passant par Q, déﬁnie incomplétement par des formes de degré < 03(L§j ))2 avec multiplicité > T1<j ) telle que
(L?
deg(orp (V) < o) %0 deg(H).

T r(j)

1.3. Descente

Contrairement aux cas de dimension 1, on ne peut pas conclure directement et il faut faire une étape de des-
cente apres les lemmes de zéros. Celle-ci s’inspire de la descente dans [5] mais en tenant compte des deux cas peu
ou tres ramifiés. On construit une suite de variétés vérifiant de bonnes conditions d’inclusion et de degré contrdlé
par les indices d’obstruction a 1’aide d’une utilisation répétée des Propositions 1.1 et 1.2. Pour faire ceci, on fixe
les parametres : B; = (%)api[(‘gﬁl) ! et des ensembles d’isogénies ‘B; tels que B; € ‘B; est une composition
d’endomorphismes de Frobenius et donc une isogénie admissible (au sens de la définition de [5] paragraphe 2.2
et prop. 2.3) de poids < B;. On définit ensuite un ensemble WV de triplets (k, 8, W) ou k € [0, go] est un entier,
B=@B1,...,Pk) € B x -+ x By, et W= (Wy,..., Wy) est un k-uplet de sous-variétés propres de H telles que
chaque W; contient le point P; = f;o---0B1(P), Wi_1 C ,Bi_l(W,-) pour tout i et N(B;) est premier a |G, : G(;Vi| (la
partie discrete du stabilisateur de W;) pour tout i. De plus, W; est définie sur un sous-corps L; de LL et L;-irréductible
et ces sous-corps forment une suite L =1Ly 2 --- D ;. Pour touti =0, ..., go, le degré de W; satisfait

0 A [g0(go+1)!18pi+1!+2(go+1)! i i ()1(g0—d;)
log A)

oud; =dim W; et u(i) = 1 ou 0 selon que I’on est dans le cas peu ou tres ramifié respectivement. Le résultat clé de la
descente est le suivant :

deg(W;) < csor, _, (Pi—1, )godideg(H)<

Proposition 1.3. Soient P et L tels que fz(P) < m (lgiﬁ )K(g())/z alors il existe (k, B, W) € W tel que dim W; =
dim W;_1 pour certain i entre 0 et k — 1.

Maintenant on choisit le plus petit indice i vérifiant la Proposition 1.3 et on compare les degrés des variétés
W; et Wiy1. Ceci permet de conclure en général puisque la comparaison entraine une contradiction en utilisant les
indices d’obstruction. Il reste toutefois un cas ou 1’on ne peut pas conclure directement. On résume alors toutes les
informations obtenues dans la proposition suivante :

Proposition 1.4. Sous les hypothéses du Théoreme 0.2, il existe une constante ¢ > 0 telle que ['une des deux assertions
suivantes est vraie :

N 7 c log A\k(80)/2 .

(l)h(P)>m(A) 5
(ii) il existe un point P et une extension 1. C Ko contredisant I’inégalité ci-dessus, une sous-variété abélienne B/ K
de H des éléments Bj € B pouri =0,..., go et une suite de sous-corps L.=1Lg 2 --- 2 LLg, tels que pour un
indice i on ait les conditions suivantes : L; 11 =1L NQp(&m/p) pour un certain p € P, Biy1 est un endomorphisme

de Frobenius au-dessus de p, tBi+1(P;) — Bi+1(P;) € B pourunt € Gal(l?/LiH) tel que Ty, #1d et

CoA >[g0(g0+1)!5pi+2](go—di)

deg( U (P +&)+ B) B, i "o, (P, H)$od deg(H)<logA

§cker(Bi+1)
reGal(K /Lit1)

ond; =dimB eti <d;.
2. Démonstration du théoreme principal

La démonstration du théoréme principal repose sur la Proposition 1.4 et une version plus faible du Théoréme 0.2
ou on remplace I’indice d’obstruction par le degré. Il s’agit du théoréme suivant :

Théoreme 2.1. Sous les hypothéses du Théoreme 0.2, il existe une constante c = c(A, K, L) > 0 telle que pour toute

extension finie I. C Kiors de K on a fz(P) > (degH)l/gO(loﬁ)g)%ge‘?%H)K(gO)/z on D=[L(P):L].
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On commence par montrer qu’on peut effectuer une série de réductions pour prouver ce théoreme. Il s’agit des
lemmes suivants :

Lemme 2.2. Pour démontrer le Théoreme 2.1 on peut supposer que 1L et P satisfont les propriétés suivantes :

(i) KSLCK(P);
(i) [L(P):L]=D;
(iii) VF C Kiors, YT € Hiors, [F(P+T): F12 D
(iv) YT € Hyprs tel que K(P+T)C K(P)ona K(P+T)=K(P);
(v) L est de conducteur minimal parmi tous les sous-corps F de Ko tels qu’il existe T € Hyors, [F(P+T) : F]1= D.

Le Lemme 2.2 dans le cas torique correspond aux réductions effectuées au paragraphe 2 de [2].

On a aussi besoin de 1’équivalent du lemme 2.1 de [2] et du lemme 3.3 de [6]. Plusieurs complications apparaissent
du fait que I’on travaille en dimension quelconque. Pour les surmonter, on utilisera par exemple le fait que K (H[p])/K
est de degré premier a p. Le résultat que 1’on obtient est le suivant :

Lemme 2.3. Soit p € P, v|p une place de K de bonne réduction ordinaire pour H et a, un endomorphisme de
Frobenius associé a v. Pour démontrer le Théoréeme 2.1 on peut supposer pour toute extension E telle que K C E C 1L
que I’on a soit E(ap(P)) = E(P), soit p|[E(P) : E(a,(P))].

Les deux lemmes donnés combinés au lemme 3.2 de [3] permettent de donner le résultat principal de réduction :

Lemme 2.4. Soit p € P, v|p une place de K de bonne réduction ordinaire pour H et o), un endomorphisme de
Frobenius associé a v. Pour démontrer le Théoréeme 2.1 on peut supposer que, pour tout prolongement T € Gal(K /K)
deo € Gy \{ld}, onat(ap(P)) #ap(P).

La démonstration du Théoréme 2.1 se fait par récurrence sur la dimension de H. Lorsque dim H =0, le Lemme 2.4
montre que le deuxieme cas de la Proposition 1.4 ne peut pas se produire et on conclut. Dans le cas général, on montre
que si le deuxieme cas de 1.4 se présente, ou bien B # 0 et on utilise I’hypothese de récurrence, ou bien B =0 et il
existe @, un endomorphisme de Frobenius et un élément 7 € Gal(K /L) tel que t(ap(P)) = ap(P) ce qui contredit
le Lemme 2.4.

Pour finir, la preuve du Théoréme 0.2 est trés similaire a celle du Théoréme 2.1. Si le deuxieme cas de la Pro-
position 1.4 se présente, en utilisant le Théoréme 2.1 on montre que B = 0. La Proposition 1.4 nous donne dans ce
contexte une borne supérieure du degré D en fonction de I’indice d’obstruction et on conlut en utilisant de nouveau
le Théoreme 2.1.

3. Application a la conjecture de Zilber—Pink

Les premiers cas de la conjecture de Zilber—Pink ont été suggérés par Bombieri, Masser et Zannier dans [4]. Plus
tard, des généralisations ont été données indépendamment par Zilber pour des variétés semi-abéliennes et Pink pour
les variétés de Shimura mixtes. Dans le cadre des variétés abéliennes on peut 1’énoncer ainsi :

Conjecture 3.1. Soient A une variété abélienne définie sur un corps K de caractéristique 0 et X une sous-
variété fermée et intégre qui n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique propre de A. Alors l’ensemble
X (K) N Ueodim 6 >dim x-+1 G (K), oit I'union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant la condition
de dimension, n’est pas dense dans X.

Dans [7] et [8] G. Rémond montre que cette conjecture est vraie sous I’hypothese plus forte que X est géométri-
quement non dégénérée et que A vérifie la Conjecture 0.1. Dans sa preuve on voit que méme un résultat «a epsilon
pres » suffit pour conclure. En utilisant le Théoreme 0.2 on a le résultat suivant :

Théoreme 3.2. Soient A une variété abélienne CM définie sur un corps de nombres K, X une sous-variété fermée et
integre de A géométriquement non dégénérée et I' un sous-groupe de rang fini de A(K). Alors I’ensemble X (K) N
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I+ UCOdimG?dimX_H G(K)) n’est pas dense dans X (ou I’union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A
vérifiant la condition de dimension).

D’apres le corollaire 1.1 de [7] et le Théoréme 0.2 on a en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Soit A/K une variété abélienne CM et C une courbe transverse sur A. Alors I’ensemble C(K) N
Ucodim G>2 G(K) est fini, ou l'union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant la condition de
dimension.
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