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Résumé

Pour tout sous-corps k du corps des complexes C nous construisons un foncteur de réalisation de Betti de la catégorie DM−(k)

des complexes motiviques sur k de Voevodsky dans la catégorie des groupes abéliens gradués. Si X est un schéma de type fini
sur k, l’image par ce foncteur du complexe motivique associé à X est la cohomologie singulière

⊕
p�0 Hp(X(C),Z) de la variété

des points complexes de X. Pour citer cet article : F. Lecomte, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Betti realization of Voevodsky motives. For any subfield k of the field of complex numbers C, we construct a Betti real-
ization functor from the category DM−(k) of Voevodsky motivic complexes over k to the category of graded abelian groups.
If X is a scheme of finite type over k, the image of the associated motive through this functor is the singular cohomology⊕

p�0 Hp(X(C),Z) of the variety X(C) of complex points. To cite this article: F. Lecomte, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I

346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Issue d’une volonté de réaliser les motifs de Voevodsky à l’aide de foncteurs cohomologiques, cette note présente
la construction de la réalisation de Betti. Les autres réalisations, obtenues avec Nathalie Wach, sont présentées en [4]
et [5].

Pour un sous-corps k du corps des complexes C nous construisons un foncteur cohomologique de la catégorie
DM−(k) des complexes motiviques de Voevodsky dans la catégorie Ab des groupes abéliens, foncteur qui associe à
tout motif d’un schéma X lisse sur k, la suite de cohomologie singulière de la variété topologique X(C) des points
complexes de X.

La méthode est inspirée des travaux de Suslin et Voevodsky [7] qui montrent que les faisceaux représentables avec
transferts Ztr (X) (notés L(X) dans l’article original de Voevodsky [8]) sont représentés dans la catégorie Sch(k) des
schémas de type fini sur k par le groupe associé au monoïde des puissances symétriques de X. Le théorème de Dold–
Thom assure que le faisceau obtenu par prolongement à la topologie usuelle de la variété X(C) calcule l’homologie
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singulière de cette variété. La cohomologie singulière est obtenue par dualité. Cette construction s’étend aux faisceaux
avec transferts de Voevodsky et se dérive pour obtenir le théorème suivant

Théorème 1.1. Soit k un sous-corps de C. Il existe un foncteur de réalisation topologique des complexes motiviques

tk : DM−(k) → D(Ab)

tel que le foncteur cohomologique

HB( ,Z) : DM−(k) → Ab,

M �→ HomD(Ab)

(
tk(M),Z

)
généralise le foncteur de cohomologie singulière des variétés des points complexes des schémas lisses et quasi-
projectifs et que le foncteur rationnel HB = HB( ,Z) ⊗ Q restreint à la catégorie des motifs géométriques coïncide
avec la composante singulière du foncteur de réalisation d’Annette Huber.

En [4], nous avons construit un complexe motivique de De Rham qui permet de définir la réalisation de De Rham.
En [5], nous construisons, pour un corps de nombres, outre les réalisations de De Rham, Betti et l-adique avec leurs
filtrations et actions de Galois respectives, des morphismes de comparaison, et nous retrouvons, en nous restreignant
à la catégorie des motifs géométriques et tensorisant avec le corps Q des rationnels, les résultats d’Annette Huber [3].

Tous nos schémas sont supposés séparés localement de type fini sur un corps. Suivant les conventions de SGA4
[2], pour un site C, nous notons C̃ (resp. C̃Ab) le topos (resp. topos abélien) des faisceaux (resp. faisceaux en groupes
abéliens) associé. En ce qui concerne les complexes motiviques de Voevodsky définis en [8], nous nous référons à [6],
où est construite la catégorie DM−.

2. Réalisation topologique des motifs sur C

Soient Sm C le site des schémas lisses sur le corps des complexes C, muni de la topologie de Nisnevich et CW le
site des espaces topologiques admettant une triangulation, muni de la topologie des homéomorphismes locaux.

Le foncteur θ : Sm C → CW qui, à un schéma X associe la variété X(C) des points complexes, est continu. Cela
signifie que le foncteur θ fournit entre les catégories de faisceaux un couple de foncteurs adjoints (θs, θs), le foncteur
θs : ˜Sm C → C̃W prolongeant θ .

Ce foncteur continu se factorise à travers le site Sch(k) des schémas sur k. Suslin et Voevodsky [7] ont montré
que pour tout schéma quasi-projectif X sur k et tout schéma normal et connexe S, le faisceau en monoïdes des
correspondances effectives de S à X se représente par le monoïde (pour l’union disjointe) des puissances symétriques
Sd(X) de X, ce qui se traduit par l’isomorphisme

Ztr (X)(S) = HomSchk

(
S,

∐
d�0

Sd(X)

)+

où pour tout monoïde M , on désigne par M+ le groupe associé.
Par construction, le foncteur θs préserve les faisceaux représentables et envoie le faisceau représenté par le schéma

lisse X (resp. Xd ) sur le faisceau représenté par X(C) (resp. X(C)d ). Comme par ailleurs le foncteur θs commute aux
colimites, et donc aussi aux quotients, il envoie le faisceau représenté dans la catégorie Sch(k) par

∐
d�0 SdX sur le

faisceau représenté par
∐

d�0 SdX(C). On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.1. Si X est un schéma lisse quasi-projectif sur C, l’image θs(Ztr (X)) est le faisceau

U �→ Hom

(
U,

∐
d�0

SdX(C)

)+
.

Composant le foncteur θs avec le foncteur oubli des transferts, nous obtenons un foncteur exact à droite qui se
factorise dans les faisceaux en groupes abéliens en un foncteur monoïdal Φ de la catégorie ShvNis(Smcor C) de
faisceaux de Nisnevich avec transferts vers le topos abélien C̃WAb .
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Cette construction s’étend aux préfaisceaux et en considérant d’abord le foncteur complexe de Suslin C∗(F ) =
F(− × Δn) où F est un préfaisceau et Δ• est suivant le cas le schéma cosimplicial affine (Δn � An

C) ou l’espace
cosimplicial standard, nous obtenons un foncteur toujours exact à droite Φ ◦ C∗ de la catégorie des préfaisceaux avec
transferts PST(C) vers la catégorie des complexes de faisceaux abéliens K−(C̃WAb).

Suslin et Voevodsky [7] (Section 8) ont montré l’existence de quasi-isomorphismes Φ ◦ C∗ � C∗ ◦ Φ � C∗ ◦
Φ , où C∗ associe à tout faisceau F le complexe de groupes abéliens Cn(F ) = F(Δn). On en déduit un foncteur
Ψ : PST(C) → D−(Ab), avec Ψ (F) = Γ (pt,C∗ ◦ Φ(F)).

Tout préfaisceau avec transferts admet une résolution par des sommes de projectifs Ztr (Xα), Xα schémas quasi-
projectifs lisses sur C. Cette résolution permet de dériver le foncteur Ψ en

LΨ :D−(
PST(C)

) → D(Ab).

Les théorèmes de Dold–Puppe et Dold–Thom se traduisent en

Proposition 2.2. Si X est un schéma lisse quasi-projectif sur C, l’image Ψ (Ztr (X)) est quasi-isomorphe au complexe
des chaînes singulières Sing•(X(C),Z) de la variété topologique X(C).

Pour vérifier que si F est un préfaisceau avec transfert tel que le faisceau de Nisnevich associé FNis soit nul, l’image
LΨ (F) est acyclique, on se ramène au lemme suivant :

Lemme 2.3. Si U = ∐
i Ui → X est un recouvrement de Nisnevich d’un schéma X lisse quasi-projectif sur C, alors

l’image par le foncteur Ψ du complexe Ztr (NU) → Ztr (X) est acyclique, où Ztr (NU) est le complexe de Cech

· · ·Ztr (U ×X U ×X U) → Ztr (U ×X U) → Ztr (U).

Démonstration. Par dualité il est équivalent de montrer que le bicomplexe de cochaines Sing•((NU)(C),Z) →
Sing•(X(C),Z) est acyclique. On recouvre chaque ouvert Ui(C) par des ouverts contractiles convexes qui permettent
de construire des recouvrements contractiles de tous les ouverts V = Ui1 × · × Uik (C) intervenant dans le complexe
NU(C). Remplaçant dans chaque colonne les Sing•(V ,Z) par les complexes de Cech Č(V ,Z) [1], on remplace
Sing•(NU(C),Z) par un bicomplexe quasi-isomorphe dont le complexe total est le complexe de Cech Č(X(C),Z)

associé à un recouvrement ouvert contractile de X(C) et qui calcule la cohomologie singulière de X(C). �
Nous en déduisons un foncteur LΨ :D−(ShvNis(Smcor C)) → D(Ab) qui est compatible au produit, d’après le

théorème d’Eilenberg–Zilber, et se factorise via le foncteur C∗ à travers la catégorie des complexes motiviques effec-
tifs. L’image du motif de Tate étant inversible, le foncteur LΨ induit un foncteur de réalisation topologique

tC : DM−(C) → D(Ab)

où Ab est la catégorie des groupes abéliens. Nous avons montré

Théorème 2.4. Si le motif M = M(X) est le motif associé à un schéma X quasi-projectif lisse sur C, sa réalisation
topologique tC(M(X)) est le complexe de chaînes Sing•(X(C),Z) de X(C). En particulier la cohomologie singulière
de X(C) est représentable

Hp
(
X(C),Z

) = HomD−(Ab)

(
tC

(
M(X)

)
,Z[p]).

3. Réalisation de Betti des motifs

A toute extension de corps k ↪→ K , une construction similaire à celle du produit permet d’associer un foncteur
d’extension des scalaires DM−(k) → DM−(K). Pour tout sous-corps k ↪→ C du corps des complexes, l’extension
des scalaires à C composée avec le foncteur de réalisation topologique définie ci-dessus fournit un foncteur

tk : DM−(k) → D(Ab),

M �→ M(C).
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Définition 3.1. Pour tout complexe motivique M de DM−(k) la réalisation entière (resp. réalisation) de Betti
HB(M,Z) (resp. HB(M)) est le groupe abélien (resp. Q-espace vectoriel) gradué sur Z

H
p
B (M,Z) = HomD(Ab)

(
M(C),Z[p]),

H
p
B (M) = H

p
B (M,Z) ⊗ Q.

Si le complexe motivique M = M(X) est le motif d’un schéma X quasi-projectif lisse sur k, la réalisation de Betti
coïncide avec la cohomologie singulière de la variété X(C) des points complexes.

La catégorie des motifs géométriques sur k est la sous-catégorie triangulée de DM−(k) engendrée par les motifs
des schémas lisses et projectifs sur k. Restreignant notre foncteur HB aux motifs géométriques, nous obtenons un
foncteur dans la catégorie des Q-espaces vectoriels de dimension finie. Il est aisé de montrer qu’il coïncide avec la
composante singulière du foncteur de réalisation d’Annette Huber [3].
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