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Résumé
Nous mettons en évidence une correspondance entre le probleme des fluctuations des processus de Lévy et la théorie du sca

ring. Pour citer cet article: S. Fourati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
Fluctuations of Lévy processes and scattering theory. We show a strong connexion between the problem of fluctuations of

Lévy processes and scattering thediycite thisarticle: S. Fourati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let X be a Lévy process killed at an independent time with an exponential law or a ‘Lebesgue |ai¥’ anetH *

be the distribution functions of the amplitude of the pathX pfespectively, before and after the time of the minimum.
Then the matrix (whose entries are non-negative measures)

H (dx)

H*(x)

H*(dx)
H(x)

defines a potential in the sense of scattering theory (see for example [4, Chapitre 1]). We show that the scatterin
matrix associated to this potential is

1 ¢(iu)
0 1

where¢ is the Lévy exponent oX. Meanwhile, the solution of the differential system associated to this potential
determines an expression of the potential kernel (in the sense of Markov process theory) of the stochastic proces
(S, Xy, I;) whereS and! are respectively the processes of past maximum and of past minim¥m of
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1. Introduction

Nous présentons des résultats qui établissent le lien entre deux problémes «classiques» issus I'un de la théc
des fluctuations des processus de Lévy et I'autre du scattering. Le premier est la détermination du noyau potenti
du processus de Marka\s;, X;, I;), ou X est un processus de LéWy,et I sont respectivement le processus de ses
maximums et ses minimums passés. Le second est le calcul de la matrice potentiel a partir de la matrice de scatteri
ou réciproguement.

En effet, nous montrons que se donner la matrice potentiel revient a se donner le couple des fonctions de répartitic
des amplitudes avant et aprés I'instant du minimunXd@oir la section sur le probléme direct) alors que la matrice
de scattering est donnée par I'exposant de Lévy (voir la section sur le probléme inverse).

Une adaptation mineure de la théorie générale du scattering est nécessaire parce que I'hypothése habitue
d'intégrabilité du potentiel n’est vérifiée pour aucun processus de Lévy. En revanche, la matrice de scattering e:
particulierement simple.

2. Notations

On se donne pour toute la suite un processus de Xgwge loi P, éventuellement tué en un temps exponentiel
indépendant, noté. La lettre¢ désignera I'exposant de Lévy dé Plus précisemment, pour € iR,

P(e—iuX,) — e—td)(iu)‘
Remarquer que (0) € [0, +oo[ est le paramétre de la loi exponentielle du temps de mort
On notes; et I; les processus des maximums et miminums passés.

Sy =supg Xy, 0<s <1}, I, =inf{X,, 0<s <1},

Dans toute la suite, le symbatfedésignera les objets correspondant au processus de LévX#dualX. On a,
par exempleS = —1I,.
On note(L, N) le couple temps local-mesure d’excursion associé aux zéros du pro¢gssus;) A (S,- — X;-).
Plus précisement, est une fonctionnelle additive de I'ensemble régénéfatifS; — X,) A (S,- — X,-) = 0}. Tandis
queN est une mesure sur I'espace des trajectoires a durée de vie finie ou infinie (voir [2, Chapitre 15] par exemple’
Notant alorsC I'ensemble des composantes connexes du complémentaire de I'engserafile X,) A (S,- — X,-) =
0}, le couple(L, N) vérifie I'identité suivante :

P( Z 1{Sgedx}m{(sgXg+md)t206dw})zp< / 1Sf€de(dt)>N(dw)
1g.d[N]0,5[eC [0,¢1

Un tel couple existe et §i., N) est un tel couple alors tous les autres sont de la fc(tme%N) pour une constante
strictement positive et finie. Le couple(L*, N*) est défini par dualité. Le couple des temps locauxL*) vérifie
I'identité dite de Wiener—Hopf (voir [1, Chapitre 6] ou [3]) a savoir qu'il existe une constaat§0, +oo| telle que
pour tout iz € iR

P S (d )P( / AL >=—? :
(/e @ ¢ )= 56w
[0,¢] [0,¢[

On peut choisir alors le coupld., L*) et donc le quadruplét, N, L*, N*) de telle maniere que= 1. On choisit
donc un quadruplet de cette maniére et il sera fixé pour tout la suite. De plus onthateygales deux facteurs de la
décomposition de Wiener—Hopf associée :

i::p< /e”fL(dt)), vl ::P( /e“fﬁ(dx)).
Y(A) Yv(A)
[0,¢1 [0.1

_ Pour toute fonctiory’ d’'un nombre complexe, définie a partir du processus de LéXy f désignera la fonction
f () = f*(—=2). Pour toutx € ]0, +o0[ et tout complexé., on pose

A(XJ\)ZP( /15,—1,<xe_AS’L(dt)>.
(0,1
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Etdonc,ona:

A(x,k)=P< /15,1,<xe_“’L*(dt)>.
(0,1

Proposition 2.1. Pour touti; € C etA2 € C etx €10, +o0]

A(x,M)A(x,Az):P( f e—“’fls,z,gxe—M(Xr—mdt)
[0,¢1

:P( /e‘“(Xf‘Sf)ls,,,,@e‘*ZSf dt).
[0,¢1

Cette proposition indique que le couple de fonctionsA) permet de calculer le noyau potentiel du processus de
Markov (S;, X;, I;) (et réciproquement). Pour = 12 =iu € iR etx — +o0, l'identité de la proposition précédente
est la factorisation de Wiener—Hopf.

On introduit maintenant des fonctions du couplel) «auxiliaires » : Pouk € ]0, +oo[ etR(A) > 0, on pose
C(x,\) = N*(e_)‘XTX; T, > O) ouT, =inf{¢, X; > x},
1
P(fy " &S L(dr))
Pour toutx € 10, +o0[ et € C\iR, on pose encore

é(x,)») —C(x,A)
Ax,A) B(x,A)

B(x,A) =

ouT; =inf{t, Sy — X; > x}.

M(x,\) = ( > SiR(A) >0,

(A, ) —B(x,A) .
M(x, 1) = (A(x,x) EGe ) ) sif(r) <O.
On remarquera que pour taut= iu € iR, les limites suivantes existent
. . A(x,in) —C(x,iu)
Mt (x,iu):= lim M@, MN=("%"". . ,
(%, 1w) A—iu, R(A)>0 x, 2) (A(x,lu) B(x,iu) )
. . A(x,iu) —B(x,iun)
M~ (x,iu) = lim M, A)=|("~"". v )
(x, 1ue) A—iu, R(L)<0 x 2) <A(x,|u) C(x,lu) )

On noteH (x), la fonction A(x, 0), et doncH*(x) est la fonctionA (x, 0). Ces deux fonctions sont croissantes,
on noteH (dx) et H*(dx) les mesures sup, +oo[ associées. On remarquera que ces mesures sont diffuses (ou que
leur fonction de répartition est continue g0r +oo[) sauf pour les processus de Poisson composés a valeurs dans un
sous-groupe dBR. Pour éviter quelques ennuis, nous excluons ce cas pour la suite.

3. Leproblémedirect ou comment déduire du couple defonctions (H, H*) lesmatrices M (x, A) puis
I’exposant de L évy ¢

On pourra se familiariser avec le vocabulaire « probléme direct et probléme inverse » et ce qu'il recouvre dans
[4, Chapitre 1].
Le symbol€ désigne la dérivation par rapporkaau sens des distributions.

Théoréme 3.1. Pour touti € C\iR, la fonctionx — M(x, 1), définie pourx € ]0, +oo[, est 'unique solution de
I'équation différentielle suivante

0 o H (dx)
e 1) — H*(x)
() M(x,2)= . M(x, %)
eMH (dx) 0

H(x)
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et qui remplit les conditions supplémentaires

(0) detM (x, 1) =1;
0] im MuxA) o iy Ma )
x>0 H(x) x—0t H*(x)

Et
lim Mia(x, \)M21(x,A) =0 pourR(r) > 0,
X—>—+00
lim Mi1(x, \)Mo2(x,A) =0 pourf(r) <O.
X—>—+00

Théoréme 3.2.

MY (x,iu) =M™ (x,iu) <é d)(:il-u)) .

4. Leproblémeinverse ou comment déduire del’exposant de Lévy ¢ lesmatrices M (x, A) puisle couple de
fonctions (H, H*)

Théoreme 4.1. Pour toutx € ]0, +oo[, la fonction i — M (x, 1), définie sur les deux demi-plagsi(1) > O} et
{M(A) < 0} est 'unigue fonction holomorphe sur ces deux demi-plans qui admet des limites & dfdite, in)) et a
gauche(M~ (x, iu)) en tout point deu € iR qui vérifient:

1 ¢(iu)
0 1

et qui remplit les conditions supplémentaires suivantes

() MT(x,iu) =M (x,iu) (

(O) detM(x,A)=1;
() Les fonctions suivantes sont bornées sur le demi-{fRe.) > 0} :
(| v YMuax, 1), Maa(x, 1) =¥ (), € Ma(x,2), € Mia(x, )
et les suivantes syRe(L) < 0} :
([T v )Ma(x. 1), Mia(x, 1)+ (), € Mua(x,n), € May(x, h).

De plus les limites suivantes ont lieu poli(x) — +oo

e M1o(x, A
Y OIMaa(x, 2) — 1, %eo

et pourf(r) - —oo
e M Moo(x, )

YA Mai(x, 2) — 1, _
(A

0.

Théoréme 4.2.
H(x)=M{j(x,00=M;;(x,0),  H*(x)=Mj(x,0) =M, (x,0).

4.1. Arguments

La démonstration de la Proposition 2.1 et 'argument permettant d’aboutir au systéme differentiel du Théoréme 3.
se trouvent dans [5]. Celui-ci traite le cas des processus de Lévy symétriques pour lesquels on retrouve la théorie ¢
cordes vibrantes de Krein. L'argument pour établir le Théoréme 3.2 est la dimension du systéme différentiel. Pou
le Théoréme 4.1, I'existence est établie par ce qui précede et I'unicité découle d’arguments ordinaires de I'analys
complexe provenant du théoréme de Liouville.
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