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Résumé

Nous construisons un quasi-morphisme homogéme sur le groupe des difffomorphismes hamiltoniens d’'une surface
(fermée, connexe, orientée) de genre supérieur ou égal & 2, ayant la propriété suivahtestSin ouvert connexe dg
difffomorphe & un disque ou & un anneau, la restrictiofiade au sous-groupe formé des difffomorphismes qui sont le temps
1 d'une isotopie hamiltonienne dabis est égale au morphisme de Calddur citer cet article: P. Py, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Calabi quasi-morphism on higher genus surfaces. We construct a homogeneous quasi-morphé&rty on the group of
Hamiltonian diffeomorphisms of a (closed, connected, oriented) susfaifegenus greater or equal to 2, with the following
property. For each connected openigen S diffeomorphic to a disk or to an annulus, the restrictiorCefs to the subgroup of
diffeomorphisms which are the time 1 map of a Hamiltonian isotofy iiequals Calabi's homomorphisifo cite thisarticle:

P. Py, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

A quasi-morphismon a groupl” is a functiong : I' — R, such that the quantity

sup ¢ (xy) — ¢ (x) — ()|

x,yel’

is finite. The quasi-morphism is homogeneous, if it satisfies moreoved (x") = n¢ (x) for x € I andn € Z (see
[3] for an introduction to this subject).
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Given a closed connected symplectic manifoi w), the group HantV, ) of Hamiltonian diffeomorphisms
of V is a simple group, according to a theorem of Banyaga [2]. Hence there is no non-trivial homomorphism from
Ham(V, w) to R. If (V, w) is a connected open symplectic manifold, an@ is exact onV, Calabi defined in [5]
a homomorphism

Caly :Ham(V, w) — R,

the kernel of which is a simple group, according to another theorem of Banyaga{d§ # primitive ofw and is
(fy) is a Hamiltonian isotopy generated by the vector figJdone has:

1
Qa[v(fl)://A(Z,)dtw.
Vo

Suppose now thaV is closed. To each connected open Eett V, one can associate the subgrolip of
Ham(V, w) consisting of all the diffeomorphisms which are the time 1 map of a Hamiltonian isotopy if
w is exact onlJ, we have Calabi's homomorphis&uly : I'y — R. We shall denote b the family of connected
open setd/ such thatw is exact onlU, and there existy’ € Ham(V, w) with f(U) N U = @. In [7], Entov and
Polterovich raise the following problem:

Can we construct a homogeneous quasi-morphism¢ : Ham(V, ) — R, whose restrictions to the
subgroups (I'y)yep equal Calabi’s homomorphisms (Caly)yep?

More generally, can we construct such a quasi-morphism on the universaHavey , ») of the group of Hamil-

tonian diffeomorphisms? They give a positive answer to this question for a certain class of symplectic manifolds,
including complex projective spaces, in particular the 2-sphere, and using hard tools from symplectic topology.
Using methods in the spirit of the constructions in [8], we prove:

Theorem 0.1. If (S, w) is a closed oriented surface of genus g greater or equal to 2, endowed with a symplectic
form, there exists a homogeneous quasi-morphism €alg : Ham(S, w) — R, whose restriction to the subgroup Iy
equals Calabi’s homomorphism, as soon as U is diffeomorphic to a disk or to an annulus. The quasi-morphism
Calg isinvariant under conjugacy by symplectic diffeomor phisms.

Note that many quasi-morphisms on the group K&m) (for every closed oriented surface) were constructed
in [8], but their restrictions to the subgroup® are not homomorphisms. The nature of our quasi-morphism is
certainly quite different from that of Entov and Polterovich, constructed in [7] (see also [4]). Indeed, the condition
we require about the open sgtis different from the two conditions defining the family. In dimension 2, the
symplectic form is always exact on an open set different ffhriout some disks do not satisfy the second one.

The following theorem is motivated by theoren2%n [7], where a similar result is proved on the 2-sphere. We
consider a Morse functiof : § — R. We denote by, ..., x; its critical points,A; = F(x;) its critical values,
and we supposk; < --- < A;. SetF={H: S —> R, o(Xpy, Xr) = 0}, the space of functions commuting with
(X g is the Hamiltonian vector field associated wih). The set:

I'={¢};,, HeF},

of time 1 maps of Hamiltonian flows generated by element&jris an Abelian subgroup of Hai$i, w). The
restriction of the quasi-morphis@alg to I is a homomorphism. We associate a finite gréplo the Morse
function F in the following way. The connected components of level #&t$(¢) are of three kinds:

(i) critical points of F of index O or 2;
(ii) simple closed curves;
(iif) immersed closed curves with one self-intersection (corresponding to a critical point of index éfe of
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To each component of the first or the third kind we associate a vertéx \dfe denote byK the union of all the
components of the first or the third kind. The open$giK is a finite union of cylinders diffeomorphic 9 x R.

To each cylindelC we associate an edge Gf whose ends are the vertices associated to the components of level
sets containingC. One has a natural mag; : S — G, and eachH € F can be written in the fornll = H o pg.

Then, one can define (with respect to the combinatorial properties of the Gyaphet) of 2g — 2 vertices ofG
corresponding to certain critical points of index 1rofWe assume, in the following theorem, that the total area of
the symplectic formis 2 — 2.

Theorem 0.2. For H in F, we have:

Qia[s(wll_l):/Hw—Zﬁ(v).
S vey

1. Introduction

Un quasi-morphisme sur un groupd™ est une fonctio : I' — R, telle que la quantité
sup [¢(xy) — ¢ (x) = o ()]

x,yel’
soit finie. Si en outrep satisfaite (x") = n¢(x), pourx € I' etn € Z, on dit que¢ esthomogéne. On pourra
consulter [3] pour une introduction a ce sujet.
Si (V, w) est une variété symplectique connexe fermée, le groupe(Wam de ses difféomorphismes hamil-
toniens est simple d’aprés un théoreme de Banyaga [2]. Il n’admet donc pas de morphisme non-triiaBSrers
V est ouverte, eb exacte sulV, Calabi a défini dans [5] un morphisme :

Caly :Ham(V, w) — R,

dont le noyau est simple d’aprées un autre théoréme de Banyaga j2gsbune primitive de surV et si(f;) est
une isotopie hamiltonienne engendrée par le champ de vedgumsus avons :

1
Qa[v(f1)=// AMZ)dtw.
Vo

Supposons maintenant qué soit fermée. SiU C V est un ouvert connexe, on notefg le sous-groupe de
Ham(V, o) formé des difféomorphismes temps 1 d'une isotopie hamiltoniennelda®s dispose alors, & est
exacte sul/, du morphismeLaly : I'y — R. On noteraD la famille des ouverts connexéstels quew est exacte
surU, et tels qu'il existef € Ham(V, w) avec f(U) N U = @. Dans [7], Entov et Polterovich posent la question
suivante :

Peut-on construire un quasi-mor phisme homogene ¢ : Ham(V, w) — R, dont les restrictions aux
sous-groupes (I'y) yep Soient égales aux morphismes de Calabi (Caly)yep ?

Plus généralement, un tel quasi-morphisme peut-il étre défini sur le revétement urrzmeel o) du groupe
des difftomorphismes hamiltoniens ? Ils répondent affirmativement a cette question pour une certaine classe de
variétés symplectiques, qui inclut notamment les espaces projectifs complexes, en particulier |&%ph@ue
méthode utilise des outils sophistiqués de topologie symplectique. Par des méthodes similaires a celles de [8], nous
prouvons :

Théoréme 1.1. S (S, w) est une surface fermée, orientée, de genre g supérieur ou égal a 2, munie d' une forme
symplectique, il existe un quasi-mor phisme homogéne Calg : Ham(S, w) — R dont la restriction aux sous-groupes
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I'y est égale au morphisme de Calabi pour tout ouvert connexe U difféomorphe a un disque ou a un anneau. Le
quasi-morphisme Calg est invariant par conjugaison par tout difféomor phisme symplectique.

Dans [8], on pourra trouver de nombreuses constructions de quasi-morphismes sur les groyfes Hgpour
toute surface fermée orientée), cependant, ces quasi-morphismes ne se restreignent pas en des homomorphism
sur les sous-groupds;. Notre quasi-morphisme est certainement de nature trés différente de celui construit par
Entov et Polterovich dans [7] (voir aussi [4]). En effet, la condition que nous imposons a I'dlest différente
des deux conditions qui définissent la famille En dimension 2, I'exactitude de la forme symplectique sur un
ouvert est une condition vide, en revanche certains disques ne satisfont pas la seconde.

L'énoncé du théoréme suivant est inspiré du Théoreme 5.2 de [7], ou un résultat similaire est prouvé sur la
sphére. Nous considérons une fonction de Mdts& — R. Notonsxi, ..., x; Ses points critiques,; = F(x;) ses
valeurs critiques, et supposohs< --- < A;. SOitF ={H: S -> R, w(Xg, Xr) =0} 'espace des fonctions qui
commutent ave& (X y désigne le gradient symplectique de la fonctidh L'ensemble

r={¢L, HeF)

des temps 1 des flots hamiltoniens engendrés par les élémeftsedeun sous-groupe abélien de H&mw). La
restriction deCalg a I est un morphisme que nous calculons. La donnée de la fonEtfmermet de construire un
graphe finig de la maniére suivante. Parmi les composantes connexes des niveXste) on trouve :

(i) les points critiques d& d’indice 0 ou 2,
(i) des courbes simples plongées,
(iii) des courbes immergées ayant un unique point double (correspondant & un point critique d'indi€g 1 de

A chaque composante de type 1 ou 3 on associe un somrgeiNtgonsk la réunion des composantes de type
1 ou 3. L'ouvertS \ K est une réunion finie de cylindres difféomorphe®'ac R. A chaque cylindreC on associe
une aréte dont les extrémités sont les sommets associés aux composantes de nivegux cmtiennendC.
Nous avons une application naturefig : S — G, et toute fonctionH de F est de la formed = H o pg. On peut
alors définir (en fonction de la combinatoire du graghein ensemblé’ de 2 — 2 sommets d§ correspondant
a certains points critiques d’indice 1 d& Nous supposons dans le théoréme suivant que I'aire totale de la forme
w estégale a2— 2.

Théoréme 1.2. S H est dans F, nous avons :

cats(wi,):/Hw—Zﬁ(v).
S vey

Les résultats annoncés dans cette note font I'objet d’'une démonstration compléte dans [10].

2. Extension du groupe des difféomor phismes hamiltoniens

Les résultats de ce paragraphe sont dus a Banyaga dans [1].

Soit M une variété (compacte, connexe) munie d’'une forme de comfalint le champ de Ree¥ est induit
par une action libre du cerclg/Z. Dans cette situation, la variétg, quotient deM par I'action du cercle, porte
une forme symplectique telle quer*w = da, oUx: M — V est la projection canonique. Notodk, (M) le
groupe des diffomorphismes d¢ qui préserventy, isotopes a l'identité via une isotopie qui présemelUn
élément deG, (M)o commute avec I'action du cercle et induit un difffomorphisme hamiltonievi.den a donc
une extension centrale :

0——R/Z—— Go(M)o——Ham(V, w) —0.
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Cette extension se scinde au niveau des champs de vectelirss8in champ de vecteurs hamiltonien Buavec
lyw= dHy et]v Hyo" =0) le champ (Y) =Y — (Hy o)X surM préservex (Y est le relevé horizontal de :
a¥) = 0). L'applicationY — 6(Y) est un morphlsme d’algébres de Lie qui scinde I'extension de I'algébre des
champs hamiltoniens s par celle des champs sf qui préserventt. Si (f;) est une isotopie hamiltonienne
dansV, nous noteron® (f;) l'isotopie deM obtenue en «intégrants: Sa classe d’homotopie ne dépend que de
celle de(f;).

Dans le cas oV est une surface de genre supérieur ou égal a 2, le groupéHamest simplement connexe
[6,9], et I'extension précédente est scindée grace a I'applic&iobe scindement est unique puisque le groupe
Ham(V, w) est simple.

3. Construction du quasi-morphisme €alg

Nous esquissons ici la preuve du théoremke Fixons une forme symplectique d’aire totalg 2 2, et une
métrique a courbure constante stide forme d’aire associée égaleva NotonsM le fibré unitaire tangent a
S, et X le champ de vecteurs s/, tangent aux fibres de : M — S, induit par I'action naturelle d&®/Z sur
M. Choisissons une primitive de = *w sur M, qui soit une forme de contact de champ de R&el©n noteS
le revétement universel d§ M son fibré unitaire tangent, 6@0 le cercle a I'infini déterminé par la métrique
hyperbolique. On a une projection natureflg : M — SL . Enfin, siy :[0, 1] — S% est un chemin continu, nous
noteronsi(y) I'entier défini comme suit. Si un parametragexie parR/Z est donne notong un relevé dey
aR. On pose :

n(y)=[r@-70)]

cet entier ne dépend pas du choix du paramétrage.€8i8 sont deux chemins darsg, avecy (1) = 8(0) nous
avons :

In(y * B) —n(y) —n(p)| < 2. (%)

Si(f;) estune |sotop|e hamiltonienne dafison note®(f;) : M — M son relevement de contact construit au
paragraphe 2, e, M — MY isotopie qui releve® (f;). Considérons un point de M, de projectionz (v) = X
dansS. A une guantité bornée pres I entm(rpoo(F,(v))) ne depend que d;e et pas du point dans la flbreM~

Nous définissons alors une fonctlangle( , f1) surS par : angle(x f1) = UeM}n(poo(Ff(v))) La fonction

angle(—, f1) estinvariante sous I'action du groupe fondamenta éedéfinit donc une fonction mesurable bornée
anglg—, f1) surS. Une conséquence de I'inégalité) est que I'application

fir /angle{—, o
s

est un quasi-morphisme sur le groupe H&nw). Nous pouvons I’lhomogénéiser pour définir :
1 »
Calg(f1) = lim — [ anglg—, fi)w.
p—=oo p
s

Supposons qué soit un ouvert connexe dedistinct deS. Choisissons une trivialisation dit-fibré principal
M — S au-dessus d¥ :

ViU x S* = 7 L(U).

On notes la coordonnée angulaire sur le cercle, dans cette trivialisation, de sorf€ gu&/ds. Supposons que
(fy) soit une isotopie hamiltonienne dabs engendrée par le champ de vectedfs d’hamiltonien H; (avec
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SUpfH;) C U). Le fibré en cercles ~1(U) — U est muni de deux feuilletages transverses aux fibres :Fun
est donné par I'équationsa= 0, I'autre, 7>, est le feuilletage horocyclique de(restreint alU).

Sive M etr(v) =x € U, notonsy1(¢) etys(t) les relevés du chemify; (x)), issus de, tangents aux feuille-
tagesF, et F, respectivement. La comparaison des angles (dans laMilie)) entre les courbe® ( ;) (v) ety1(¢)
d’'une part et® (f;)(v) et y2(¢r) d’autre part, quand varie de 0 a 1, fournit deux fonctiong (v), 02(v). A une
quantité bornée prés, ces fonctions ne dépendent qudwe Nous avons angle, f1) = infy 02. La fonction

x — infy 01 (prolongée en dehors dé par la constanteLyl_2 fol [y H: dr ») a une intégrale égale a l'invariant
de Calabi defy (2 une erreur bornée pres). Le défduts(f1) — Caly (f1) est donc issu de la comparaison entre les
deux horizontales fournies par les feuilletag@set 2. On montre qu'il est nul st/ est un disque ou un anneau.

Linvariance€als(hfih~1) = Calg(f1), pour un difféomorphisme symplectiqievient essentiellement du fait
suivant. La classe d’Euler du fibré en cercldsau-dessus d§ ne dépend pas de la métrique hyperbolique, de
méme le type topologique de I'action du groupgS) sur le CerclesgO ne dépend pas de la métrique. On peut
donc transporter par les divers objets utiles a notre construction.
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