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Résumé

Le but de cette Note est de montrer un résultat de prolongement des courants positifs qui vérifient I'une des conditions
suivantes dd“T < 0 ou I'un des courantd7 oudd“T est de masse localement finie, a travers une variété non Levi-plate de
classeC2. On montre dans la premiére partie qu’un courant positif de dimensidéfini en dehors des zéros d’une fonction
strictementk-convexe de class@é? (k < p — 1) et tel que son bord se prolonge en un courant de masse localement finie, se
prolonge lui méme en un courant de masse localement finie. On retrouve un résultat de S. Giret dans le cas d’une sous-variét
Cauchy—RiemanrPRour citer cet article: K. Dabbek, F. Elkhadhra, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Extension of a positive current across a non-Levi-flat submanifoldThe purpose of this Note is to prove an extension
result for positive currents satisfying one of the following conditions: eith&T < 0 or one of the current8T or ddT is
of locally finite mass, across of a non-Levi-flat submanifold of cl&ésWe prove in the first part that a positive current of
dimensionp defined in the complement of the zero set of a strigtigonvex function of clasg? (k < p— 1) and such that
dT is of locally finite mass, is itself of locally finite mass. We recover a result of S. Giret in the case of a Cauchy—Riemann
subvariety.To cite thisarticle: K. Dabbek, F. Elkhadhra, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abridged English version

Let 2 be an open subset @f' and A a closed subset a2. For a curren” defined ons2 . A, we say that the
trivial extensionT of T exists ong2 if the mass off is locally finite near every point of. We say that a current
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T satisfy a standard condition of extension if one of the following conditions is satighi#d’ < 0 or one of the
currentsdT, dd°T exists.

Théoréme 0.1Let 2 be an open set " andu be a positive strictlyk-convex function om2. Let A = u~1({0})
and7 be a positive current of bidimensidp, p) on £2 . A. We suppose thatT exists on2 . A. If p=>k+1,
thenT exists. Ifp >k 4+ 2andA is of classC?, thendT =dT .

Remark 1.In [1], Theorem 0.1 has been proved WhBITT exists ordd°T <0.
As a consequence, we recover the following result of Giret [4].

Corollaire 0.2. Let 2 be an open set of” and let A be a Cauchy-Riemann subvariety of clagsin 2 of
CR-dimensiork. Let 7 be a positive current of bidimensiap, p) on £2 \ A such thatd7 exists. Ifp > k+1,
thenT exists. Ifp > k + 2, thend T = dT.

If K is a compact complete pluripolar S€t we prove

Corollaire 0.3. Let K be a compact complete pluripolar subset of an operfzef C" and 7' a positive current of
bidimension(p, p), p >10n2 ~ K such thatdT exists. Then] exists andiT = dT.

In Corollary 0.3,K can have a hlgh Hausdorff dimension (cf. [2])dW¢T exists ordd“T < 0, we prove that
T exists forp > 1, and thatld“T = ddeT for p = 2 (cf. [1]).
Let M be a generic submanifold i? of codimensionn > 2, such that

M={zeQ, pr(x)=---=pu(z) =0}, 1

wherep; € C2(£2,R) anddp1(z) A ... A dpm(z) # 0 on M. Then, we have:

Théoréme 0.4.Let M be a submanifold of the forifl) in an open sef2 of C" and letT be a positive current of
bidimension(p, p) on £ ~. M such thatl" satisfies a standard condition of extensiory It def, M + 1 for every
z € M, thenT exists.

If T is closed and positive, this is a result of Rigat [6].

1. Introduction

Soients2 un ouvert deC” et D, ,(£2) I'espace des formes différentiell€S° de bidegrésp, ¢) et a support
compact dans2. Un courant?’ de bidimension(p, p) sur 2 est un élément du dual topologiq@, ,(£2). On
dit queT estpositif si pour toutes formes;, ..., «, dans 'espac®; o(£2), la distributionT Aicg Adg A --- A
ia, A&, est une mesure positive s@. Soit B = dd¢|z|? la forme de Kahler su€”, il existe une constante> 0
qui ne dépend que deet p telle que, pour chaque ouveit; C §2, la masse d€, ||T | e, :=sul|T ()]; ¢ €
Dy, p(£21), ll¢ll < 1}, portée pars2y, vérifie %T A BP(21) < |ITll@y < cT A BP(821). Soit A un fermé des2.
LorsqueT est défini sur2 \. A on dit que I'extension triviald” existe siT est de masse localement finie au
voisinage des points de, et on pose alor§" égal a zéro au dessus de On dit queT vérifie une condition
standard de prolongement a travdrsi I'une au moins des conditions suivantes est vérifiée :

(CPy) dT existe; (CP») dd°T existe; (CP3) ddT <O0.
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2. Prolongement de courants a travers les zéros d’'une fonction strictemektconvexe

Dans cette section, on démontre un résultat de prolongement d’'un courant positif dont le bord est de masse
localement finie a travers les zéros d’une fonction stricterhamnvexe.

Définition 2.1. Soitu une fonction continue a valeurs réelles définie dans un owele C", u est ditek-convexe
s'il existe une(l, 1)-forme continuew danss2?, admettant en chaque poiat — k)-valeurs propres strictement
positives telle que le couradti“u — w soit positif dans2.

Lemme 2.2[3]. Soitu une fonction strictemerit-convexe dans un ouvef2 de C", soity > 0 une(1, 1)-forme
a coefficients continus dan@ alors pour toutz € £2, il existe un voisinagéd/, de z dans$2 et une fonctionf
strictement plurisoushamonique davistels que:

ddCu A (dd€ f)F —y*+1  soit positif dansy.

Théoreme 2.3.Soientu une fonction strictemertt-convexe positive su2, A = u~1(0) et 7T un courant positif de
bidimension(p, p) sur £ ~ A. Supposons quéT existe. Alors sp > k + 1, le courantT existe. Sip > k + 2 et
A de class&?, on adT =dT.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposengué™ (§2 \ A). En effet, commer estk-convexe,
il existe un systeme de coordonnées &iret A > 0 tel quedd‘u > —AB’ + B” sur 2 (en restreignant? si
nécessaire), ave®’ = dd°|z’|2 et B’ = dd|Z"|%, (z' = (z1, ..., 2k) €tz = (Zk41, ..., 2n)). SOItus = u + (1 +
1)z’ |2, alorsuy est continue et strictement pshi€u; > A8). D’aprés Richberg, il existe une fonction strictement
psh, de classé€® sur 2 \ A telle queu1(z) < v(z) <u1(z) +d(z, A) en tout point; de 2. Prenons la fonction
v =v — (1+1)|z/|?, commev est strictement psh oma estk-convexe. De plus, onea, € C®(£2 ~. A) et pour
toutz danss2, u(z) < v(z) <u(z) +d(z, A), doncA = v=1({0}). Dans la suite on travaille aveca la place de.
Le probléme étant local, et en supposant par exemple gud @t que la boule unité8 = B(0, 1) est incluse
dansg?, il existe d’aprés le Lemme 2.2 une fonctighde class€> et strictement psh s telle que

ddu A (ddcf)k > ‘Bk-‘rl’

doncT A ddu A (dd€ f)¥ A BP~*=1 > T A BP sur B <. A. Montrons quel’ est de masse localement finie sur
B(0,1/4). Soientk = {z € A, 1/2< |z| < 3/4}, h une fonction négative de clas§édansB telle queh soit nulle
surB(0, 1/4) et égale &1 surB(0, 3/4) ~. B(0, 1/2). Soits > 0 de sorte que S on aitdd® (u+38h) A (dd f) >
%ﬂk“. Poure > 0, posongi, = max(u + 8k — ¢, 0), alorsi, = 0 dans un voisinag¥ de K indépendent de. En
effet, six € K alorsu(x) 4+ 8h(x) — e = —8 — ¢ < —3§ et cette fonction est continue donc il exigfeun voisinage
ouvert deK tel queu + sh — e < —3/2.

Soit U1 un voisinage dek tel queU; CcC U et désignons pak, une régularisé€> de i, nulle dansl; et
vérifiantdd‘u, A (dd° f)* > 351 sur B(0,1/4) N {it; > e}. Le courantu, T est bien défini can, est nulle au
voisinage deA. Soit® € D(B), positive, a support danB(0, 3/4) et valant 1 au voisinage dg(0, 1/2). On a
0ddu; =d(0duy) —dO AdCug. SidT existe, on a

% / T ABP < /Gdd"ug AT A(ddC f)F A gP=*-1
B(0.1/HN {1ty >¢)

= /edT AdCug A (ddC FYF A PR = /de Adug AT A (ddE ) A pPF1L

< C1ldT ||(B0,3/4~4) + C2IT|(V),

ouV = (B(0,3/4) \ B(0,1/2)) \. U1. On fait tendres vers 0, on trouve qu% existe. D'apres le choix de etu,,
la formed6 A du, est a support loin de I'obstacle.
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Si p > k + 2, par un argument de tranchage, il suffit de prouver le cak e, c'est-a-direp > 2 etu est
strictement psh. Dans ce cas, on peut supposedges une variété totalement réelle de cIaS%eAIors d’'aprés
([2], Lemma 3.8), il existe une fonctiom positive, psh, de class#, telle quedu'/?, d°u'/? soient & coefficients
bornés etd c u~1(0). De plus, la fonctiony = u?/2 + ||z||2 est psh. D’aprés la démonstration de I'existencd de
le courantT A dd°v est de masse localement finie sRir Alors pour tout compack de §2, on a

/ T ABP LA ddut? < 400,
K~ A
T ABP2 Addu? A du/? Adul/? = 1 T ABP2A ddu pdundu
2 u3/2
K~\A K~A

Commedul/? A d°ul/? est a coefficients bornés, I'intégrale précédente est finie. D’autre part,

_ 1 _ (ddcu)2 1 B dd’u ANdu Ndu
p—2 c 1/2 c - p—2 _ - p—2

/TAﬁ Addu /\ddu_2 / TAB A 12 2 / TAB A 372
K~A K~A K~\A

=(A) — (B).

L'intégrale de gauche est finie. ComraR) est finie, on voit quéA) est encore finie.
Soit p : R — R une fonction positive de clasg&° telle quep(t) =0 sit < 1/2 etp(¢r) =1, pourt > 1. Posons
pr(t) =p(t/r) alorsT = lim,_0p,(u)T. Soity € D(g,1)(£2), on montre que lim,o{T, dp, (u) A ¢ A Br~1y=0
(pour touty € D(,-1,)(£2), on peut I'écrire sous la forme = Z?’:ﬂpj A wj Ol g; € Dp1)(£2) etw; une
(p — 1, p — 1)-forme fortement positive a coefficients constants, voir [2], page 18). D’aprés 'inégalité de Cauchy—
Schwarz on a

(T A BP 2 dpr () A )| = KT Y %’(3)
r r u

p—1 U fu du Ndu p—1 U (UNIGAQ
<‘<T/\ﬂ ’rp<r> ud/2 Trp PG ) e

Comme (A) et (B) sont finies et pour toug R, |¢p/(z)| < constante (cap’(¢) est a support compact), le theoreme
de la convergence dominé montre que les termes de droite tendent vers zéro. |l en résiilte-qi(E.

du/\go‘

1/2 1/2

Comme conséquence du Théoréme 2.3, on retrouve le résultat suivant da a Giret [4].

Corollaire 2.4. SoientA une sous-v -variété? dont la dimension CR et et7 un courant positif de bidimension
(p,p)SUr2 N A.Sip>k+1 etdT existe, alorsT” existe. Si de plup > k + 2, alorsdT = dT.

Démonstration. D’aprés El Mir [2], localement il existe une fonctign k-convexe de classé? telle queA =
p~1({0}). Il suffit alors d’appliquer le Théoréme 2.3.

Remarque 1.Pour un courant positif fermé et de class&?, on retrouve ainsi un résultat de El Mir [2] amélioré
ultérieurement par Rapp [5] dans le cass@st de classé?.

Corollaire 2.5. SoientK un compact pluripolaire complet d'un ouve de C" et 7 un courant positif de bidi-
mension(p, p), p > 1sur2 < K tel quedT existe. AlorsT existe edT =dT.



K. Dabbek, F. Elkhadhra / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 263-268 267

Démonstration. D’aprés [2], il existe un ouvert strictement pseudo@xe 2’ C C", tel queK C 2’ CC £, et
une fonction négative psh sur 2’ qui vérifie K = {z € 2’, u(z) = —oc}, et telle que &* soit continue. Soitp
une fonction continue, exhaustive et strictement pshZugt soitc = suge(z), z € K}. On considére la suite

Uy = Su%(p —Cc— }’ e(l/n)u-‘rHZHz _ }’ 0>.
n n

SoitK, ={z € 2'; u,(z) =0}. D’apres la déemonstration du Théoréme 1, on peut trouver une conslaette
que|| T~ k, < C pour toutn. Alors T existe. D’aprés [7], on dT =dT.

3. Prolongement de courants a travers des sous variétés non Levi-plates

Soit £2 un ouvert deC” et M une variété générique de codimension: 2,

M={ze82, p()="-=pu() =0}, 1)
ol p; € C?(2,R) etdpi(z) A--- A dpm(z) # 0 surM.
Notons(---,---) le produit scalaire euclidien si®™ et S~ la sphére unité d&™. Pour toutg € S”1,

considérons la dimension complexe maximalgd) des sous-espaces vectoriels complexeéida/s) (I'espace
tangent complexe & en z) inclus dans I'espace des zéros de la fonctbriM) € w — L((B, p)(z))(w), oU
p=(pL, ..., pm) €EL((B, p)(z)) désigne la forme de Levi de la fonctidf, 5) au pointz. Pour toutx € §"1,
posonsd; () = inf{s.(8), B € S L et(a, B) = 0} puis def (M) = sup(d. («), o € $”1}. On appelle ce nombre
le défaut de Levi de la variét® enz. Ce nombre est invariant biholomorphe #e compris entre 1 et digg M
et qui mesure le degré de « Levi-platitude »\ePar exemple, si les fonctiong sont pluriharmoniques, dgi\/)
atteint sa valeur maximale dgm M. Réciproquement, si dgfM) est petit par rapport a digx M, alors la forme
de Levi deM est suffisamment « non dégénérée ».

Exemples 1.

1. SiM =521 x §2-1 - C?, alors dimrg M = 2n — 2 et def M) =n — 1 en tout point de\/.
2. SiM = (83" c C?Z, alors dim-g M = n et def M) = 1 en tout point de\/.

Théoréme 3.1.Soit M une sous-variété de la form@) dans un ouvert2 deC”" et soitT un courant positif de
bidimension(p, p) sur 2 \ M tel queT vérifie une condition standard de prolongementpSi def; M + 1 pour
toutz € M, alors T existe.

Remarque 2.Si T est positif fermé on retrouve le résultat de Rigat [6]AM5est une sous-variété Cauchy—Riemann
de class&? telle que ding g M < p — 1, on retrouve le Corollaire 2.4.

Tout d’abord rappelons quelques définitions et résultats issus du travail de Sukhov [8].

Définition 3.2. Une variétéC2 génériqueM vérifie les conditions du Théoréme 3.1 est appékseudoconcave
enz € M si et seulement si 0 est un élément de I'enveloppeexeconique de 'ensemble dese S 1 tels que
la forme de Levi d€a, p) ait au minimumk valeurs propres strictement positives &i(M).

Définition 3.3. SoientV un cone d&R™ et V* son cbne conjugué, i.&* = {« € R™, (o, B) > 0,VB € V}. Pour
r > 0, on appell@lomaine standard/(z, r, V) un domaine de la forme

M@z, r,V)={£eC", lz—&ll <retpE) eV}



268 K. Dabbek, F. Elkhadhra / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 263-268

On dit queM (z,r, V) estk-pseudoconcave enc M si est seulement gif estk-convexe ery dans la direction
d'uno € V*~ {0}, i.e. sila forme de Levi déo, p) possede au moirisvaleurs propres strictement positives sur
H (M).

Théoréeme 3.4[8]. Soit M une sous-variété comme dans le Théor&rie alors M est (n — m — def, M)-
pseudoconcave pour todte M. Par suite il exister > 0 et un nombre fini de cénel§; CR", j=1,...,N,

tels que les (z, r, V;) sont(n —m — def, M)-pseudoconcave enet tels queB(z,r) ~ M = U;V:l M(z,r, V).

Démonstration. La démonstration va se faire en deux étapes. Tout d'abord montroriE geede masse locale-
ment finie au voisinage des points 8 Soitz € M. D'aprés le Théoréeme 3.4, il suffit de montrer que la masse de
T est bornée dans chaqf(z, r, V;) au voisinage dé/. Pour cela, soif € {1,..., N} eto; € V* \ {0} tels que

la forme de Levi(o;, p) ait au moins(n —m — def, M)-valeurs propres strictement positives $j(M). Il existe

C; > Otel que laforme de Levidg; = (o, p) +C; Y 1 p,? ait au moingn — def, M — 1)-valeurs propres stric-
tement positives sur I'espace tangent a I'nypersurfgceB(z,r), ¢;(§) =0} enz. Onad¢; = (o +2C;p, dp)

et donc I'hypothéser; # 0 implique qued¢; # 0. En particulier, il existeh; > O tel que la forme de Levi
de y; = €% — 1 ait (n — defy)-valeurs propres- 0 surC". Soit D;(r) = {z € B(€,7), ¥;(z) > 0}; on a
M, r}, Vi) C D;(r)) pourr} « 1. D'aprés les Théorémes 1 et 4 de [I]est de masse bornée au voisinage des
points deM, car le complémentaire de sera la réunion deb); (r}), de plusy; est strictement defconvexe sur

D; (r;.) dans les trois cas et > def, M + 1.
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