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Résumé

Le but de cette Note est de montrer un résultat de prolongement des courants positifs qui vérifient l’une des c
suivantes :ddcT � 0 ou l’un des courantsdT ou ddcT est de masse localement finie, à travers une variété non Levi-pla
classeC2. On montre dans la première partie qu’un courant positif de dimensionp défini en dehors des zéros d’une foncti
strictementk-convexe de classeC2 (k � p − 1) et tel que son bord se prolonge en un courant de masse localement fi
prolonge lui même en un courant de masse localement finie. On retrouve un résultat de S. Giret dans le cas d’une so
Cauchy–Riemann.Pour citer cet article : K. Dabbek, F. Elkhadhra, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Extension of a positive current across a non-Levi-flat submanifold.The purpose of this Note is to prove an extens
result for positive currents satisfying one of the following conditions: eitherddcT � 0 or one of the currentsdT or ddcT is
of locally finite mass, across of a non-Levi-flat submanifold of classC2. We prove in the first part that a positive current
dimensionp defined in the complement of the zero set of a strictlyk-convex function of classC2 (k � p − 1) and such tha
dT is of locally finite mass, is itself of locally finite mass. We recover a result of S. Giret in the case of a Cauchy–R
subvariety.To cite this article: K. Dabbek, F. Elkhadhra, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let Ω be an open subset ofCn andA a closed subset ofΩ . For a currentT defined onΩ � A, we say that the
trivial extensionT̃ of T exists onΩ if the mass ofT is locally finite near every point ofA. We say that a curren

Adresse e-mail :fredj.elkhadhra@fsm.rnu.tn (F. Elkhadhra).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.11.010



264 K. Dabbek, F. Elkhadhra / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 263–268

f

au
T satisfy a standard condition of extension if one of the following conditions is satisfied:ddcT � 0 or one of the
currentsd̃T , d̃dcT exists.

Théorème 0.1.LetΩ be an open set ofCn andu be a positive strictlyk-convex function onΩ . LetA = u−1({0})
andT be a positive current of bidimension(p,p) on Ω � A. We suppose that̃dT exists onΩ � A. If p � k + 1,
thenT̃ exists. Ifp � k + 2 andA is of classC2, thendT̃ = d̃T .

Remark 1. In [1], Theorem 0.1 has been proved wheñddcT exists orddcT � 0.

As a consequence, we recover the following result of Giret [4].

Corollaire 0.2. Let Ω be an open set ofCn and let A be a Cauchy–Riemann subvariety of classC2 in Ω of
CR-dimensionk. Let T be a positive current of bidimension(p,p) on Ω � A such thatd̃T exists. Ifp � k + 1,
thenT̃ exists. Ifp � k + 2, thendT̃ = d̃T .

If K is a compact complete pluripolar setK , we prove

Corollaire 0.3. LetK be a compact complete pluripolar subset of an open setΩ of Cn andT a positive current of
bidimension(p,p), p � 1 onΩ � K such thatd̃T exists. Then,̃T exists anddT̃ = d̃T .

In Corollary 0.3,K can have a high Hausdorff dimension (cf. [2]). If̃ddcT exists orddcT � 0, we prove that
T̃ exists forp � 1, and thatddcT̃ = d̃dcT for p � 2 (cf. [1]).

Let M be a generic submanifold inΩ of codimensionm � 2, such that

M = {
z ∈ Ω, ρ1(z) = · · · = ρm(z) = 0

}
, (1)

whereρj ∈ C2(Ω,R) and∂ρ1(z) ∧ . . . ∧ ∂ρm(z) �= 0 onM . Then, we have:

Théorème 0.4.Let M be a submanifold of the form(1) in an open setΩ of Cn and letT be a positive current o
bidimension(p,p) onΩ � M such thatT satisfies a standard condition of extension. Ifp � defz M + 1 for every
z ∈ M , thenT̃ exists.

If T is closed and positive, this is a result of Rigat [6].

1. Introduction

SoientΩ un ouvert deCn et Dp,q(Ω) l’espace des formes différentiellesC∞ de bidegrés(p, q) et à support
compact dansΩ . Un courantT de bidimension(p,p) sur Ω est un élément du dual topologiqueDp,p(Ω). On
dit queT estpositif si pour toutes formesα1, . . . , αp dans l’espaceD1,0(Ω), la distributionT ∧ iα1 ∧ α1 ∧ · · · ∧
iαp ∧ αp est une mesure positive surΩ . Soitβ = ddc|z|2 la forme de Kähler surCn, il existe une constantec > 0
qui ne dépend que den et p telle que, pour chaque ouvertΩ1 ⊂ Ω , la masse deT , ‖T ‖Ω1 := sup{|T (ϕ)|; ϕ ∈
Dp,p(Ω1), ‖ϕ‖ � 1}, portée parΩ1, vérifie 1

c
T ∧ βp(Ω1) � ‖T ‖Ω1 � cT ∧ βp(Ω1). Soit A un fermé deΩ .

LorsqueT est défini surΩ � A on dit que l’extension trivialẽT existe siT est de masse localement finie
voisinage des points deA, et on pose alors̃T égal à zéro au dessus deA. On dit queT vérifie une condition
standard de prolongement à traversA si l’une au moins des conditions suivantes est vérifiée :

(CP1) d̃T existe; (CP2) d̃dcT existe; (CP3) ddcT � 0.
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2. Prolongement de courants à travers les zéros d’une fonction strictementk-convexe

Dans cette section, on démontre un résultat de prolongement d’un courant positif dont le bord est d
localement finie à travers les zéros d’une fonction strictementk-convexe.

Définition 2.1.Soitu une fonction continue à valeurs réelles définie dans un ouvertΩ deCn, u est ditek-convexe
s’il existe une(1,1)-forme continuew dansΩ , admettant en chaque point(n − k)-valeurs propres stricteme
positives telle que le courantddcu − w soit positif dansΩ .

Lemme 2.2[3]. Soitu une fonction strictementk-convexe dans un ouvertΩ deCn, soit γ � 0 une(1,1)-forme
à coefficients continus dansΩ alors pour toutz ∈ Ω , il existe un voisinageVz de z dansΩ et une fonctionf
strictement plurisoushamonique dansVz tels que:

ddcu ∧ (ddcf )k − γ k+1 soit positif dansVz.

Théorème 2.3.Soientu une fonction strictementk-convexe positive surΩ , A = u−1(0) etT un courant positif de
bidimension(p,p) sur Ω � A. Supposons quẽdT existe. Alors sip � k + 1, le courantT̃ existe. Sip � k + 2 et
A de classeC2, on adT̃ = d̃T .

Démonstration.Sans perte de généralité, on peut supposer queu ∈ C∞(Ω �A). En effet, commeu estk-convexe,
il existe un système de coordonnées surCn et λ > 0 tel queddcu � −λβ ′ + β ′′ sur Ω (en restreignantΩ si
nécessaire), avecβ ′ = ddc|z′|2 et β ′′ = ddc|z′′|2, (z′ = (z1, . . . , zk) et z′′ = (zk+1, . . . , zn)). Soit u1 = u + (1 +
λ)|z′|2, alorsu1 est continue et strictement psh (ddcu1 � λβ). D’après Richberg, il existev une fonction strictemen
psh, de classeC∞ surΩ � A telle queu1(z) � v(z) � u1(z) + d(z,A) en tout pointz deΩ . Prenons la fonction
v1 = v − (1+ λ)|z′|2, commev est strictement psh on av1 estk-convexe. De plus, on av1 ∈ C∞(Ω � A) et pour
tout z dansΩ , u(z) � v(z) � u(z) + d(z,A), doncA = v−1({0}). Dans la suite on travaille avecu à la place dev.
Le problème étant local, et en supposant par exemple que 0∈ A et que la boule unitéB = B(0,1) est incluse
dansΩ , il existe d’après le Lemme 2.2 une fonctionf de classeC∞ et strictement psh surB telle que

ddcu ∧ (ddcf )k � βk+1,

doncT ∧ ddcu ∧ (ddcf )k ∧ βp−k−1 � T ∧ βp sur B � A. Montrons queT est de masse localement finie s
B(0,1/4). SoientK = {z ∈ A, 1/2� |z| � 3/4}, h une fonction négative de classeC2 dansB telle queh soit nulle
surB(0,1/4) et égale à−1 surB(0,3/4)�B(0,1/2). Soitδ > 0 de sorte que surB on aitddc(u+δh)∧(ddcf )k �
1
2βk+1. Pourε > 0, posons̃uε = max(u + δh − ε,0), alorsũε ≡ 0 dans un voisinageU deK indépendent deε. En
effet, six ∈ K alorsu(x) + δh(x) − ε = −δ − ε < −δ et cette fonction est continue donc il existeU un voisinage
ouvert deK tel queu + δh − ε < −δ/2.

Soit U1 un voisinage deK tel queU1 ⊂⊂ U et désignons paruε une régulariséeC∞ de ũε nulle dansU1 et
vérifiantddcuε ∧ (ddcf )k � 1

4βk+1 surB(0,1/4) ∩ {ũε > ε}. Le courantuεT est bien défini caruε est nulle au
voisinage deA. Soit θ ∈ D(B), positive, à support dansB(0,3/4) et valant 1 au voisinage deB(0,1/2). On a
θddcuε = d(θdcuε) − dθ ∧ dcuε. Si d̃T existe, on a

1

4

∫
B(0,1/4)∩{ũε>ε}

T ∧ βp �
∫

θddcuε ∧ T ∧ (ddcf )k ∧ βp−k−1

=
∫

θdT ∧ dcuε ∧ (ddcf )k ∧ βp−k−1 −
∫

dθ ∧ dcuε ∧ T ∧ (ddcf )k ∧ βp−k−1

� C1‖dT ‖(B(0,3/4)�A) + C2‖T ‖(V ),

oùV = (B(0,3/4) � B(0,1/2)) � U1. On fait tendreε vers 0, on trouve quẽT existe. D’après le choix deθ etuε,
la formedθ ∧ dcuε est à support loin de l’obstacle.
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Si p � k + 2, par un argument de tranchage, il suffit de prouver le cas oùk = 0, c’est-à-direp � 2 et u est
strictement psh. Dans ce cas, on peut supposer queA est une variété totalement réelle de classeC2. Alors d’après
([2], Lemma 3.8), il existe une fonctionu positive, psh, de classeC2, telle quedu1/2, dcu1/2 soient à coefficients
bornés etA ⊂ u−1(0). De plus, la fonctionv = u1/2 + ‖z‖2 est psh. D’après la démonstration de l’existence deT̃ ,
le courantT ∧ ddcv est de masse localement finie surΩ . Alors pour tout compactK deΩ , on a∫

K�A

T ∧ βp−1 ∧ ddcu1/2 < +∞,

∫
K�A

T ∧ βp−2 ∧ ddcu1/2 ∧ du1/2 ∧ dcu1/2 = 1

2

∫
K�A

T ∧ βp−2 ∧ ddcu ∧ du ∧ dcu

u3/2
.

Commedu1/2 ∧ dcu1/2 est à coefficients bornés, l’intégrale précédente est finie. D’autre part,

∫
K�A

T ∧ βp−2 ∧ ddcu1/2 ∧ ddcu = 1

2

∫
K�A

T ∧ βp−2 ∧ (ddcu)2

u1/2
− 1

4

∫
K�A

T ∧ βp−2 ∧ ddcu ∧ du ∧ dcu

u3/2

= (A) − (B).

L’intégrale de gauche est finie. Comme(B) est finie, on voit que(A) est encore finie.
Soitρ :R 
→ R une fonction positive de classeC∞ telle queρ(t) = 0 si t < 1/2 etρ(t) = 1, pourt > 1. Posons

ρr(t) = ρ(t/r) alorsT̃ = limr→0 ρr(u)T . Soitϕ ∈ D(0,1)(Ω), on montre que limr→0〈T ,dρr(u) ∧ ϕ ∧ βp−1〉 = 0
(pour toutϕ ∈ D(p−1,p)(Ω), on peut l’écrire sous la formeϕ = ∑N

j=1 ϕj ∧ ωj où ϕj ∈ D(0,1)(Ω) et ωj une
(p − 1,p − 1)-forme fortement positive à coefficients constants, voir [2], page 18). D’après l’inégalité de Ca
Schwarz on a

∣∣〈T ∧ βp−1, dρr(u) ∧ ϕ
〉∣∣ =

∣∣∣∣
〈
T ∧ βp−1,

u

r
ρ′

(
u

r

)
du ∧ ϕ

u

∣∣∣∣
�

∣∣∣∣
〈
T ∧ βp−1,

u

r
ρ′

(
u

r

)
du ∧ dcu

u3/2

〉∣∣∣∣1/2∣∣∣∣
〈
T ∧ βp−1,

u

r
ρ′

(
u

r

)
iϕ ∧ ϕ

u1/2

〉∣∣∣∣1/2

.

Comme (A) et (B) sont finies et pour toutt ∈ R, |tρ′(t)| � constante (carρ′(t) est à support compact), le théorèm
de la convergence dominé montre que les termes de droite tendent vers zéro. Il en résulte quedT̃ = d̃T .

Comme conséquence du Théorème 2.3, on retrouve le résultat suivant dû à Giret [4].

Corollaire 2.4. SoientA une sous-variétéC2 dont la dimension CR estk, et T un courant positif de bidimensio
(p,p) surΩ � A. Sip � k + 1 et d̃T existe, alors̃T existe. Si de plusp � k + 2, alorsdT̃ = d̃T .

Démonstration. D’après El Mir [2], localement il existe une fonctionρ, k-convexe de classeC2 telle queA =
ρ−1({0}). Il suffit alors d’appliquer le Théorème 2.3.

Remarque 1.Pour un courant positif fermé etA de classeC2, on retrouve ainsi un résultat de El Mir [2] amélio
ultérieurement par Rapp [5] dans le cas oùA est de classeC1.

Corollaire 2.5. SoientK un compact pluripolaire complet d’un ouvertΩ deCn et T un courant positif de bidi-
mension(p,p), p � 1 surΩ � K tel qued̃T existe. Alors,̃T existe et̃dT = dT̃ .
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Démonstration. D’après [2], il existe un ouvert strictement pseudoconvexeΩ ′ ⊂ Cn, tel queK ⊂ Ω ′ ⊂⊂ Ω , et
une fonction négative pshu surΩ ′ qui vérifieK = {z ∈ Ω ′, u(z) = −∞}, et telle que e−u soit continue. Soitϕ
une fonction continue, exhaustive et strictement psh surΩ ′ et soitc = sup{ϕ(z), z ∈ K}. On considère la suite

un = sup

(
ϕ − c − 1

n
,e(1/n)u+||z||2 − 1

n
,0

)
.

Soit Kn = {z ∈ Ω ′; un(z) = 0}. D’après la démonstration du Théorème 1, on peut trouver une constanteC telle
que‖T ‖Ω ′

�Kn
< C pour toutn. Alors T̃ existe. D’après [7], on ãdT = dT̃ .

3. Prolongement de courants à travers des sous variétés non Levi-plates

SoitΩ un ouvert deCn etM une variété générique de codimensionm � 2,

M = {
z ∈ Ω, ρ1(z) = · · · = ρm(z) = 0

}
, (1)

oùρj ∈ C2(Ω,R) et ∂ρ1(z) ∧ · · · ∧ ∂ρm(z) �= 0 surM .
Notons〈 · · · , · · · 〉 le produit scalaire euclidien surRm et Sm−1 la sphère unité deRm. Pour toutβ ∈ Sm−1,

considérons la dimension complexe maximalesz(β) des sous-espaces vectoriels complexes deHz(M) (l’espace
tangent complexe àM en z) inclus dans l’espace des zéros de la fonctionHz(M) ∈ w 
→ L(〈β, ρ̃〉(z))(w), où
ρ̃ = (ρ1, . . . , ρm) et L(〈β, ρ̃〉(z)) désigne la forme de Levi de la fonction〈β, ρ̃〉 au pointz. Pour toutα ∈ Sm−1,
posonsdz(α) = inf{sz(β), β ∈ Sm−1 et 〈α,β〉 = 0} puis defz(M) = sup{dz(α), α ∈ Sm−1}. On appelle ce nombr
le défaut de Levi de la variétéM enz. Ce nombre est invariant biholomorphe deM , compris entre 1 et dimCR M

et qui mesure le degré de « Levi-platitude » deM . Par exemple, si les fonctionsρj sont pluriharmoniques, defz(M)

atteint sa valeur maximale dimCR M . Réciproquement, si defz(M) est petit par rapport à dimCR M , alors la forme
de Levi deM est suffisamment « non dégénérée ».

Exemples 1.

1. SiM = S2n−1 × S2n−1 ⊂ C2n, alors dimCR M = 2n − 2 et def(M) = n − 1 en tout point deM .
2. SiM = (S3)n ⊂ C2n, alors dimCR M = n et def(M) = 1 en tout point deM .

Théorème 3.1.SoitM une sous-variété de la forme(1) dans un ouvertΩ deCn et soitT un courant positif de
bidimension(p,p) surΩ � M tel queT vérifie une condition standard de prolongement. Sip � defz M + 1 pour
tout z ∈ M , alors T̃ existe.

Remarque 2.Si T est positif fermé on retrouve le résultat de Rigat [6]. SiM est une sous-variété Cauchy–Riema
de classeC2 telle que dimCRM < p − 1, on retrouve le Corollaire 2.4.

Tout d’abord rappelons quelques définitions et résultats issus du travail de Sukhov [8].

Définition 3.2. Une variétéC2 génériqueM vérifie les conditions du Théorème 3.1 est appeléek-pseudoconcav
enz ∈ M si et seulement si 0 est un élément de l’enveloppe convexeconique de l’ensemble desα ∈ Sm−1 tels que
la forme de Levi de〈α, ρ̃〉 ait au minimumk valeurs propres strictement positives surHz(M).

Définition 3.3. SoientV un cône deRm et V ∗ son cône conjugué, i.e.V ∗ = {α ∈ Rm, 〈α,β〉 � 0, ∀β ∈ V }. Pour
r > 0, on appelledomaine standardM(z, r,V ) un domaine de la forme

M(z, r,V ) = {
ξ ∈ Cn, ‖z − ξ‖ < r etρ(ξ) ∈ V

}
.
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On dit queM(z, r,V ) estk-pseudoconcave enz ∈ M si est seulement siM estk-convexe enz dans la direction
d’un σ ∈ V ∗ � {0}, i.e. si la forme de Levi de〈σ,ρ〉 possède au moinsk valeurs propres strictement positives s
Hz(M).

Théorème 3.4[8]. Soit M une sous-variété comme dans le Théorème3.1, alors M est (n − m − defz M)-
pseudoconcave pour toutz ∈ M . Par suite il exister > 0 et un nombre fini de cônesVj ⊂ Rm, j = 1, . . . ,N ,
tels que lesM(z, r,Vj ) sont(n − m − defz M)-pseudoconcave enz et tels queB(z, r) � M = ⋃N

j=1 M(z, r,Vj ).

Démonstration. La démonstration va se faire en deux étapes. Tout d’abord montrons queT est de masse locale
ment finie au voisinage des points deM . Soitz ∈ M . D’après le Théorème 3.4, il suffit de montrer que la mass
T est bornée dans chaqueM(z, r,Vj ) au voisinage deM . Pour cela, soitj ∈ {1, . . . ,N} et σj ∈ V ∗ � {0} tels que
la forme de Levi〈σj ,ρ〉 ait au moins(n − m − defz M)-valeurs propres strictement positives surHz(M). Il existe
Cj > 0 tel que la forme de Levi deφj = 〈σj ,ρ〉+Cj

∑m
k=1 ρ2

k ait au moins(n−defzM −1)-valeurs propres stric
tement positives sur l’espace tangent à l’hypersurface{ξ ∈ B(z, r), φj (ξ) = 0} enz. On adφj = 〈σj + 2Cjρ,dρ〉
et donc l’hypothèseσj �= 0 implique quedφj �= 0. En particulier, il existeλj > 0 tel que la forme de Lev
de ψj = eλj φj − 1 ait (n − defM)-valeurs propres> 0 sur Cn. Soit Dj(r) = {z ∈ B(ξ, r), ψj (z) > 0} ; on a
M(ξ, r ′

j ,Vj ) ⊂ Dj(rj ) pourr ′
j � 1. D’après les Théorèmes 1 et 4 de [1],T est de masse bornée au voisinage

points deM , car le complémentaire deM sera la réunion desDj(r
′
j ), de plusψj est strictement defz-convexe sur

Dj(r
′
j ) dans les trois cas etp � defzM + 1.
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