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Résumé

On donne dans cette note des résultats d’existence d’ondes progressives à lignes de niveaux coniques pour une
réaction–diffusion à non-linéarité bistable. Les solutions trouvées ici ont une vitesse plus grande que l’onde monodi
nelle. Leurs lignes de niveaux sont asymptotes à des droites, dont l’angle avec la verticale se calcule en fonction de
des ondes. Des propriétés qualitatives : monotonie, symétrie, convergence exponentielle des pentes des lignes de niveau
discutées.Pour citer cet article : F. Hamel et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existence and qualitative properties of bistable conical fronts in two space dimensions. Conical-shaped travelling wav
solutions of a bistable reaction–diffusion equations posed in the plane are shown to exist. The velocity of the wave
is strictly larger than the planar wave velocity, and their level sets are asymptotic to lines whose angle is computed in
their velocity. Qualitative properties, such as monotonicity, symmetry, and exponential convergence of the slopes of the
lines, are given.To cite this article: F. Hamel et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Considerα ∈ ]0,π/2]. Let f :R → R a smooth function such that

(H1) there isθ in (0,1) such that{
f (0) = f (θ) = f (1) = 0, f < 0 on(0, θ) ∪ (1,+∞), f > 0 on(−∞,0) ∪ (θ,1),

f ′(0) < 0, f ′(1) < 1, f ′(θ) > 0.

The functionf is then said to be ‘bistable’.

(H2) The integral
∫ 1

0 f is positive.

Under the assumptions (H1) et (H2), there is [6] a uniquec0 > 0 such that the equation

U ′′ − c0U
′ + f (U) = 0 in R, U(−∞) = 0, U(+∞) = 1 (1)

has solutions. The solutions to (1) are unique up to translations.
We are interested in the following problem:

�u − c∂yu + f (u) = 0 in R
2

lim sup
A→+∞, y�A−|x|cotα

∣∣u(x, y) − 1
∣∣ = 0, lim sup

A→−∞, y�A−|x|cotα

∣∣u(x, y)
∣∣ = 0. (2)

The function(t, x, y) �→ u(x + ct, y) is a travelling wave solution of the reaction–diffusion equation

ut − �u = f (u), (x, y) ∈ R
2.

Such a study has two motivations. On the one hand, (2) with an ‘ignition temperature type’ source ter
the functionf vanishes on]0, θ [ instead of being negative – is a relevant model for Bunsen burner flames; de
studies have been carried out by the first two authors in [8,9]. See also the references therein. The probl
consideration here is a natural equivalent of these papers, and presents additional difficulties due to th
positivity of the nonlinearity.

On the other hand, (2) can be interpreted in terms of geometrical movements [4,5]: the solutions of (2)
converge, under a suitable scaling, to solutions of eikonal equations. Also, our problem has close connection
some questions around a conjecture of De Giorgi [1,3,7,14].

Theorem 0.1. Under assumptions(H1) and(H2), there is a solution(c, u) to (2). Further,c = c0/sinα, 0< u < 1
andu is unique up to shift in the(x, y) variables. Moreover, the following qualitative properties are satisfied.

(i) There isx∞± ∈ R such that, for every sequencexn → ±∞ we have: u(x + xn, y −|xn|cotα) → U(±x cosα +
y sinα + x∞± ) in C2

loc(R
2).

(ii) There existsx0 ∈ R such thatu(x+x0, y) is symmetric around they axis. Assuming(without loss of generality)
thatx0 = 0 we furthermore have: ∂xu � 0 in R+ × R.

(iii) For any unit vectorτ = (τx, τy) such thatτy < −cosα we have: ∂τu < 0 in R
2.

(iv) For all λ ∈ ]0,1[ the level line{u = λ} is a smooth graph{(x,φλ(x)), x ∈ R}, with ‖φ′
λ‖∞ = cotα. Moreover

there isω > 0 such thatφ′
λ(x) = −cotα + O(e−ωx) asx → +∞.

Problem (2) appears for the first time in Fife [6], where an existence result is proved for anglesα close toπ/2
– i.e. almost planar fronts. At this level of generality, the existence part of Theorem 0.1 is already a new re
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Theorem 0.2. Letu be a bounded solution of

�u − c∂yu + f (u) = 0, (x, y) ∈ R
2. (3)

Assume that there exists a Lipschitz functionφ :R → R such that


lim inf
A→+∞, y�A+φ(x)

u(x, y) > θ,

lim sup
A→−∞, y�A+φ(x)

u(x, y) < θ.
(4)

Thenc � c0. Furthermore, up to shift in(x, y) variables, eitheru is a planar frontU(±x cosα + y sinα) with
α = arcsin(c0/c) ∈ (0,π/2], or u is the unique solution of(2).

Theorem 0.1 is proved by a sub/super-solution method, the difficult part being to devise a conical-shape
solution. Properties (i) to (iii) are proved by different sliding or moving plane methods, the crucial parts being h
the initialization, and the key result being the fact thatthe solution is nonincreasing in any unit direction of t
lower cone of angleα. The exponential convegence of the level lines comes from a centre manifold type arg
Theorem 0.2 results from a close examination of the level lines of the solutions under consideration when|(x, y)|
goes to+∞.

1. Introduction, principaux résultats

Soitα ∈ ]0,π/2] et soitf :R → R une fonction régulière vérifiant les hypothèses suivantes :

(H1) il existeθ dans(0,1) tel que{
f (0) = f (θ) = f (1) = 0, f < 0 sur(0, θ) ∪ (1,+∞), f > 0 sur(−∞,0) ∪ (θ,1),

f ′(0) < 0, f ′(1) < 1, f ′(θ) > 0.

On dit alors que la fonctionf est « bistable », en réference à la stabilité de 0 et 1 pour l’équation différen
ordinaireu̇ = f (u).

(H2) L’intégrale
∫ 1

0 f est strictement positive.

Sous les hypothèses (H1) et (H2), on sait [6] qu’il existe un uniquec0 > 0 tel que l’équation

U ′′ − c0U
′ + f (U) = 0 in R, U(−∞) = 0, U(+∞) = 1 (5)

ait des solutions. De plus celles-ci sont uniques à translations près.
On cherche à résoudre le problème suivant :

�u − c∂yu + f (u) = 0 dansR2

lim sup
A→+∞, y�A−|x|cotα

∣∣u(x, y) − 1
∣∣ = 0, lim sup

A→−∞, y�A−|x|cotα

∣∣u(x, y)
∣∣ = 0. (6)

La fonction(t, x, y) �→ u(x + ct, y) est une solution d’onde progressive del’équation de réaction–diffusion su
vante :

ut − �u = f (u), (x, y) ∈ R
2.

La motivation de notre étude est double. D’une part, le problème (6), avec un terme non linéaire dit « à t
ture d’ignition » – i.e. la fonctionf est nulle sur]0, θ [ au lieu d’y être négative est un modèle pertinent de flam
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et les références bibliographiques de ces articles. Le problème considéré ici en est un pendant naturel, et l’abs
de positivité du terme de réaction introduit des difficultés supplémentaires nécessitant des arguments nouvea

D’autre part, (6) peut s’interpréter en termes de mouvements géométriques [4,5] : sous l’effet d’un chan
d’échelle, les solutions convergent en effet vers des solutions d’équations eikonales. Enfin, le problème a
profonds avec des questions liées à une conjecture de De Giorgi [1,3,7].

Théorème 1.1. Sous les hypothèses(H1) et (H2), il existe une solution(c, u) de (6). De plus,c = c0/sinα,
0 < u < 1 etu est unique à translation près en(x, y). Les propriétés qualitatives suivantes sont de plus satisfa

(i) Il existex∞± ∈ R et une solutionU de(5) tel que, pour toute suitexn → ±∞ on a: u(x +xn, y −|xn|cotα) →
U(±x cosα + y sinα + x∞± ) dansC2

loc(R
2).

(ii) Il existex0 ∈ R tel queu(x + x0, y) soit symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. En supposant(sans
perte de généralité) quex0 = 0 on a de plus: ∂xu � 0 sur R+ × R.

(iii) Pour tout vecteur unitéτ = (τx, τy) tel queτy < −cosα on a: ∂τu < 0 sur R
2.

(iv) Pour toutλ ∈ ]0,1[ la ligne de niveauλ deu est un graphe régulier{(x,φλ(x)), x ∈ R}, avec‖φ′
λ‖∞ = cotα.

De plus il existeω > 0 tel queφ′
λ(x) = −cotα + O(e−ωx) quandx → +∞.

L’existence d’ondes coniques pour (6) apparaît pour la première fois dans Fife [6], où le problème est rés
pour des anglesα proches deπ/2 – i.e. des fronts presque plans. A ce niveau de généralité, le Théorème 1.1
résultat nouveau. Les hypothèses (H1) et (H2) sont fondamentales : si (H1) n’est pas vérifiée (cas de cro
multiples par exemple) l’existence de fronts plans connectant 0 à 1 n’est pas garantie. Sic0 = 0 – i.e. (H2) n’est pas
vérifiée – il est connu que, dans certains cas – par exemplef symétrique autour deθ – que (6) n’a pas de solutio
pourα < π/2. Voir [1,3,7,14].

Une des conséquences du théorème ci-dessus est que les lignes de niveau deu sont asymptotiquement conique
La convergence exponentielle est caractéristique de la dimension 2 d’espace ; elle est fausse en dimensio> 2.

Le résultat suivant concerne l’unicité des fronts coniques.

Théorème 1.2. Soitu une solution bornée de

�u − c∂yu + f (u) = 0, (x, y) ∈ R
2. (7)

Supposons l’existence d’une fonction lipschitzienneφ :R → R telle que


lim inf
A→+∞, y�A+φ(x)

u(x, y) > θ,

lim sup
A→−∞, y�A+φ(x)

u(x, y) < θ.
(8)

Alors c � c0. De plus, aux translations deR2 près, ou bienu est un front planU(±x cosα + y sinα) avecα =
arcsin(c0/c) ∈ ]0,π/2], ou bienu est l’unique solution de(6).

2. Existence de fronts : sur/sous solutions

Une sous-solution de (6), satisfaisant les conditions aux limites de (6), est donnée parφ(x, y) = sup(U(y sinα+
x cosα),U(y sinα − x cosα)). Considérons d’autre part la solution du problème à frontière libre suivant, d’in
nue(c,ψ,Ω) – voir [9] pour l’existence et la régularité d’une telle solution :


�ψ − c∂yψ = 0 dansΩ := {ψ < 1} = {y < ϕ(x)}, 0 < ψ � 1 dansR2,

∂ψ = c0 surΓ := ∂Ω (n est la dérivée normale extérieure àΩ sur∂Γ )
(9)
∂n
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|ϕ(x) + |x|cotα| < +∞).

Théorème 2.1. Notantdist la fonction distance euclidienne, on pose

φ(x, y) = U
(
c−1

0 Log
(
ψ(x, y)

))
dansΩ = {ψ < 1}, φ(x, y) = U

(
dist

(
(x, y),Ω

))
dansR2\Ω.

Alorsψ est une sur-solution de viscosité de(6).

Cette sur-solution a déjà été utilisée dans [10] pour montrer l’existence de fronts coniques avec non-linéarité
type « combustion ». Il est surprenant de constater la bonne adaptation de cette méthode au cas étudié. Laψ

de (9) est donc utile dans des applications dépassantle cadre des problèmes de type « combustion ».

3. Propriétés qualitatives

Pour le problème avec les conditions (6), les propriétés de symétrie et de monotonie se démontren
arguments de glissement de domaines ou d’hyperplans mobiles [2] ; le point délicat est ici la phase d’initialisatio
dans la mesure où l’on raisonne dans des domaines infinis.

Comme∂yu > 0, chaque ligne de niveau deu pour la valeurλ s’écrit sous forme de graphes{(x,φλ(x))}. La
monotonie deu, dans les directions du sous-cône inférieur d’angleα par rapport à la verticale dirigée par(0,−1),
implique la borne sur la norme Lipschitz deφλ ainsi que l’identité

lim inf
x→±∞φ′

λ(x) = ∓cotα. (10)

La régularité deu donne alors une régularitéC2 uniforme sur lesφλ. Par ailleurs, les arguments de glisseme
associés aux conditions (6), donnent l’existence de réelsx∞± tels queu(x + xn, y − |xn|cotα) → U(±x cosα +
y sinα +x∞± ) dansC2

loc(R
2) pour toute suitexn → ±∞. Il s’en déduit queφ′

λ(x) → ∓cotα quandx → ±∞, pour
toutλ ∈ ]0,1[.

La convergence exponentielle deφ′
λ(x) vers∓cotα quandx → ±∞ s’obtient alors par un calcul de type varié

centrale [13].
Considérons maintenant le problème (7) avec les conditions (8). Les hypothèses du Théorème 1.2 perme

de montrer d’abord queu est croissante eny et tend vers 0 et 1 loin au-dessous et au-dessus du graphe deφ. Si u
n’est pas un front plan, l’hypothèse (7), la comparaison deu avec les solutions déjà construites du Théorème
et l’examen soigneux des lignes de niveau deu quand(x, y) tend vers+∞ permettent alors de montrer quec � c0

et queu est alors l’unique (à translation près) solution de (6).

4. Deuxième preuve de l’existence pour le problème (6)

Une deuxième preuve de l’existence de solutions de (6), par continuation sur le paramètreα, peut également êtr
donnée. Plus précisément, le casα = π/2 n’est rien d’autre que le problème monodimensionnel. Pourα proche
de π/2, on peut soit invoquer [6] ou [12], soit un argument de variété centrale [13]. Soitαmin le plus petit des
α∗ < π/2 pour lesquels (6) admet une solution pour toutα > α∗. Par passage à la limite – à une sous-suite
– on obtient une solutionu de (7) vérifant les hypothèses du Théorème 1.2 et telle que, à translation prèsu soit
paire enx. On montre alors que, avec les notations précédentes,φ′

λ(x) → ∓cotα quandx → ±∞, et que cette
convergence est de plus exponentielle. Ainsi,u vérifie (6). La propriété de convergence exponentielle des ligne
niveau permet alors d’invoquer le
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Théorème 4.1 [10]. Pour r > 0, soitXr l’espace des fonctionsv(x, y) uniformément continues et bornées tel
queer |(x,y)|v(x, y) soit bornée uniformément continue. L’opérateur linéariséL = −� + c∂y − f ′(u) est un iso-
morphisme de son domaine versXr .

On conclut à l’aide du théorème des fonctions implicites.
Les preuves détaillées, ainsi que des résultats d’existence de solutions à symétrique cylindrique en d

supérieure à 3, sont donnés dans un article en cours de rédaction [11].
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