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Abstract

In this Note we investigate stochastic partial differential equations in infinite dimension driven by a compensated Poisson
random measure. Apart from the existence and uniqueness of mild solutions our main interest is directed towards their regularity
w.r.t. the initial datum. Our main result is the first order Fréchet differentiability of the mild solution as a mappind.from
to H?, the space of predictabje-integrable processes, where- p > 2. Higher order Fréchet differentiability can be proved
similarly. As a consequence we obtain gradient estimates in infinite dimensions for the corresponding re3oledettis
article: C. Knoche, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Résumé

ESDP en dimension infinie avec un bruit de PoissorDans cette Note nous analysons des équations stochastiques aux
dérivées partielles en dimension infinie avec une diffusion décrite par une intégrale stochastique par rapport & une mesure aléz
toire de Poisson compensée par la mesure d'intensité. Outre I'existence et I'unicité de la solution ‘mild’, notre principal intérét
concerne la régularité par rapport & la conditiaitiale. Le résultat prinpal est la différatiabilité au ses de Fréchet de la solu-
tion comme application d&? vers I'espace des processus prévisitlés), ¢t € [0, T'], tels queE[|| X (¢)||P] < coolg > p > 2.

La différentiabilité d’ordre deux au sens de Fréchet peut étre obtenue de la mémdPtagariter cet article: C. Knoche, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version frangaise abrégée

Nous considérons des équations statiq@aes aux dérivées partielles (esdp) en dimension infinie avec une
diffusion décrite par une intégrale stochastique par rapport a une mesure aléatoire de Poisson compensée avec
mesure d'intensité.

Introduisons maintenant notre cadre.
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Soit (£2, F, P) un espace de probabilité complet avec une filtrations > 0, telle queFp contient tout en-
sembleP-négligeable.

Soit (U, B, v) un espace mesueefini et soit p un « Poisson point process » stationnaire par rappérta= 0,
sur U avec mesure characteristiqueNous denotons avel la mesure aleatoire de Poisson associgesar
(0, 00) x U, B(0, 00) ® B) avec la mesure d’intensiie® A ou A designe la mesure de Lebesgue.

SoitT > 0. Nous considérons I'esdp suivante dans un espace de Hitb&gparable

{ dX (1) = [AX (1) + F(X ()] dt + B(X (1), y)q(dt, dy), )
X(0)=&.
q(dz, dy) et les coefficients\, F et B sont spécifiés en détail dans la version anglaise.
Tout d’abord, notre objectif est de montrer I'existence et I'unicité d'une solution « mild » du probléme (1). Ceci
est fait en appliquant le théoréme du point fixe de Banach a I'application
FiLP x HP(T, H) - HP(T, H)
t

t+
(£,Y) > (S(t)“g‘ +/S(t —s)F(X(s))ds+// S(t —s)B(X(s),y)q(ds,dy))
0 ou

t€[0,T]
ou
Ly :=LP(2,Fo,P,H) et
HP(T,H) := {Y(t), t €[0,T]|Y estunH-prévisible processus t.q.
Y12, = sup E[|Y(n]*] < oo], p=2.
t€[0,T]

Cette méthode entraine I'unicité dans I'espa¥T, H), c’'est-a-dire au sens des modifications de processus.
Pour appliquer le principe du point fixe de Banach dans le cas décrit ci-dessus, nous avons besoin d’'une estima
tion de|| X (¢)|.» OU

X(t):= //05(5, y)q(ds,dy), te€[0,T],

ou @ equ(T, U, H)=L%[0,T1x 2 x U, Pr(U),PQrQv, H).

En utilisant la formule d'ld, on déduit une version appropriée dadgalité de Burkholder, Davis et Gundy
pour des processus stochastiques a valeurs réelles, c’est-a-dire que I'on prouve I'existence d’une cgnstante
telle que pour tout € NZ(T, U, R) et p > 2 on ait

/2

E[|X(1)|"]"" = sup E[|x ()| 1/”<cp<// [|®6s, )] /”u(dy)ds> . )

<<

En utilisant I'inégalité de Khintchine, (2) est généralisée [JDL&’./\/qZ(T, U,H).
Pour pouvoir démontrer I'existence et I'unicité d’'une solution «mild», nous proposons les hypothéses H.0
partant sur les coefficients, F et B, décrites en détail dans la version anglaise. Nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 0.1.(a) Supposons que les hypothése6(i) et (ii) soivent vérifiées. Pour chaque condition initiale
e Lg il y a une solution «mild » uniqu (¢) du probléme1) dansH?(T, H).

(b) Soit p > 2. Supposons que les hypothebse8(i) et (ii’) soivent vérifiées. Pour chaque condition initiale
£ € Ly ily a une solution « mild » uniqu# (£) du probléme1) dansH” (T, H).

De plus nous obtenons que: L” — HP(T, H), p > 2, est lipchitzien.
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Notre but principal est de prouver la différentiabilité la solution « mild» par gport a la condition initiale.
En particulier, nous nous intéressons a la différentiabilité au sens de Fréchet.

Nous présentons notre résultat pipat concernant la régularité de lalgtion « mild » par rapport a la condition
initiale. Les hypothéses H.1 nécessaires portant sur les coeffidieRtet B sont décrites dans la version anglaise.

Théoréme 0.2.(a) Supposons les hypothedeD(i), (i) et H.1(iii), (v) vérifiées. La solution «mild X : LS —
H2(T, H) du probléme1) est différentiable au sens de Gateaux et la dérivée au sens de Gatkam% X L% —
H2(T, H) est continue.

(b) Soitg > p > 2. Supposons hypothédd<(i), (ii’) etH.1(iii"), (iv') vérifiées. La solution «mild X : L —
HP(T, H) du probleme(1) est différentiable au sens de Fréchet et la dérivée au sens de Fr&‘XneLg —
L(LL, HA(T, H)) est continue.

Cet résultat nous permet de donner des estimations de gradients pour la résolvante associée a la solution. Nol
définissons la résolvante associée a la solution de la fagon suivante.
Soit f: (H, B(H)) — (R, B(R)), bornée. Nous définissons

[ee]

Ry f(x) :=/e_°”E[f(X(x)(t))]dt, a>0, xeH.
0

Pour pouvoir énoncer nos résultats sur la différentiabilité au sens de Gate&uy¥ dé/ — R et pour pouvoir
donner une estimation poy® R, f (x)|lL(#.r), NOUs avons besoin des hypotheses H.2 décrites dans la version
anglaise.

Proposition 0.3. Supposons les hypothédd9(i), H.1(iii) et H.2(vi)—(ix) vérifiées. Soitf € C}}(H, R) alors
Ry f : H — R est différentiable au sens de Gateaux pour toit 0. Pour toutx, z € H, l'identité
o
AR, f(X)z= / e “E[Df(X(x)(1))dX (x)z(t)]dt pour toute >0
0
et I'inégalité:

1
19Ra F O 1.3 < a_—C‘)OxSeu[-?H Df ()|, Pourtouta > wo

sont satisfaits

1. Introduction

We consider stochastic partial differential equationgfinite dimensions driven by a compensated Poisson
random measure. SPDE’s driven by Gaussian noise have been well studied for a long time (see [10,9,3] and refer
ences therein) whereas SPDEs driven by Poisson noisehivbeen investigated moreténsively quite recently.

See e.g. [4,1,8,2], where the authors, among other things, analyze SPDEs with Poisson noise in one dimension arn
show existence and uniqueness of solutions but merehitisee below). Moreover, in [7] the authors deal with
stochastic integral equations driven by non-Gaussizige on separable Banach spaces and prove existence and
uniqueness of pathwise solutionsfft and2.

Let us now introduce our setting. Le®2, 7, P) be a complete probability spagéth a right-continuous fil-
tration 7, t > 0, such thatFy contains allP-nullsets of . Let (U, B, v) be ac-finite measure space anda
stationaryF;-Poisson point process di with characteristic measune We denote by7 the counting measure
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of p,i.e. IT1(B) =#{s € D, | (s, p(s)) € B} for all B € B(0, 00) ® B. ThenIT is a Poisson random measure on
((0, 00) x U, B((0, 00)) ® B) with intensity measure ® A wherei denotes the Lebesgue measure.Tet 0 and
consider the following SPDE in a separable Hilbert spdége(, ))

{ dX (1) =[AX () + F(X(®))]dt + B(X (1), y)q(dt, dy), 3)
X0)=¢
where

1.A:D(A) C H — H isthe infinitesimal generator ofG-semigroupS(¢), ¢ > 0, of linear, bounded operators
onH,

2.F:H — His B(H)/B(H)-measurable,

3.B:H xU — HisB(H)® B/B(H)-measurable,

4.4q(t,B):=11(t,B) —tv(B):=11(]0,t] x B) —tv(B),t >0, B € B, v(B) < 00,

5. & is an H-valued,Fp-measurable random variable.

Our first aim is to show the existence and uniqueness of a mild solution of Eqg. (3), i.&.-pfadictable process
X(t),t €0, T], such that

t

t+
X () =S()E +/S(t—s)F(X(s))ds+// S(t —s)B(X(s), y)q(ds,dy) P-as.
0 oU

forallr € [0, T].
This is done by applying Banach'’s fixed point theorem to the mapping

FiLP x HP(T, H) — HP(T, H)
t t+
EY)—> (S(t)“g‘ + / St — s)F(X(s)) ds + // St — s)B(X(s), y)q(ds, dy))
0 ol t€[0,T]
where
Ly :=L"(2,Fo, P, H) and

HP(T,H) := {Y(t), t €[0,T]]Y is anH-predictable process s.t.
IY15, = sup E[[y(0)]"] <oo}, p>2
te[0,T]

This method implies uniquenessht¥ (T, H), i.e. in the sense of modifications.

To this end we need an estimate for thé-norm of the stochastic integral () := f0+]U @ (s, y)q(ds,dy),
t €[0,T], where® eNZ(T U,H)=L%[0,T] x 2 x U, Pr(U), P® »Q v, H). If p=2 this is given by the
isometric property of the stochastic integral and the proof of the existence and uniqueness is straight forward by
Banach'’s fixed point theorem. This result can e.g. be found in [5]. More delicate is the cagesince, a priori,
we do not have an estimate for sug 71 E[[ X (t)[|”]. By 1to’s formula, we can deduce a suitable version of the
Burkholder—Davis—Gundy inequality from, i.e. that there exist€', > 0 such that for alkp e/\/qz(T, U,R) and
p > 2 holds

/2

E[IX(D|"]7" = sup E[lx0|"]"" <c (// (|6, )|"] /”v<dy>ds) . (4)

o<r<T

By Khintchine’s inequality the above inequality (4) extend€te /\/qz(T, U, H).



C. Knoche / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 647—-652 651

Hypothesis H.0.

(i) F is Lipschitz continuous.
(i) There existsk € L1([0, T']) such that for alt € 10, T] andx,z € H

/||S(t>B(x,y)||2v<dy) <KL+ ]x])>
U

/ IS0 (Bx. y) — Bz, )| 2vidy) < K@) lx — 2I1%
U

(i") There existk € L1([0, T] x U, B([0, T]) ® B, » ® v) such that for alk € 10, T'], x, z € H andy € U

|S@ B, »|? < K@t L+ Ixl)?,
IS0 (B(x,y) = Bz, »)|? < K&, »lx — 2.

Using (4) we get the following existence result.

Theorem 1.1.(a) Assume that conditiorts.0(i) and (ii) are fulfilled. Then foevery initial conditiont € L(ZJ there
exists a unique mild solutiok (¢£) of (3)in H2(T, H).

(b) Let p > 2. Assume that conditiort$.0(i) and (ii’) are fulfilled. Then foevery initial conditiont ¢ Lg there
exists a unique mild solutiok (¢) of (3)in H”(T, H).

In addition, in both cases, we obtain that Lg — HP(T, H), p > 2, is Lipschitz continuous.

Our main concern is, however, differentiability w.r.t. the initial datéra L7, in particular, the Fréchet differ-
entiability.

Hypothesis H.1.

(i) F is Gateaux differentiable and its Gateaux derivative H x H — H is continuous.
(ii") F is Fréchet differentiable and its Fréchet derivative : H — L(H) is continuous.
(iv) Forally € U B(-, y) is Gateaux differentiable and for alle U andz € H 31B(-, y)z: H — H is continuous.
(iv') Forally € U B(-, y) is Fréchet differentiable and for alkc 10, T] andy € U S(t)D1B(-,y): H — L(H) is
continuous.
(v) Forallt €10, T]andz € H S(1)01B(-,-)z: H — L?(U, B, v, H) is continuous.

Theorem 1.2.(a) Assume that the conditiort$.0 (i), (i) and H.1(iii))—(v) are fulfilled. Then the mild solution
X:L3— H(T, H) of (3)is Gateaux differentiable and the mappidy : L3 x L3 — H2(T, H) is continuous.

(b) Letg > p > 2. Assume that the conditiom&0(i), (ii") and H.1(iii") and (iv’) are fulfilled. Then the mild
solution ofX : Lg — HP(T, H) of (3)is continuously Fréchet differentiable.

Remark 1. Under corresponding assiptions one can prove higher Fréchet differentiability (cf. [6] for details).

As a consequence we obtain a gradient estimate for the resolvent corresponding to the mild solution.
Let f:(H,B(H)) — (R, B(R)), bounded. Define the corresponding semigroup and resolvent as follows

pifx)=E[f(X(x)®)], t€[0,T], xeH, and
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o
Raf)i= [ € pifdr a0,
0
whereX (x) is the mild solution of 8) with initial conditionx € H.

Hypothesis H.2.

(vi) (A, D(A)) is the generator of a quasi-contractiVg-semigroupS(z), t > 0, on H, i.e. there exist&g > 0
such that| S (1) || () < €' forall ¢ > 0.
(vii) v(U) < oo.
(viii) F is dissipative, i.e. for alk, y € H holds{d F(x)y, y) <O0.
(iX) B:HxU — H, (x,y)— z € H is constant.

Proposition 1.3.Assume that the conditiom&0(i), H.1(iii) and H.2(vi)—(ix) are fulfilled. Letf € C}}(H, R) then
Ry f 1 H — R is Gateaux differentiable for alt > 0 and for all x, z € H holds

(e¢]

AR, f(X)z= / e “E[Df(X(x)(1))dX (x)z(t)]dr foralla >0
0
and
1
18R f | oy < a——mf;?“ Df ()|, y, foralle>wo.
References

[1] S. Albeverio, J.-L. Wu, T.-S. Zhang, Parabolic SPDEselniby Poisson white noise, Stochastic Process. Appl. 74 (1998) 21-36.

[2] D. Applebaum, J.-L. Wu, Stochastic partial differential eqoiasi driven by Lévy space—time white noise, Random Operators Stochastic
Equations 8 (2000) 245-261.

[3] G. Da Prato, J. Zabczyk, Ergodicity for Infinite Dimeasal Systems, Cambridge Uersity Press, Cambridge, 1996.

[4] N. Ikeda, S. Watanabe, Stochastic Differential Equragiand Diffusion Processes, North-Holland, Amsterdam, 1981.

[5] C. Knoche, Stochastic integrals and stochastic differential teamsawith respect to compensated Poisson random measures in infinite
dimensional Hilbert spaces, Preprint No. 03-06-119 des ForschungszerBiBmS (Bielefeld-Bonn-Stochass), Universitat Bielefeld,
2003.

[6] C. Knoche, Mild solutions of SPDE’s driven by Poisson noise in infiditaensions and their dependenceinitial datum, Doctor-degree
thesis, Fakultat fur Mathematik, Unigétat Bielefeld, 2004, in preparation.

[7] V. Mandrekar, B. Rudiger, Existence and guéness of path wise solutions for stochastiedgral equations driven by non Gaussian noise
on separable Banach spaces, Preprint No. 61 des63ER~akultat fur Mathematik, Universitat Bonn, 2003.

[8] C. Mdiller, The heat equation with Lévy noise, Stochastic Process. Appl. 74 (1998) 67-82.

[9] S. Peszat, Existence and uniqueness of the solution for stackgsations on Banach spaces, Stochastic Stochastics Reports 55 (1995)
167-193.

[10] J.B. Walsh, An introduction to stochasticrpial differential equations, in: Ecole d’Etie Probabilité de St. Flour XIV, in: Lecture Notes
in Math., vol. 1180, Springer-Verlag, Berlin, 1986, pp. 266—-439.



