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Résumé

On étudie la théorie de la diffusion pour I'équation de Schrédinger avec hamiltonien de référtneéx ), dansR”, avec
0 < o < 2. Nous démontrons que lorsque cet hamiltonien est perturbé par un poténiehotion usuelle de courte/longue
portée est beaucoup plus faible que dans le cadre habituel. On généralise aussi certains résultats au cas ou(le) pesmntiel

remplacé par un polynéme de degré deRour citer cet article: J.-F. Bony et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Scattering for the Schrédinger equation with a repulsive potential. We study scattering theory for linear Schrodinger
equations, when the reference Hamiltonian-a — (x)¢, in R”, with 0 < @ < 2. The notion of short range perturbative
potential is much weaker than for the usual reference HamiltoniAn\We also consider the case wherg? is replaced by a
general second order polynomiab citethisarticle: J.-F. Bony et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction

Le but du travail annoncé dans cette Note est d’étudier la théorie de la diffusion pour des équations de
Schrddinger linéaires, lorsque le hamiltonien de référence contient un potentiel répulsif. Ce travail est motivé par
un résultat récent [4], ou il est démontré notamment que les perturbations non linéaires du hamiliorier?

(x € R") sont plus facilement & courte portée que peux. Nous démontrons qu’un phénoméne semblable se
produit en théorie linéaire de la diffusion. On considére la famille de hamiltoniens

Hyo=—A — {(x)* avecO<a < 2, etles hamiltoniens perturb&g, = H, o + Vy,
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ou (x) = +/14 x2. Le potentiel—(x)* est source d'accélération, comme nous allons le voir. Lexca® est un
cas critique : six > 2 les particules classiques peuvent atteindre l'infini en temps fittilgh, C5°(R)) n’est pas
essentiellement auto-adjoint (voir par exemple [5]).

La conséquence principale de I'accélération est que la variable de position Ysugltandit plus vite que le
long de I'évolution. C’est pourquoi on espére que la condition de courte portée habituelle

Vo) S (x)™1F (e>0) (1)

peut étre affaiblie pouHl,, . Ce phénoméne a déja été observé pour des hamiltoniens de type Stark par Ben-Artzi [2].
Il considére la famille d’opérateurs

He0=—A—sgixp)xa|®, O<e<2 Hy=Hyo+ Valx), (2)
avecx = (x1, x’) et prouve la complétude asymptotique sous la condition
(x1)*—* pourxi <0,

(x1)~Y/2=¢ pourx; >0,
avece > 0 etM(x") — 0 quandx’| — oco. En dimension 1, on prouve des résultats similaires pouO< 2 et
une condition de courte portée plus faible quang 2. En dimension supérieure, ses méthodes ne semblent pas
s’appliquer & notre cas. Pour= 1, Hj o est le hamiltonien de Stark associé a un champ electrique constant dans
la directionxy qui a été étudié en détails (voir [1,7]).

Le casa = 2 est trés instructif. Les équations satisfaites par les particules classiques sont trés simples et on

trouve x (1) = xoch(2t) + & sh(2r). Ainsi, x(z) croit exponentiellement vite pougg - xg # 0, de sorte qu’une
condition de courte portée suffisante devrait étre :

Vo) S M) - { (3)

Vo) S (1+In(x)) ™ (e>0). (4)
Plus généralement, on définit la nouvelle variable de position par

Pa(x) = { (xytes? S? Osa<2

1+In{x) sia=2.

On suppose qui¥, (x) = V.2(x) + V2(x) ou

Val(x) est une fonction mesurable a support compact quhesbmpact (5)
et Vaz(x) € L°°(R") vérifie presque partout la condition de courte portée :

Ve S pa)™° (£>0). (6)

L'opérateurH,, est essentiellement auto-adjoint sur le domaine de I'oscillateur harmonique et on notelépncore
son extension auto-adjointél, etH, o n'ont pas de spectre singulier continu et on nsté,, ) la projection sur
le spectre continu dél, . Le théoréme principal de cette Note est le suivant :

Théoréme 1.1. Sous les hypotheses précédentes, les limites suivantes existent

%t =5 lim Mg iHao (7)
t—>F0o0 ’
st_lirl]ooe"Havoe‘”Halc(Ha). (8)

De plus(8) est égal A21)* eton a: (2T)*R* =1, QF(21)* = 1°(H,).

L'opérateurt, o n'a pas de spectre ponctuel et il en est de méme Hgusi —A + VO[1 vérifie un théoréeme de
prolongement unique.
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2. Principe de la démonstration

La preuve est basée sur la théorie de Mourre. La premiére étape consiste a chercher une fonction de fuite
aq(x, &) vérifiant (de facon approchée)

{82 — (), au(x,6)} =Co >0 lorsquet” — (x)* = C1. 9
On trouve
aa(x,é):{xf(x)_a si0<a <2,
In(x +&) —In(x — &) sSia=2,

et on remarque quey(x, &) se comporte comme, (x) sur les surfaces d’énergie. En particuligg,(x) croit
commet le long de I'évolution.

Ensuite, on prouve une estimation de Mourre giiyravecA, = Op(ay). Ceci repose essentiellement sur (9)
et sur l'inégalité de Garding. Notons tout de méme que des difficultés techniques interviennent du fait que les
troncatures en énergie ne sont pas des opérateurs pseudodifférentiels. On peut voir en eftgt gue)®) n’est
pas un bon symbole. On renvoit a [3] pour les détails.

De I'estimation de Mourre, on déduit une estimation de vitesse minimalefpet on obtient I'estimation de
vitesse minimale poup, en utilisant un théoréme de Gérard et Nier [6]. L'utilisation de ce théoréme nous améne
a modifier Iégerement I'opérateur conjugué en le tronquant en énergie.

3. Vitesse asymptotique

Sous les mémes hypotheéses, il est aussi possible de construire I'opérateur de vitesse asymptotique et de décri
son spectre. Plus précisément, on a le

Théoréme 3.1. Il existe P;~ auto-adjoint commutant aveld, et tel que, pour toug € C(R) tendant ver® a
I'infini,

0 (P :s,tmemag<m7@>> eitH .

. {0,004} si app(Ha) #0, N 2—a Si0O<a<?2
N _ )
(i) U(Pa)—{{(,a} Si 0y (Hy) = 9, "‘_[2 Sia =2.

Remarquons que si,, (Hy) = @, alorsp, (x) est équivalent &t le long de I'évolution. En ce sens, la condition
de courte portée (6) est optimale. Notons que pour® < 2, il n’y a pas de formule explicite pour’8«0,
Néanmoins la vitesse asymptotique donne une bonne compréhension de I'évolution.

4. Généralisations
Nous généralisons le Théoréeme 1.1 dans leccas2, avec maintenant pour hamiltonien de référeHge=

—A 4+ U(x), ouU est un polyndme réel de degré deux. Aprés un changement de variables laissant invariant le
laplacien, on se raméne a

n_ n_+ny
Ux)= —ijz-sz-—{— Z wjz-x12+Ex,,7+,,++1+c, (10)
j=1 Jj=n_+1

avecw; > 0 etc, E e R, et ol on utilise la conventioE’j.:p(- -)=0sip=>gq.
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On suppose que le potentiel perturbdtite decompose eévi = V1 + Vo + W, avec :

o V; e LPi(R";R) avecp; < +oopourj=12;
e p;22sin<3, pj>2sin=4etp; >n/2sin>5,
o W e L*®(R") satisfait
n_— n
(Wl S TTE+Ne) ™ sy et [T )™,
j=1 Jj=n_+ny+2

avecB; >0et) B;>1 u=1/2siE+#0etp=1sinon.

Sous ces hypothesib= Hp + V est essentiellement auto-adjoint €i§F° (R"), et on a le théoréme d’existence
des opérateurs d’'ondes :

Théoréme 4.1. (i) Sin_ > 1etn, <1, les limites fortes suivantes existent ddrf§R") :
s lim Mg irHo,
t— =400

(i) SiVvy etV, sonta support compact et > 1, alors les mémes conclusions sont valables.

Par une méthode de Cook, la démonstration consiste & prouver notamment quespict(iR"),
t> |welHog| , e LY(R).

La preuve repose sur le fait que I'on connait explicitement le noyau d&%a travers une formule de Mehler
généralisée. Lintégrabilité recherchée découle alors des hypothésesg; pouduit tensoriel de fonctions d’'une
variable, dont les combinaisons linéaires sont denses. Pour plus de détails on renvoie a [3].

D’autre part, on a le théoréme de complétude asymptotique :

Théoréme 4.2. Supposonsque_ > 1, n_ +ny =n, E=0etV(x) = Vi(x) + V2(x) ol Vi (x) satisfait(5) et
Va(x) vérifie

—1—
Vo) S (1 +In((x1, ..o x))) 7 F (> 0).
Alors les limites suivantes existent
s lim Mg Mo, s lim é&MHogiHyc ().

t—Foo t—Foo

La preuve est simillaire a celle du Théoréeme 1.1. L'hypotheset n, = n impliqgue que sur les surfaces
d’énergie, une décroissance@n, ..., x,_) donne une décroissanceen
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